THEME: une demonstration du théo-
reme de Wedderburn.

1 Introduction

Avant d’énoncer le théoréme de Wedderburn, il faut effectuer une petite précision
lexicale. La loi multiplicative d’'un corps est généralement toujours supposée commu-
tative. Ce ne sera pas le cas ici et on appellera corps un ensemble K muni de deux
lois + et . telles que (K,+) ait une structure de groupe abélien et telles qugak.)
ait une structure de groupe non nécessairement abéberdira alors qu’un corps est
commutatif si sa multiplication est commutative.

Rappelons aussi qu’un corps est dit fini si son cardinal est fini.

Théoréme de WedderburnTout corps fini est commutatif.

Afin d’établir la démonstration de ce théoréme, il faut procéder a quelques rappels
sur les racines de l'unité.

2 Racines de l'unité
Notons C le cercle trigonométrique, i.e.
C={2€C / |z|=1}={e’; 0 R} ={?; 0 €[0; 2n}.

Pour tout entiem > 1, on noteR,, 'ensemble des racines n-iemes de 'unité, a
savoir
R,={z€C / z"=1}.

Bien sOr,R,, C C' et
R, = {eiz"% ;s kedl, - ,n}}

Ainsi, card (R,) = n. Rappelons qu&,, a une structure de groupe multiplicatif.

Définition On appelleensemble des racines entiéres de I'unité&ensembleR =
U R, ouR, désigne I'ensemble des racines n-iemes de l'unité.
n>1

Proposition A toute racine entiére de I'unité z, on peut associer l'idéal des entiers
i tels quez’ = 1; cet idéal est non nul et son unique générateur strictement positif est
le rang de z, noté igh (z).

Ainsiona:z € R, < p(z) |n.

Démonstration Soit z une racine entiére de l'unité. |l existecNtel quez™ = 1
. Par conséquent, I'ensemidledes entiers i tels que’ = 1 est non vide. On vérifie
facilement que c’est un idéal de. Ce dernier étant principal, est aussi principal et
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donc monogeéne. Ceci permet d’étre assurémug est bien défini.

Rappelons aussi que, par définition, un élémernR@st une racine primitive'¢es
de l'unité si et seulement si c’est un générateuRRgeEnongons la propriété:

Proposition Soitd > 1 un entier. SoitF; désigne I'ensemble des racines primi-
tives d*™¢sde 'unité. Soit z une racine entiére de I'unité et sdgit) son rang alors:

Fi={z€eR /] p(z)=d}.

On a, plus précisément,
Fy = {eT cke{l,--.,d} etk/\dzl}
ouk A d désigne le pgcd de k et d.

Démonstration

— Démontrons l'inclusion dé; dans{z € R / p(z) =d}. Soitz € F,. z est
donc un générateur d&,;. Rappelons qué?; est un groupe cyclique a d élé-
ments. Par conséquent, pour tout élémeng 1 de Ry, il existe0 < i < d tel
quez’ = z' etz? = 1. On a ainsi montré qug(z) = 1 et donc l'inclusion de-
mandée. Démontrons l'inclusion réciproque. Soit z une racine entiére de l'unité
de rang d. Le sous groupe deengendré pae est un sous groupe cyclique
de R d’'ordre d. Ce sous groupe contient alors toutes les racines du polynémes
X4 — 1 = 0 car pour chaque élément de ce sous groupe/? = 1. Ce sous
groupe est par conséquent le groupe des racines d-ieme de l'unitéstbien
un générateur de ce groupe.

— Montrons la seconde égalité. Seitun élément de€;. z est une racine entiere
de l'unité, donc il existeék etn € Ntels quez = ei“". Commez? = 1, n
est un diviseur de d. En particulieid. Mais z™ = 1 donc n est élément de
lidéal engendré par d et donc > d. En conclusionn = d et z = ei*a".
Montrons maintenant queA d=1. Si ce n'est pas le cas alors il existe un élément
p deNtel que d=k.p et p<d. Mais? = 1, et le rang de: ne peut étre d. Ceci
est contraire a nos hypothéses. Donc forcénientd = 1. Pour démontrer
linclusion réciproque, choisissons un élément ¢ *" tel quek € {1,....d}
et tel quek A d = 1. Montron que le rang m de cette racine entiére de I'unité
est égal a d. Il est évident que m est au plus égal a d. Supposons que m<d. Alors
2™ = 1 implique e!**#** = 1. Donc d divise k.m, mais comme d est premier
avec k, en vertu du lemme de Gauss, d divise m ce qui est contraire au choix fait
pour m. Donc d=m et z est de rang d. Par conséquent, comme les éléments de
rang d sont les racines primitives d-iemes de I'unité, I'inclusion réciproque est

prouvée.
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Définition Soit F; 'ensemble des racines primitive§®s de I'unité. Le poly-

néme
(X)) =[] (X —-2)
z€Fg

est appelé@®™es polyndme cyclotomique

Etablissons maintenant quelques propriétés préalables a la démonstration du théo-
reme de Weddenburn.

3 Propriétés prélémininaires

Proposition (P1) Soient K un corps commutatifi C K un sous-anneau de K et
® ¢ K[X]. S'll existe un polyndme) € A[X] unitaire tel qued.Q € A[X], alors
D e A[X].

Démonstration Cette propriété se démontre assez simplement par récurrence sur
d°®; néanmoins nous préférons une preuve plus “ élégante .

NotonsP = &.Q € A[X]. CommeQ € A[X] est unitaire, il existe une unique
division euclidienne de P par Q dads$X], i.e. il existe un unique couple),,R;)de
A[X]? tel queP = Q1Q + Ry etd°R; < d°Q.

D’autre part, K étant un corps, il existe une unique division euclidienne de P par Q
dansK[X], i.e. il existe un unique coupl@),,R>)de K[X]* tel queP = Q2Q + Rs
etd° Ry < d°Q).

Comme(Q1,R;) € A[X]” etque A estsous-anneau de K, ot R, ) € K[X]*;
alors I'unicité du couple de division euclidienne de P par Q d&h& | implique que
(Q1,R1) = (Q2,R2).

Enfin, commeP = ®.Q, cette méme unicité impliqugQ-,Rs) = (®,0).

Onadond@i,R;) = (®,0), donc® = @4, i.e.® € A[X].

Proposition (P2) Soient L un corps fini{ C L un sous-corps de L. Alors il existe
s € IN* tel quecard (L) = (card (K))®.

Démonstration

L'opération deK x L dans L définie pak « [ = ki (le produit dans L) induit sur L
une structure de K-espace vectoriel. L est fini, donc de dimension finie s, et on a bien
classiquementard (L) = (card (K))®.

Proposition (P3) Soient m et n deux entiers ave&l m < n, T €Z (X) la frac-

tion rationnelle définie parf’ (X) = % etd,, le n-ieme polynéme cyclotomique.
Alors on a:
1. X" —1= [] &4(X);
d|n
2. @, €Z[X];

3 S Rouzes



www.Zes-# athematiques.net

3m|n = TeZlX];
4. m|n e m<n = &, divisele polyndme T dand [X].

Démonstration
1. Rappelons que I'ensemble des racines primitiv&&de I'unité F; vérifie

Fy = {e— ckefl, - detkAd= 1}.
Un corollaire immédiat de cette égalité esétant la fonction indicatrice d’Euler
(¢(d) = card{k € {1,....d},k Nd =1} ), card (Fy) = ¢ (d).

D’autre part, 'ensemble des définitions implique aisement{dug In forme
une partition deR,, ; cela donne deux résultats intéressants :

card (Ry,) = Z card (Fy),
a]

n="> ¢(d);
Identité des polyndmes

[T x-2et]] [ x-2.

zER, d|n z€Fq
En notant
P4 (X) = H (X —2),
z€Fy
le d-ieme polyndme cyclotomique, et en développdrt (X — z), cette iden-
z€R,
tité donne:
X" —1=]] ®a(X).
d|n

Ceci est le 1/ de la propriété.

2. &, €Z[X]; montrons-le par récurrence surn:
Pourn =1, ®; (X) = X — 1, donc®; €Z[X].
Supposons démontré jusqu’an; on a

xmt—1= ] @a(X),

d|n+1
ce qui entraine que
X" _1=%,,,(X) - H Bq(X).
dln+1
d<n
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La récurrence s’applique audx; avecd < n, et donc le polynéme

H 4 (X)

din+1
d<n

appartient & [X]. De plus il est clairement unitaire, et comif®" ! — 1) €7 [X],

la propriété (P1) nous dit quB,, . €Z[X]: larécurrence est achevée.

.m|n = T €Z[X]; montrons celam | n, donc I'ensemble des diviseurs

de n est la réunion disjointe de I'ensemble des diviseurs de m et de 'ensemble Q
des diviseurs de n ne divisant pas m; par suite, on a

[T2ax) =TT @5 x) - IT @, (x).
d|n §|lm 9€Q
D’aprés 1/, cela donne
Xt—1=x"-1) - [] @ X).
9€Q
La propriété (P1) nous dit alors que

11 2. (%) ez[x],
qeQ

et par suitel’ € Z[X] (carT = [] ®q).
q€Q
. m | n implique que
T =] 2 €zlX]
q€Q
(c’est le point 3/), ein < n implique quen € @, et par suite,

T=%,- [] @
q€Q—{n}
puis (P1) implique que

H CI)Q € Z[X]v

qeQ—{n}
et donc®,, divise le polynéme T dang&[X].

Proposition (P4) Soit G un groupe fini (non nécessairement commutatif) agissant

sur un ensemble E non vide fini; soidnt, - - - ,s,.} C E un systéme de représentants
des orbites, ef71, - - - ,G,. les stabilisateurs respectifs ég - - - ,s,.. Alorson a:

1. Pour touti,l < i <r,card (G;) divisecard (G);
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2. Formule des classes:

card (E) = Z M.

52, card (G;)

Démonstration

Ici aussi, rappel des faits. .. On dit qu'un groupe G (noté ici multiplicativement et
d’élément neutre noté 1) agit sur un ensemble E (non vide) s'il existe une opération
(-*-) deG x F dans E telle que:

Vee E,1xx=x
Ve e E,V(g,9) € GxG, g x(gxx)=(gg)* .

On note alors, pour tout x de E:

- Gxx ={g*z} g, sous-ensemble de E appelé orbite de x .

- Gy ={9€ G/ g*x =1} g, sous-ensemble de G appelé stabilisateur de x .

— s, I'application de G dan& x x qui ag € G associg  x.

G, est un sous-groupe de G; d’autre part, on constate que la relation d’équivalence
factorisant I'applicatiors, coincide avec la relation de quotiegs ; comme il est clair

ques, est surjective, on en déduit que les ensem@esetG * x sont équipotents.

Enfin, il est aisé de vérifier que I'ensemble des orbifes« =} forme une
partition de E.

Dans le cas ou E et G sont finis, tout cela implique la formule des classes : en effet,
soientG x x4, --- ,G * x,. les orbites, alors elles forment une partition de E, donc

TEE

card (E) = Z card (G * x;).

1<i<r
CommeG * z; est équipotent %Gr cela donne
G
d(F) = d|{ —=—
card (E) Z car (GI>
1<i<lr ¢

La démonstration s’acheéve en remarquant que

G\ card(G)
card (G_xl) ~card (Gy,)’

Nous pouvons passer désormais a la démonstration du théoréme.
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4 Démonstration du théoreme de Wedderburn

Démonstration Soit K un corps fini. On note Z le centre de K, i.e. 'ensemble des
éléments de K qui commutent avec tous les autres. Z est un sous-corps de K.

Notons g le cardinal de Z; la propriété (P2) nous dit alors qu'il existe un entier
naturel non nul n tel queard (K) = ¢".

Nous allons supposer désormais que K n'est pas commutatif

Cela implique que&Z # K, et donc que: > 2.
Pour toutr € K, on noteZ, I'ensemble des éléments de K qui commutent avec x.
Alors Z,, est un sous-corps de K, et une extension de Z.
Z est un sous-corps d&,, donc d’apres la propriété (P2) il existe un entier naturel
non nuld (x) tel que
card(Z;) = q?®).

Z, est un sous-corps de K, donc la propriété (P2) nous dit qu'il existe un entier
naturel non nul m tel queard (K) = (card (Z))™.
Mais commecard (K) = ¢™, donc on obtient

q" = (qd“)) ,

etdoncn = md (z).
Retenons de cela quix) divise n pour tout x de K.

Le groupe (multiplicatif)* agit sur 'ensemblé{* via I'opération de conjugaison
kxx = kxk~!. Vérifions cela:

1z =1z1"t =z,

Kr(kxz) =k (kxx) k'~ =k (kek™ ) K~ = (Kk) e (k7Y = (W) = (Kk) ' = (K'k)xa.

Pour tout x dei(™*, on noteK ™ * x I orbite de x, etstab (z) le stabilisateur de x.
Pour tout y dei{*, on a

Z, = stab(y) U {0}.

Ainsi,
card (stab (y)) = ¢*¥ — 1.
On a de plus, pour x darfs ™ :

card(K*x2)=1 & K'sax={z} & stab(z)=K" & zxz€Z"
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Notonsz, - - - ,z4—1 les éléments de Z (aveg = 0); d’'aprés les équivalences
ci-dessus, les orbites qui coupéfit sont exactemenk™ « 2, - -- K™ % z,_;. Soient
K* x4, - ,K* %y, les autres orbites ; alors la formule des classes nous donne::

o card (K*) card (K*)
card (K*) = Z m + Z m.

1<i<qg—1 1<i<r

Commestab (z;) = K*, quecard (stab (y;)) = ¢*¥) — 1, et quecard (K*) =
q"™ — 1, celadonne:

N qn_l
q _1:(q_1)+ Z qd(yi)—l’

1<ilr
et donc enfin:

n qn -1
qg—1=(¢"-1)— Z A —1°
1<i<r
Considérons la fraction rationnelle
n X" -1
1<i<r
On a vu que pour tout i (y;) divise n, et la propriété (P3) nous permet alors de dire
queF € Z[X].
Mieux, il est clair quel (y;) < n, en effetd (y;) = n impliqueraitorb (y;) = K*,
et doncy; € Z, ce qui est faux.
Alors la propriété (P3) permet d’affirmer que le polynéme cyclotomigyalivise
le polynébme
Xn -1
Xdyi) — 1
dansZ[X]. Comme®,, divise auss{X™ — 1) dansZ[X], on obtient queb,, divise le
polynéme F dan&[X]. Autrement dit:
Il existe un polyndme) € Z[X] tel queF = Q ®,,.
En particulier, cela implique

Or(3)F(q) = ¢—1,donc

¢—1=0Q(q) ®n(q)-

CommeQ € Z[X], Q (q) est un entier, non nul car# 1 (Z contient au moins 0 et
1). Ainsi cette derniére égalité implique glde, (¢)| < ¢ — 1. Par conséquent il existe
(au moins) une racine complexe u dg telle quejqg — u| < ¢ — 1.

Or u est racine primitive n-ieme de l'unité, et comme> 2, u # 1; comme la
distance de g au cercle trigopnométrique est atteinte en 1, on a facilément| >
q — 1. Mais on vient de prouver l'inverse !

D’ou I'absurdité, et la preuve que K est bien commutatif.
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