Topologieproduit

1 Intr oduction
LatopologieproduitvanouspermettredefabriquerdesespacetopologiquesMais
il faudrala définir ensortequeles propriétésopologiquesiesespacesui composent

le produit remontentsur la topologiedu produit. Ainsi, si les espacesle départsont
compactspu connees,il seraappréciableu’il ensoitdemémesurdeleur produit.

2 Notionsdebase

On consideredansce chapitreunefamille d’espacesopologiques (X, 0,))i—1. k et

soit )
X= iEl)Q.

Définition Pourtout i=1..k, on appelleprojecteur de X sur X; I'application
MM : X — X quiaun élémentx = (Xi,...,X) deX associdlj(x) = ;.

Définition Onappelletopologieproduit, la topologiela moinsfine surX quirend
continuelesapplicationd; : X — X; pouri=1..k. C'estadire: si O; estunouvertde
X, alorsonveutqueln—1(0;) soitunouvertdeX.

Remarque Cettedéfinitionestbien poséecaril existetoujoursunetopologiesur
X rendantcontinueles;. Au pire, il suffit de mettresurX la topologiediscreéte.

Notation OnnoteraO la topologieproduit.

Proposition Latopologieproduitestla topologieengendrégarl’ensemble{l1~%(0;); O; €
O;i=1.k}.

Démonstration Il sufit derelire la définitiondela topologieengendré@arunen-
sembleic’estla topologiela moinsfine pourlaquelleles élémentse I'ensemblesont
desouvertsde cettetopologie.

Onad’ailleursla définitionsuivante.

Définition Lessous-ensemblgd; x ... x Ox 00 Oy € 04,..,0¢ € Ok sontappelés
lesouverts élémentairesdela topologieproduit.

Remarque La propriétéprécédent@ourraits’exprimercommesuit: La topologie
produitestla topologieengendréarles ouvertsélémentaires.



3 Suitesdansun espacdopologique produit

Théoréme Soit (Xn)nemn Unesuitede X. Si (xn)nein €Stconvergentesur X pourla
topologieproduitalorslessuitescoordonnéeéx, )neiv SONtcorvergentespouri=1,...,k
etcepourle topologiedel'espacesauxquelsllesappartiennent.

Démonstration Soit la suited'élémentsde X (Xy)nemn =0 ,-...x¢)ney OU chague
suitecoordonné({xin)nem estinclusedansX;.
Supposongjue (xn)nein corverge dansX. Alors il existe x = (xg,...,Xn) € X tel que
W € Y(x)3IN; n > N = x, € V. Choisissond tel que 1 <i < k et montronsque
(Xh)nein convergeversy;. Prenongourcelaun voisinageV; dex;. Choisissonsi’autre
partdesvoisinaged/i,....Vi_1,Vit+1,...,Vk de,respectiementxy,....Xi_1,Xi+1,...,Xk dans,
respectiementXy,....X_1,X+1,...,Xk- V = V1 X ... x V|c estdoncunvoisinagedex dans
X. Comme(xn)nein €stcorvergente pourN assegrand,sin> N, x, €V etdonc, en
particulier sin > N X, € Vi. Celaprouwve quela suite(X,)nein COMvergeversx;.

Remarque On auraitpu prouver cettepropriétéen utilisantle caractérecontinue
desprojecteurs.

4 Application continue sur un espacemeétrique

On considéreraci, enplusdel’espacetopologiqueproduit (X, O) déjadéfinit pré-
cédemment,n espaceopologique(Y,0’).

Proposition Si I'application f : Y — X estcontinuesurY pour les topologies
respectiesdeX etY alorslesapplicationdlo f sontcontinuesurY pourtouti=1,.. k.

Démonstration Supposonsjuef estcontinue Alors commela composéele deux

applicationscontinuesest continue, les applicationsl o f sontcontinuespour tout
i=1,..,k.

5 Proprietésdesespacedopologiquesproduits

Onrenvoit ici aucourssurlesespacesonnees,les espacesnétriquesproduitset
lesespacesnétriquescompacts.



