
Topologieproduit
1 Intr oduction

La topologieproduitvanouspermettredefabriquerdesespacestopologiques.Mais
il faudrala définir ensortequelespropriétéstopologiquesdesespacesqui composent
le produit remontentsur la topologiedu produit.Ainsi, si les espacesde départsont
compacts,ou connexes,il seraappréciablequ’il ensoit demêmesurdeleur produit.

2 Notions debase

Onconsidèredanscechapitreunefamilled’espacestopologiques
���

Xi ��� i ��� i � 1 � � k et
soit

X �
k

∏
i � 1

Xi 	

Définition Pour tout i=1..k, on appelleprojecteur de X sur Xi l’application
Πi : X 
�� Xi qui aun élémentx � �

x1 �
	�	
	�� xk � deX associeΠi
�
x � � xi.

Définition Onappelletopologieproduit, la topologiela moinsfinesurX qui rend
continuelesapplicationsΠi : X 
�� Xi pouri=1..k. C’està dire: si Oi estun ouvertde
Xi, alorson veutqueΠ � 1 � Oi � soit unouvertdeX.

Remarque Cettedéfinitionestbienposéecar il existe toujoursunetopologiesur
X rendantcontinuelesΠi. Au pire, il suffit demettresurX la topologiediscrète.

Notation Onnotera � la topologieproduit.

Proposition La topologieproduitestla topologieengendréeparl’ensemble� Π � 1 � Oi � ;Oi �
� i; i � 1 	�	 k � .

Démonstration Il suffit derelire la définitiondela topologieengendréeparunen-
semble:c’est la topologiela moinsfine pour laquellelesélémentsde l’ensemblesont
desouvertsdecettetopologie.

Ona d’ailleursla définitionsuivante.

Définition Lessous-ensemblesO1 ��	�	
	�� Ok où O1 ��� 1 �
	�	��Ok ��� k sontappelés
lesouverts élémentairesdela topologieproduit.

Remarque La propriétéprécédentepourraits’exprimercommesuit: La topologie
produitestla topologieengendréeparlesouvertsélémentaires.
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3 Suitesdansun espacetopologiqueproduit

Théorème Soit
�
xn � n � IN unesuitedeX. Si

�
xn � n � IN estconvergentesurX pourla

topologieproduitalorslessuitescoordonnées
�
xi

n � n � IN sontconvergentespouri=1,...,k
etcepourle topologiedel’espacesauxquelsellesappartiennent.

Démonstration Soit la suited’élémentsde X
�
xn � n � IN =

�
x1

n �
	�	�	
� xk
n � n � IN où chaque

suitecoordonnée
�
xi

n � n � IN estinclusedansXi.
Supposonsque

�
xn � n � IN convergedansX. Alors il existe x � �

x1 ��	
	�	
� xn ��� X tel que�
V ��� �

x ��� N; n � N � xn � V . Choisissonsi tel que 1  i  k et montronsque�
xi

n � n � IN convergeversxi. Prenonspourcelaun voisinageVi dexi. Choisissonsd’autre
partdesvoisinagesV1 ��	
	�	
	Vi � 1 �Vi ! 1 ��	�	
	��Vk de,respectivement,x1 �
	�	
	�	 xi � 1 � xi ! 1 �
	�	�	
� xk dans,
respectivement,X1 ��	
	�	
	 Xi � 1 � Xi ! 1 ��	
	�	
� Xk.V � V1 �"	
	�	#� Vk estdoncunvoisinagedex dans
X. Comme

�
xn � n � IN estconvergente,pourN assezgrand,si n � N � xn � V etdonc, en

particulier, si n � N � xi
n � Vi. Celaprouvequela suite

�
xi

n � n � IN convergeversxi.

Remarque On auraitpu prouver cettepropriétéen utilisant le caractèrecontinue
desprojecteurs.

4 Application continuesur un espacemétrique

On considéreraici, enplusdel’espacetopologiqueproduit(X, �$� déjàdéfinit pré-
cédemment,un espacetopologique(Y, �&%'� .

Proposition Si l’application f : Y 
�� X estcontinuesur Y pour les topologies
respectivesdeX etY alorslesapplicationsΠ ( f sontcontinuessurY pourtouti=1,..,k.

Démonstration Supposonsquef estcontinue.Alors commela composéededeux
applicationscontinuesest continue, les applicationsΠ ( f sontcontinuespour tout
i=1,..,k.

5 Propriétésdesespacestopologiquesproduits

On renvoit ici aucourssurlesespacesconnexes,lesespacesmétriquesproduitset
lesespacesmétriquescompacts.
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