Espaceslopologiques

1 Intr oduction

Le concepdemesureestculturel.Lespeuplesaborigenesparexemple,n’enontpasla
connaissancetontdudéwelopperd’autresoutils pourlocaliserleslieux dand’espace.
Ainsi, sil'on seposele problémede décrireun cheminpermettantpartantd’un point
A, derejoindreun point B (commesurla figure ci contre),on pourraitproposerdeux
typesderéponse:

— lapremiéregui estcellealaquellenoussommesabituée’Pourallerde A aB,
longerle cheminsur5 km, puisavotredroite, lariviere sur3 km”

— la secondedu type aborigéneserait;”Avancersurle cheminjusqu’aarriver au
voisinaged’un grandarbre,longeralorsla riviére survotre droite et ce jusqu’a
approchea la fois la périphériedela forétet celledela colline.

Il enestdesespacemathématiquesommedescultureshumainesCertainssontenef-
fet étrangers toutemétrique(pensera parexempleC(IR,IR) , I'espacedesfonctions
continuesde IRdansIR), d’autresaussiéchappensufisammenta notre perception
pourqu’aucunemétriquenaturellene s'impose(quellemétriquemettresurun tore ou
surlRP[2] = §%/(x ~ —X), I'espaceprojectif réél de dimension2 (qui estaussil'en-
semblede toutesles droitesvectoriellesnon orientéesde I'espacelR 3)). Devonsnous
alorsrenonceypour de tels ensemblesaux notionsde corvergenceqpour lesquelles
il estjustemeninécessairele définir ce quesignifie étre présde)? C’esta ceniveau
gu'intervientla topologieet sonformalisme.

2 Topologiesur un ensembleet sousensembleouvert

Danstoutela suite,X désignerain ensembleet Ounepartiede P(X) .

Définition Ondit que(X, O) estun espacetopologiquesi Ovérifie:
- X,0€ 0.
— Uneintersectiorfinie d'élémentsie O estencoreélémente O.
— Uneréunionquelconquel’élémentsde Oestencoreélémentde O.

Un élémentde O seraappeléun sousensembleouvert de X. ( On utiliserale plus
souwentle motouvertala placede sousensembl@uvert). SedonnerOsurX vérifiant
les 3 axiomesprécédentsevienta sedonnerunetopologie sur X.

Définition On appelletopologiediscréte surun ensembleX la topologiesur X pour
laquelletout sousensembleale X estouvert. (En particulier tout point de X définitun
sousensembleuvertde X). Cettetopologieestégalea P(X) .

Définition On appelletopologie grossiee surun ensembleX la topologie Odonnée
par 0={0,X}.



On considér désormaisun espaceopologique (X, 0).

Définition SoitV € P(X) etx € X. OndiraqueV estun voisinagede x si il existe
unouvertU de X tel quex soitélémentde U etU soitinclusdansV.

Notation On notera?’(x) 'ensembledetouslesvoisinagesiex.
Remarque SiO € Oetsix € OalorsO € ¥ (x).

Proposition Un sousensembléD deX estouvertsi etseulemensiil estvoisinagede
chacunde sespoints.

Démonstration D’aprésla remarqueprécédentde sensdirectestévident.Montrons
la réciproque.Supposonglonc que O estun ensemblevoisinagede chacunde ses
points.Pourtout x dansO, on peutalorstrouver un sousensembled(x) de O tel que
O(x) soitouvertetx élémentde O(x). On peutmémeécrire:

0= JO®.

x€O

O estdoncréunionquelconquel’ouverts.Ceciimplique évidemmentjueO estouvert.

Définition SoientO et P deuxtopologiessur X. Ondiraque O estplus fine que? si
P estinclusedansO.

Remarque “Etre plusfine que” estunerelationd’ordre (nontotale)surl’ensemblede
touteslestopologiesde X.

3 Topologieinduite et engendrée

Onconsideredci unepartieA de X.

Proposition I'ensemble{ANO;0 €0} definitunetopologiesur A quel'on appelle
topologieinduite de (X, O) surA.

Démonstration C’esttrivial, il sufiit de vérifier lestrois axiomesdéfinissantsineto-
pologie.

Remarque Si A estouvertalorslesouvertsdela topologieinduitedecellede X surA
etlesouvertsde X coincident.

Définition Soit 2 une partie de ?P(X) . La topologiela moins fine contenant? est
appelédopologieengendréeparla famille 2.

Remarque Cettetopologieexiste toujours.Au pire, c’estla topologiediscrete(pour
laquellechaquepoint estun ensembleouvert). Chaqueélémentde P estalorsbel et



bienouvert(commeréunionquelconqued’ouvertde X).

Exemple
— La notiondetopologieinduite permeten particulierde définir la topologied’un
espacemétrique(X,d): C’estla topologieengendrégar les boulesouvertesde
cettemeétrique.
— Cettenotion permetausside définir la topologieproduitd’un produitd’espace
métrique.C’estla topologieengendréesurle produit parles produitsde boules
inclusesdanslesespacesomposantte produit.

4 Intérieur d’'un sousensemblede X

Définition SoitU unepartiede X.On appelerantérieur deU le plusgrandouvertde
OcontenudansU. On notera .
U ouint(U)

I'intérieur de U.

Proposition SiA etB désignentleuxpartiesde X :
1. L'intérieur del'intersectionde deuxensemblegstégalea I'intersectiondesin-
térieursde cesdeuxensembles.
2. L'intérieur dela réunionde deuxensemblegstégalea la réuniondesintérieurs
decesdeuxensembles.
3. L'intérieur del'intérieur d'un ensemblestégaleal'intérieur decetensemble.

5 Sousensemblefermé

Définition Le complémentairel’un sousensembleuvertde X seraappelésousen-
semblefermé.

Remarque On utiliserale motferméala placedesousensembldermé.

Proposition
— X et0 sontfermés.
— Uneréunionfinie defermésestfermée.
— Uneintersectiomuelconquale fermésestfermée.

Démonstration C’esttrivial, vialeségalitéssuivanteqA etB désignaleuxensembles

quelconques):
(AlB)® =A°["|B°et(A[\B)° = A°| JB®



6 Valeur d’adhérenceet adhérenced’un sousensemble
de X

Définition SoitU unepartiede X.On appeleraadhérencede U le pluspetitferméde
X contenantJ. On notera

u
'adhérencede U.

Définition Ondiraqu’un élémentx de X estadhérent au sousensembleU de X si:
YWeYX),VNU#0

Remarque Toutélémentd’un ensemblelonnéestvaleurd’adhérencelecetensemble.

Proposition L'adhérenced’un sousensemblede X estégalea I'ensemblede toutes
lesvaleursd’adhérencelecetensemble.

Démonstration Soit U un sousensemblale X et notonsAdh(U) I'ensembledesva-

leursd’adhérencedeU.

Montronstoutd’abordqueAdh(U) estfermé.Soitx un élémenide Adh(U)C. Alors on

peuttrouverunvoisinageV dex tel quecevoisinagen’intersectepasAdh(U). Cevoi-

sinageestdoncdansAdh(U )°. x posseédealorsun voisinagetoutentierdansAdh(U)° .

Celaétantvrai pourtout élémentx de Adh(U )€ onendéduitqueAdh(U )€ estouvertet
doncqueAdh(U) estfermé.De plus,d’apresla remarqueprécédentd,) esttoutentier
dansAdh(U). Donc,Adh(U) estun ferméqui contientU. On peutalorsaffirmer que
'adhérencedeU estunepartiede Adh(U).

Montronsmaintenantjuesi F estun ferméde X contenant) alorsF contientnéces-
sairemeniAdh(U). SoitdoncF unferméde X contenant) etsoitx un élémentdeF°.

CommeF°¢ estouvert, on peuttrouver un voisinageV de x inclus dansF¢.Ce voisi-

nageet F sontdoncdisjoints. |l en estdoncde mémepour ce voisinageet Adh(U).

Donc x estélémentde Adh(U)€. On a alors montréque F¢ C Adh(U)° et doncque
Adh(U) CF.

Concluons:Adh(U) estun fermé contenantU et tout fermé contenantU contient
Adh(U). Cedernierestdoncle pluspetitfermécontenant) etestdoncégaleal’adhé-
rencedeU.

Définition Ondit quele sousensembleé) de X estdensedansX si
U=X
ou, cequi estéquivalent,sil'intérieur deU°¢ estvide.

Exemple IQ estdensedansiR.



7 Suite dansun espaceopologique

On consideredansce paragraph@nesuite (Xn)nein deX.

Définition Onappellevaleur d’adhérencede la suite (xn)nein tout pointadhérent
{Xn/n€IN}.

Exemple Un élémentdela suite (Xn)nein €Stun pointadhérent (Xp)nein -

Définition On appellepoint d’ accumulation de la suite (X,)nein toute valeurd’
adhérencele cettesuitequi n’ estpasélémentdela suite.

Définition Ondiraque(X))nein €stcorvergenteversle point x deX si:
YW eV(X)IN(V) € IN; {x;;n>N(V)} CV.

Le pointx seraappeléa limite dela suite (X,)neiv dansX eton notera:

lim x, = x.

n—o
Remarque Si x estlimite dela suite (xn)nein alorsx estvaleurd’adhérencele cette
suite.

Définition Soit ¢: IN— IN uneapplicationstrictementcroissanteLa suite définie
par (Xp(n))nein €stappeléesoussduite (ou suite extraite) de (Xn)nein -

Remarque Soit ¢ I'aplication définieprécédemmenOnal’inclusion:
{Xp:N€IN} C {Xn;n€IN}.

Cequi justifie le nomdonnéala suite (X(n) )nei -

8 Espacestopologiquesa basedénombrable de voisi-
nage

Proposition Soit F unferméde (X, 0) . Soit (X))nein, Unesuited’élémentsde F qui
convergeversun élémentx de X. Alors x estélémentdeF.

Démonstration Par définition de la corvergenced’une suite, tout voisinageV de x
rencontreF enun point X, (ou n estchoisiscommeil faut). D’aprésla définitiond’un
pointadhérentiun ensemble yestdoncpointadhérent F. Mais commeF estfermé,
I'ensembledespointsadhérents F seconfondavecF.

Le but deceparagraphestde travailler surla réciproquele cettepropriété.



Définition On dit qu’un espacdopologique(X, O) posseédaine basedénombrable
devoisinagesi pourtoutx de X, ona:
AMa)nein C V(X)) /VV eV (X)Ine NV, CV etVieINViL CVi.

Théoréeme Soit(X, 0) possédaninebasedénombrable&levoisinageetsoit U unsous
ensemblale X. Onaéquivalenceentre:

— x estunevaleurd’adhérencele U.
— Il existeunesuite (X))nein d’élémentsde U corvergeantversx.

Démonstration Occuponsnousdu sensdirect: Supposongjue x estvaleurd’adhé-
rencedeU. Alors toutvoisinages/ dex rencontrel. En particulier comme(X, O) est
abasedénombrableevoisinagespourtoutndansiN, il existeunvoisinagedex: V, et
cevoisinagerencontreld. Choisissonalors,pourn donnédansiN, x, dansv,NU. On
construitainsiunesuite (X,)nein - Enfin, pour montrerque cettesuitecorvergeversx,
il suffit deremarquequesiV estélémentde 7/ (x) alorsil existeng dansIN tel Vy, est
inclusdansV, etdonc{xn;n > ng} C V, cequi nousprouwe la corvergencesouhaitée.
Pourla réciproqueon choisit unesuite (X,)nein COrvergeantversx. Pourtout V de
v (x), il existen dansIN tel quex, estélémentde VNU. Ainsi pourtoutV de 7/ (x),
VNU estnon vide. Ceci nous assuredu fait que x est bien valeur d’adhérencede

(Xn)neIN -

Voici maintenantun corollairefondamentalearil donneun critéretrespratiquepour
vérifiergu’un sousensemblale X estfermé.

Corollaire Soit(X,0)unespacdopologiquea basedénombrablelevoisinageet F un
sousensemblale X. Onaéquivalenceentre:

— Festfermé.
— Pourtoutesuite (xh)nein convergented’élémentsde F ,ona rI&n Xpn = X estélé-
mentdeF.

Démonstration SupposongueF estfermé.Alors toutpointx deF estpointadhéren&
F. Donc,d’aprésla propriétéprécédentepn peuttrouver unesuite (Xp)neiy d’éléments
deF ayantx pourlimite.
Réciproquemensupposonguetoutesuiteconvergente(x,)neiy d’élémentgdeF aitsa
limite dansF. Prenonaun pointx del'adhérencede F. Commex estun point adhérent
a F, on peutconstruireunesuite (X,)nein d’élémentsde F qui corverge versx. Mais
ceciimplique, parhypothésegquex estélémentde F et doncquel’adhérencede F est
inclusedansF. Ceciéquiautévidemmentufait queF estfermé.

9 Application continue

Soient(X, 0) et(Y,P) deuxespacesopologiques.



Définition Ondiraqu’unefonctionf: X—s Y estcontinueenxeX sivWV € V(f(x)),f (V) €
V(%)

Définition Uneapplicationf: X— Y seradite continue sur X si pourtout O de 2,
f~1(0) estélémentde O.

Remarque Voir la définition d’une fonction continuedansun espacamétrique( et)
ainsiquela définitiond’'unefonctionmesurablenthéoriedela mesure.

La propositionsuivantenousassuredela cohérencentrela définitiondela continuité
enun point etla définitionde la continuitésurun espacdout entier(Une fonction est
continuesur un espacssi et seulemensi elle estcontinueen chaquepoint de cetes-
pace):

Proposition Soit f: X— Y Onala séried’équivalence:
1. f estcontinuesurX.
2. VFfermédeY,f~1(F) estunfermédeX.
3. ¥Xe X, W € Y(f(x),f~H(V) € V(x)

Démonstration 1<2:0nsaitquepourtoutensembled, f~1(A°) = f(A)C. L'équiva-
lences’endéduitaussitot.

1=-3 Soitx unpointdex ety=f(x). SoitV unélémente 7 (f(x)). Nousdevonsprou-
ver que f~1(V) estun voisinagede x. CommeV estun voisinagede f(x), il contient
unouvertO deY, cetouvertcontenany. f~1(0O) estdonc,puisquef estcontinue,un
ouvertde X contenank. Mais cetouvertestcontenudansf —1(V). Cedernierestdonc
bienunvoisinagedex.

3=1SoitOunouvertdeY. Montronsque f ~1(0) estunouvertdeX. Soitx unélément
de f~1(0). CommeO estouvert, on peuttrouver un élémentv de 9/ (f(x)) tel queV
soitinclusdansO. Mais f ~1(V) estalorsunélémentle 9 (x) inclusdansf ~1(0).Cqfd.

Théoreme Soientf: X— Y etx eX. Si f estcontinueenx alorsV (X,)nein corver-
geantewversx, n”T f(xn)=f(x).
— 400

Démonstration

Supposongjue f estcontinueenx. Alors pourtout voisinageV de f(x), f~1(V) est
un voisinagede x. Soit (xn)nein UNe suite corvergeantversx et soit vV un voisinage
de f(x). Par définition de la corvergenced’une suite, il existe N € IN tel que si
n> N alorsx, € f~1(V) Donc, si n>N alors f(x,) estélémentde V. Ceci prouve
quenﬂmmf(xn): f(x).

La réciproquede cettepropriétéestvraie si I'espaceesta basedénombrablale voisi-
nage:



Théoréme Si (X, 0) estabasedénombrablele voisinage®etsi (Xn)nein €Stunesuite
cornvergeantversx, on aéquialenceentre:

— f estcontinueenx.
— Pourtoutesuite(xn)nein CONvergeantversx, nﬂ)n;l f(Xn)=F(X).

Démonstration Supposonsgjue f n'estpascontinueenx. Ceciimplique qu'il existe
un voisinageV de f(x) tel que f~1(V) n'est pasun voisinagede x. Donc U={y €

X; f(y) €V} necontientpasd’'ouvert contenank. Autrementdit, prenantun systéeme
fondamental@le voisinageau point x : (Vn)nein, pourtout n dansIN, on peuttrouver
unélémentx, deV, tel quex, € Vi)\U. La suitex, ainsiconstruitecorvergeversx mais
la suite (f(xn))neIn NErencontrepar constructionjamaisV etdoncne corverge pas
versf(x). Cqfd.

Définition Soit f: X— Y. Ondiraque f estuneapplication ouverte si'image par
f detoutouvertde X estunouvertdeY.

Proposition Si f estbijective,ona équialenceentre:
— f estuneapplicationouverte.
— f~1 estcontinuecommeapplicationde Y dansX.
Démonstration C’estévident!.

Nousconsidéreronspour la derniérepropriétéde ce paragrapheyn troisiemeespace
topologique(Z,Q).

Proposition (Continuité dela composéele deuxapplicationscontinueg Si f: X— Y
estcontinuesurX etqueg: Y — Z estcontinuesurY alorsgo f: X— Z estcontinue
surX.

Démonstration Soit O un ouvertde Z. Commeg estcontinue,g~1(O) estun ouvert
de Y. Mais commef estcontinue, f~1(g1(0)) estun ouvert de X. Ce qui prouve

que,pour O ouvert quelconquele Z, (go f)~1(0) estun ouvertde X, etquego f est
continuesurX.

10 Homéomormhismes
Soient(X, O) et(Y,P) deuxespacesopologiques.

Définition Ondit que f: X— Y estunhoméomomphismesi:
— f estbijective.
— f~1et f sontcontinues.

Définition On diraquedeuxespacesonthoméomorphessil'on peutdéfinirun ho-



méomorphismentrecesdeuxespaces.

Ainsi, si I'on peutdéfinir un homéomorphismentre deux espacesopologiquesau
delad’'unecorrespondangeonctuelledechacurdecesdeuxespaces;’estaussiun co-
respondancauxniveauxdesélémentsieleurtopologie.Leshoméomorphime@uent
entopologieun rble absolumenéquivalenta celui desisomorphismegnalgebre On
dirad’ailleursdedeuxespacesoméomorphegu’ils sonttopologiquemenéquivalent.
Toutepropriététopologiquevérifiéeparl'un le seraparl'autre. Ainsi, prenantun peu
d’avancesurlesleconsprochainessi I'un desespacegstcompactconnee,...),il en
serademémepourl'autre.

L'intérétd’'unetelle notionestdouble.En plusdeservirala classificatiordesespaces
topologiquesI’homéomorphieserta transportedespropriétésopologiquesd’un ob-
jet versun autre.Une propriététopologiquedifficile a prouver pourun espaceA sera
peut-étreplusfacilea montrersurun espaceB qui lui esthoméomorphe.

Proposition f:X— Y estun homéomorphismsi et seulemensi f vérifie lestrois
propriétésuiantes:

— f estbijective.

— f estcontinue.

— f estouverte.

Proposition “Etre homéomorph@” estunerelationd’équivalence.



