
EspacesTopologiques
1 Intr oduction

Le conceptdemesureestculturel.Lespeuplesaborigènes,parexemple,n’enontpasla
connaissanceetontdudévelopperd’autresoutilspourlocaliserleslieux dansl’espace.
Ainsi, si l’on seposele problèmededécrireun cheminpermettant,partantd’un point
A, derejoindreun point B (commesur la figureci contre),on pourraitproposerdeux
typesderéponse:

– la première,qui estcelleà laquellenoussommeshabituée:”PourallerdeA àB,
longerle cheminsur5 km, puisà votredroite,la rivièresur3 km”

– la seconde,du typeaborigène,serait:”Avancersur le cheminjusqu’àarriver au
voisinaged’un grandarbre,longeralorsla rivièresurvotredroiteet ce jusqu’à
approcherà la fois la périphériedela forêt et celledela colline.

Il enestdesespacesmathématiquescommedescultureshumaines.Certainssontenef-
fet étrangersà toutemétrique(penserà parexempleC

�
IR � IR � , l’espacedesfonctions

continuesde IRdansIR), d’autresaussiéchappentsuffisammentà notre perception
pourqu’aucunemétriquenaturellenes’impose(quellemétriquemettresurun toreou
sur IRP � 2��� S2 � � x �
	 x� , l’espaceprojectif réél de dimension2 (qui estaussil’en-
sembledetouteslesdroitesvectoriellesnonorientéesdel’espaceIR3)). Devonsnous
alorsrenoncer, pour de tels ensembles,aux notionsde convergences(pour lesquelles
il estjustementnécessairededéfinir cequesignifie être prèsde )? C’està ceniveau
qu’intervientla topologieet sonformalisme.

2 Topologiesur un ensembleet sousensembleouvert

Danstoutela suite,X désigneraunensembleet � unepartiede � (X) .

Définition Ondit que(X, � ) estun espacetopologiquesi � vérifie:
– X, /0 
�� .
– Uneintersectionfinie d’élémentsde � estencoreélémentde � .
– Uneréunionquelconqued’élémentsde � estencoreélémentde � .

Un élémentde � seraappeléun sousensembleouvert de X. ( On utilisera le plus
souventle motouvertà la placedesousensembleouvert).Sedonner� surX vérifiant
les3 axiomesprécédentsrevientà sedonnerunetopologiesurX.

Définition On appelletopologiediscrètesurun ensembleX la topologiesurX pour
laquelletout sousensembledeX estouvert. (En particulier, tout point deX définit un
sousensembleouvertdeX). Cettetopologieestégaleà � (X) .

Définition On appelletopologiegrossière surun ensembleX la topologie � donnée
par � = � /0 �X � .
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On considèredésormaisun espacetopologique(X, � ) .

Définition Soit V 
�� (X) et x 
 X. On dira queV estun voisinagede x si il existe
un ouvertU deX tel quex soit élémentdeU et U soit inclusdansV.

Notation On notera � (x) l’ensembledetouslesvoisinagesdex.

Remarque Si O 
�� et si x 
 O alorsO 
�� (x).

Proposition Un sousensembleO deX estouvertsi et seulementsi il estvoisinagede
chacundesespoints.

Démonstration D’aprèsla remarqueprécédente,le sensdirectestévident.Montrons
la réciproque.Supposonsdonc que O est un ensemblevoisinagede chacunde ses
points.Pourtout x dansO, on peutalorstrouver un sousensembleO(x) deO tel que
O(x) soit ouvertetx élémentdeO(x). Onpeutmêmeécrire:

O ���
x � O

O
�
x���

O estdoncréunionquelconqued’ouverts.Ceciimplique évidemmentqueO estouvert.

Définition Soient � et � deuxtopologiessurX. Ondira que � estplus fine que � si
� estinclusedans � .

Remarque “Etre plusfineque”estunerelationd’ordre(nontotale)surl’ensemblede
touteslestopologiesdeX.

3 Topologieinduite et engendrée

Onconsidèreici unepartieA deX.

Proposition l’ensemble� A � O;O 
���� definit unetopologiesurA quel’on appelle
topologieinduite de(X, � ) surA.

Démonstration C’est trivial, il suffit devérifier lestrois axiomesdéfinissantsuneto-
pologie.

Remarque Si A estouvertalorslesouvertsdela topologieinduitedecelledeX surA
et lesouvertsdeX coincident.

Définition Soit � unepartiede � (X) . La topologiela moins fine contenant� est
appeléetopologieengendréeparla famille � .

Remarque Cettetopologieexiste toujours.Au pire, c’est la topologiediscrète(pour
laquellechaquepoint estun ensembleouvert). Chaqueélémentde � estalorsbel et

2



bienouvert (commeréunionquelconqued’ouvertdeX).

Exemple
– La notiondetopologieinduitepermetenparticulierdedéfinir la topologied’un

espacemétrique(X,d): C’est la topologieengendréepar les boulesouvertesde
cettemétrique.

– Cettenotion permetausside définir la topologieproduit d’un produit d’espace
métrique.C’est la topologieengendréesur le produitpar lesproduitsdeboules
inclusesdanslesespacescomposantsle produit.

4 Intérieur d’un sousensemblede X

Définition SoitU unepartiedeX.On appeleraintérieur deU le plusgrandouvertde
� contenudansU. On notera �

U ouint
�
U �

l’intérieur deU.

Proposition Si A et B désignentdeuxpartiesdeX :
1. L’intérieur de l’intersectiondedeuxensemblesestégaleà l’intersectiondesin-

térieursdecesdeuxensembles.
2. L’intérieur dela réuniondedeuxensemblesestégaleà la réuniondesintérieurs

decesdeuxensembles.
3. L’intérieur del’intérieur d’un ensembleestégaleà l’intérieur decetensemble.

5 Sousensemblefermé

Définition Le complémentaired’un sousensembleouvert deX seraappelésousen-
semblefermé.

Remarque On utiliserale mot ferméà la placedesousensemblefermé.

Proposition

– X et /0 sontfermés.
– Uneréunionfinie defermésestfermée.
– Uneintersectionquelconquedefermésestfermée.

Démonstration C’esttrivial, via leségalitéssuivantes(A etB désignedeuxensembles
quelconques): �

A � B� c � Ac � Bcet
�
A � B� c � Ac � Bc
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6 Valeur d’adhérenceet adhérenced’un sousensemble
de X

Définition SoitU unepartiedeX.On appeleraadhérencedeU le pluspetit ferméde
X contenantU. On notera

U

l’adhérencedeU.

Définition On dira qu’un élémentx de X estadhérent au sousensembleU deX si:�
V 
�� (x), V � U  � /0

Remarque Toutélémentd’un ensembledonnéestvaleurd’adhérencedecetensemble.

Proposition L’adhérenced’un sousensemblede X estégaleà l’ensemblede toutes
lesvaleursd’adhérencedecetensemble.

Démonstration Soit U un sousensembledeX et notonsAdh
�
U � l’ensembledesva-

leursd’adhérencesdeU.
Montronstoutd’abordqueAdh

�
U � estfermé.Soitx unélémentdeAdh

�
U � c. Alors on

peuttrouverunvoisinageV dex tel quecevoisinagen’intersectepasAdh
�
U � . Cevoi-

sinageestdoncdansAdh
�
U � c. x possèdealorsunvoisinagetoutentierdansAdh

�
U � c .

Celaétantvrai pourtoutélémentx deAdh
�
U � c onendéduitqueAdh

�
U � c estouvertet

doncqueAdh
�
U � estfermé.Deplus,d’aprèsla remarqueprécédente,U esttoutentier

dansAdh
�
U � . Donc,Adh

�
U � estun ferméqui contientU. On peutalorsaffirmer que

l’adhérencedeU estunepartiedeAdh
�
U � .

Montronsmaintenantquesi F estun ferméde X contenantU alorsF contientnéces-
sairementAdh

�
U � . Soit doncF un fermédeX contenantU et soit x un élémentdeFc.

CommeFc estouvert, on peuttrouver un voisinageV de x inclus dansFc.Cevoisi-
nageet F sontdoncdisjoints.Il en estdoncde mêmepour ce voisinageet Adh

�
U � .

Donc x estélémentde Adh
�
U � c. On a alorsmontréqueFc ! Adh

�
U � c et doncque

Adh
�
U � ! F .

Concluons:Adh
�
U � est un fermé contenantU et tout fermé contenantU contient

Adh
�
U � . Cedernierestdoncle pluspetit fermécontenantU etestdoncégaleà l’adhé-

rencedeU.

Définition Ondit quele sousensembleU deX estdensedansX si

U � X

ou,cequi estéquivalent,si l’intérieur deUc estvide.

Exemple IQestdensedansIR.
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7 Suitedansun espacetopologique

Onconsidèredansceparagrapheunesuite
�
xn � n � IN deX.

Définition On appellevaleur d’adhérencede la suite
�
xn � n � IN toutpoint adhérentà

� xn
� n 
 IN � .

Exemple Un élémentdela suite
�
xn � n � IN estun point adhérentà

�
xn � n � IN .

Définition On appellepoint d’ accumulation de la suite
�
xn � n � IN toute valeur d’

adhérencedecettesuitequi n’ estpasélémentdela suite.

Définition Ondira que
�
xn � n � IN estconvergentevers le point x deX si :

�
V 
 V

�
x�#" N � V �$
 IN ; � xn;n % N

�
V ���'& V �

Le point x seraappeléla limite de la suite
�
xn � n � IN dansX et on notera:

lim
n( ∞

xn � x.

Remarque Si x estlimite de la suite
�
xn � n � IN alorsx estvaleurd’adhérencedecette

suite.

Définition Soit ϕ: IN 	*) IN uneapplicationstrictementcroissante.La suitedéfinie
par

�
xϕ + n, � n � IN estappeléesoussuite (ou suite extraite) de

�
xn � n � IN .

Remarque Soit ϕ l’aplicationdéfinieprécédemment.Ona l’inclusion:

� xϕ + n, ;n 
 IN �-&.� xn;n 
 IN �/�
Cequi justifie le nomdonnéà la suite

�
xϕ + n, � n � IN .

8 Espacestopologiquesà basedénombrable de voisi-
nage

Proposition Soit F un ferméde(X, � ) . Soit
�
xn � n � IN , unesuited’élémentsdeF qui

convergeversunélémentx deX. Alors x estélémentdeF.

Démonstration Par définition de la convergenced’une suite,tout voisinageV de x
rencontreF enun point xn (où n estchoisiscommeil faut).D’aprèsla définitiond’un
point adhérentà un ensemble,xestdoncpoint adhérentà F. Mais commeF estfermé,
l’ensembledespointsadhérentsàF seconfondavecF.

Le but deceparagrapheestdetravailler surla réciproquedecettepropriété.
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Définition On dit qu’un espacetopologique(X, � ) possèdeune basedénombrable
de voisinagesi pourtout x deX, on a:
" � Vn � n � IN &0� (x) /

�
V 
 V

�
x�1" n 
 INVn & V et

�
i 
 INVi 2 1 & V i .

Théorème Soit (X, � ) possédantunebasedénombrabledevoisinageetsoitU unsous
ensembledeX. Onaéquivalenceentre:

– x estunevaleurd’adhérencedeU.
– Il existeunesuite

�
xn � n � IN d’élémentsdeU convergeantversx.

Démonstration Occuponsnousdu sensdirect: Supposonsquex est valeurd’adhé-
rencedeU. Alors tout voisinagesV dex rencontreU. Enparticulier, comme(X, � ) est
àbasedénombrabledevoisinages,pourtoutn dansIN , il existeunvoisinagedex: Vn et
cevoisinagerencontreU. Choisissonsalors,pourn donnédansIN , xn dansVn � U. On
construitainsiunesuite

�
xn � n � IN . Enfin,pourmontrerquecettesuiteconvergeversx,

il suffit deremarquerquesi V estélémentde � (x) alorsil existen0 dansIN tel Vn0 est
inclusdansV, etdonc � xn;n % n0 �'& V, cequi nousprouvela convergencesouhaitée.
Pour la réciproque,on choisit unesuite

�
xn � n � IN convergeantversx. Pourtout V de

� (x), il existen dansIN tel quexn estélémentde V � U. Ainsi pour tout V de � (x),
V � U est non vide. Ceci nousassuredu fait que x est bien valeur d’adhérencede�
xn � n � IN .

Voici maintenantun corollairefondamentalecar il donneun critèretrèspratiquepour
vérifierqu’un sousensembledeX estfermé.

Corollair e Soit (X, � ) unespacetopologiqueàbasedénombrabledevoisinageetF un
sousensembledeX. Ona équivalenceentre:

– F estfermé.
– Pourtoutesuite

�
xn � n � IN convergented’élémentsdeF ,on a lim

n( ∞
xn � x estélé-

mentdeF.

Démonstration SupposonsqueF estfermé.Alors toutpointx deF estpointadhérentà
F. Donc,d’aprèsla propriétéprécédente,onpeuttrouverunesuite

�
xn � n � IN d’éléments

deF ayantx pourlimite.
Réciproquement,supposonsquetoutesuiteconvergente

�
xn � n � IN d’élémentsdeF ait sa

limite dansF. Prenonsun point x del’adhérencedeF. Commex estun point adhérent
à F, on peutconstruireunesuite

�
xn � n � IN d’élémentsde F qui convergeversx. Mais

ceci implique,parhypothèse,quex estélémentdeF et doncquel’adhérencedeF est
inclusedansF. Ceciéquivautévidemmentaufait queF estfermé.

9 Application continue

Soient(X, � ) et (Y,� ) deuxespacestopologiques.
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Définition Ondiraqu’unefonction f : X 	*) Y estcontinueenx 
 X si
�
V 
3� � f � x�4�5� f 6 1 � V �7


� � x�
Définition Uneapplication f : X 	8) Y seradite continue surX si pour tout O de � ,
f 6 1 � O� estélémentde � .

Remarque Voir la définition d’une fonction continuedansun espacemétrique( et )
ainsiquela définitiond’unefonctionmesurableenthéoriedela mesure.

La propositionsuivantenousassuredela cohérenceentrela définitiondela continuité
enun point et la définitiondela continuitésurun espacetout entier(Unefonctionest
continuesur un espacesi et seulementsi elle estcontinueen chaquepoint de cetes-
pace):

Proposition Soit f : X 	*) Y On a la séried’équivalence:
1. f estcontinuesurX.
2.
�

F fermédeY, f 6 1 � F � estun fermédeX.
3.
�

x 
 X � � V 
9� � f � x�4��� f 6 1 � V �$
9� � x�
Démonstration 1: 2:Onsaitquepourtout ensembleA, f 6 1 � Ac �;� f

�
A� c. L’équiva-

lences’endéduitaussitôt.

1< 3 Soitx unpointdex ety= f (x). SoitV unélémentde � ( f (x)). Nousdevonsprou-
ver que f 6 1(V) estun voisinagedex. CommeV estun voisinagede f (x), il contient
un ouvertO deY, cetouvert contenanty. f 6 1 � O� estdonc,puisquef estcontinue,un
ouvertdeX contenantx. Maiscetouvertestcontenudansf 6 1(V). Cedernierestdonc
bienun voisinagedex.

3< 1SoitOunouvertdeY. Montronsque f 6 1 � O� estunouvertdeX. Soitx unélément
de f 6 1 � O� . CommeO estouvert,on peuttrouver un élémentV de � ( f (x)) tel queV
soitinclusdansO.Mais f 6 1 � V � estalorsunélémentde � (x) inclusdansf 6 1 � O� .Cqfd.

Théorème Soient f : X 	*) Y et x 
 X. Si f estcontinueenx alors
� �

xn � n � IN conver-
geantesversx, lim

n('2 ∞
f(xn)=f(x).

Démonstration
Supposonsque f estcontinueen x. Alors pour tout voisinageV de f (x), f 6 1(V) est
un voisinagede x. Soit

�
xn � n � IN unesuiteconvergeantversx et soit V un voisinage

de f (x). Par définition de la convergenced’une suite , il existe N 
 IN tel que si
n % N alors xn 
 f 6 1(V) Donc, si n>N alors f

�
xn � est élémentde V. Ceci prouve

que lim
n('2 ∞

f(xn)= f (x).

La réciproquedecettepropriétéestvraiesi l’espaceestà basedénombrabledevoisi-
nage:
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Théorème Si (X, � ) està basedénombrabledevoisinageset si
�
xn � n � IN estunesuite

convergeantversx, on aéquivalenceentre:
– f estcontinueenx.
– Pourtoutesuite

�
xn � n � IN convergeantversx, lim

n(=2 ∞
f(xn)=f(x).

Démonstration Supposonsque f n’est pascontinueenx. Ceci impliquequ’il existe
un voisinageV de f (x) tel que f 6 1(V) n’est pasun voisinagede x. Donc U= � y 

X; f

�
y�>
 V � necontientpasd’ouvert contenantx. Autrementdit, prenantun système

fondamentalede voisinageau point x :
�
Vn � n � IN , pour tout n dansIN , on peuttrouver

unélémentxn deVn tel quexn 
 Vn ? U. La suitexn ainsiconstruiteconvergeversx mais
la suite

�
f
�
xn �4� n � IN nerencontre,parconstruction,jamaisV et doncneconvergepas

vers f
�
x� . Cqfd.

Définition Soit f : X 	*) Y. On dira que f estuneapplication ouverte si l’image par
f detoutouvertdeX estunouvertdeY.

Proposition Si f estbijective,ona équivalenceentre:
– f estuneapplicationouverte.
– f 6 1 estcontinuecommeapplicationdeY dansX.

Démonstration C’estévident!.

Nousconsidérerons,pour la dernièrepropriétédeceparagraphe,un troisièmeespace
topologique(Z, @ ).

Proposition (Continuité dela composéededeuxapplicationscontinues) Si f : X 	8) Y
estcontinuesurX etqueg: Y 	*) Z estcontinuesurY alorsg A f : X 	B) Z estcontinue
surX.

Démonstration Soit O un ouvert deZ. Commeg estcontinue,g 6 1 � O� estun ouvert
de Y. Mais commef estcontinue, f 6 1 � g6 1 � O�4� estun ouvert de X. Ce qui prouve
que,pourO ouvert quelconquedeZ,

�
g A f �C6 1 � O� estun ouvert deX, et queg A f est

continuesurX.

10 Homéomorphismes

Soient(X, � ) et (Y,� ) deuxespacestopologiques.

Définition Ondit que f : X 	8) Y estunhoméomorphismesi:
– f estbijective.
– f 6 1 et f sontcontinues.

Définition On dira quedeuxespacessonthoméomorphessi l’on peutdéfinir un ho-
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méomorphismeentrecesdeuxespaces.

Ainsi, si l’on peutdéfinir un homéomorphismeentredeuxespacestopologiques,au
delàd’unecorrespondanceponctuelledechacundecesdeuxespaces,c’estaussiunco-
respondanceauxniveauxdesélémentsdeleur topologie.Leshoméomorphimesjouent
entopologieun rôle absolumentéquivalentà celui desisomorphismesenalgèbre.On
dirad’ailleursdedeuxespaceshoméomorphesqu’ils sonttopologiquementéquivalent.
Toutepropriététopologiquevérifiéepar l’un le serapar l’autre. Ainsi, prenantun peu
d’avancesur les leçonsprochaines,si l’un desespacesestcompact(connexe,...),il en
serademêmepourl’autre.
L’intérêt d’unetelle notionestdouble.En plusdeservirà la classificationdesespaces
topologiques,l’homéomorphiesertà transporterdespropriétéstopologiquesd’un ob-
jet versun autre.Unepropriététopologiquedifficile à prouver pourun espaceA sera
peut-êtreplusfacileà montrersurun espaceB qui lui esthoméomorphe.

Proposition f : X 	8) Y estun homéomorphismesi et seulementsi f vérifie les trois
propriétéssuivantes:

– f estbijective.
– f estcontinue.
– f estouverte.

Proposition “Etre homéomorpheà” estunerelationd’équivalence.
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