
Appendice 3: Annales des problèmes
de probabilités de Deug et de licence

Mia 03, Université Paul Sabatier, Devoir 4, à remettre au premier TD de la
semaine du 15 au 19 décembre 1997.

Exercice 1
Soit 0 < p < 1, soitX une v.a. à valeurs dansN telle que pour toutx ∈ N on ait
P (X = x) > 0 et soit enfin une v.a.Y sur le même espace de probabilité telle que
pour toutx et pour touty = 0,1, . . . ,x on aitP (Y = y|X = x) = Cyx(1 − p)x−ypy.
On poseZ = X − Y.

1. On suppose dans cette question queX suit une loi de Poisson de moyenneλ.
Montrer qu’alorsY suit une loi de Poisson de moyennepλ (Méthode: on peut ou
bien calculerP (Y = y) par le principe des probabilités totales, ou bien calculer
la fonction génératricefY ). Montrer queY etZ sont indépendantes (Méthode :
calculerP (Y = y;Z = z)). Montrer queZ suit une loi de Poisson de moyenne
(1− p)λ.

2. Trouver la loi deX si on sait queY etZ sont indépendantes. Méthode: si0 <
z < 1 et0 < s < 1 , montrer queE(sY zZ) = fX((1− p)z + ps), et chercher à
quelle conditiong((1− p)z + ps) = log fX((1− p)z + ps) est la somme d’une
fonction des seul d’une autre fonction dez seul: penser à introduire la dérivée
seconde deg.

Exercice 2

Soit N un entier fixé, et soitΩ l’ensemble des parties de tailleN de l’ensemble
{1,2, . . . ,2N} des 2N premiers entiers. On le munit de la tribuP(Ω) et de la pro-
babilité équiprobable. Sin = 1, . . . ,2N, on note pourω ∈ Ω Xn(ω) = 1 si n ∈ ω et
Xn(ω) = −1 sinon. On noteS0 = 0 etSn = X1 + · · ·+Xn.

1. SoituN le nombre d’éléments deΩ. CalculeruN . Quelle est la valeur deS2N?
Les variables aléatoiresXn sont elles indépendantes? Sont elles de même loi?
Quelle est la loi deXn?

2. Pourk entier entre0 etN on noteAk l’évènementS2k = 0. CalculerP (Ak).
SoitY =

∑N
k=0 1Ak Soit (vn)n≥0 le terme général de la série qui est le produit

de Cauchy de la série de terme généralun par elle même. Montrer queE(Y ) =
vN
uN
.

3. Calculer les sommes des séries entières suivantes à l’intérieur de leur intervalle
de convergence

∑∞
k=0 unz

n ,
∑∞
k=0 vnz

n (Méthode: donner une présentation du
développement en série entière de(1− x2)−1/2 en termes de(un)). En déduire
une approximation deE(Y ) siN est grand à l’aide de la formule de Stirling.

4. Dans un jeu de 52 cartes, je tire une carte; avant de la regarder, je devine sa
couleur: rouge ou noir, et je marque un point si j’ai deviné juste. Je recommence
avec le paquet des 51 cartes restantes, et ainsi de suite jusqu’à épuisement des
52 cartes. Je joue avec la meilleure stratégie, qui choisit la couleur la mieux
représentée dans le paquet restant et choisit au hasard en cas d’égalité. Quelle est
la moyenne des points marqués? (Méthode: observer que cette stratégie garantit
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au moins 26 points, et que les points supplémentaires arrivent une fois sur 2
durant lesY26 fois où il y a égalité).
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Université Paul Sabatier. Examen blanc de Deug MIA 03, Dec.97
(Durée: 3 heures. Aucun document.)

Exercice 1

SoitX etY deux variables aléatoires indépendantes et de même loi à valeurs dans
les entiers≥ 1 telles que pour|z| ≤ 1 leur fonction génératrice soit égale àfX(z) =
1−
√

1− z. CalculerfX+Y , P (X = n) pourn ≥ 1 etP (X + Y = n) pourn ≥ 2.
IE(X) existe-t-elle?

Exercice 2
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans les entiers≥ 0
telles que pour|z| ≤ 1 leurs fonctions génératrices soient respectivementfX(z) =
2−
√

2− z etfY (z) = 1/(2− z). Pourn ≥ 0 calculer

P (X = n), P (Y = n), P (X + Y = n).

Calculer IE(X), IE(X(X − 1)), et le second moment et la variance deX. Calculer de
même la variance deY et en déduire la variance deX + Y.

Exercice 3
SoitX etY deux variables aléatoires strictement positives, indépendantes et de même
loi. Soit Z = X/Y. Montrer que1 ≤ 1

2 (Z + 1
Z ). En prenant l’espérance des deux

membres de cette égalité, montrer que1 ≤ IE(X)IE( 1
X ).

On suppose maintenant que la fonction de répartitionF deX est égale à(x− 1) si
1 ≤ x ≤ 2. Quelles sont les valeurs deF en dehors de cet intervalle? Calculer IE(X)
et IE( 1

X ).

3 G Letac
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Université Paul Sabatier. Examen de Deug MIA 03, 6 Janv.98
(Durée: 4 heures. Aucun document. Faites les calculs lentement et au brouillon. Le

correcteur peut déduire des points pour le manque de soin ou les absurdités. Les trois
exercices sont indépendants.)On désigne parlog x le logarithme népérien dex.

Exercice 2(6,5 points)

1. Soit0 < p ≤ q < 1. Développer en série entière les fonctions dez suivantes

1
(1− pz)(1− qz)

,
z2

(1− pz)(1− qz)
,

et préciser leurs rayons de convergence (on distiguera les casp = q et p < q).
(2,5 points)

2. Soit 0 < p ≤ 1/2 et q = 1 − p. On considère les variables aléatoires indépen-
dantes et à valeurs dans les entiers≥ 1 de lois respectives

PX =
∞∑
n=1

qn−1pδn, et PY =
∞∑
n=1

pn−1qδn,

c’est-à-dire que pourn ≥ 1 entier on aP [X = n] = qn−1p et P [Y =
n] = pn−1q. Calculer pour|z| ≤ 1 les fonctions génératricesfX(z) = IE(zX),
fY (z) et fX+Y (z). DévelopperfX+Y en série entière et préciser son rayon de
convergence (on distinguera les casp = 1/2 et p < 1/2). Déduire du résultat
P [X + Y = n] pourn ≥ 2 entier. Calculer également la moyenne et la variance
des trois variables aléatoiresX, Y etX + Y. (3,5 points)

3. Dans le schéma Succès Echec où la probabilité d’un succès estp, soitZ la va-
riable aléatoire qui prend la valeurn si pour la première fois on a un succès au
rangn − 1 suivi d’un échec au rangn. Montrer queZ est de même loi que la
variable aléatoireX + Y considérée à la question précédente. (0,5 points)

Exercice 3(5,5 points)

On rappelle queshx = 1
2 (ex − e−x), chx = 1

2 (ex + e−x), et que pourx 6= 0

chx =
sh(2x)
2 shx

.

1. SoitU une variable aléatoire de fonction de répartitionFU (x) = P [U ≤ x] telle
queFU (x) = 0 si x ≤ −1, FU (x) = 1+x

2 si −1 ≤ x ≤ 1 et FU (x) = 1
si 1 ≤ x. Tracer le graphe deFU ainsi que celui de la densité deU . Calculer
ensuiteLU (z) = IE(ezU ) pourz réel non nul. (1 point)

2. Si z est réel non nul, montrer par récurrence surn que

n∑
k=1

log ch(
z

2k
) = log

sh(z)
2nsh( z

2n )
.

En déduire que la série
∑∞
k=1 log ch( z

2k
) converge, et calculer sa somme en fonc-

tion dez. (2 points)
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3. Soit X1,X2, . . . une suite infinie de variables aléatoires indépendantes et de
même loi12δ−1 + 1

2δ1, c’est-à-dire telles queP [X1 = 1] = P [X1 = −1] = 1
2 .

On forme la nouvelle variable aléatoire

Sn =
n∑
k=1

Xk

2k
.

Calculer à l’aide du 2) pourz réel non nulLSn(z) = IE(ezSn). Montrer que

∞∑
k=1

Xk

2k

est convergente. On désigne parS la somme de cette série. On admet queLS(z) =
IE(ezS) = limn→∞ LSn(z). A l’aide du 2) et du 1), comparerLS et LU . (2,5
points)

5 G Letac
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Corrigé de l’examen de Mia 03 du 6 janvier 1998.
Exercice 2: Si p = q, d’après la formule du binŞme de Newton on a(1−pz)−2 =∑∞
n=0(n+ 1)pnzn et donc

z2(1− pz)−2 =
∞∑
n=0

(n+ 1)pnzn+2 =
∞∑
n=2

(n− 1)pn−2zn.

Ces deux séries entières convergent si et seulement si|pz| < 1 et donc sont de rayon
de convergenceR = 1/p.

Si p < q on décompose la première fraction rationnelle en éléments simples:

1
(1− pz)(1− qz)

=
1

q − p

(
q

1− qz
− p

1− pz

)
=

1
q − p

(
q
∞∑
n=0

qnzn − p
∞∑
n=0

pnzn

)
=
∞∑
n=0

qn+1 − pn+1

q − p
zn.

D’après le théorème sur le rayon de convergence de la somme de deux séries entières,
le rayon de convergence est ici le plus petit des deux nombres1/p et 1/q, soit donc
R = 1/q. Quant à la deuxième série, il suffit de tout décaler de deux:

z2

(1− pz)(1− qz)
=
∞∑
n=2

qn−1 − pn−1

q − p
zn.

2) D’après la définition d’une fonction génératrice on a immédiatement pour ces
deux lois de Pascal

fX(z) =
∞∑
n=1

qn−1pzn =
pz

1− qz
, fY (z) =

∞∑
n=1

pn−1qzn =
qz

1− pz
.

Donc, les variables aléatoiresX etY étant indépendantes, d’après le théorème du cours
on a donc

fX+Y (z) = fX(z)fY (z) =
pqz2

(1− pz)(1− qz)
.

Si p = q = 1/2 d’après la première partie de 1) on a donc

fX+Y (z) =
∞∑
n=2

n− 1
2n

zn,

avec pour rayon de convergence 2, etP [X + Y = n] = n−1
2n si n ≥ 2.

Si p < 1/2 < q, d’après la seconde partie de 1) on a donc

fX+Y (z) =
∞∑
n=2

pqn − qpn

q − p
zn,

avec pour rayon de convergence1/q, etP [X + Y = n] = pqn−qpn
q−p si n ≥ 2.
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Enfin, on calculef ′X(z) = p/(1 − qz)2, f ′′X(z) = 2pq/(1 − qz)3, et on en tire,
puisque le rayon de convergence est> 1 :

IE(X) = f ′X(1), IE(X(X − 1)) = f ′′X(1) = 2q/p2,

σ2(X) = IE(X(X − 1)) + IE(X)− (IE(X))2 = q/p2.

Puisquep et q jouent des rŞles symétriques, IE(Y ) = 1/q et σ2(Y ) = p/q2. Enfin
IE(X + Y ) = 1/p+ 1/q par la linéarité de l’espérance, etσ2(X + Y ) = q/p2 + p/q2

par l’indépendance deX etY .
3) Une suite de succès et d’échecs telle queZ = n ≥ 2 est nécessairement telle

que sesn premiers termes(ω1, . . . ,ωn) soient de la formeEE...EESS...SSE, c’est-
à-dire que il existe un entier1 ≤ x ≤ n − 1 avecωi = E si i < x, wj = S si
x ≤ j ≤ n − 1 et ωn = E. Si X est le temps d’attente du premier succès, siY est
le temps d’attente du premier échec après qu’on ait eu le premier succès, alorsX etY
sont indépendantes et suivent les lois de Pascal ci dessus, et de plusZ = X + Y. D’où
le résultat demandé.

Exercice 3:1) La fonctionF est continue et est dérivable sauf aux points1 et−1
et sa dérivée est121]−1,1[(x). Les graphes sont immédiats. Ensuite

LU (z) =
1
2

∫ 1

−1

ezxdx =
shz
z
.

2) Pourn = 1 la formule est triviale. Supposons la vraie à l’ordren et montrons
qu’elle est vraie à l’ordren+ 1. On a donc par cette hypothèse de récurrence, puis par
la formule rappelée appliquée àx = z/2n:

n+1∑
k=1

log ch(
z

2k
) = log

sh(z)
2nsh( z

2n )
+ log ch(

z

2n+1
) =

log
sh(z)

2nsh( z
2n )

+ log
sh( 2z

2n+1 ))
2 sh( z

2n+1 )
= log

sh(z)
2n+1sh( z

2n+1 )
,

et la récurrence est étendue. Ensuite, on sait que le premier terme du développement
limité de shx estx, donc la limite de2nsh( z

2n ) quandn tend vers l’infini estz. Les

sommes partielles de la série considérée tendent donc verslog sh(z)
z , c’est dire que la

série converge et a pour sommelog sh(z)
z .

3) Puisque les v.a.Xk sont indépendantes, il en est de même pour les v.a.exp(zXk/2k)
et on a donc, à l’aide de la première partie du 2):

IE(exp zSn) = IE(
n∏
k=1

exp(zXk/2k)) =
n∏
k=1

IE(exp(zXk/2k)) =

n∏
k=1

ch(
z

2k
) =

sh(z)
2nsh( z

2n )
.

7 G Letac
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La série
∑∞
k=1

Xk
2k

est absolument convergente car|Xn| = 1, que la série géométrique
de terme général1/2n est de raison< 1. La deuxième partie du 2) permet d’affirmer
que

LS(z) = lim
n→∞

LSn(z) =
sh(z)
z

= LU (z).

D’après un théorème admis du cours, on peut remarquer d’ailleurs que cela entraŇne
queS etU sont de même loi, c’est à dire queFU est la fonction de répartition deS.

8 G Letac
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Université Paul Sabatier. Licence de mathématiques fondamentales, contrôle
intermédiaire du 13 avril 2000.

Durée: 2heures. Aucun document. Affichage des résultats le 5 mai à 14:00.

Exercice 1.Soitn ≥ 2, et soitU1,U2, . . . ,Un des variables aléatoires indépendantes et
de même loi uniforme sur[0,1].
On noteX = min(U1,U2, . . . ,Un) et Y = max(U1,U2, . . . ,Un). On fixea et b tels
que0 ≤ a ≤ b ≤ 1.

1. Dessiner l’ensemble du plan

Ea,b = {(x,y); 0 ≤ a ≤ x ≤ y ≤ b ≤ 1}.

2. CalculerG(a,b) = Pr(0 ≤ a ≤ X ≤ Y ≤ b ≤ 1).
3. Montrer quePr(X ≤ a ; Y ≤ b) = G(0,b) − G(a,b), et en déduire la densité

de(X,Y ).
4. SoitD = Y −X. Quelle est la densité de la loi jointe de(X,D)?

Exercice 2.Soit a et b fixés dans]0,1[. SoitX et Y des v.a. indépendantes, à valeurs
dans l’ensembleN des entiers≥ 0 et de lois respectives données parPr(X = x) =
(1 − a)ax et Pr(Y = y) = (1 − b)by. SoitM = min(X,Y ) etD = X − Y. Pour
m ∈ N, calculer

Pr(X ≥ m), Pr(Y ≥ m), Pr(M ≥ m), Pr(M = m).

Pourm ∈ N et pourd dans l’ensembleZ des entiers relatifs, calculerPr(M = m;D =
d). En déduirePr(D = d). Les v.a.M etD sont elles indépendantes?

Exercice 3.Les tables montrent que∫ 0,5

−∞
e−

z2
2
dz√
2π

= 0,6914....

SoitX une variable aléatoire normale de moyenne -1 et d’écart-type 2. Calculer les
nombres suivants:

Pr(X ≥ 0), Pr(−2 ≤ X ≤ −1), Pr(X /∈ [−2,0]).

9 G Letac
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Université Paul Sabatier. NT 07, Licence de mathématiques fondamentales,
Examen du 23 juin 2000.

Durée: 2heures. Aucun document. Affichage des résultats le 27 juin à 14:00.

Question de cours.Enoncer sans démonstration la loi forte des grands nombres pour
une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de même loi, avec sa réci-
proque.

Problème.Dans tout le problème, siW est une variable aléatoire (v.a.) réelle, on note
parϕW sa transformée de Fourier, définie pourz réel parϕW (z) = IE(eizW ).

a) SoitU etV deux v.a. indépendantes et de même loi uniforme sur[0,1], et soitZ =
U − V. Montrer que la densité deZ estfZ(z) = (1− |z|)+ (où la notationa+ signifie
a+ = 0 si a ≤ 0 et a+ = a si a ≥ 0). On pourra pour cela considérer la fonction
z 7→ Pr(U − V ≤ z) et sa dérivée.

b) Les notations étant celles du a), calculerϕZ(t) (Méthode: calculerϕU et en déduire
ϕ−V = ϕ−U ). La formule d’inversion

fZ(z) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itzϕZ(t)dt

est elle applicable?

c) On considère une v.a.X réelle telle queϕX(z) = (1 − |z|)+. Donner sa densité à
l’aide du b).

d) On considère des v.a.X1, . . . ,Xn, . . . indépendantes et de même loi queX, définie
au c), et on poseSn = X1+· · ·+Xn.CalculerϕSn(z), ϕSn/n(z) etlimn→∞ ϕSn/n(z).
En déduire que la suite des lois desSn/n converge vers une loi limite. A l’aide de la
formule d’inversion de Fourier, donner la densité de cette loi limite.

e) La suiteSn/n du d) converge t-elle presque-sûrement?

Barême: Q=3, a=3, b=4, c=2, d=6, e=2.

10 G Letac
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NL 07, corrigé de l’examen du 23 juin 2000.

Question de cours. SoitX1, . . . ,Xn, . . . des v.a. réelles indépendantes et de même
loi. Alors la suite 1

n (X1 + · · · + Xn) converge presque-sûrement si et seulement si
IE(|X1|) <∞. Dans ces conditions,

lim
n→∞

1
n

(X1 + · · ·+Xn) = IE(X1).

Question a). On sait que la fonction de répartitionF = FU estF (u) = u si 0 < u < 1
et est égale à 1 pour1 ≤ u et à 0 pouru ≤ 0. Donc

FZ(z) = Pr(U ≤ z + V ) = IE(F (z + V )) =
∫ 1

0

F (z + v)dv =
∫ z+1

z

F (u)du,

ce qui donne pour−1 ≤ z ≤ 0 :

FZ(z) =
∫ z+1

0

udu =
1
2

(z + 1)2,

puis pour0 ≤ z ≤ 1 :

FZ(z) =
∫ 1

z

udu =
1
2

(1− z2),

et naturellementFZ(z) = 0 si z ≤ −1 et FZ(z) = 1 si z ≥ 1. En dérivant on a la
densitéF ′Z = fZ annoncée.

Question b).ϕU (t) = IE(exp itU) = 1 si t = 0 et (exp(it) − 1)/t sinon. Ensuite
ϕ−V (t) = ϕ−U (t) = ϕU (−t). Puis queU etV sont indépendantes on en déduit que
si t 6= 0 on a

ϕZ(t) = ϕU (t)ϕ−V (t) = (exp(it)− 1)(exp(−it)− 1)/t2 = 2(1− cos t)/t2,

avec trivialementϕZ(0) = 1. En appliquant le critère de Riemann pour les inté-
grales impropres, on voit que la fonctiont 7→ ϕZ(t) est intégrable à l’infini, puisque
|ϕZ(t)| = |2(1 − cos t)/t2| ≤ 4t−2. On est donc dans les conditions d’application de
la formule d’inversion de Fourier et la formule de l’énonçé est correcte.

Question c). La formule dub) s’écrit explicitement

(1− |z|)+ =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−izt
2(1− cos t)

t2
dt.

Faisons y le changement de variablex = −t. On obtient

(1− |z|)+ =
1
π

∫ ∞
−∞

eizx
1− cosx

x2
dt.

Cette formule montre que la densité deX estfX(x) = 1−cos x
πx2 .

11 G Letac
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Question d). Puisque les v.a. sont indépendantes et de même loi queX on aϕSn(z) =
(ϕX(z))n = (1 − |z|)n+, et doncϕSn/n(z) = ϕSn(z/n) = (1 − |z|n )n+, et donc
limn→∞ ϕSn/n(z) = e−|z|. On remarquez 7→ exp−|z| est continue. D’après le théo-
rême de Paul Lévy, cela garantit la convergence en loi de la suite(Sn/n. On remarque
ensuite que la fonctionz 7→ exp−|z| est intégrable. D’après la formule d’inversion de
Fourier, la densité de la loi limite est donc12π

∫∞
−∞ e−izx−|z|dz =

1
2π

∫ 0

−∞
e−izx+zdz +

1
2π

∫ ∞
0

e−izx−zdz =
1

2π
(

1
1− ix

+
1

1 + ix
) =

1
π(1 + x2)

.

Question e). Si la suiteSn/n convergeait presque-sûrement, elle convergerait en loi,
et la loi limite aurait la densité 1

π(1+x2) . Or la loi forte des grands nombres affirme
que siSn/n converge presque sûrement, ce ne peut être que vers une constante, qui
serait d’ailleurs l’espérance deX1. Il y a donc une contradiction, et doncSn/n ne
converge pas presque-sûrement. On vérifie d’ailleurs directement queX1 ne satisfait
pas IE(|X1|) < ∞ et donc que IE(X1) n’existe pas. En effet, on connait la densité de
X1 par la question c) et il est clair que∫ ∞

−∞
|x|1− cosx

πx2
dx = 2

∫ ∞
0

1− cosx
πx

dx =∞.

12 G Letac
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Université Paul Sabatier. NL 12, Licence de mathématiques pour l’enseigne-
ment, Examen du 23 juin 2000.

Durée: 2heures. Aucun document. Affichage des résultats le 27 juin à 14:00.

Question de cours.SoitX etY deux variables aléatoires définies sur un même espace
de probabilité et possédant des variances finies non nulles. Donner la définition du
coefficient de corrélationr(X,Y ) de (X,Y ). Si (X,Y ) est de loi normale dans IR2,
expliquer pourquoiX etY sont indépendantes lorsquer(X,Y ) = 0.

Problème.On admet la formule suivante: pourp > 0 et t > 0 on a

(∗)
∫ ∞

0

u−3/2e−
p2

2u−tudu =
√

2π
p

e−p
√

2t.

a) Sip > 0 etθ > 0, soitU une variable aléatoire (v.a) de loi

P
(p)
θ (du) =

p√
2π
u−3/2e−

p2

2u−
θu
2 +p

√
θ1]0,∞[(u)du.

A l’aide de (*), montrer que siz < θ/2 alors

IE(ezU ) = exp(p
√
θ − p

√
θ − 2z).

En déduire IE(UezU ) par dérivation ainsi que IE(U). Calculer de même IE(U2ezU ),
IE(U2) et la variance deU.

b) Soit de plusq > 0 et V une v.a. indépendante deU et de loiP (q)
θ . A l’aide du a),

montrer queU + V est de loiP (p+q)
θ .

c) SoitX1, . . . Xn des v.a. indépendantes et même loiP
(1)
θ , où θ est un paramètre

positif inconnu. Donner à l’aide du b) la loi deS = X1 + · · ·+Xn.

d) On considère alors(X1, . . . ,Xn) comme un échantillon permettant d’estimerθ et
on rappelle que, le modèle étant exponentiel,S est donc une statistique exhaustive.
Montrer à l’aide du a) queS/n est un estimateur non biaisé deg(θ) = 1/

√
θ et donner

son risque quadratique. ConnaissantS, calculer l’estimateur̂θ0(S) du maximum de
vraisemblance pourθ.

e) Les tables montrent que1√
2π

∫ 1

−∞ exp(− z
2

2 )dz = 0,8413. En déduire une valeur

approchée pourn grand dePr(S ≥ n√
θ

+
√
n

(
√
θ)3/2 ), en justifiant votre réponse.

Barême: Q=4, a=2+2+2, b=1, c=1, d=1+1+3, e=3.
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NL 12, corrigé de l’examen du 23 juin 2000.

Question de cours. Sia = IE(X) etb = IE(Y ) notonscov(X,Y ) = IE((X−a)(Y −b)),
σ(X) = (IE((X − a)2))1/2 et σ(Y ) = (IE((Y − b)2))1/2. Alors le coefficient de
corrélation est

r(X,Y ) =
cov(X,Y )
σ(X)σ(Y )

.

Si de plus(X,Y ) est de loi normaleN(a,b),Σ, et sir(X,Y ) = 0, alorscov(X,Y ) = 0
et donc

Σ =
[
σ2(X) 0
0 σ2(Y )

]
.

Cela entraîne queX etY sont indépendantes. Cela peut se voir de deux manières:
– Ou bien en considérant la densité de(X,Y ) qui en général quanddet Σ 6= 0 est

fX,Y (x,y) =
1

2π
√

det Σ
exp−1

2
(x− a,y − b)Σ−1

(
x− a
y − b

)
.

Dans le cas particulier qui nous occupe, on a alors

fX,Y (x,y) =
1

2πσ(X)σ(Y )
e
− (x−a)2

2σ2(X)
− (y−b)2

2σ2(Y )

=
1√

2πσ(X)
e
− (x−a)2

2σ2(X) × 1√
2πσ(Y )

e
− (y−b)2

2σ2(Y )

La densitéfX,Y (x,y) étant le produit d’une fonction dex seul et dey seul est
donc la densité d’un couple de v.a. indépendantes.

– Ou bien en considérant la transformée de Laplace ou de Fourier de(X,Y ). Pro-
cédons par exemple avec la transformée de Fourier. Elle est en général

ϕX,Y (t,s) = exp(iat+ ibs− 1
2

(t,s)Σ
(
t
s

)
).

Dans le cas particulier qui nous occupe, on a alors

ϕX,Y (t,s) = exp(iat+ ibs+
1
2

(σ2(X)t2 + σ2(Y )s2))

= exp(iat− 1
2
σ2(X)t2)× exp(ibs− 1

2
σ2(Y )s2)

La transformée de FourierϕX,Y (t,s) étant le produit d’une fonction det seul et
des seul est donc la transformée de Fourier d’un couple de v.a. indépendantes.

Question a). Pour calculer IE(exp(zU) =
∫
ezuP

(p)
θ (du), il suffit de prendret = θ

2 −z
dans la formule (*) pour avoir le résultat demandé. On remarque que en faisantz = 0
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on obtient1, ce qui prouve queP (p)
θ (du) est bien une loi de probabilité. On remarque

que pour toutt > 0 et pour tout entiern ≥ 0 l’intégrale∫ ∞
0

unu−3/2e−
p2

2u−tudu

converge, ce qui entraîne que la fonction définie par l’intégralez 7→
∫
ezuP

(p)
θ (du) est

indéfiniment dérivable sous le signe somme dans l’intervalle]−∞, θ2 [. Donc

IE(U exp(zU)) =
d

dz
exp(p

√
θ − p

√
θ − 2z)

=
p√

θ − 2z
exp(p

√
θ − p

√
θ − 2z)

et donc en faisantz = 0 on obtient IE(U) = p√
θ
. De la même manière:

IE(U2 exp(zU)) =
d2

dz2
exp(p

√
θ − p

√
θ − 2z)

= (
p2

θ − 2z
+

p

(
√
θ − 2z)3

) exp(p
√
θ − p

√
θ − 2z).

Donc en faisantz = 0, on obtient IE(U2) = (p
2

θ + p

(
√
θ)3 ) et en utilisant la formule

d’Huyghens on obtient la variance deU :

σ2(U) = IE(U2)− (IE(U))2 =
p

(
√
θ)3

.

Questions b) et c). PuisqueU etV sont indépendantes, pourz < θ/2 on a

IE(exp(z(U + V )) = IE(exp(zU))IE(exp(zV ))

= exp(p
√
θ − p

√
θ − 2z) exp(q

√
θ − q

√
θ − 2z)

= exp((p+ q)(
√
θ −
√
θ − 2z))

Comme la transformée de Laplace caractérise la loi, cela montre que celle deU + V

estP (p+q)
θ . Il est clair alors que sin est un entier >0, et que si les(Xi)1≤i≤n sont

indépendantes et de même loiP
(1)
θ alorsS = X1 + · · ·+Xp est de loiP (n)

θ . Cela peut
se voir très rigoureusement par une récurrence facile surn.

Question d). D’après le a) on sait que IE(S) = n/
√
θ. Donc IE(S/n) = 1/

√
θ. Comme

cet estimateur de1/
√
θ est non biaisé, son risque quadratique est égal à sa variance.

Or la variance deS a été calculée en a) et estn/(
√
θ)3. Comme en généralσ2(λX) =

λ2σ2(X), le risque quadratique est donc

σ2(S/n) =
1

n(
√
θ)3

.
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Pour calculer le maximum de vraisemblance connaissantS, rappelons que la loi deS
est

P
(n)
θ (ds) =

n√
2π
s−3/2e−

n2
2s −

θs
2 +n

√
θ1]0,∞[(s)ds.

C’est dire que si on prend pour mesure de référence la mesure

ν(ds) =
n√
2π
s−3/2e−

n2
2s 1]0,∞[(s)ds,

qui ne dépend pas deθ, alorsP (n)
θ (ds) = e−

θs
2 +n

√
θν(ds). Le calcul du maximum

de vraisemblancêθ0(S) pourS connu se réduit à la recherche duθ qui maximise sur
]0,+∞[ la fonction

θ 7→ e−
θS
2 +n

√
θ,

ou encore la fonction

θ 7→ lS(θ) = −θS
2

+ n
√
θ.

L’étude des variations delS sur]0,+∞[ est facile: sa dérivée estl′S(θ) = 1
2 ( n√

θ
−S) et

s’annule seulement enθ = n2/S2. Cette dérivée est >0 avant et <0 après. L’estimateur
du maximum de vraisemblance est doncθ̂0(S) = n2/S2.

Question e). Notons plutôtS = Sn. Le théorème central limite affirme que la suite des
lois des v.a.

(Sn − n√
θ
)

√
n

(
√
θ)3/2

converge versN0,1. Donc la probabilité pour que cette v.a. soit≥ 1 est approximative-
ment1− 0,8413.
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Université Paul Sabatier. NT 07, Licence de mathématiques fondamentales,
Examen du 13 septembre 2000.

Durée: 2heures. Aucun document. Affichage des résultats le 20 septembre à 14:00.

Problème.

A) Soit Y1, . . . ,Yk, . . . une suite de variables aléatoires (v.a.) réelles indépendantes et
de même loi telle que IE(|Y1|) < ∞. On poseSk = Y1 + · · · + Yk. On rappelle que
la loi des grands nombres affirme quelimk→∞ Sk/k = IE(Y1) presque sûrement. En
déduire quelimk→∞ Yk/k = 0 presque sûrement.

B) Dans toute la suite, on considère une suite(An,Bn)n≥1 de v.a. de]0,∞[2 indé-
pendantes et de même loi (les v.a.A1 etB1 peuvent être dépendantes entre elles). On
suppose de plus que

IE(| logA1|) <∞, IE(logA1) < 0, IE(| logB1|) <∞.

En appliquant la loi des grands nombres, montrer que

lim
n→∞

(A1A2 . . . An)1/n = exp(IE(logA1)),

et quelimn→∞(A1A2 . . . An) = 0. En appliquant la question A), montrer que

lim
k→∞

(Bk)1/k = 1.

De ces résultats, déduire en particulier que la série à termes aléatoires

B1 +
∞∑
k=2

A1A2 . . . Ak−1Bk

est convergente (méthode: lui appliquer le critère de Cauchyu
1/n
n de convergence des

séries à termes positifs).

C) Pourn ≥ 1, on considère les transformationsFn, Zn etWn affines aléatoires de
IR définies parFn(x) = Anx + Bn, par Zn = F1 ◦ F2 ◦ · · · ◦ Fn et parWn =
Fn ◦ Fn−1 ◦ · · · ◦ F1. Montrer par récurrence surn que

Zn(x) = A1A2 . . . Anx+B1 +
n∑
k=2

A1A2 . . . Ak−1Bk.

SiX est une variable aléatoire positive indépendante des(An,Bn)n≥1, dire pourquoi
les v.a.Wn(X) etZn(X) sont de même loi.

D) Montrer à l’aide de la question B) que la suite de v.a.(Zn(X))n≥1 converge presque
sûrement vers une v.a. qu’on noteZ. Pourquoi la v.aZ est elle la même quelle que soit
la v.a.X? Pourquoi la suite de v.a.(Zn(X))n≥1 converge t-elle en loi? A l’aide de la
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question C), montrer que la suite des lois des v.a.(Wn(X))n≥1 converge vers la loi de
Z.

E) On suppose maintenant de plus que la loi deX est telle queX etF1(X) = A1X +
B1 sont de même loi. En déduire qu’alorsX etZ sont de même loi (méthode: montrer
par récurrence surn que la v.a.Wn(X) est de même loi queX, et appliquer la question
D)).

F) (Exemple)On rappelle (cours) que siα > 0 etβ > 0 alors∫ +∞

0

tα−1

(1 + t)α+β
dt =

Γ(α)Γ(β)
Γ(α+ β)

. (1)

On fixe deux nombresp > 0 et q > 0 et on suppose que la v.a.X a pour loi

Γ(p+ q)
Γ(p)Γ(q)

xp−1

(1 + x)p+q
1]0,∞[(x)dx,

que la v.a.A1 a pour loi

Γ(2p+ q)
Γ(p)Γ(p+ q)

ap−1

(1 + a)2p+q
1]0,∞[(a)da,

et qu’enfinB1 = A1. On suppose toujoursX etA1 indépendantes. En appliquant (

Barême: A=2 points, B=4, C=3, D=3, E=3, F=7.
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Université Paul Sabatier. NT 07, Licence de mathématiques fondamentales,
Examen du 13 septembre 2000, Corrigé.

A)
Yk
k

=
Sk
k
− k − 1

k

Sk−1

k − 1
→k→∞ IE(Y1)− 1.IE(Y1) = 0.

B) On applique la loi des grands nombres à la suiteYk = logAk et on obtient

(A1 . . . An)1/n = exp(
1
n

(logA1 + · · ·+ logAn))→n→∞ exp(IE(logA1)).

De plus, on sait que IE(logA1) < 0 et donc queexp(IE(logA1)) < 1. Si un =
A1 . . . An, puisquelimn→∞ u

1/n
n < 1 la série

∑∞
n=1 un converge, son terme général

tend donc vers 0 et on a bienlimn→∞A1 . . . An = 0 presque sûrement. De la même
facon, on applique le A) àYk = logBk et on en tire quelimk→∞

1
k logBk = 0 et donc

limk→∞(Bk)1/k = 1. Considérons enfinuk = A1A2 . . . Ak−1Bk. Alors, d’après les
résultats précédents on a

u
1/k
k = ((A1A2 . . . Ak−1)1/k−1)(k−1)/k(Bk)1/k →k→∞ exp(IE(logA1)).1 < 1,

et d’après le critère de Cauchy de convergence des séries on a que
∑∞
k=1 uk converge

presque sûrement, ce qu’il fallait démontrer.

C) La formule est vraie trivialement pourn = 1. Supposons la vraie pourn ≥ 1. Alors

Zn+1(x)
(1)
= Zn(Fn+1(x))

(2)
= A1A2 . . . An(An+1x+Bn+1) +B1 +

n∑
k=2

A1A2 . . . Ak−1Bk

(3)
= A1A2 . . . AnAn+1x+B1 +

n+1∑
k=2

A1A2 . . . Ak−1Bk,

où (1) vient de la définition deZn+1(x), (2) de l’hypothèse de récurrence et (3) d’un
réarrangement. La récurrence est donc étendue.

Puisque les(An,Bn) sont de même loi, il est clair que les fonctions affinesZn et
Wn sont de même loi. Leur évaluation en une v.a.X indépendante des(An,Bn), et
donc indépendante deZn etWn sont donc des v.a. de même loi.

D) On a vu au B) que la sérieB1 +
∑∞
k=2A1A2 . . . Ak−1Bk converge. Notons parZ

sa somme. On a également vu au B) quelimn→∞A1 . . . An = 0 presque sûrement:
cela entraîne quelimn→∞ Zn(X) = Z presque sûrement. Par définition,Z ne dépend
pas deX. La convergence presque sûre entraînant la convergence en loi, on en déduit
que la suite des lois deZn(X) converge vers la loi deZ. On a vu à la question C)
queWn(X) etZn(X) sont de même loi. On en déduit que la suite des lois deWn(X)
converge vers la loi deZ.
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E) Montrons par récurrence surn queWn(X) etX sont de même loi. C’est vrai par
hypothèse pourn = 1. Supposons ce résultat vrai pourn. On sait queWn+1(X) =
Fn+1(Wn(X)). De plusWn(X) est indépendante deFn+1, carWn(X) est une fonc-
tion deX,A1, . . . ,Bn etFn+1 dépend de(An+1,Bn+1). EnfinFn+1 est de même loi
queF1 par définition, etWn(X) est de même loi queX, par hypothèse de récurrence.
Donc Fn+1(Wn(X)) est de même loi queF1(X), qui est de même loi queX par
hypothèse. La récurrence est donc étendue.

Or on sait d’après D) que la suite des lois deWn(X) converge vers la loi deZ.
Comme toutes les lois desWn(X) sont identiques à celle deX, on en déduit queX et
Z sont de même loi.

F) Par définition, puis en appliquant (

IE(As1) =
Γ(2p+ q)

Γ(p)Γ(p+ q)

∫ ∞
0

as+p−1

(1 + a)2p+q
da =

Γ(p+ s)Γ(p+ q − s)
Γ(p)Γ(p+ q)

.

De même en appliquant (

IE((1 +X)s) =
Γ(p+ q)
Γ(p)Γ(q)

∫ ∞
0

xp−1

(1 + x)p+q−s
dx =

Γ(p+ q)Γ(q − s)
Γ(p+ q − s)Γ(q)

.

Finalement, en appliquant (
Si Pr(A1 ≥ a) = 1

(1+a)1+q pour touta ≥ 0, alors la fonction de répartition de

A1 est0 si a < 0 et 1 − 1
(1+a)1+q si a ≥ 0. En dérivant par rapport àa on voit que

la densité deA1 est 1+q
(1+a)2+q 1]0,∞[(a), c’est à dire du type de l’exemple avecp = 1.

La densité deZ est donc q
(1+z)1+q 1]0,∞[(z), et donc pour toutz ≥ 0 : Pr(Z ≥ z) =∫∞

z
q

(1+x)1+q dx = 1
(1+z)q .

Complétons ce corrigé en montrant le point admis IE(logA1) < 0. Puisque

d

ds
IE(As1) = IE(As1 logA1),

on a

IE(logA1) =
[
d

ds
log IE(As1)

]
s=0

=
Γ′(p)
Γ(p)

− Γ′(p+ q)
Γ(p+ q)

.

Le problème est donc de montrer quet 7→ Γ′(t)
Γ(t) est croissante sur]0,∞[, ou de montrer

quet 7→ log Γ(t) est strictement convexe. Cela vient de

(log Γ(t))′′ =
1

Γ(t)

∫ ∞
0

[log x− Γ′(t)
Γ(t)

]2xt−1e−xdx > 0.
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Université Paul Sabatier. NT 12, Licence de mathématiques pour l’enseigne-
ment, Examen du 13 septembre 2000.

Durée: 2heures. Aucun document. Affichage des résultats le 20 septembre à 14:00.

Question de cours.Soitµ et (µn)n≥1 des probabilités sur IR. On rappelle que on dit
que la suite(µn)n≥1 converge en loi versµ si pour toute fonction continue bornée
réelle ou complexe sur IR on a

lim
n→∞

∫ ∞
−∞

f(x)µn(dx) =
∫ ∞
−∞

f(x)µ(dx).

(1) Donner sans démonstration, en termes de transformées de Fourier, une condition
nécessaire et suffisante de convergence en loi (théorème de Paul Lévy).

(2) Donner sans démonstration, en termes de fonctions de répartition, une condition
nécessaire et suffisante de convergence en loi.

Problème.On rappelle que pour|t| < 1 :

1 +
∞∑
n=1

λ(λ+ 1) . . . (λ+ n− 1)
n!

tn =
1

(1− t)λ
.

SoitX une variable aléatoire (v.a.) qui suit une loi négative binomialeNBλ,p, avec
λ > 0 et 0 < p = 1− q < 1, donc de loi concentrée sur l’ensembleN des entiers≥ 0
définie par

pλδ0 +
∞∑
n=1

λ(λ+ 1) . . . (λ+ n− 1)
n!

pλqnδn.

A. Calculer la fonction génératrice deX, c’est à dire IE(zX) avec|z| ≤ 1. Déduire du
résultat IE(X), IE(X2 −X), IE(X2) et la varianceσ2(X) deX. Montrer que IE(X) <
σ2(X).

B. SoientX1, . . . ,Xn des v.a. indépendantes et de même loi queX. On poseXn =
1
n (X1 + · · ·+Xn). Quelle est la loi denXn? (méthode: considérer sa fonction géné-

ratrice et utiliser le A). Calculer IE(Xn) et IE(X
2

n).

C. Avec les hypothèses de B) on définit la v.a.Sn ≥ 0 par

S2
n =

1
n− 1

n∑
k=1

(Xk −Xn)2.

Démontrer queS2
n = − n

n−1X
2

n + 1
n−1

∑n
k=1X

2
k . En déduire à l’aide du A et du B

que la valeur de IE(S2
n) est la variance deX.

D. Avec les hypothèses de C) on fait tendren vers l’infini. A l’aide de la loi des grands
nombres, calculer les limites presque sures deXn, de 1

n−1

∑n
k=1X

2
k , de S2

n et de

S2
n −Xn et vérifier que la dernière est >0.
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D. On suppose maintenant queλ et p sont des paramètres inconnus, que la suite
(X1, . . . ,Xn) est un échantillon à partir duquel on veut estimerλ et p par la méthode
dite des moments. SiXn etS2

n sont considérés comme des estimateurs de la moyenne
et de la variance deX respectivement, dire si ces estimateurs sont biaisés ou non. On
définit les estimateurŝλn et p̂n = 1− q̂n par les équations

λ̂nq̂n
p̂n

= Xn,
λ̂nq̂

2
n

p̂2
n

+
λ̂nq̂n
p̂n

= S2
n.

Montrer λ̂n > 0 et 0 < p̂n < 1 si et seulement siS2
n −Xn > 0. Au vu de la question

D, cette méthode est elle raisonnable?

Barême: QC= 2+2 points, A=1+1+0,5+1+0,5, B=2+1+1, C=1+1, D=1+1+1+0,5+0,5,
E=1+1.
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