Appendice 3. Annales des problemes
de probabilités de Deug et de licence

Mia 03, Université Paul Sabatier, Devoir 4, a remettre au premier TD de la
semaine du 15 au 19 décembre 1997.
Exercice 1
Soit0 < p < 1, soit X une v.a. a valeurs dans telle que pour tout: € N on ait
P(X = z) > 0 et soit enfin une v.a&¥" sur le méme espace de probabilité telle que
pour toutz et pour touty = 0,1,...,zonaitP(Y = y|X = z) = CY¥(1 — p)* ¥pV.
OnposeZ = X —Y.

1. On suppose dans cette question daesuit une loi de Poisson de moyenie
Montrer qu’alorsY” suit une loi de Poisson de moyenme(Méthode: on peut ou
bien calculerP(Y = y) par le principe des probabilités totales, ou bien calculer
la fonction génératricgy ). Montrer queY” et Z sont indépendantes (Méthode :
calculerP(Y = y; Z = z)). Montrer queZ suit une loi de Poisson de moyenne
(L=p)A.

2. Trouver la loi deX si on sait quér” et Z sont indépendantes. Méthodesk
z < let0<s<1,montrer queE(sY z%) = fx((1 —p)z + ps), et chercher a
quelle conditiory((1 — p)z + ps) = log fx ((1 — p)z + ps) estla somme d’une
fonction des seul d’'une autre fonction deseul: penser a introduire la dérivée
seconde de.

Exercice 2

Soit N un entier fixé, et soif) I'ensemble des parties de taill¥ de I'ensemble
{1,2,...,2N} des 2N premiers entiers. On le munit de la triB(?) et de la pro-
babilité équiprobable. Si = 1,...,2N, on note poutw € Q X, (w) = 1sin € w et
X, (w) = —1sinon. OnnoteSy =0 etS,, = X; +--- + X,,.

1. Soituy le nombre d’éléments de. Calculeru . Quelle est la valeur dfsn?

Les variables aléatoireX,, sont elles indépendantes? Sont elles de méme loi?
Quelle est la loi deX,,?

2. Pourk entier entre) et N on note Ay, I'évenementS,;, = 0. CalculerP(Ay).
SoitY = chvzo 14, Soit(v,)n>0 le terme général de la série qui est le produit
de Cauchy de la série de terme générapar elle méme. Montrer quB(Y') =
’Z_]J\\],

3. Calculer les sommes des séries entieres suivantes a l'intérieur de leur intervalle
de convergenc® -, un 2™, > rep vnz" (Méthode: donner une présentation du
développement en série entiere(de- z2)~'/2 en termes déu,, )). En déduire
une approximation d&(Y") si NV est grand a I'aide de la formule de Stirling.

4. Dans un jeu de 52 cartes, je tire une carte; avant de la regarder, je devine sa
couleur: rouge ou noir, et je marque un point si j'ai deviné juste. Je recommence
avec le paquet des 51 cartes restantes, et ainsi de suite jusqu’a épuisement des
52 cartes. Je joue avec la meilleure stratégie, qui chaisit la couleur la mieux
représentée dans le paquet restant et choisit au hasard en cas d'égalité. Quelle est
la moyenne des points marqués? (Méthode: observer que cette stratégie garantit



www.Zes-# athematiques.net

au moins 26 points, et que les points supplémentaires arrivent une fois sur 2
durant lesyss fois ou il y a égalité).
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Université Paul Sabatier. Examen blanc de Deug MIA 03, Dec.97
(Durée: 3 heures. Aucun document.)

Exercice 1

Soit X etY deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi a valeurs dans
les entiers> 1 telles que poufz| < 1 leur fonction génératrice soit égalefg (z) =
1—+/1—z Calculerfx vy, P(X =n)pourn > 1etP(X +Y =n) pourn > 2.

E(X) existe-t-elle?

Exercice 2

Soit X etY deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans les entiers
telles que poutz| < 1 leurs fonctions génératrices soient respectivenfarit) =
2—+2—zetfy(z) =1/(2 - z). Pourn > 0 calculer

P(X=n),PY =n),P(X+Y =n).

Calculer EX), E(X(X — 1)), et le second moment et la variance X¥leCalculer de
méme la variance dg et en déduire la variance dé + Y.

Exercice 3

Soit X etY deux variables aléatoires strictement positives, indépendantes et de méme

loi. Soit Z = X/Y. Montrer quel < 1(Z + £). En prenant I'espérance des deux
membres de cette égalité, montrer que E(X)E(+).

On suppose maintenant que la fonction de répartifiate X est égale &r — 1) si
1 <z < 2. Quelles sont les valeurs déen dehors de cet intervalle? CalculefXE)
et E(+).

3 G Letac
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Université Paul Sabatier. Examen de Deug MIA 03, 6 Janv.98

(Durée: 4 heures. Aucun document. Faites les calculs lentement et au brouillon. Le
correcteur peut déduire des points pour le manque de soin ou les absurdités. Les trois
exercices sont indépendant®h désigne paiog = le logarithme népérien de

Exercice 2(6,5 point$

1. Soit0 < p < g < 1. Développer en série entiére les fonctions:driivantes

1 22
(1-pz)(1—qz) ~ (1-pz)(1—qz)
et préciser leurs rayons de convergence (on distiguera lgs €ag etp < g).

(2,5 pointg
2. Soit0 < p < 1/2etqg =1 — p. On considére les variables aléatoires indépen-
dantes et a valeurs dans les entiers de lois respectives

o0 oo
Px =Y q" 'pon, et Py = p" 'qdy,

n=1 n=1

c'est-a-dire que poun. > 1 entier on aP[X = n] = ¢""'petPlY =
n] = p"~1q. Calculer pourz| < 1 les fonctions génératricel (z) = E(2%),
fr(z) et fxiv(z). Développerfxy en série entiére et préciser son rayon de
convergence (on distinguera les gas= 1/2 etp < 1/2). Déduire du résultat
P[X +Y = n] pourn > 2 entier. Calculer également la moyenne et la variance
des trois variables aléatoirés, Y et X + Y. (3,5 point3

3. Dans le schéma Succés Echec ou la probabilité d’un succes &St Z la va-
riable aléatoire qui prend la valeursi pour la premiére fois on a un succes au
rangn — 1 suivi d’'un échec au rang. Montrer queZ est de méme loi que la
variable aléatoireX + Y considérée a la question précéderndes point3

Exercice 3(5,5 point3
On rappelle quehz = %(e* — e~ %), chz = 1 (e” + ¢~), et que pour # 0
sh(2x)
2shz

1. SoitU une variable aléatoire de fonction de répartitign(z) = P[U < x| telle
queFy(z) = 0siz < -1, Fy(z) = 32 si—-1 <z < letFy(z) =1
si1 < z. Tracer le graphe déy ainsi que celui de la densité dé& Calculer
ensuiteL; (z) = E(e*Y) pourz réel non nul. { poinj

2. Siz estréel non nul, montrer par récurrencessigue

chx =

" z sh(z)
E logch(=) = log ————.
P OgC (2k) Og 2"51’1(2%)

En déduire que lasérje;~, log ch(Z£) converge, et calculer sa somme en fonc-
tion dez. (2 pointg
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3. Soit X1,X5,... une suite infinie de variables aléatoires indépendantes et de
méme loi3d_; + 167, C'est-a-dire telles qu®[X; = 1] = P[X; = —1] = .
On forme la nouvelle variable aléatoire

n

X
5= i

k=1

Calculer a I'aide du 2) pour réel non nulLg, (z) = E(e*5*). Montrer que

o0

X
> o

k=1
est convergente. On désigne [sda somme de cette série. On admet dyéz) =
E(e*¥) = lim, .o Ls, (2). A l'aide du 2) et du 1), compareks et Ly. (2,5
pointg

5 G Letac
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Corrigé de I'examen de Mia 03 du 6 janvier 1998.
Exercice 2: Sip = ¢, d’aprés la formule du binSme de Newton ofla- pz) =2 =
S o(n+1)p"z" etdonc

(oo} oo

22(1 —pz)72 = Z(n + 1) nnt2 _ Z(n _ l)pn—QZn.

n=0 n=2

Ces deux séries entiéres convergent si et seulemént|sk 1 et donc sont de rayon
de convergenc® = 1/p.
Sip < g on décompose la premiére fraction rationnelle en éléments simples:

1 1 ( q D )_
(1-pz)(1-q2) q—p\l—qz 1-pz

<qzqn n_pio:pnzn) Zq Zn.
n=0 n=0

D’apres le théoréme sur le rayon de convergence de la somme de deux séries entieres,
le rayon de convergence est ici le plus petit des deux nombheet 1/4, soit donc
R = 1/q. Quant a la deuxiéme série, il suffit de tout décaler de deux:

-1 _ n 1

Z ¢ — "

(1fpz 1—g2) —

2) D'apres la définition d'une fonction génératrice on a immédiatement pour ces
deux lois de Pascal

o0
_ n—1 n—1_.n _ qz
—nz::lq pz" 1_qz’fY( 2= p" gz -

Donc, les variables aléatoirésetY étantindépendantes, d'aprés le théoréme du cours
on adonc

pgz’
Feiv(2) = IxGI () = e Sa— oy

Sip = ¢ = 1/2 d’apres la premiére partie de 1) on a donc

o0

frpr(m) =3 2t

271
n=2

avec pour rayon de convergence 2P¢K +Y =n| = "2—;1 sin > 2.
Sip < 1/2 < ¢, d’'apres la seconde partie de 1) on a donc

pq —qp"
Ixiv(z E 2",
n=2

avec pour rayon de convergenchy, etP[X +Y =n] = ”qq w” gjp > 2.

6 G Letac
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Enfin, on calculef’ (2) = p/(1 — q2)?, f%(2) = 2pq/(1 — ¢2)3, et on en tire,
puisque le rayon de convergence gst :

E(X) = fx(1), E(X(X - 1)) = fx (1) = 2¢/p%,

o*(X) = E(X(X — 1)) + E(X) — (E(X))* = ¢/p”.

Puisquep et ¢ jouent des rSles symétriques(¥) = 1/q eto?(Y) = p/q>. Enfin
E(X +Y) = 1/p+ 1/q par lalinéarité de 'espérance,&t(X +Y) = q/p* + p/q*
par l'indépendance d& etY'.

3) Une suite de succes et d’échecs telle gue- n > 2 est nécessairement telle
gue ses premiers termeéw, . .. w, ) soientde laform& E... EESS...SSE, c'est-
a-dire que il existe un entier < < n —1avecw; = Esii < z, w; = S si
x<j<n-1etw, = E.SiX estle temps d’attente du premier succes; @st
le temps d’attente du premier échec aprés qu’on ait eu le premier succesy ab¥s
sont indépendantes et suivent les lois de Pascal ci dessus, et déplus+ Y. D'ou
le résultat demandé.

Exercice 3:1) La fonctionF' est continue et est dérivable sauf aux poinet —1
et sa dérivée esfl;_; ;((z). Les graphes sont immédiats. Ensuite

1 [t shz
L =— Tdr = —.
u(z) 9 /16 x >

2) Pourn = 1 la formule est triviale. Supposons la vraie a I'ordre&t montrons
gu’elle est vraie a I'ordrex + 1. On a donc par cette hypothése de récurrence, puis par
la formule rappelée appliquéera= z/2™:

asy z sh(z) z
kzzjllogch(Q—k) = log nsh(Z) + logch(QnH) =

h (g2 h
. S (Z)Z +log S (2+Zl)) — log +1S (Z)Z :
QWSh(2—n) 2 bh(w) 2n Sh( on+1 )

et la récurrence est étendue. Ensuite, on sait que le premier terme du développement

limité de shr estz, donc la limite de2"sh(z) quandn tend vers l'infini estz. Les

sommes partielles de la série considérée tendent doncboge%(}), c’est dire que la
série converge et a pour somiog shiz),

z

3) Puisque les v.aX;, sontindépendantes, il en est de méme pour lesxdz X, /2%)
et on a donc, a I'aide de la premiére partie du 2):

lo

E(exp 25,) = E([ [ exp(:X,/25) = [ ] Elexp(:X,/2)) =
k=1 k=1

7 G Letac
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La séried_ -, % est absolument convergente ¢&t, | = 1, que la série géométrique

de terme général/2" est de raisor< 1. La deuxiéme partie du 2) permet d’affirmer
que

Lg(z) = lim Lg, (2)

n— 00 z

I

I
~
=
Ny

D’aprés un théoréme admis du cours, on peut remarquer d'ailleurs que celdrentra
guesS etU sont de méme loi, c’est & dire quig; est la fonction de répartition de

8 G Letac
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Université Paul Sabatier. Licence de mathématiques fondamentales, contréle
intermédiaire du 13 avril 2000.
Durée: 2heures. Aucun document. Affichage des résultats le 5 mai a 14:00.

Exercice 1.Soitn > 2, et soitlU;,Us, . .. ,U,, des variables aléatoires indépendantes et
de méme loi uniforme sy, 1].
On noteX = min(Uy,Us,...,U,) etY = max(U,Us,...,U,). On fixea etb tels
qued <a<b< 1.

1. Dessiner I'ensemble du plan

Eup={(zy);0<a<z<y<b<1h

2. CalculerG(a,b) =Pr(0<a < X <Y <b<1).

3. Montrer quePr(X < a; Y <b) = G(0,b) — G(a,b), et en déduire la densité
de(X,Y).

4. SoitD =Y — X. Quelle est la densité de la loi jointe &, D)?

Exercice 2.Soita etb fixés dand0,1[. Soit X etY des v.a. indépendantes, a valeurs
dans 'ensemblé&N des entiers> 0 et de lois respectives données palX = z) =
(1—a)a® etPr(Y =y) = (1 —b)bY. Soit M = min(X,Y)etD = X — Y. Pour

m € N, calculer

Pr(X >m), Pr(Y > m), Pr(M > m), Pr(M =m).

Pourm € N et pourd dans 'ensembl& des entiers relatifs, calculBr (M = m; D =
d). En déduirePr(D = d). Les v.a.M et D sont elles indépendantes?

Exercice 3.Les tables montrent que

05 2 dz
ez =0,6914....
/foo V2T

Soit X une variable aléatoire normale de moyenne -1 et d’écart-type 2. Calculer les
nombres suivants:

Pr(X >0), Pr(—2 < X < —1), Pr(X ¢ [-2,0]).

9 G Letac
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Université Paul Sabatier. NT 07, Licence de mathématiques fondamentales,
Examen du 23 juin 2000.

Durée: 2heures. Aucun document. Affichage des résultats le 27 juin a 14:00.

Question de coursEnoncer sans démonstration la loi forte des grands nombres pour
une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi, avec sa réci-
proque.

Probléme.Dans tout le probléme, $I” est une variable aléatoire (v.a.) réelle, on note
par ey sa transformée de Fourier, définie pauéel paroy (2) = E(e*W).

a) SoitU etV deux v.a. indépendantes et de méme loi uniformeu}, et soitZ =

U — V. Montrer que la densité d& estf(z) = (1 — |z|)+ (ou la notatioru,. signifie
ar =0sia < 0etar = asia > 0). On pourra pour cela considérer la fonction
z+— Pr(U -V < z) et sa dérivée.

b) Les notations étant celles du a), calcyter(t) (Méthode: calculep; et en déduire
p_v = ¢_y). La formule d’inversion

fee) =5 [ et oy (1) dt

2 J_ o

est elle applicable?

¢) On considere une v.X réelle telle quepx (z) = (1 — |z])+. Donner sa densité a
l'aide du b).

d) On considére des v.X, ...,X,, ... indépendantes et de méme loi giiedéfinie
auc), etonposs, = X+ --+X,. Calculerps, (2), vs, /n(2) €tlim, o @g, /n(2).
En déduire que la suite des lois d&s/n converge vers une loi limite. A I'aide de la
formule d’'inversion de Fourier, donner la densité de cette loi limite.

e) La suiteS,, /n du d) converge t-elle presque-sirement?

Baréme: Q=3, a=3, b=4, c=2, d=6, e=2.

10 G Letac
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NL 07, corrigé de I'examen du 23 juin 2000.

Question de cours. Soky,...,X,,... des v.a. réelles indépendantes et de méme
loi. Alors la suite%(Xl + --- + X,,) converge presque-sirement si et seulement si
E(]X1|) < co. Dans ces conditions,

1

n—oo N

Question a). On sait que la fonction de répartitor= Fy estF(u) = usi0 < u < 1
et est égale a 1 pour< u et a 0 pourt < 0. Donc

1 z+1
Fz(z)=Pr(U<z+V)=E(F(z+V)) = / F(z+v)dv = / F(u)du,
0 z
ce quidonne pour1<z2<0:

z+1 1
Fz(z):/ uduzi(z—l—l)z,
0

puis pour) < z <1:
1
1
Fz(z) :/ udu = 5(1 —2%),

et naturellemenf’;(z) = 0siz < —1etFz(z) = 1siz > 1. En dérivant on a la
densitéF’, = f annoncée.

Question b).py (t) = E(expitU) = 1 sit = 0 et (exp(it) — 1)/t sinon. Ensuite
p_v(t) = p_u(t) = pu(—t). Puis quel etV sont indépendantes on en déduit que
sit#A0ona

z(t) = pu(t)p-v(t) = (exp(it) — 1)(exp(—it) — 1)/t* = 2(1 — cost) /2,

avec trivialementp,(0) = 1. En appliquant le critere de Riemann pour les inté-
grales impropres, on voit que la fonction— ¢ (t) est intégrable a I'infini, puisque
loz(t)| = |2(1 — cost)/t?| < 4t~2. On est donc dans les conditions d’application de
la formule d'inversion de Fourier et la formule de I'énoncé est correcte.

Question c). La formule db) s’écrit explicitement

2(1 — cost)

1 o0 .
1— = [ ——
(12 = 5 / K .

Faisons y le changement de variable- —t. On obtient

1 [/ . 1-
1—|2))s = f/ e 2~ BT gy
™

2
oo T

Cette formule montre que la densité Heest fx (z) = 1=5%2,

Tr

11 G Letac
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Question d). Puisque les v.a. sont indépendantes et de méme |&i goneys, (2) =

|2

(px(2)" = (1 - |27, et donces, ju(2) = ps,(z/n) = (1 — )7, et donc
lim,, o0 ¢, /n(2) = e~I*I. On remarque: — exp —|2| est continue. D’apreés le théo-
réme de Paul Lévy, cela garantit la convergence en loi de la@®jtér. On remarque
ensuite que la fonction — exp —|z| est intégrable. D'aprés la formule d’inversion de
Fourier, la densité de la loi limite est doge [~ _e~***~I*ldz =

1 [0 | 1 1 1 1
_ *ZZI+Zd - 7zzxfzd - _ .
or | . © Z+27TA ¢ Sl S prel e s ey

Question e). Si la suité,, /n convergeait presque-sirement, elle convergerait en loi,

et la loi limite aurait la densitgﬁ. Or la loi forte des grands nombres affirme

que siS,, /n converge presque slrement, ce ne peut étre que vers une constante, qui
serait d'ailleurs I'espérance d&;. Il y a donc une contradiction, et dorf;, /n ne
converge pas presque-sirement. On vérifie d’'ailleurs directemenX gue satisfait

pas E|X;|) < oo et donc que EX;) n'existe pas. En effet, on connait la densité de

X7 par la question c) et il est clair que

o 1 oo
—coszx 1—cosx
/ |x|42dx:2/ ——dz = o0.
o T 0 T

12 G Letac
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Université Paul Sabatier. NL 12, Licence de mathématiques pour I'enseigne-
ment, Examen du 23 juin 2000.

Durée: 2heures. Aucun document. Affichage des résultats le 27 juin a 14:00.

Question de coursSoit X etY deux variables aléatoires définies sur un méme espace
de probabilité et possédant des variances finies non nulles. Donner la définition du
coefficient de corrélatiom(X,Y) de (X,Y). Si (X,Y) est de loi normale dans R
expliquer pourquoiX etY sont indépendantes lorsqueX,Y’) = 0.

Probléme.On admet la formule suivante: popr> 0 ett > 0 on a

(%) / w2 etugy — V2T —pvT
0 p

a) Sip > 0 etd > 0, soitU une variable aléatoire (v.a) de loi

p2 U
Pe(p) (du) = \/%u_?’me_ 2u _87+p‘/§1]0’00[(u)du.

A l'aide de (*), montrer que st < 6/2 alors
E(e*Y) = exp(pVh — pVO — 22).

En déduire EUe*Y) par dérivation ainsi que /). Calculer de méme E/2¢*Y),
E(U?) et la variance dé&.

b) Soit de plus; > 0 etV une v.a. indépendante deet de IoiPe(Q). A l'aide du a),
montrer quel/ + V est de loiPy" ",

¢) Soit X;,... X, des v.a. indépendantes et mémehéil), ou 6 est un parameétre
positif inconnu. Donner a l'aide du b) la loi d&= X7 + --- + X,.

d) On considere alorXy,...,X,,) comme un échantillon permettant d’estinteet
on rappelle que, le modéle étant exponentiekst donc une statistique exhaustive.
Montrer & I'aide du a) qué/n est un estimateur non biaisé g@) = 1/1/0 et donner
son risque quadratique. Connaissahtcalculer I’estimateuéo(S) du maximum de
vraisemblance pou.

e) Les tables montrent qu% f_loo exp(—é)dz = 0,8413. En déduire une valeur

approchée pout grand dePr(S > % + ﬁ), en justifiant votre réponse.

Baréme: Q=4, a=2+2+2, b=1, c=1, d=1+1+3, e=3.

13 G Letac
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NL 12, corrigé de I'examen du 23 juin 2000.

Question de cours. Si= E(X) etb = E(Y) notonscov(X,Y) = E((X —a)(Y —1)),
o(X) = (E(X —a)?)? eto(Y) = (E((Y — b)?))/2. Alors le coefficient de
corrélation est

cov(X,Y)
o(X)o(Y)’

Si de plus(X,Y’) est de loi normaleV, ) =, et sir(X,Y’) = 0, alorscov(X,Y) = 0
et donc

r(X,)Y) =

o[ *x) 0 ]

0 a(Y)
Cela entraine qu& etY sontindépendantes. Cela peut se voir de deux manieres:
— Ou bien en considérant la densité(d€Y") qui en général quandkt © = 0 est

1 1 T —a
T,y = ——=exp—=(z —a, —bhx! .
Prertaa) = sy —ay-03~ (7))

Dans le cas particulier qui nous occupe, on a alors

1 _ <z;(a>2; _ <y;(b>2‘)
— - - 202 (X 202(Y
fX,Y(xuy) 2770'(X)0’(Y)e
1 _ <w;a>2 1 _ <ygb>2
= — e 22(X) X —— ¢ 202(Y)
V2o (X) 2o (Y)

La densitéfx y (z,y) étant le produit d’'une fonction de seul et dey seul est
donc la densité d’un couple de v.a. indépendantes.

— Ou bien en considérant la transformée de Laplace ou de Four{ef 8. Pro-
cédons par exemple avec la transformée de Fourier. Elle est en général

1
ox y(t,s) = exp(iat + ibs — §(t,s)§] ( i >)
Dans le cas particulier qui nous occupe, on a alors
. . 1 2 2 2 2
exy(t,s) = exp(iat+ ibs+ 5(0 (X))t + 0°(Y)s%))
1 1
= exp(iat — 502()()152) x exp(ibs — 502(}/)52)

La transformée de Fouriery y (t,s) étant le produit d’une fonction deseul et
de s seul est donc la transformée de Fourier d’un couple de v.a. indépendantes.

Question a). Pour calculer(Exp(zU) = [ eZ“Pép)(du), il suffit de prendre = ¢ — =
dans la formule (*) pour avoir le résultat demandé. On remarque que en faisafit
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on obtientl, ce qui prouve qué?(,(”) (du) est bien une loi de probabilité. On remarque
que pour tout > 0 et pour tout entien, > 0 l'intégrale

oo p2
/ w3 e gy
0

converge, ce qui entraine que la fonction définie par I'intégrate [ eZ“PG(p)(du) est
indéfiniment dérivable sous le signe somme dans l'interyatec,?[. Donc

d
E(Uexp(zU)) = - exp(pVl — pvl — 2z)
= b VO — Va2
NS 2)
et donc en faisant = 0 on obtient EU) = % De la méme maniere:

E(U?exp(2U)) = j—; exp(p\@ — V0 — 2z)
p2 p
(9 — 9, + (m)3)eXp(p\/§ —pVl —2z).

2

Donc en faisant = 0, on obtient EU?) = (5 + —2—) et en utilisant la formule

(Vo)
d’'Huyghens on obtient la variance de:
o2(U) = E(U?) — (E(U))? = —2—.
(U) = E(U7) — (E(U)) o

Questions b) et ). Puisqiéiéet V' sont indépendantes, pour /2 on a

E(exp(:(U+V)) = Efexp(=0))E(exp(zV))
= exp(p\/é —pVo — 22) exp(q\/g —qV0 —2z)
= exp((p+q) (VO — Vb —22))

Comme la transformée de Laplace caractérise la loi, cela montre que célle-dé
estPe(p“‘). Il est clair alors que siv est un entier >0, et que si l1€;)1<;<, sont

indépendantes et de mémejg(il) alorsS = X; +---+ X, estde IoiPe(”). Cela peut
se Vvoir trés rigoureusement par une récurrence facile.sur

Question d). D’aprés le a) on sait quéds = n/v/d. Donc E(S/n) = 1/+/0. Comme

cet estimateur dé/+/# est non biaisé, son risque quadratique est égal & sa variance.
Or la variance dé a été calculée en a) et est(v/6)>. Comme en général®(\X) =
\202(X), le risque quadratique est donc

o“(S/n) = (IR
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Pour calculer le maximum de vraisemblance connaisSardappelons que la loi d&
est

’!L2 S
Pe(n)(dS) — nﬂ5*3/267ﬂ7%+n\/§1]0700[(5>d8.

C’est dire que si on prend pour mesure de référence la mesure

n. _ _n2
v(ds) = \/—_Ws 3/2¢7 % 1y0,00((8)ds,
qui ne dépend pas d& anrsPe(")(ds) = e~ 5+V0(ds). Le calcul du maximum
de vraisemblancé,(S) pour.S connu se réduit & la recherche @lgui maximise sur
10, + oo la fonction

6s
0 —s e—T"!‘n\/é7

ou encore la fonction 05

0 1s(0) = —— + nve.
L'étude des variations dg sur]0,+oo| est facile: sa dérivée elf(¢) = %(% —S)et
s'annule seulement eéh= n?/S52. Cette dérivée est >0 avant et <0 apreés. L'estimateur
du maximum de vraisemblance est dog¢S) = n?/S2.

Question e). Notons pluté = S,,. Le théoreme central limite affirme que la suite des
lois des v.a.

(Sn - %)

—

(\/5)3/2

converge vers\Vy ;. Donc la probabilité pour que cette v.a. seitl est approximative-
mentl — 0,8413.
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Université Paul Sabatier. NT 07, Licence de mathématiques fondamentales,
Examen du 13 septembre 2000.

Durée: 2heures. Aucun document. Affichage des résultats le 20 septembre a 14:00.

Probleme.

A) SoitYs,...,Ys, ... une suite de variables aléatoires (v.a.) réelles indépendantes et
de méme loi telle que BY7|) < oo. On poseSy = Y7 + --- + Y. On rappelle que

la loi des grands nombres affirme qliey, ., Si./k = E(Y7) presque sGrement. En
déduire quéimy_,, Yi/k = 0 presque sGrement.

B) Dans toute la suite, on considére une suitg,,B,,),>1 de v.a. deg0,00[? indé-
pendantes et de méme loi (les vé. et B; peuvent étre dépendantes entre elles). On
suppose de plus que

E(|log A1]) < oo, E(log A1) < 0, E(|log By|) < 0.
En appliquant la loi des grands nombres, montrer que

lim (A3 As ... A,)Y" = exp(E(log A1),

n—oo

et quelim,,_, (A1 42 ... 4,,) = 0. En appliquant la question A), montrer que
klim (Bp)Y*F =1.

De ces résultats, déduire en particulier que la série a termes aléatoires

Bi+ Y AjAy... Ap 1By
k=2

est convergente (méthode: lui appliquer le critére de Cau&;fﬁ/de convergence des
séries a termes positifs).

C) Pourn > 1, on considére les transformationy, 7, et W,, affines aléatoires de
R définies parF,(z) = A,z + B,,parZ, = FioFyo-.--0F, etparW,, =
F,oF,_10---0F;. Montrer par récurrence surque

Zn(x) = AAs. . Apz+ B+ Y A1Ay... Ap_1By.
k=2

Si X est une variable aléatoire positive indépendante(dgsB,,),>1, dire pourquoi
les v.aW, (X) et Z,(X) sont de méme loi.

D) Montrer a l'aide de la question B) que la suite de ¥4, (X)), >1 converge presque
srement vers une v.a. qu’on ndtePourquoi la v.a est elle la méme quelle que soit
la v.a.X? Pourquoi la suite de v.4Z,,(X)),>1 converge t-elle en l0i? A l'aide de la
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question C), montrer que la suite des lois des(W&,(X)),>1 converge vers la loi de
Z.

E) On suppose maintenant de plus que la loXest telle queX et F; (X) = A1 X +
B, sont de méme loi. En déduire qu’alakset Z sont de méme loi (méthode: montrer
par récurrence sur que la v.al,,(X) est de méme loi qu&, et appliquer la question

D)).
F) (Exemple)On rappelle (cours) que & > 0 et3 > 0 alors

/+°° e [(a)L(5)
o

T+ T Tt ) W

On fixe deux nombreg > 0 etq > 0 et on suppose que la v.&. a pour loi

L(p+q) P!
L(p)L(q) (1 + z)pta

1]0,00[(‘r)d$7

que lav.a.A; a pour loi

F(Qp + q) a1
C(p)T(p+q) (1 +a)?rta Ljo,00((a)da,

et qu'enfinB; = A;. On suppose toujoury et A; indépendantes. En appliquant (

Baréme: A=2 points, B=4, C=3, D=3, E=3, F=7.
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Université Paul Sabatier. NT 07, Licence de mathématiques fondamentales,
Examen du 13 septembre 2000, Corrigé.

A)
Yi S k=18

B) On applique la loi des grands nombres a la skijte= log A, et on obtient

(Ay... A" = exp(%(logAl + - +log Ap)) —n—oo exp(E(log A7)).
De plus, on sait que Bog A;) < 0 et donc queexp(E(log A1)) < 1. Siu, =
Aq ... A,, puisquelim,, s u}/" <lla sériezi’l"=1 u, converge, son terme général
tend donc vers 0 et on a bidim,, .., A; ... A, = 0 presque slrement. De la méme
facon, on applique le A) &, = log B;, eton en tire quéimy_. % log B, = 0 etdonc
limkﬂoo(Bk)l/’“ = 1. Considérons enfin;, = A1As ... A,_1By. Alors, d’'apres les
résultats précédents on a

uF = (AyAg .. A )/ E=DRBOE L exp(E(log A)).1 < 1,

et d'aprés le critere de Cauchy de convergence des séries onda fjueu; converge
presque sirement, ce qu'il fallait démontrer.

C) La formule est vraie trivialement pour= 1. Supposons la vraie pour> 1. Alors

—~
~—

Znt1(x) = Znp(Foga(2))
D A A A(Appr 4 Bugt) + Bi+ S AAs . A By
k=2
3 n+1
(:) AlAQ...AnAn+1I+Bl +ZA1A2...A]€_1B]€,
k=2

ou (1) vient de la définition d&,, 11 (z), (2) de I'nypothése de récurrence et (3) d'un
réarrangement. La récurrence est donc étendue.

Puisque legA,,,B,,) sont de méme loi, il est clair que les fonctions affidgset
W,, sont de méme loi. Leur évaluation en une Aaindépendante des4,,,B,,), et
donc indépendante d&, et V,, sont donc des v.a. de méme loi.

D) OnavuauB) que lasériB; + ) ;- , A1 A, ... A,_1 By, converge. Notons paf

sa somme. On a également vu au B) tjue, .., 4; ... A, = 0 presque sirement:

cela entraine quém,, .., Z,(X) = Z presque sGrement. Par définitidhne dépend

pas deX. La convergence presque slre entrainant la convergence en loi, on en déduit
que la suite des lois d&,(X) converge vers la loi d&. On a vu a la question C)
queW, (X) et Z,(X) sont de méme loi. On en déduit que la suite des loiB€X)
converge vers la loi d&.
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E) Montrons par récurrence surque W,,(X) et X sont de méme loi. C’est vrai par
hypothése poun = 1. Supposons ce résultat vrai pour On sait quelv,, 1 (X) =
F,+1(W,(X)). De plusW, (X) est indépendante d€,, carW,,(X) est une fonc-
tion deX A,,...,B, etF, ., dépend dé€ A, 1,B,+1). Enfin F,,,; est de méme loi
queFy par définition, et?,, (X) est de méme loi qu&’, par hypothése de récurrence.
Donc F,,+1(W,, (X)) est de méme loi quéy (X), qui est de méme loi qu& par
hypothése. La récurrence est donc étendue.

Or on sait d'apres D) que la suite des lois1dg (X) converge vers la loi de’.
Comme toutes les lois dég,, (X ) sont identiques a celle d€, on en déduit qu& et
Z sont de méme loi.

F) Par définition, puis en appliquant (

s I(2p+gq) [ a7t Tip+s)T(p+q—s)
E(A]) = ——da = .
Fp)(p+4q) Jo (1+a)*ta L(p)I'(p+4q)
De méme en appliquant (
T(p+q) /°° et I'(p+q)T(g—s)
E(1+X)%) = dx = .
O+ = T o Trore = = Torg-or@
Finalement, en appliquant (
SiPr(A; > a) = m pour touta > 0, alors la fonction de répartition de

AjestOsia < 0Oetl — W sia > 0. En dérivant par rapport @ on voit que
la densité ded; est(lja%l]om[(a), c’est a dire du type de I'exemple avpc= 1.

La densité deZ est doncﬁlmm[(z), et donc pourtout > 0 : Pr(Z > 2) =

oo _ 1
J. (1+f)1+qu = Oxa)e
Complétons ce corrigé en montrant le point adm{®E A4;) < 0. Puisque

d
d—E(Af) = E(Ajlog Ay),
S
e d M) Tp+a)
p pTgq
E(log A;) = | — log E(A] = — .
Le probléme est donc de montrer que- FF(—(f)) est croissante sib,oco0[, ou de montrer

quet — logT'(t) est strictement convexe. Cela vient de

(log'(t))" = ﬁ /Ooo[logx — %]th_le_mdx > 0.
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Université Paul Sabatier. NT 12, Licence de mathématiques pour I'enseigne-
ment, Examen du 13 septembre 2000.

Durée: 2heures. Aucun document. Affichage des résultats le 20 septembre a 14:00.

Question de cours.Soit 11 et (i, ),>1 des probabilités sur ROn rappelle que on dit
que la suite(y,),,>1 converge en loi verg si pour toute fonction continue bornée
réelle ou complexe sur R on a

o0

i [ f@paldn) = [ f@pa).

n—oo
— 00

(1) Donner sans démonstration, en termes de transformées de Fourier, une condition
nécessaire et suffisante de convergence en loi (théoréme de Paul Lévy).

(2) Donner sans démonstration, en termes de fonctions de répartition, une condition
nécessaire et suffisante de convergence en loi.

Probléme.On rappelle que poyt| < 1:

A+ A +n—1) 1

1 t" = .
+ TLZI n! (1—1t)>
Soit X une variable aléatoire (v.a.) qui suit une loi négative binomiig, ,, avec
A>0et0<p=1-gq<1,doncde loi concentrée sur I'ensemiedes entiers> 0
définie par
ZAAFD) A+ —1)
n.

n=1

A. Calculer la fonction génératrice d€, c’est a dire Ez~) avec|z| < 1. Déduire du
résultat EX), E(X?2 — X), E(X?) etla variancer?(X) de X. Montrer que EX) <
o%(X).

B. SoientXy,...,X, des v.a. indépendantes et de méme loi ueOn poseX, =
%(Xl + .-+ X,). Quelle est la loi d&v X ,,? (méthode: considérer sa fonction géné-

ratrice et utiliser le A). Calculer EX,,) et E(Yi).

C. Avec les hypothéses de B) on définit la \5g. > 0 par

1 n o
52 — Xe — X )2
W= > (X )
k=1
Démontrer ques? = 771/’_’17,21 + 1 >4, X?. En déduire a l'aide du A et du B

que la valeur de E52) est la variance d&.

D. Avec les hypotheses de C) on fait tendreers I'infini. A I'aide de la loi des grands
nombres, calculer les limites presque suresXdg de 1 >/, X7, de S et de

S2 — X, et vérifier que la derniére est >0.
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D. On suppose maintenant queet p sont des parameétres inconnus, que la suite
(X1,...,X,) estun échantillon a partir duguel on veut estirheat p par la méthode

dite des moments. ST, et S2 sont considérés comme des estimateurs de la moyenne
et de la variance d& respectivement, dire si ces estimateurs sont biaisés ou non. On
définit les estimateurs,, etp,, = 1 — g, par les équations

Montrer \,, > 0 et0 < pn < 1sietseulement s§2 — X,, > 0. Au vu de la question
D, cette méthode est elle raisonnable?

Baréme: QC=2+2 points, A=1+1+0,5+1+0,5, B=2+1+1, C=1+1, D=1+1+1+0,5+0,5,
E=1+1.
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