Appendice 2: Convergence des lois bi-
nomiales vers la loi de Poisson

Cet appendice montre une chose peu connue: c'est que la suite des lois binomiales
de parametres convenables converge vers une loi de Poisson, non seulement faible-
ment, mais aussi au sens de la convergence en norme de mesures. Cet appendice peut
intéresser aussi les étudiants d’agrégation qui ont a traiter du sujet “lois binomiales,
lois de Poisson”.

Adoptons les notations suivantég:désigne la masse de Dirac ensim > 0, on
définit la loi de Poisson de moyennepar

[ee) . mn
dx) = nzzo e Fén(dsc)
et si0 < p < 1 on définit la loi de Bernoulli de moyennepar

b1p(dz) = (1 = p)do(dx) + pdy(dz).

Sin est un entier> 0, on définit la loi binomialé,, , comme la niéme puissance de
convolution de la loi de Bernoulli:

b’n/,p(dx) = (bl,p)*n(dx) = (( )50 +p51 Z n kpk5k(dl‘)

C’est un résultat simple et important que de constater que la suite de probabilités
(br,m/n)n>m converge faiblement veys,,. En effet sin > k, alors

m\~k rm\k
en(t=-3) (%)
n n
est une fraction rationnelle enet 'examen des termes de plus haut degré au numéra-
teur et au dénominateur montre que

n—k k

lim C’k (1—ﬁ) (ﬂ> :efmm—.
n—-+00 n n

Toutefois, un résultat plus fort est vrai, puisque en ait,,, /, ).~m converge forte-
ment verg,,. S'agissant ici de probabilités concentrées sur I'enseiNbiies entiers,
cette convergence forte est une convergence H&h¥) et revient a affirmer que

o=l =S ot (7)) g+ 2 ey

k=n-+1

tend vers 0 sh — +oo. Nous allons montrer ce résultat de deux maniéres. Celle de
Le Cam(1960) est courte et utilise une ingénieuse idée de couplage. Celle de Prohorov
(1963) donne plus d'informations en montrant §ég ., /., — pm || €St €quivalente a un
¢(m)/n et calcule explicitement(m).
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Théoreme 1:(Le Cam) Sin >m >0o0na

4m?

an,m/n pmH < T

Démonstration Posons pour simplifiep = m/n €]0,1] et considérons des va-
riables aléatoire6X;,Y1), . ..,(X,,Y,) deN? indépendantes et de méme foj, défi-
nie par

my(0,0) = e P —p+pe”

my(0,1) = p—pe P

my(1,1) = pe?

mp(n,0) = p—'e_p sin > 2,
n!

etm,(a,b) = 0 ailleurs. Alors on constate facilement qid& suit une loi de Pois-
son et queY; suit une loi de Bernoulli, toutes deux de moyennélles ne sont pas
indépendantes, et satisfont & I'inégalité

Pr(X; =Yi) = m,(0,0) + my(1,1) = e P —p+2pe P > 1 — 2p?,

héritée du fait que—? > 1 — p pour tout réelp. Notons pour simplifielX = X; +
-+ 4+ X,,, qui est donc de loi de Poissgp,, etY = Y; + --- +Y,,, de loi binomiale
by p. DONC

Pr(X #Y) < Pr(Ul, (X, # ;) gzn: 1(X; # Y;) < 2np?.

Ensuite, siA est une partie d&, on a I'inclusion d’événements
(XeA)=X=YecAHAUY #XecA) Y ecAUX#Y)

qui entrainePr(X € A) — Pr(Y € A) < P(X < Y). Le raisonnement fait en
échangeant les roles dé etY donne finalement

IPr(X € A) — Pr(Y € A)| < 2np? = 2"
n

Pour terminer, on applique cette inégalité a I'ensemBle= {k € N;p, (k) >
by, p(k)} puis & son complémentaife’ = N \ E. Comme

4 2
1Bnn/n=Pull = (Pr(X € E')=Px(Y € E)+(Pr(Y € E)-Pr(X € B)) < ——,

le résultat est montré.

Théoreme 2:(Prohorov) SoitX une variable aléatoire de loi de Poisggy. Soit
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Pn(m)
=I5 — pmll-
n ” n,m/n — P ”

Alors )
lim ¢, (m) = ¢(m) = SE(IX — (X —m)).

n—-+o0o

Démonstration Notonsp;, = e—’”mk—f pour simplifier les notations. Observons
d’abord que le résultat n'est pas si surprenant, car pdix€, en notant

ak(n):pﬁk (o’; (17%)"_]“ (:’Z)kpk> si0<k<n, @
ag(n) = —n si n <k,
alors )
Jim ag(n) = S (k — (k —m)) )

par un calcul standard et laborieux de développement limité (voir le détail de ce calcul
dix lignes ci dessous). On est donc fondé de penser que

n—-+o0o

lim Zpk|ak(n)|:%Zpkﬂc—(k—m)\. A3)
k=0 k=0

Le point délicat est alors de justifier cette interversion de limites. On va le faire par
convergence dominée. L'idée pour cela est de considérerkpfixe

1 & mN\"—k /m\Fk
st (t-3) ()
comme une fonctiotf;, de1/n, en introduisant donc
Felh) = (1= B)(1 = 2h) ... (1 — (k — 1)R)(1 — mh)~* explm + %log(l — mh)].

Cette fonctionf, est définie suk > —1/m, et une reformulation de (2) est d’affirmer
que f;(0) = 2(k — (k — m)); on le voit ainsi:

fr(h) = [1—=(142+- - -+k—1)h+o(h)][1+kmh+o(h)] exp[m—k% (—mh—mh/2+0(h))]

k(k—1)
2
Fixons désormais, > m. Pourk > kg, soit

—[1- h+o(h)][1+kmh+o(h)][1—%h+o(h)] = 1+%(k—(k—m))h+o(h).

3 G Letac
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Montrons queM = supy.;,, M. est fini. Pour cela, notons

1
K = maxg<j< 1 exp[m + 7 log(1 — mh)],
- —Fo

qui existe comme maximum d’une fonction continue sur un compact. Ensuites si

h< i< <qnalorsO<1—jh<1sij=1,...k-1et(l-mh)*<

k
(1—2)~*. Donc

m
1——)"

)
Or limkﬁroo(l — Z)7F = exp(—m) est finie. Donc la suitéM; ), est bornée et
M estfini.

M, < K(

Soit maintenant
My, = maXo<p<l FAWIE
Montrons queV!” = supy,.;, kM, est fini. Notong7(h) = + log(1 —mh) sih # 0
etG(0) = —m : G est donc contidment dérivable. Soit

K'= maXo<p<,t |G'(R)].

Alors s
(h k — ]
fk()_ m +G/(h)— .7 )
fe(h) 1—mh = 1—jh
Ensuite, sD < h < ; < = < 1, alors
k—1 . k—1 k—1
_le'hg jjgk ]:k(k;1)7
= al-x j=1
et
km km km
I—=mh = 1-2 7 ky—m
bone ' (h k k(k—1
A km o k1)
fr(h) ko —m 2
Comme dans cet intervallg est dang0,M], on en déduit
. M Mm MK M Mm MK’
E3M'k < —(1—1/k < —
- 2( /)+k(k‘0—m)+ k3 2+k0(k0—m)+ kg

M’ est donc fini.

On peut alors terminer la démonstration du théoréme: on a donc par la formule des
accroissements finis poar< k£ < n :

lak(n)| = [n(fr(1/n) = fe(0)] = [ fr(6/n)] < M'K®
et pourk > n |ax(n)| = n < k3. Soit M” le maximum de 1 ef/’. Observons que
>0 o M"k3py, converge. On est donc dans les conditions d’application du théoréme
de la convergence dominée et donc (3) est démontré.

4 G Letac
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Voici quelques raffinements intéressants sur la fonction de Proliodanthéoréme
précédent:

Proposition 2: Pourm > 0 on notep, = e*m%!k etp_; = 0. Soitr et R les
racines du trinSmé(z) = x — (z —m), avecd < r < R, et soient et A les parties
entiéres de et R. Alors

d(m) = m(pa — Pa—1 +Pa—1 — pa).

De plus, les deux fonctions de définies parg(m) = m(p, — pa—1) €1 Q(Mm) =
m(pa—1 — pa)) sont continues, positives et tendent v%%ﬁ:e a l'infini.

Démonstration Remarquons que les racine®t R existent, car le discriminant
simplifié deP estm + 1/4 > 0, et qu'elles sont- 0 car de somm@&m + 1 > 0 et
de produitm > 0. Si X est une variable aléatoire de Poisson de moyennalors
E(X — (X —m)) = 0. Donc, puisqueP(x) est positif si et seulement 8i< =z < R,
ona

A
1 1
¢(m) = JE(|P(X]) = SE(IP(X)| + P(X = > mPk)= > pP(k)
r<k<R k=a+1
A
:mz —Pk—2 + 2pr—1 — Pk) < Zpk-l-?Zpk— ZPk)
k=a+1 k=a—1 k=a+1

=m(pa — Pa—1 +Pa—1 —Da).

Définissons la fonctiom: — r(m) = m + & — y/m + 1 sur[0, + oc). Elle est
continue, et sa dérivé€(m) > 0. r est une bijection croissante ¢& + co) sur lui
méme de fonction réciproque = r~1(x) =  + \/z. Donca < r < a + 1 implique
que

a+va=rta)<m<rta+1l)=a+1+Va+1.

Donc sur l'intervalle
ILn={m;a=n}=n+vnn+1++vVn+1)
la fonctiong prend la valeur

m™(m —n)

_ . —m

g(m) =e —

Elle est donc bien positive. Sa limite & I'extrémité droite leest bieng(n + 1 +

v/n + 1) ce qui montre sa continuité. Quant & sa limite & I'infini, c’est évident avec la

formule de Stirling. La démonstration po@rest entierement analogue: sur l'intervalle

Jv={m; A=N}=[N-VNN+1-+VN+1),

5 G Letac
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la fonction@ prend la valeur

mN (N —m
Q(m) = e_m#.

Sur les intervalleg,, et Jy, les fonctions; et (Q sont concaves.

Commentaires:
Iy a de nombreuses références sur cette question, (voir la bibliographie ci dessous, qui
conduit a d'autres références) mais pas trés accessibles un jour de concours d’'agréga-
tion. Dans Letac (1981), Probléme IV 3 4eéme et 5éme, on trouve la démonstration de
Le Cam (1960).
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