Appendice 1: Grandes deviations

Si Xy, ...,X, sontdes variables aléatoires indépendantes et de méme loi, de moyenne
m et telles qu'il existex > 0 avec Ee®1¥»!) < 0o, etsionnoteS,, = X; +---+ X,,,
le théoréme suivant calcule paur> m le nombrelim,, . (Pr(S,, > na))/™.

Théoréme Soit 1 une mesure positive sur R hon concentrée en un point et telle
que l'intervalle ded réels satisfaisank(6) = [~ e’ pu(dx) < oo ait un intérieur
© non vide. On considére la fonction strictement convexecségale & = log L et
l'intervalle ouvertM = k'(©), et on note pat) : M — © la fonction réciprogue de
K.

Soitm = k/(9) fixé dansM et X, ...,X,, sont des variables aléatoires indépen-
dantes et de méme lef*=*(?);(dx). Soit enfina € M avecm < a et les nombres
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Up = Pr (X1++X7L) Za)

h(ma) = — [ (a—z)y/(z)de = a((m) — ¢(a)) + k((a)) — k((m)).

3

Dans ces conditions on a
1. (Inégalité des grandes déviationg) ™ < eh(m-a),
2. (Théoreme des grandes déviatiohis),,.. uy/"™ = eh(ma).

Commentaires: 1) Une insupportable confusion régne dans la littérature d’enseigne-
ment concernant ce résultat, di a Cramer (1938), principalement a cause de ses géné-
ralisations & des hypothéses plus faibles (et peu intéressantes) dans R ainsf qu'a R
ou les résultats n’ont pas I'harmonie du résultat ci dessus.

2) Dans sa présentation, le théoréme fait jouer un réle symétrique a toute la famille
de lois de probabilitég’*—*() ;i(dz) quandd varie dansd. Cette famille est appelée
une famille exponentielle naturelle engendrée jpahttention, . n'est pas uniquex’
engendre la méme famille exponentielle, c’est a dire le ménsembleale probabili-
tés, indépendamment du paramétrage, si et seulement si il exasteréels tels que
@ (dx) = e+ u(dx). Il est clair que la loi d’une variable aléatoire réeNetelle qu'il
existea > 0 avec He®X!) < oo appartient & une famille exponentielle naturelle: il
suffit de prendre poui la loi de X. Toutefois, pour la loi d&X donnée, souvent avec un
parameétre, il n’est pas toujours apparent de relier cette loi avec la famille exponentielle
a laquelle elle appartient. Par exemple la loi de Berndul p)do + pd; appartient &

la famille exponentielle engendrée pae 6q + d; : prendrep = %

3) Implicitement, I'énoncé utilise des résultats simples comme le fait@)geit
un intervalle et comme la convexité de qui se démontrent comme le 1) et le 6) du
théoréme 6.7 du cours de Deug. De plus, il est facile de voir que avec les notations du

théoréme, I'espérance d&g estm = k/(0) et leur variance est”’(6) = 1/v¢’'(m).
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4) La partie 2) du théoréme est plus difficile. La partie 1) est comme on va le
voir amusante et élémentaire. Elle fournit une démonstration de poche de la loi forte
des grands nombres qui affirme queXsj, ..., X,,... sont des variables aléatoires
indépendantes et de méme loi de moyennealors Pr(lim,,, S,,/n = m) = 1. Si
on fait I'hypothése suplémentaire de I'existence de moments exponentiels, c’est a dire
qu'il existea > 0 avec Ee®l¥~!) < oo, alors l'inégalité des grandes déviations et le
critere de Cauchy, du fait qugm,a) < 0, entraine que la sérig u,, converge, et on
procéde alors comme au Théoréme 6.6 du cours pour conclure avec le lemme de Borel.

5) Travaux pratiques: Voici quelques mesureslassiques, et les lois et les fonc-
tionsh(m,a) qui vont avec.

Loi de Bernoulli: p = 6o + 61, L(f) = 1+ €%, © = R, k(0) = log(1 + €?),
6
K(8) = 125, M =J0,1[, $s(m) = log 2=, k(1x(m)) = — log(1 — m) et

—a

a 1
h = alog — 1—a)l
(m.a) = alog - + (1 — a) log - —

Loi de Poisson:yu = Y07 (L6, L(0) = expe?, © = R, k(0) = €, k'(6) = ¢’
M =]0,00], ¢(m) = logm, k(¢(m)) = m et

)

h(m,a) = alog ™y a—m
a

Loi gamma: Soitar > 0fix€. pu = gy 1o cof(2)da, L(0) = =y Si0 € © =]—
O0,0[, k(@) = Oélog(ia)a k/(e) = _iga M :]0,00[, 1/1(7“) = _O;na k(d}(m)) = alOg %

et

h(m,a) = o — as —&—alogg.
m m

Loi normale: Soita > 0 fixe. u = Fe xp(— )dx L(0) = XP(#)’ 0 =R,
k(0) = 292 JK'(0) =020, M = R, y(m) = %7 kW(m)) _ 2m_ et
(a —m)?
h =—
(m.a) s

Démonstration de I'inégalité des grandes déviationsNotonsS,, = X; +--- +
X,,. Pourtoutt > 0tel qued + ¢t € O I'astuce est d'observer que les deux événements
{Sn/n > a} et {e!" > emte} sont les mémes (comme & la Prop. 6.6). On écrit, &
I'aide de I'inégalité de Markov (voir cours de Deug, Prop. 6.2) appliqu¥e=a e~
etay = et

LO+1),,
O

Uy = PI‘(etS" > enta) < e—ntaE(etSn) —_ [e—taE(etXl)}n — [e—ta

Doncu,/" < e~tetk(+)-k(0) Opservons ensuite que— —ta+ k(6 +t) — k(6) est
convexe sur l'intervalle ouveft-6 + ©)N]0,00[ et que sa dérivée s’y annule au point
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t =¢(a)—1(m), c'estadire tel qué’ (6 +t) = a. Lavaleur de-ta+k(0+t)—k(0)
en ce point est exactementmn,a) et le résultat est montré.

Démonstration du théoréme des grandes déviationsOn pose désormais =
¥(a) > 6. Avec cette notation, on remarque que

h(m,a) = —a(t — 0) + k(1) — k(0).

L'astuce de Harald Cramer ici est d’'introduire les variables aléatdires . ,Y;, in-
dépendantes et de méme 61~ ("), (dx) Sion a lu le commentaire 2, on remarque
gue cette loi appartient a la méme famille exponentielle naturelle que la lakKdes
L'espérance d&; esta = k'(7). On pose ensuit¥,, =Y, +---+Y,,, V,, = U, —na
etv, = E[e*“*e)"nlvnzo]. L'espérance dé/, est zéro. On montre alors l'identité
remarquable

Up = enh(m,a)vn-
Pour le voir, on introduit la mesure positiyg, sur R égale a la ieme puissance de
convolutiony™”, c’est a dire de transformée de Laplac@)™. La loi de S,, est donc
e?s—mk(®)y, (ds), comme on le vérifie en calculant la transformée de Laplace de cette
loi et en voyant qu’elle est égale a celle gg soit

E(e!Sn) — (L(g(—ei—)t)>n — (nk(0+)—nk(6)

pour toutt € —6 + ©. De méme, la loi d&/,, este™ "*(7) . (du). Par conséquent

enh(m,a) E[ef(‘f*e)v’” 1y, >0]

— 6n[h(m,a)+('r70)a]E[ef(‘rfG)UnlUnZ"a}

_ k) —kO)] / e Ok ) ()

= / eau*nk(e),un(du) = Pr(S, > na) = uy,,

a

et l'identité annoncée,, = ¢""("®)y, est montrée. On peut remarquer qu’elle nous

donne au passage une seconde démonstration, moins élémentaire, de la partie 1, puisque

trivialementv,, < 1. Cette partie algébrique étant faite, pour voir que la IimiteLHéL

este"(m:a) | suffit de montrer quéim,, _, o v}/" = 1. C'est la partie plus difficile.
Commencons par un lemme classique:

Lemme Si f est une variable aléatoire positive alors I'ensemblesdeR tels que
E(f*) < co estun intervalld ets — [E(f*)]'/* est croissante sid,co[N].

Démonstration du lemme:On pourrait utiliser une inégalité classique de Holder.
Utilisons plutét ici I'outil familier de la convexité du logarithme de la transformée de
Laplace. Soif1—p)do+pv(df) laloi de f avecv(df) probabilité suf0,0c0] etd < p <
1 (tout est trivial sip = 0). Soit u(dx) l'image dev(df) par f — x = log f. SoitT
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la transformée de Laplace gdesoit7 son domaine de finitude et soits) = log T'(s).
Surl onaE f*) = pe!(*). Enfin si0 < s < s; sont dand, commet est convexe on a

t(s) = t(isl +(1- 5—81)0) < ;—1t(sl) +(1- i)t(o).

Commet(0) = 0 (cary est une probabilité) on obtient qde(s) < L#(s;). Comme

1
s

1 1 1
pr = exp(_logp) < exp(g logp) =p=1,
le lemme est montré.

Achevons alors la démonstration du théoreme. On pose

A, = {Vn > 0}7 B, = {e—(T—G)Vn/n«%M > %}

On a alors
_ (1) 2 1 3 1
o S Bl OV, ) S 5 Pr(4nNBy) > 2 (Pr(A,) — Pr(By)).

Dans cette chaine d'inégalités, (1) vient du lemme appliqié=a e~ "=V 1y, 54

et au couples; = 1 ets = 1/n3/4, (2) est l'inégalité de Markov appliquée¥a =
7" ety = 1/2, et (3) vient du fait que sid et B sont deux événements alors
A C (An B)U B etdoncPr(A N B) > Pr(A) — Pr(B). Faisons alors tendre
vers l'infini. D’apres le théoréme central limite, la loi d& /\/n tend vers une loi
normale centrée. On en déduit qBe(A,,) tend versl/2 et, puisqueB,, est aussi
B, = {2 > 220!/}, on en déduit quér(B,) tend vers0. Par conséquent,
la limite inférieure deu;fa/4 est> 1/4. Mais lim inf # logv, > —log4 entraine
naturellement quém inf X log v,, > 0. Commelogv,, < 0 la limite de X log v,, est
bien 0 et le théoréme des grandes déviations est démontré.
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