Moments, fonctions generatrices, trans-
formées de Laplace

1 Moments et variance

Théoréme 6.1 Soit(2,.4,P) un espace de probabilité, et seitin entier> 0. Soit
L, 'ensemble des v.aX sur cet espace telles que I'espérance= E(X™), appelée
momentd’ordren, existe. AlorsC,, est un espace vectoriel, et on a

L1 DLy D~ DL,

Démonstration Puisquef(z) = 2™ définit une fonction convexe sur la demi-
droite positive, on peut écrire pouret y positif que

(x+y
2

et donc|X + Y|* < (| X| +|Y|)" < 277 1(|X|* + |Y|"). Une autre méthode pour
obtenir cette inégalité est de montrer gue) = 2"~ 1(¢" + 1) — (¢ + 1)" atteint son
minimum sur|0, + co[ ent = 1 et de considéref(z/y).

1 ,
< §($n +ym),

Si maintenant les espérances d@” et de|Y'|" sont finies, on en déduit d’aprés la
fin du théoréeme 5.2 que I'espérance|@e+ Y|™ est finie et queX + Y est dan<’,,
quandX etY y sont. Enfin, pour voir que si I'espérance|d€|” est finie il en est de
méme pout X |"~*, on utilise l'inégalité

‘Xl’rl—l S 1+ |X|n’

gu’on vérifie immédiatement en étudiant les ¢a9 < 1 et|X| > 1. Le fait que
L,-1 D L, s’en déduit.

Définition Le moment centréd’ordren de la variable aléatoir& est défini par
E[(X — ml)"] Ol‘,lml = E(X) .

Remarquons au passage que si le moment non centréxiste, alors le moment
centré existe, puisque c’est I'espérance d'un polyndmg ele degré: et qu’on vient
de voir que les moments de degré inférieur @xistaient.

Le cas particulier réellement important est le casics 2.

Définition Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle le moment centré
d’'ordre 2 deX lavariancede X, et sa racine carrée positivétart typede X, encore
appelé déviation standard. On note I'écart tygeX) et la variancgo (X)), ou plus
rarement/ (X).
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Insistons sur le fait que I'écart type a la dimension de la variable aléatoire: si celle
ci s’exprime en centimeétres, I'écart type s’exprime en centimetres et la variance en
centimeétres carrés. Il faut connaitre les deux formules suivantes:

Proposition 6.2 SiX a un moment d’ordre 2, alors ponréel
a?(\X) = N?0?(X),
et Formule de Huyghens
o?(X) = E(X?) - (E(X))%

En particulier,(E(X))? < E(X?), avec égalité si et seulement si la loi deest une
probabilité de Dirac.

Démonstration La premiere formule estimmédiate. Pour Huyghens:
o?(X) = E(X? —2m1 X +m?) = E(X?) —2mE(X) +m? = E(X?) — (E(X))>.

Ici on a utilisé le fait que I'espérance d’une constante est la constante elle méme et
quem; = E(X). Quant & la derniére inégalité elle vient du fait qu'une variance est
toujours positive ou nulle. Si la variance est nulle, alors appliquant le 5) du théoreme
5.2 alav.a. positivd” = (X —m)?, alors la loi deY” estdy et celle deX est dong,,,, .

Il'y a également a connaitre deux inégalités célebres:

Proposition 6.3Inégalité de Markov Si Y est une variable aléatoire positive ou
nulle dont I'espérance existe, alors pour tgut 0 on a

Inégalité de Tchebyche\Si X est une variable aléatoire ayant un second moment,
alors pour tout > 0 on a

1
P(IX —E(X)| >t < t—202(X).
Démonstration
E(Y) = E(Ylyzy + Y1y<y) > E(Ylyzy) >

E(yly>y) > yE(ly>y) = yP(Y > y),

ce qui est équivalent a I'inégalité de Markov en divisant les extrémitég.par
On applique ensuite Markovia = (X — m;)? et ay = t2. Comme

P(IX —m| > 1) = P((X —m)* > 1?) <
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I'inégalité de Tchebychev est aussi démontrée.

Finalement, la variance d’'une somme de variables aléatoires indépendantes est la
somme des variances. Plus précisément:

Proposition 6.4 Si X{,X5,...,Xy sont des variables aléatoires indépendantes
ayant un second moment, alors

*( X1+ + Xn) =0 (X1) + - + 0 (Xn).

Démonstration Procédons par récurrence sur C’est trivial pourN = 1. Mon-
trons le pourN = 2. Notons pour simplifielX = X; — E(X;) etY = X, — E(X3).
Tous deux sont d’espérance nulle. Alors

o} (X1 4+ X2) = E(X +Y)?) = E(X?) + 2E(XY) + E(Y?) = 0*(X1) + 0*(Xa),

car EXY) = E(X)E(Y) = 0 en utilisant 'indépendance d¥ et deY. Ensuite,
supposons le résultat vrai a I'ordé — 1. Alors appliquant le résultat pouy = 2 au
coupleX = X; +---+ Xy_1 etY = Xy, puis I'hypothése de récurrence, on arrive
au résultat.

En corollaire, on a donc Imi faible des grands nombregii dit que en un certain
sens, si des variables aléatoires sont indépendantes et de méme loi, alors leur moyenne
arithmétique tend vers leur espérance commune. Plus précisément:

Théoréme 6.5Loi faible des grands nombresSoit X;,X5, ... une suite infinie
de v.a. indépendantes et de méme loi, et possédant un second moment. Alors, pour tout
nombree > 0 fixé on a

lim P (|

n—oo

X1+M+X”—E

n (X1)| 2 6) =0.
Démonstration NotonsS,, = X; + --- + X,,. Alors E(S,,/n) = E(X) et
0?(Sn/n) = 0°(Sy)/n® = (0(X1) + -+ + 0%(Xp)) /0 = o?(X1) /.

Ici on a utilisé successivement les propositions 6.2 puis 6.4, puis le fait qug ssnt
de méme loi et ont donc méme variance. Appliquons alors I'inégalité de Tchebychev a
X = S, /netat = ¢ on obtient

X, -+ X,
p<|L_E

1 2
. (0|2 ¢) < et(x),

qui tend bien ver$ poure fixé.

3 G Letac
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Commentaires: I'importance philosophique de la loi des grands nombres est non
négligeable: elle justifie la démarche que nous avons adoptée pour modéliser le calcul
des probabilités. L'idée d'expérience décrite au début de ce cours est la sélection d’'un
pointw dans un espace d'observabi@smais par un procédé susceptible d'étre répété
ad libitum et dans les mémes conditions. S$biine partie de2, comptons le nombre
de fois ouS est réalisé em essais, divisons ce nombre paet notons parf,, la frac-
tion, ou la fréquence, ainsi obtenue. L'idée de probabilité est basée sur la constatation
physique que la suite deg% converge vers un nombi(S) qu’'on appellera probabi-
lité deS. Sila théorie est bien faite, c’est a dire siles axiomes sont bien choisis, on doit
retrouver cette constatation physique quelgque part a I'état de théoréme dans la théorie
développée a partir de ces axiomes. C'est le cas. En effé},iftial décrivantune
expérience est remplacé par un produit infifi” ; ©2; ou les$2; sont identiques a2
initial, et sont les résultats possibles de I'expérience répétée a l'instads points de
ce produit sont donc des suites infinies= (w;)32,. Quant a la probabilité sur le pro-
duit, elle est telle que toutes les fonctiofjw) = w; soient indépendantes. Ceci fait,
notonsX;(w) = 1 Siw; € S etX;(w) = 0 sinon. On a une suite de v.a. de Bernoulli
indépendantes et de méme loi d’espéranee P(S). La loi faible des grands nombres
ditquef, = %(Xl +---+ X,,) converge verd(S), dans le sens décrit au théoreme
6.5. Il existe un théoréme avec une conclusion plus précise, dpptlée des grands
nombresque nous exposons maintenant.

Théoreme 6.6 loi forte des grands nombresSoit X1, ...,X,,... des variables
aléatoires de Bernoulli indépendantes et de mémgijpi- pd;, avec0 < p=1—¢q <
1. Alors

Pr( lim l(Xl—&-~-~—+—Xn)=p):1.

n—oo N

Démonstration Elle s’appuie sur le lemme de Borel:

Lemme de Lebesgu&i(A,,),>1 estune suite d’événements telle qde. , Pr(A,,)
converge, alor®r(Ng>1 Up>k An) = 0. =

La démonstration de ce lemme est & peu preés triviale: Puisque lg&uite; des
restes de la série convergente tend vers 0 et que pour tout eotigpeut écrire

Pr(Ni>1 Unsk An) < Pr(Upsidy) < Z Pr(A,) = 4,

n>k

le résultat s’ensuit en faisant tendreers I'infini.
On se fixe ensuite un nombge> 0 et on note pour simplifier

1
Un(E)ZUnZE(Xl—i—---—i—Xn)—p—e,

An(e) = A, = {U, > 0},
B(e) = {Timy_ooUp > 0}

4 G Letac
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Le point délicat de la démonstration est de montrer que pouetoud il existe un
nombrer. = r €]0,1] tel queP(A4,,) < r™. Admettons ce point quelques instants et
achevons la démonstration. On remarque d’abord que

MNi>1 Un>k A, = {Vk, an > k; U, > 0}
Un point subtil est ensuite I'inclusion d’événements:
{Tim,, oo U, > 0} C {Vk, In > k; U,, > 0}

C {Vk,3In > k; U, >0} C {lim,, .o U, > 0}.

Il N’y a jamais égalité dans ces inclusions: il suffit de penser auxX’gas= 1/n et
U, = —1/n pour s’en convaincre. Nous n'allons utiliser que la premiére inclusion.
Ayant admis quér(A4,,) < r™ avecr €]0,1[, comme la série géométrique de raison
converge, le lemme de Borel est appliquable et on en déduiPe(e)) = 0.

Ensuite on observe que i< € < ¢ on aB(e) D B(e). Changeons un peu de
notation en écrivant pou¥ entierBy = B(1/N). La suite d’événementBx ) n>1
est donc croissante. Mais comme tous B¢ sont de probabilité nulle, on a encore
Pr(Un>1Bn) = 0. Analysons alors I'événemenbty > By. On a

— 1 1
Un>1By = {3N; hmn—n}oﬁ(Xl +--+Xp)>p+ N} =

— 1
Nous avons donc montré que

_— 1

Pr(hmnéooﬁ(Xl +---+X,)>p) =0.

Appliquons ce résultat aux variables de Bernoilfj = 1 — X,,. Elles sont de loi
pdo + qd1 et doncPr(lim,, oo = (X{ + - -+ + X)) > ¢q) = 0. Cependant (X{ +--- +

X))=1-L(X;+---+X,) etdonc

1
Prai—mn—woﬁ(Xl 4+ XTL) < p) = 0.

L'union de deux événements de probabilité nulle est nulle, le complémentaire de cette
union est de probabilité 1. Cela entraine:

— 1 1
n n

Donc avec probabilité 1, les limites supérieure et inférieure sont égale€'ast le
résultat annoncé.
Reste & montrer qu'il existe = r €]0,1] tel que

1
Pr(A,) = Pr(ﬁ(Xl +o 4+ X)) >pte) <™

5 G Letac
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A l'aide d’'un nombres > 0 arbitraire, nous donnons d’abord une autre présentation de
cet évenement:

1
A" = {(E(Xl 4+ 4+ Xn) >p+ 6} — {65(X1+"'+X") > esn(ere}.

On applique alors l'inégalité de Markov (proposition 6.3ya= es(X1++Xn) et
y = (P19 _On en tire

1
QE(Y)

Pr(4,)
e PO (es(XatFXn))
(e rHIE (X))

= (e7*PFI (g +pe*))"
(

qefspfse + pesqfse)n.

Insistons sur le fait que cette inégalité est valable pour gout 0. Observons alors
gu'il existe des valeurs detelles ques — p(s) = ge™*P~%¢ + pe®?~*¢ soit< 1. Une
maniere de le voir est de calcule(0) = 1 et¢’(0) = —e. Cela entraine évidemment,
puisque—e = ¢'(0) = lims_o(1 — ¢(s))/s, qu'il existe sy > 0 proche de 0 tel que
r = p(so) < 1. Commey > 0 cela termine la démonstration.

Exercices sur 6.1
1. Soit X une variable aléatoire telles qae< X < 1. Montrer ques?(X) < %.
Méthode: sin = E(X), écrire

1 2 _ 1 2
T (X —m)?= (5 —m)?+ X(1-X)

et prendre I'espérance de chagque membre.

2 Les variables aléatoires a valeurs entieres.

Nous allons nous concentrer pour un moment sur les variables a valeurs dans I'en-
sembleN des entiers> 0. Dans ce cas les moments seront plus faciles a calculer grace
a l'introduction de la notion dénction génératricele X :

Théoréme 6.6 SoitX une v.a. & valeurs dai¥ de loi Px = 3" p,,,. On
désigne parx(z) la somme de la série entiére

—+oo
E 2"
n=0

de rayon de convergende Alors
1. R > 1let, pour|z| < 1onafx(z) = E(z%).

6 G Letac
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2. Pour toutn on ap,, = %f)((")(o). En particulier, la connaissance dle donne la
connaissance de la loi d€.

3. Pour toutn le moment d’'ordrex E(X™) existe si et seulement si la dérivée a
gauche d’'ordrer au point 1 de la fonction — fx(z) définie surf—1,1] existe
et est finie. Dans ce cas,

EX(X—1) (X —n+1)= Q) = > k(k— 1) (k= n+1)pu;

en particulier EX) = f4 (1), E(X?) = f%(1) + f4(1).
4. Si X1,X,,...,Xy sont des variables aléatoires indépendantes a valeurd\dans
etsiS = X; + X, +--- 4+ Xy alors pourjz| < 1:

fs(2) = fx,(2) -+ fxn(2),

c’est-a-dire que la fonction génératrice d’'une somme est le produit des fonctions
génératrices.

Démonstration Il est clair que la série entiére converge paur= 1 puisque
S p, = 1 etdonc quefx(1l) = 1. Donc R > 1. Ensuite, sijz| = 1 la série
est absolument convergente. Pour le 2), cela découle du lien entre la formule de Taylor
et la somme d’une série entiere.

Le 3) est plus délicat. Nous le montrons paue 1. Le principe pourn quelconque
est le méme. Supposons d'abord quEXE existe, c’est-a-dire, d’aprés la proposition
5.4, quezrfjg np, converge. Montrons qu’'alors la dérivée a gauche en flydexiste
et est finie. Celle ci est définie comme la limite quamnetoit vers 1 de la fonction

+oo
fX(Z)_fX(l)zl_fX(z)zz . _anl—i—z—i— 42",

z—1 1—=2
n=0

Orsi0<z<lonal+z+---+2"!<n. Commezn o Pn CONvVerge la série
précédente converge normalement et sa limite est ptemdant vers 1 est &).

Inversement, supposons que la dérivée & gauche en 1, fipté existe. Appli-
quons le théoréme des accroissement finis a l'interyallg et a la fonctionfx. Il
existe done: €]z,1[ tel que

%_fX ann

Ceci tend vers une limite finie sicroit vers 1 par hypothése. Il est clair puisquend

vers 1 avee, que cette limite est supérieure ou égale a toutes les sommes partielles de
la serleEn o P, C€ QUi prouve que cette série converge. Enfin, trivialement,

+oo +oo

—1
> <Y npn,
n=1 n=1

7 G Letac
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ce qui montre finalement qu&; (1) = E(X).

Le 4) est une conséquence immédiate du fait que s{lesont indépendants, alors
leszXs sont indépendants, et que I'espérance du produit de variables indépendantes est
le produit des espérances:

fS(Z) — E(ZX1+"'+XN) — E(ZXl . 'ZXN) _

B E() = fx, (2) - e (2),

Commentaires: la démonstration du 3) n’est pas facile si 1, comme on I'a vu.
Si R > 1, c'est simple et immédiat par le théoréme de dérivation d’'une série entiére a
I'intérieur de l'intervalle de convergence.

Nous étudions maintenant 4 exemples fondamentaux de lolN¥ sur

Définition - Proposition‘ La loi de Bernoulli By ;. |Pour0 < p < 1c'estla loi

Bip = (1 —p)do + pdy.

Sa fonction génératrice eftz) = (1 — p) + pz, son espérance gset sa variance est
(I-pp.

Définition - Proposition‘ La loi binomiale By . ‘C’est la loi du nombre de suc-
ces dans le schéma Succes Echec fii @ssais:

N
Byp =Y Cr(1—p)NFpho.,
k=0

Sa fonction génératrice est d’aprés la formule du binofite) = ((1 — p) + pz)™.
Donc en prenant sa dérivée a l'ordre 1, son espérance esf\gor@uant a sa variance,
c'estN(1 - p)p.

Onremarque que ¥ etY sontindependantes et de lois respect®gs, et By,
alors la loi deX + Y estBy.as,», cCOMmMe on le voit par la fonction génératrice.

Un bon moyen de retenir ces résultats sur la loi binomiale est d’observer que si
X1, ..., Xy sontdes variables aléatoires indépendantes de méme loi de Befhoulli
alorsS = X; + - -- + Xy est de loi binomialé3y , comme on le voit par la fonction
génératricefs.

Définition - Proposition‘ La loi de PoissonP,. [PourX > 0, c’est la loi définie
par

[e e} n

Pr=) %e**an.

n=0

8 G Letac
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Sa fonction génératrice egfz) = exp(A(z — 1)), son espérance et sa variance sont
toutes deux égales’a

On remarque que sX etY sont indépendantes et de lois respectigset P,,,
alors la loi deX + Y estP,,,, comme on le voit par la fonction génératrice.

La maniére la plus courante de rencontrer cette loi de Poisson dans la nature est en
tant qu'approximation de la loi binomiale. En effet, la suite de Bjs ,n tend vers
P, dans le sens suivant: pour tout entieon a

Jim By ({k}) = Pa({k}).
Pour le voir, on observe que la suite du premier membre est

o1~ Jvorhye = M D Nk Dy 22 A,

Le premier produit tend vers, comme quotient de deux polynémes Nede degré
k ayant méme terme de plus haut degré. Il est clair que toute I'expression tend vers

%e*)‘ si N tend vers l'infini, par la formule conndémy .o (1 + %)N =expz.

Définition - Proposition‘ La loi de Pascal et la loi négative binon@.Dans le
schéma Succes Echec infini, intéressons nous a la loi du temps d'gttetigremier
succeés , soif; (w) = inf {n ; w; = S}. Laloi deT; se calcule facilement en remar-
qguant que dire qué} > n est dire que les premiers essais ont été des échecs, un
évenement de probabilité — p)™. Donc, puisque

P(Ty=n)=P(T1 >n—1)=P(Ty >n) = (1-p)" ' = (1-p)" = (1-p)" " 'p,
la loi de Ty, diteloi de Pasca) ouloi géométrique, est
Pr, =pby + (L= p)pda + -+ (1 = p)"'pdn + ---
Sa fonction génératrice est la fonction homographidugz) = —*+*=—~, sa

1—(1-p)z’
moyenne est/p, un résultat qu’il est bon de retenir. Quant a sa variance, ¢€§t ) =

(1-p)/p*.

Si ensuite on s’intéresse au temps d’'attéfitedu k& ieme succes, il est intuitive-
ment clair, bien que pas si facile @ montrer rigoureusement, que c’est la somime de
variables aléatoires indépendantes . ., i, de méme loi qud’: la v.a.l représente
l'intervalle de temps entre léds— 1 ieme etk ieme succés. La fonction génératrice est
donc fp, (z) = (ﬁ)k, la moyennek /p et la variancek(1 — p)/p?. Toutefois,
la loi de T}, est concentrée sur les entiers supérieurs ou égaipetil y a avantage
en vue d’'une généralisation a considérer plutét la lofge- k, concentrée suN, de

fonction génératrice

frin(s) = (o)t = 3 aph(k+ 1) (k= Dt =",

n=0

9 G Letac
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en développant selon la formule du binbme de Newton. Cela entraine doncrge si
k-

P(Tpy=n)=P(T, —k=n—k)= 1 !k(k+1)-~-(n—1)p’<(1—p)"*’f:

(n—F)
CrZip(1—p)" ",
une formule difficile a retenir.
Maintenant, on peut généraliser la loi @ig — k en remplacant le parametre entier
k par le paramétre continu posith. L'interprétation probabiliste disparait, mais les
formules demeurent. On introduit donc la loi dite négative-binomiale définie par:

Définition - Proposition ‘ La loi négative binomiale‘ est la loi N B, , définie
pourX > 0et0 < p < 1par

=1
NByp =Y =AA+1)--(A+n—1)p (1 = p)"dn.
=0 n.
Une variable aléatoir& qui suit une telle loi est donc telle quersie N :

1
P(X =n)= E/\(A+ DA +n—1p*1—p",
sa fonction génératrice egk (z) = (17(11’710)2)*, sa moyenne est(1 — p)/p et sa
variance esA(1 — p)/p?.

Exercices sur 6.2

1. Montrer que si deux dés sont marqués sur leurs fa@e%.4,5,6 il estimpossible
de les piper de sorte que la somiXie- Y de leur points soit telle qUB(X +Y =
n) = 1—11 pourn = 2.3,...,12. Méthode: montrer que les fonctions génératrices
fx(2) et fy (z) sont telles quefx (z)/z et fx(z)/z sont des polynSmes ayant
au moins un zéro réel, et que .y (z)/2% n'a que des zéros imaginaires.

2. Une fonction génératricgx est telle quefx(z) = (1 — v/1 — z)/z. Quelle est
la probabilité pour que&l = n? Est ce que EX) existe?

3. Soit X etY deux variables aléatoires indépendantes qui suivent des lois de Pas-
cal pas nécessairement identiques. $oit= min(X,Y’). Calculer pour fixé
P(X >mn, P(Y > n), P(Z > n), P(Z = n). Montrer queZ suit une loi de
Pascal. Exprimer sa moyenne en fonction des moyennésete”.

3 Transformée de Laplace d’une variable aléatoire.

Théoréme 6.7 SoitX une variable aléatoire. Salty I'ensemble desg réels tels
que Lx(z) = E(e*¥) existe. La fonction: — Lx(z) définie surlx est appelée la
transformée de Laplacdge X . Alors

1. L'ensemblel x est un intervalle contenaft

10 G Letac
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2. Si 0 est dans l'intérieur ddx, la transformée de Laplace est développable en
série entiere et les coefficients de cette série sorﬂi@s{())/n! =E(X")/n!:

oo n
n=0
3. SiIx estde longueur positive, la loi d€ est caractérisée par sa transformée de
Laplace. Plus précisément, & N Iy est de longueur positive et Sixy = Ly
sur cet intervalle, alorX etY sont de méme loi.
4. Si X etY sont indépendantes, alofs .y = Ix N Iy et, pourz dans cet
intervalle: Lx 1y (2) = Lx(z)Ly(2).
5. Siaetbsontréels avee # 0 alorsl,x 1, = %IX etL,x1u(z) = exp(bz)Lx(az).

Démonstration 1) Il est clair que0) € Ix. Si0 < s < zousiz < s < 0 et
siz € Ix, montrons ques € Ix. Cela vient du fait quexp(sX) < 1+ exp(zX),
comme on le voit en examinantles 4 cés> 0et X <0,z > 0etz < 0.

2) Si[—a,a] C Ix aveca > 0, alors commexp(a|X|) < exp(aX) + exp(—aX)
on en déduit que Eexp(a|X])) existe, et donc Eexp |2X|) existe pour toutz| < a.
D’ou pour un telz

N n N z n oo z n
Lx(z) - 3 Bl = lEepex) - 3 B g 3 B
n=0 : n=0 : n=N+1

S X2 N
E( > — ) —E <eXp|zX| - — ) = E(Yy).
n=N-+1 n=0

La variable aléatoir@y décroit vers): un théoreme de 3éme année dit que cela
suffit pour entrainer quBmy ... E(Yx) = 0; ce qui achéve la démonstration du 2).

La partie 3) est beaucoup plus difficile et nous admettrons ce résultat.

La partie 4) est une conséquence du théoreme 5.8 applijué & et a(X;,X5) =
(exp(2X),exp(zY)). La partie 5) estimmédiate.

A cause du 2) on appelle parfois la transformée de Laplafmnlztion génératrice
des moment<C’est a éviter, pour ne pas confondre avec la fonction génératrice d’'une
variable aléatoireX a valeurs dan®. D’ailleurs, pour un telX, les deux notions sont
reliées parfx (exp z) = Lx(z) et l'intérieur delx est alor§ — oo, log R[OU R est le
rayon de convergence de la série entiére de sorfyné es transformées de Laplace
sont surtout utilisées pour caractériser des v.a. a densité. Nous en donnons 3 exemples
importants.

Définition - Proposition| La loi normale N,, ,-.|C'est la loi la plus importante
du calcul des probabilités. On I'appelle aussi une loi gaussienne, une loi de Laplace-
Gauss, ou encore une seconde loi de Laplace. SiR et sic > 0, elle est définie par
sa densité:
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1 (x —m)?
exp — .
oV 2w P 202

Le fait que ce soit une densité de probabilité n’est pas évident, car il faut vérifier
gue l'intégrale de cette fonction 0 est 1. Si on I'admet pour le cas = 0 eto = 1,
on se ramene facilement a ce cas particulier en pasantoy + m. Cette remarque
permet alors de montrer que la transformée de Laplace d’'une variable aléatdée
loi N()’l est

Pour voir cette derniére égalité il suffit d’écrire que la densitéde est d’intégrale 1.
Remarquons que l'intervalle d’existence égt= R
Ensuite, on remarque queXiest de loiNy 1, alorsX = oY +m est de loiV,,, ,2.
Pour le voir, il suffit d’écrire la fonction de répartition dé de la maniére suivante:
) = Fy(

. —);
on dérive alors les deux membres extrémes de la ligne ci dessus: a gauche on obtient
la densité cherchée d¥, a droite en utilisant le théoréme de d2érivation des fonctions
composées et le fait que la densitéidest par hypothése\/lzzﬁe*y?: ceci fournit pour
X la densiteé de la lolV,,, ,= comme annonce.
Enfin, pour avoir la transformée de LaplaceXie partir deY” on utilise le 5) du
théoreme 6.7 pour obtenir queXiest de loilV,, ,2, alors

r—m r—m

Fx(z)=P(cY +m<z)=PY <

0?22

Lx(z) = exp( +mz).

On déduit du 2) du théoréme 6.7 qualor§ ) = m et ques?(X) = o2 On
déduit aussi des 3) et 4) du théoreme 6.7 qu& siet X, sont des variables aléa-
toires indépendantes et de lois respectiVes ,2 etN,,, 52, alorsX; + X, est de loi
Nm1+m2,of+o§‘

A propos de fonction de répartition, il faut noter que la fonction de répartitide

la loi N071, soit
o)== [ e
T) = — e ,
V2T J_so Y

n'est pas élémentaire. Elle est tabulée dans tous les ouvrages.

On rencontre la loiVy ; dans la nature comme approximation de bien des lois. La
plus ancienne estdpproximation de Moivre Laplace de la loi binomiale

Théoreme Approximation de Moivre Laplace de la loi binomialeSi X est de
loi By p, alors la loi de% tend vers la loiVy ; dans le sens suivant: pour tout
intervalle[a,b] on a

X-N S L
lim P agipgb :—/ ef%dy.
N—oo Np(1 —p) V2 Ja
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Une autre présentation de ce théoréme de Moivre Laplace est donc

1 [ e
Jim P (ay/Np(T—p) + Np < X < by/Np(1—p) + Np) = —2/ e dy.
—00 / T Ja

C’est dire queP (a\/Np(l —p)+Np< X <by/Np(l—p)+ Np) est approchée
par®(b) — ®(a). Cette approximation est a la base de la statistique.

La démonstration de ce résultat n’est pas élémentaire. Toutefois, I'usage des trans-
formées de Laplace le rend plausible; avec le théoréme 6.7, partie 5):

_N 2
L xowp (2)=( Pz :

z
_X-Np 1_p+p4)NeXp7_)N~>oo exXp -,
VT VNp(1 - p) VNp(L—p) 2

par un calcul de développement limité.

Définition - Proposition ‘ Les lois gammay,,,q.‘ La loi exponentielley, , de
moyenneq est la plus importante des lois a densité apres la loi normale. Elle est
concentrée sur la demi droite positive, sa fonction de répartition est ppour 0
F(z) =1—exp(—x/q) eten dérivan¥, sa densité est

éexp(—x/q)1]0,+oo[(x)~

On la rencontre dans la nature car c’est une loi sans mémoifé:ssiit une loi
exponentielle de moyennget siz ety sont> 0, alors

PX>z+y) 1-F(z+y)
P(X>y) — 1-F(y)

P(X >az+ylX >y) = =exp(—z/q) = P(X > x).
Par exemple une ampoule électrique ne s’use pas, et le fait que nous sachions qu’elle a
déja duré un tempg ne nous donne aucune information pour savoir si elle va durer au
moins un tempg a partir de maintenant.

La transformée de Laplace d’'une variable aléatdirele loi exponentielle existe
surly =] —oo,1/q[ et est égale & x (2) = 1—;. Ceci montre avec le théoréme 6.7,
2), que EX) = ¢, E(X?) = 24¢? et, par la formule de Huyghens, qué(X) = ¢°.

Si p est un nombre entier positif et &4, --- ,X,, sont des v.a. indépendantes et
de méme loiy, 4 , la transformée de Laplace d& + - - - + X, est donq 1qu )P sur
| —0,1/¢q[. Comme la transformée de Laplace détermine la loi, il suffit de montrer (par
une intégration par parties qui permet de faire une récurrenge sue

1
1—gqz

+oo
ﬁ /0 exp(zx — x/q)q PaP e = (

)P
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pour en déduire que la densité Hg + - - - + X, est

—+oo
ﬁ/o exp(—2/q)g PaP " g yoof() :
c'est la densité de la lojy, 4.

En fait, comme pour la loi négative binomiale qui a été obtenue par une interpola-
tion des entiers, il est possible dans lajgi, de remplacer le paramétre entier par le
parameétre > 0. Pour cela on introduit une importante fonctionydappelée fonction
Gamma d’Euler et définie powr> 0 par

+oo
I(p) = /0 exp(—xz)zPd.

Une intégration par parties montre gi@ + 1) = pI'(p). Commel'(1) = 1 on en tire
que sip est entiel(p) = (p — 1)!: cette fonction Gamma interpole les factorielles.
On definit alors la lofy, , pourp > 0 non nécessairement entier par sa densité :

1 [t —pope
f/o exp(—2/q)q Pa" 1) 4 oof (@)

qui a pour transformée de Lapla(:?j?)l’. On déduit de cette transformée de Laplace
gue la moyenne egly et que la variance egt®. On appellep le paramétre de forme

etq le paramétre d’échelon. En effet, on voit facilement, soit avec les fonctions de ré-
partition, soit avec les transformées de Laplace, que sit de loiy, ; alorsgX est

de loi, 4. Changel est un simple changement d’'unités de mesure, changjeange

de facon importante l'allure de la densité.

Définition - Proposition | La loi uniforme sur [a,b]. ‘ C’est la l0i Uy, 3), de den-

sité ﬁl[a@ (z). Sa_ fonction de répartitiod'(z) est nulle siz < a, égale a;== si
x € [a,b] et égalel siz > b.

Il est facile de voir que sX est de loiU q; alorsY = a + (b — a)X est de loi
Ula,p) (0N dit aussi qué” estuniformément répartisur [a,b]). La transformée de La-
place n'est pas spécialement remarquable. Py, c'estL(z) = L (e* — 1) siz # 0
etL(0) = 1 Le moment d’'ordrex pourUj ;) S'obtient directement a partir de la défini-
tion: c'estl/(n+1). Les variables uniformes sont intensément utilisées en simulation.
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