L'espérance mathématique d’une va-
riable aléatoire

1 Les variables aléatoires étagées.

Définition Soit (£2,.4,P) un espace de probabilité. Désignons fdfensemble
de toutes les variables aléatoires réelles étagées défini€s sdutout élémentX de
£ nous associons un nombre appespérance mathématique deX, noté EX), et
défini ainsi: si la loi deX est

Px =p1da, +-- +DNbay,

alors
E(X) =pia1 + - +pnan.

En fait, £ est un espace vectoriel & — E(X) est une forme linéaire positive
dessus, comme le montre le théoréme suivant:

Théoréme 5.1 (Linéarité et positivité de I'espérance)

Si X etY sont des v.a. étagées sumlorsAX + Y, pour des réels et i, est en-
core une v.a. étagée. De plu$) X + pY) = AE(X) + E(Y). Enfin E(X) > E(Y)
siX>Y.

Démonstration Introduisons les lois d& etY:
Px =pi6a, +- - +DNOay, Py = q10p, + -+ + qri b,

nOtonSXil({ai}) = A, Yﬁl({b]}) = Bj et Cij =A; N Bj etT’Z‘j = P(Clj) La
matrice(r;;) a pour somme des lignes le vecteur ligng, . . . ,qar) €t pour somme des
colonnes le vecteur colonféps, ... ,py). Les valeurs prises p#f = A\X + pY sont
lesci; = Aa; + pb; et commeZ ! ({c;;}) = Ci; € A, on en déduit que&Z est aussi

une v.a. Sa loi est
Py = Z Tij0c;; s
ij
et est donc d’espérance

E(Z) = Zrijcij = ZT’U‘()\CM + /Lbj) =

17 7]

/\Zai Zﬁj + Uzbj Zﬁj = AE(X) + pE(Y).
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Quant a I'inégalité, il suffit d’'observer que(EE — Y) > 0 par définition de I'espé-
rance et d’appliquer ensuite la linéarité qu’on vient de démontrer.

Définition Variable aléatoire de Bernoulli. Un exemple particulierement simple
et important de v.a étagée est celui®ine prend que les valeurs 0 et 1, c’est a dire ou
la loi de X est

Py = (1-p)do + po1,
oup € [0,1]. Sa loi est appelée uriei de Bernoulli. p est appelé Iparamétre de la
loi de Bernoulli.

Proposition L'espérance d’'une loi de Bernoull de paramétre estp. Si X est
définie sur I'espace de probabilit@,.4,P), soitA = {w; X(w) =1} alorsX =14
est l'indicateur de4, et on a donc

E(14) = P(A).

Inversement, un indicateur a toujours une loi de Bernoulli.

Nous allons utiliser le théoréme précédent et les indicateurs pour terminer la dé-
monstration du théoréme 3.2. On veut donc montrer qu si A; = {0,4;,A45,Q}
et si les4; sont indépendants, alors

N
N, B;) =[] P(B
j=1

On le montre en remarquant d'abord que dans les 4 cas possibleBpoiliexiste
deux nombres; etb; tels que

]‘Bj =a; —‘y—blej;

on prend en effet; = b; = 0 si B, estvide,a; = 1, b; = 0 si B; est pleina; = 0,
bj =1siBj = Aj,a; =1,b; = —1si B; = AS. D'ou le calcul:

N
PN, B;) =E([] 15,) = H aj +b;14,) = ERY ([T ap) ([T bs1a,)] =
j=1 i=1 I

jeI° Jjel

ST endTenEq 1) =D (I e ([T o) P(NjerA))
I I

jelIe jerI jerI jelIe jeI

N N N

ST anTTedTT PA) = [T (as +0;P(49) = [[EQB,) = [ P(B)
I jele jel el j=1 j=1

Dans cette chaine de 9 égalités, la premiere, la cinquieme et les 2 dernieres s’ap-
puient sur le fait que I'espérance de I'indicateur est la probabilité, la deuxiéme sur la
définition desa; etb;, la troisieme et la septieme sur un développement algébrique;
enfin, surtout, la quatriéeme s’appuie sur le théoréme précédent et la sixiéme sur I'indé-
pendance ded;.
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2 Espérance d’'une variable aléatoire quelconque.

Toutes les variables aléatoires ne sont pas étagées, mais toutes sont approchables
par des v.a. étagées, et cela va permettre de définir 'espérance d’'une v.a. quelconque.
Plus précisément, on a le théoréme suivant:

Théoréme 5.2 Soit(2,.4,P) un espace de probabilité, &t: & — R une variable
aléatoirepositive Alors

1. Il existe une suite croissante de v.a. étagéés) telle X = lim,,—, 400 X

2. Sila suite(X,,) ci dessus est telle que(E,,) soit bornée, alors le nombre

nEIfoo E(X,) =E(X)
ne dépend que d¥ et non de la suite particuliefe(,, ), dans le sens que §X,)
a les propriétés demandéegX®,,) au 1), alors la suite EX/,) a la méme limite.
E(X) est 'espérancede la variable aléatoire positive.
3. SiY est une autre v.a positive s(f2,.4,P) telle queE(Y') existe, et si\ et u
sont des nombres 0, alors EAX + 1Y) existe et est égale¥E(X) + pE(Y).
4. Si0 < X <Y etsi HY) existe, alors EX) existe et EX) < E(Y').
5. SiX > 0, alors EX) = 0 si et seulement si la loi d& est la probabilité de
Dirac en 0.

Nous omettons la démonstration, bien que celle ci ne soit pas difficile. Il faut insis-
ter sur le fait que I'espérance de cette v.a. positive n’existe pas toujours.

Ce théoreme définit donc(K') pour des v.a positives. Pour passer au cas d’'une v.a
de signe quelconque, voici la démarche a suivre:

Définition On considére une v.& définie sur((2,.A,P) et on écrit cette fonction
dew € 2 comme différence de deux fonctions positivés= X, — X_, ola signifie
max(a,0) eta_ = (—a)4 (rappelons que celaimplique= a;—a_ etla| = a4 +a_).
Donc|X| = X, — X_. On dira que EX) existe si, au sens du théoréme 5.2, 'es-
pérance déX| existe. Dans ces conditions, d’aprés le 2) du théoréme §.X,,E et
E(X_) existent, et on définit &éspérance deX par B X) = E(X;) — E(X_).

On a alors 'importante extension du théoréme de linéarité et de positivité:

Corollaire 5.3 Soit(2,.4,P) un espace de probabilité, sdlf 'ensemble des va-
riables aléatoires(’ sur cet espace telles que E) existe (ou, de fagon équivalente,
telles que E|X|) soit finie). Alors£; est un espace vectoriel & — E(X) est une
forme linéaire suiCy, telle que de plus EX) > E(Y) si X > Y.

Appliguons cela a deux cas particuliers importants, celuKogst discréte et posi-
tive et celui ou la loi deX a une densité.

3 G Letac
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Proposition 5.4 SoitX une v.a discréte avec

Px = ij5aj
=1

ou Z;‘;lpj = 1. Alors l'espérance deX, E(X) existe si et seulement si la série
> ;=1 pja; est absolument convergente. S'il en est ainsi, alors

E(X) =) pja;.
j=1

Démonstration Montrons le d’abord si les,, sont positifs ou nuls. Alors puisque
X = 372, a;j14,, ou les évenementd; = {X = j} sont deux a deux disjoints
dans(, il suffit de considérer la v.a. étagée, = Z;;l ajla;, qui est nulle sur
US2,,+14;, et qui définit une suite ayant les propriétés requises au théoréme 5.2. Le
résultat est alors clair.

Si lesa,, ne sont pas positifs on écrit, = (a,)+ — (an)— €t les deux séries
> =1 pilag)+ ety272 ) pi(a;) - convergent si et seulement}s];”, p;a; est absolu-
ment convergente. Cela permet de conclure facilement.

Proposition 5.5 Supposons que la loi de la va.ait une densit¢ avec un nombre
fini de points de discontinuités; < ... < ay. Alors I'espérance d&, F(X) existe
si et seulement sﬁooo z f(x)dx est absolument convergente. S'il en est ainsi, alors

Démonstration Contentons nous de donner les idées de la démonstration guand
est positive et quand sa densjtést continue. L'extension aux hypotheses du théoréme
sera alors standard. On décoype| enn2™ intervalles égaux par les pointg = 2&
aveck = 0,1,...,n2", on convientr,,s~n11 = 400 et on définit la variable aléatoire
étagéeX, = z, quandz, < X < xpy1. Ceci est bien une suite croissante et on a
bienlim, 4+ X, = X.

Si [, «f(x)dx converge, notons

Tk+1

o n2"
D, = /O of (z)de — E(X,) = kzzo/” (@ — o) f(2)da.

Soite > 0. Il existe un entierA tel quef/:O xf(z)dx < e. SoitalorsK tel quexx = A
et soit /" la fonction de répartition d&(. On partage alor®,, en deux sommed,, et
B, avec

n2 Th41 +oo
A, = Z / (xka)f(x)deQ/ zf(x)dx < 2,
k=K Tk

A
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K-1 Thil A K-1
B, = Z / (x — ) f(x)de = —/ F(z)dx + Z (Trs1 — xp) F(Tk41),
k=0 Tk 0 k=0

la derniére égalité étant obtenue par intégration par parties en posantr — xy)

etv’ = f. Notons que les symboles, et K sont des fonctions de. Sin tend vers
l'infini, (B,,) tend vers zéro, comme suite des différences entre une intégrale et les
sommes de Riemann de cette intégrale. On voit dond fug tend vers 0. Le cas ou

I;° f (x)dx diverge est similaire.

Exercices sur 5.2

1. Calculer I'espérance d’'une variable aléatoire de loi

— 4
7;2::1 n(n+1)(n+2) on-

2. Pour quelles valeurs de > 0 la variable aléatoireX ayant pour fonction de
répartitionF'x (r) = 1 — ﬁ si x>0, etFx (z) = 0 siz < 0, posséde-t-elle
une espérance?

3 Théoreme du transport.

Il arrive souvent qu’on ait besoin de calculer, non I'espérance de la variable aléa-
toire X, mais I'espérance d'une fonction = ¢(X) de celle ci. Si on applique la
définition de I'espérance, cela suppose qu’on calcule la |&i dee qui peut étre trés
incommode. Le résultat suivant simplifie ce probleme.

Théoréme 5.6(du transport) Soit X une v.a. sur I'espace de probabilfé,.A, P).
Soitz — y = g(z) une fonction mesurable de R dans & X est étagée ou discréte
et de loi

PX = ij(sajv
i>1
alors I'espérance de X, [g(X)) existe si et seulement si
ijg(aj)

Jj=1

converge absolument et dans ce c#g(K)) est égale a cette somme.
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Si X aune densit§, alors de méme k(X)) existe si et seulement si

| s@is

— 00

est absolument convergente, et dans ce ¢g$.E)) est égale a la somme de l'intégrale.

Démonstration On montre d’'abord le résultat quad est étagée, puis quand
est positive en appliquant la définition de I'espérance d’une variable aléatoire positive,
et on passe facilement au cas ¥lest de signe quelconque.

Exercices sur 5.3

1. Soit une variable aléatoir® de densité} exp(—|z|). Soit = un nombre réel et
soit g(z) = exp(zz). Pour quelles valeurs deY = g(X) a-t-elle une espé-
rance? La calculer quand elle existe.

2. X une variable aléatoire de dens##|_; ;(z) et soitY’ = tan(3 X). Etudier
de deux maniéres I'existence éventuelle d&[E: soit a I'aide du théoréme du
transport, soit en calculant la densitéXdepour cela, écrire d’abord la fonction
de répartition d&” puis dériver.

4 Variables aléatoires indépendantes et espérance du
produit.

Définition Soit (X,...,Xy) une suite de v.a. sut),.4,P). On se rappelle que
si B est la tribu de Borel, alors par définition des variables aléatdi’rjéé(B) = A,
est une sous tribu dd.

Nous dirons gque c’est une suite de variables aléatoires indépendantes si la famille
de sous tribug A, ... , Ay} est undamille indépendante

Ceci entraine un fait simple et utile: si 185 sont des v.a. indépendantes, ef si
est une fonction réelle quelconque, alors¥es= f;(X;) sont des v.a. indépendantes
aussi.

Dans le théoréme suivant, qui sert a caractériser I'indépendance pratiquement, conten-
tons nous deéV = 2 : la généralisatiorlV > 2 est évidente.

Théoréme 5.7 SoitX etY deux variables aléatoires sif2,.4,P). Alors elles sont
indépendantes si et seulement si pour toesy réels on a
P(X <x;Y <y)=Fx(z)Fy(y) = P(X <z)P(Y <y).

En particulier, si elles sont discrétes de lois respectives

Px = Zpiéai; Py = Z%’ébp

i>1 i>1
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alors elles sont indépendantes si et seulement si pour tout caujlen a

Démonstration Partie= . Introduisons les évenemems= {X <z} € X 1(B)
etB = {Y <y} € X~(B). Par hypothése ils sont indépendants.
Partie< . Elle n'est pas élémentaire et sera montrée en 3 éme année.
Toutefois, dans le cas discret de la seconde partie la démonstration directe est facile.

Voici enfin un théoréme d’une importance considérable.

Théoréeme 5.8 Soit(X;,...,Xx) une suite de v.a. indépendantes §0rA,P).
Alors le produitX; - - - Xy a une espérance si et seulement si chajue une espeé-
rance. Dans ces conditions I'espérance du produit est le produit des espérances:

E(Xy - Xy) = E(Xy) - E(Xn).

Démonstration On le démontre d’abord pou¥ = 2, et une récurrence permet de
passer au cas d€ quelconque. PouN = 2, notonsX = X; etY = X, pour simpli-
fier. On le démontre d’abord dans le casX®tetY sont étagées. Ceci fait, on suppose
ensuite queX etY sont positives. Il est facile de construire deux suites croissantes
(X,) et(Y,,) de v.a. étagées qui sont de plndépendantesComme(X,,Y,,) esta son
tour une suite de v.a. qui croit vei§Y’, on arrive au résultat. Quant au passage au cas
ou lesX etY ne sont plus positives, il est standard.

Exercices sur 5.4

1. Soit X etY deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans les entiers
> 0 de lois respectives données gafX =n) = (1 —p)"petP(Y =n) =
(1 — ¢q)q, oup etq sont dango0,1[. Montrer & I'aide de la deuxiéme partie du
Th.5.7quel = X — Y etV = min(X,Y) sontindépendantes.

2. Soit une matrice carrée d'ordre 2 dont les coefficients sont des variables aléa-
toires indépendantes et de méme%éLl + %61. Calculer I'espérance du carré
du déterminant de cette matrice.
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