Image d’une probabilité, variables aléa-
toires

1 Fonctions mesurables

Quand en mathématiques une nouvelle structure est introduite, comme celle d’es-
pace vectoriel, ou comme présentement celle d’espace de probabilité, une démarche
féconde est de rechercher les transformations qui préservent cette structure. Pour les
espaces vectoriels, ce sont les applications linéaires. Pour les espaces de probabilité, ce
sont les "fonctions mesurables” qu’on va introduire dans un instant. Le cas particulier
important en sera les "variables aléatoires". Auparavant, adoptons la notation suivante:

Définition si E et F' sont des ensembles quelconqueg, ast une fonction définie
sur E et a valeurs dang), et si enfinB est un sous ensemble @g I'ensembleA desz
de E tels quef () soit dansB sera désormais noté pdr= f~!(B). Nous I'appelle-
rons l'image inversede B par f.

Insistons sur le fait qué n’est pas nécessairement injective ni surjective. On vérifie
facilement que:

Proposition Si B; et B, sont des sous ensemblesid&lors on a

FTHBLUBy) = fH(By) U fH(By) et fTH(B1NBy) = f~(B1) N f'(Ba).

La méme propriété est vraie méme avec une famille infini®de

Définition Soit alors deux espacés et ©;, chacun muni d’'une tribu4 et Ay,
et soit f une fonction définie su® a valeurs dan$§); On dit quef est unefonction
mesurablesi pour toutB € Ay, alorsA = f~1(B) est un élément dd.

Dans ces conditions, on voit facilement que:

Proposition L'ensemble des partied de la tribu$2 qui sont de la formg —1(B),
avecB € A, est une tribu. On la note parfofs ! (A;). Commef est mesurable, c’est
donc une sous tribu dd.

Montrer qu’une fonction est mesurable est généralement facile grace au théoréme
suivant, dont la démonstration est hors programme.

Théoreme 4.1 SoitF une famille de parties d€; telle que la tribud; soit la
plus petite qui contienng. Soit f une fonction de&? & valeurs dan§);. Soit A une
tribu sur€2. Alors f est mesurable pour ce couple de tribus si et seulement si pour tout
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B € Falorsf~1(B) € A.

lllustrons ceci par un exemple important en 'appliquant au ca$lod) = (24,4;) =
(R,B), pour montrer que

Proposition Toute fonction continug¢ de R dans R est mesurable

Démonstration Pour cela, on applique le théoréme au casfoest I'ensemble
de tous les intervalles ouverts: par définition de la tifbde Borel, 'hypothése du
théoreme est vérifiée. Ensuite, on sait d'apres le cours d'analyse que I'image inverse
d’'un intervalle ouvert par une fonction continue est une réunion finie ou dénombrable
d’intervalles ouverts, et est donc un borélien.

Démonstration La partie "seulement si" découle des définitions. Pour la partie
"si", I'art est de considérer la tribi de parties dé) engendrée par tous lgs ! (B)
lorsqueB parcourtF ainsi que

T, = {BCQ; f'(B)eT).

A son tour,7; est une tribu de parties dg (ce point se vérifie directement facilement),
et elle contientF, et donc elle contient la trib;. D'ou

fHT) o fFHA) = A
Mais comme par définition d&, on a
)T,

on en tire queZ = A, ce qui est I'égalité cherchée.

2 Image d’'une probabilité.

Définition  Si (2,.4) est muni d’'une probabilité, alors la fonction mesurafle
permet de définir de fagon naturelle une probabifftésur (2;,.4,) ainsi: pour tout
B e Al

Pi(B) = P(f~1(B)).

La probabilitéP, ainsi fabriquée est appeléafiagede la probabilité” par la fonction
mesurablef. On parle aussi de la probabilifg transportée de P par f. On la note
traditionnellement?, = f, P. D’autres la notent plus correctemeny —!, mais c'est
moins commode.

Cette fonctionP; sur.A; est bien une probabilité. En effet,
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De plus siB; et B, sont des parties disjointes €k, alorsf~1(B;) et f~!(Bs) sont
alors des parties disjointes € Cela permet de vérifier facilement I'axiome d’additi-
vité dénombrable poup; .

3 Lesvariables aléatoires réelles et leurs lois.

Nous appliquons les concepts précédents, qui étaient bien abstraits, au cas ou I'es-
pace d’arrive€;,A;) est(R,B). Dans ce cadre, une fonction mesurablexa va-
leurs dans R prend le nom dariable aléatoire réelleou devariable aléatoire si le
contexte est clair (on pourra ensuite considérer des variables aléatoires & valeurs dans
R ou dans R quand on aura précisé de quelle tribu équip&j.R

Définition Unevariable aléatoire réelleest une fonction mesurable d’une tribu
(Q,.A) dans la tribuR,B) ou B est I'ensemble des boréliens de R.

Plutdt que de noter la variable aléatojfela tradition est de la noter par une lettre
majuscule commé& . En dépit du nom de "variable aléatoire," qu’on garde pour des rai-
sons historiquesX est donc une fonction réelle définie surl’avantage de travailler
dans R est que grace au Théoréme 2.12, on sait comment sont faites les probabilités
sur R et donc les probabilités transportées par les variables aléatoires. On abandonne
d'ailleurs également pouP; = X, P ce nom de probabilité transportée Bepar la
variable aléatoireX, on la note plutdPx et on I'appelle Idoi de la variable aléatoire
X: c’est une probabilité sur R.

Définition Si X est une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabi-
lisé (92,.A,P), l'application Px définie de I'ensemble des boréliens8eans|0,1] par
Px(B) = P(X~1(B)) estune probabilité sur R appéti de la variable aléatoire X .

Quant a la fonction de répartitiofip, , il est plus simple de la notdrx. Donc on

a
Fx(z) = P({w e Q; X(w) <a});

ici encore, il est plus simple d’écriEx (x) = P(X < z).
Définition Si X est une variable aléatoire réelle, la fonctiBg définie sur R par
Fx(z) = P({w € Q; X(w) < z})
est lafonction de répartition de la variable aléatoire X.
Enfin, v.a. est une abréviation courante pour "variable aléatoire".

A propos du schéma Succés Echec fini d’ordfenous avons déja rencontré la
variable aléatoirél qui était le nombre de succés Anexpériences pour laquelle nous
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avons vu queP(X = k) = Ckp*(1 — p)N—F. C’est donc dire que la loi d& est la
loi discréte concentrée sur les entiérs, ..., N et égale a

(L=p)Noo+ N1 —p)N'pdy + -+ Cxp™ (1 — )N Fop + - + pVon

(Rappelons quéy, est la probabilité de Dirac concentrée/gn
Plus généralement:

Définition Soit(£2,.4,P) un espace de probabilité. Une variable aléatéirsur(}
ne prenant qu’'un nombre fini de valeurs< as < ... < ay Sera diteétagée.

Les partiesX ~!({a;}) = A; de(2 sont des éléments dé¢, puisque lea,} sont
des intervalles, d'un type un peu particulier, et donc des boréliensdlesnt deux a
deux disjoints, et si on introduit leurs indicateurs, on peut écrire

X =a114, + - +anla,.
Sip; = P(A;) on voit que la loi deX est
Px =p10q, + -+ + PpNOay-
Une autre maniére de dire la méme chose est d’é£Yjt€ = a;) = p, pour toutj.

Il'y a un certain nombre de lois de probabilités qu’on rencontre souvent dans la na-
ture que nous pourrions présenter maintenant, mais il est préférable de définir quelques
caractéristiques des variables aléatoires avant pour pouvoir présenter une carte d'iden-
tité plus compléte de chacune de ces lois classiques.

Exercices sur la section 4.

1. Soit X une variable aléatoire de densité*~'1, ;((x). Calculer limage de sa
loi parz — z/(1 — x). Méthode: calculer la fonction de répartition #fe =
X/(1 — X) et dériver celle ci.

2. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Cauchy, c’est-a-dire de densité

ﬁ. Calculer 'image de sa loi par+— 1/z.
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