
Image d’une probabilité, variables aléa-
toires

1 Fonctions mesurables

Quand en mathématiques une nouvelle structure est introduite, comme celle d’es-
pace vectoriel, ou comme présentement celle d’espace de probabilité, une démarche
féconde est de rechercher les transformations qui préservent cette structure. Pour les
espaces vectoriels, ce sont les applications linéaires. Pour les espaces de probabilité, ce
sont les "fonctions mesurables" qu’on va introduire dans un instant. Le cas particulier
important en sera les "variables aléatoires". Auparavant, adoptons la notation suivante:

Définition siE etF sont des ensembles quelconques, sif est une fonction définie
surE et à valeurs dansF , et si enfinB est un sous ensemble deF , l’ensembleA desx
deE tels quef(x) soit dansB sera désormais noté parA = f−1(B). Nous l’appelle-
rons l’image inversedeB parf .

Insistons sur le fait quef n’est pas nécessairement injective ni surjective. On vérifie
facilement que:

Proposition SiB1 etB2 sont des sous ensembles deF alors on a

f−1(B1 ∪B2) = f−1(B1) ∪ f−1(B2) et f−1(B1 ∩B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2).

La même propriété est vraie même avec une famille infinie deB.

Définition Soit alors deux espacesΩ et Ω1, chacun muni d’une tribuA etA1,
et soitf une fonction définie surΩ à valeurs dansΩ1 On dit quef est unefonction
mesurablesi pour toutB ∈ A1, alorsA = f−1(B) est un élément deA.

Dans ces conditions, on voit facilement que:

Proposition L’ensemble des partiesA de la tribuΩ qui sont de la formef−1(B),
avecB ∈ A1, est une tribu. On la note parfoisf−1(A1). Commef est mesurable, c’est
donc une sous tribu deA.

Montrer qu’une fonction est mesurable est généralement facile grâce au théorème
suivant, dont la démonstration est hors programme.

Théorème 4.1 SoitF une famille de parties deΩ1 telle que la tribuA1 soit la
plus petite qui contienneF . Soit f une fonction deΩ à valeurs dansΩ1. SoitA une
tribu surΩ. Alors f est mesurable pour ce couple de tribus si et seulement si pour tout
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B ∈ F alorsf−1(B) ∈ A.

Illustrons ceci par un exemple important en l’appliquant au cas où(Ω,A) = (Ω1,A1) =
(IR,B), pour montrer que

Proposition Toute fonction continuef de IR dans IR est mesurable.

Démonstration Pour cela, on applique le théorème au cas oùF est l’ensemble
de tous les intervalles ouverts: par définition de la tribuB de Borel, l’hypothèse du
théorème est vérifiée. Ensuite, on sait d’après le cours d’analyse que l’image inverse
d’un intervalle ouvert par une fonction continue est une réunion finie ou dénombrable
d’intervalles ouverts, et est donc un borélien.

Démonstration La partie "seulement si" découle des définitions. Pour la partie
"si", l’art est de considérer la tribuT de parties deΩ engendrée par tous lesf−1(B)
lorsqueB parcourtF ainsi que

T1 = {B ⊂ Ω1; f−1(B) ∈ T }.

A son tour,T1 est une tribu de parties deΩ1 (ce point se vérifie directement facilement),
et elle contientF , et donc elle contient la tribuA1. D’où

f−1(T1) ⊃ f−1(A1) = A.

Mais comme par définition deT1 on a

f−1(T1) ⊂ T ,

on en tire queT = A, ce qui est l’égalité cherchée.

2 Image d’une probabilité.

Définition Si (Ω,A) est muni d’une probabilité, alors la fonction mesurablef
permet de définir de façon naturelle une probabilitéP1 sur (Ω1,A1) ainsi: pour tout
B ∈ A1

P1(B) = P (f−1(B)).

La probabilitéP1 ainsi fabriquée est appelée l’imagede la probabilitéP par la fonction
mesurablef . On parle aussi de la probabilitéP1 transportée deP parf . On la note
traditionnellementP1 = f∗P . D’autres la notent plus correctementPf−1, mais c’est
moins commode.

Cette fonctionP1 surA1 est bien une probabilité. En effet,

P1(Ω1) = P (f−1(Ω1)) = P (Ω) = 1;
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De plus siB1 etB2 sont des parties disjointes deΩ1, alorsf−1(B1) et f−1(B2) sont
alors des parties disjointes deΩ. Cela permet de vérifier facilement l’axiome d’additi-
vité dénombrable pourP1.

3 Les variables aléatoires réelles et leurs lois.

Nous appliquons les concepts précédents, qui étaient bien abstraits, au cas où l’es-
pace d’arrivée(Ω1,A1) est(IR,B). Dans ce cadre, une fonction mesurable deΩ à va-
leurs dans IR prend le nom devariable aléatoire réelle, ou devariable aléatoire si le
contexte est clair (on pourra ensuite considérer des variables aléatoires à valeurs dans
IR ou dans IRn quand on aura précisé de quelle tribu équiper IRn).

Définition Unevariable aléatoire réelleest une fonction mesurable d’une tribu
(Ω,A) dans la tribu(IR,B) oùB est l’ensemble des boréliens de IR.

Plutôt que de noter la variable aléatoiref , la tradition est de la noter par une lettre
majuscule commeX. En dépit du nom de "variable aléatoire," qu’on garde pour des rai-
sons historiques,X est donc une fonction réelle définie surΩ. L’avantage de travailler
dans IR est que grâce au Théorème 2.12, on sait comment sont faites les probabilités
sur IR et donc les probabilités transportées par les variables aléatoires. On abandonne
d’ailleurs également pourP1 = X∗P ce nom de probabilité transportée deP par la
variable aléatoireX, on la note plutôtPX et on l’appelle laloi de la variable aléatoire
X: c’est une probabilité sur IR.

Définition Si X est une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabi-
lisé (Ω,A,P ), l’applicationPX définie de l’ensemble des boréliens deB dans[0,1] par
PX(B) = P (X−1(B)) est une probabilité sur IR appeléloi de la variable aléatoireX.

Quant à la fonction de répartitionFPX , il est plus simple de la noterFX . Donc on
a

FX(x) = P ({ω ∈ Ω ; X(ω) ≤ x});

ici encore, il est plus simple d’écrireFX(x) = P (X ≤ x).

Définition SiX est une variable aléatoire réelle, la fonctionFX définie sur IR par

FX(x) = P ({ω ∈ Ω ; X(ω) ≤ x})

est lafonction de répartition de la variable aléatoire X.

Enfin, v.a. est une abréviation courante pour "variable aléatoire".

A propos du schéma Succès Echec fini d’ordreN , nous avons déjà rencontré la
variable aléatoireX qui était le nombre de succès enN expériences pour laquelle nous
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avons vu queP (X = k) = CkNp
k(1 − p)N−k. C’est donc dire que la loi deX est la

loi discrète concentrée sur les entiers0,1, . . . ,N et égale à

(1− p)Nδ0 +N(1− p)N−1pδ1 + · · ·+ CkNp
k(1− p)N−kδk + · · ·+ pNδN

(Rappelons queδk est la probabilité de Dirac concentrée enk).
Plus généralement:

Définition Soit (Ω,A,P ) un espace de probabilité. Une variable aléatoireX surΩ
ne prenant qu’un nombre fini de valeursa1 < a2 < . . . < aN sera diteétagée.

Les partiesX−1({aj}) = Aj deΩ sont des éléments deA, puisque les{aj} sont
des intervalles, d’un type un peu particulier, et donc des boréliens. LesAj sont deux à
deux disjoints, et si on introduit leurs indicateurs, on peut écrire

X = a11A1 + · · ·+ aN1AN .

Si pj = P (Aj) on voit que la loi deX est

PX = p1δa1 + · · ·+ pNδaN .

Une autre manière de dire la même chose est d’écrireP (X = aj) = pj pour toutj.

Il y a un certain nombre de lois de probabilités qu’on rencontre souvent dans la na-
ture que nous pourrions présenter maintenant, mais il est préférable de définir quelques
caractéristiques des variables aléatoires avant pour pouvoir présenter une carte d’iden-
tité plus complète de chacune de ces lois classiques.

Exercices sur la section 4.
1. SoitX une variable aléatoire de densitéaxa−11]0,1[(x). Calculer l’image de sa

loi par x 7→ x/(1 − x). Méthode: calculer la fonction de répartition deY =
X/(1−X) et dériver celle ci.

2. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Cauchy, c’est-à-dire de densité
1

π(1+x) . Calculer l’image de sa loi parx 7→ 1/x.
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