
Quatre espaces de probabilité impor-
tants

1 L’espaceΩ est fini ou dénombrable.

Dans ce cas on suppose habituellement que la tribu des évènementsA estP(Ω),
l’ensemble de toutes les parties deΩ. Par exemple, siΩ est formé de 2 éléments notés
a et b, alorsP(Ω) est constitué des 4 sous ensembles suivants: l’ensemble vide∅, les
deux singletons{a} et {b} et Ω = {a,b} lui même. Plus généralement, on a le fait
suivant:

Proposition 2.1 Si un ensembleΩ a un nombre finiN d’éléments, alors l’en-
semble des parties deΩ: P(Ω) a2N éléments.

Démonstration On procède par récurrence surN . C’est trivial pourN = 1 ou 0.
Si c’est vrai pourN , considérons

Ω = {a1, . . . ,aN ,aN+1} et Ω′ = {a1, . . . ,aN}.

Les parties deΩ se partagent en deux catégories:
Catégorie 1: celles qui ne contiennent pasaN+1.
Catégorie 2: celles qui contiennentaN+1.
Il est clair que la catégorie 1 est égale àP(Ω′) et que la catégorie 2 est en bijec-

tion avecP(Ω′), la bijection étant obtenue en ajoutantaN+1 aux éléments deP(Ω′).
Comme d’après l’hypothèse de récurrenceP(Ω′) a 2N éléments, on en conclut que
P(Ω) a2N + 2N = 2N+1 éléments, et la récurrence est étendue.

Proposition 2.2 Si Ω est infini dénombrable, alorsP(Ω) est infini non dénom-
brable.

Démonstration La démonstration est analogue à la démonstration de Cantor. Sans
perte de généralité on supposeΩ égal à l’ensembleN des entiers positifs ou nuls. Si
X ⊂ N, on lui associe la fonction indicatrice1X définie surN et à valeurs0 ou 1 par
1X(k) = 1 sik ∈ X et1X(k) = 0 sik /∈ X.Remarquons aussi qu’inversement, si une
fonctionf définie surN est à valeurs0 ou 1, alors c’est une indicatrice d’ensemble,
c’est-à-dire qu’il existeX tel quef = 1X : il s’agit deX = {k ∈ N; f(k) = 1}.

Montrons alors la proposition par l’absurde en supposant queP(N) soit dénom-
brable, c’est-à-dire qu’il existe une application bijectiven 7→ Xn de N surP(N).
Alors la fonctionf définie surN et à valeurs0 ou1 par

f(k) = 1− 1Xk(k)

est l’indicateur de quelque sous ensembleXn deN et donc pour toutk deN on a

1Xn(k) = 1− 1Xk(k),
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ce qui est une contradiction sik = n.

Les probabilités sont alors décrites par le résultat suivant

Proposition 2.3 SoitΩ un ensemble fini ou dénombrable. Soitx 7→ px une appli-
cation deΩ dans les réels≥ 0 telle que∑

x∈Ω

px = 1.

Pour toutA ⊂ Ω, notons alors

P (A) =
∑
x∈A

px.

Alors (Ω,P(Ω),P ) est un espace de probabilité. Inversement, toute probabilitéP
sur(Ω,P(Ω)) est du type précédent, avecpx = P ({x}).

Remarque Si Ω est fini, la proposition est évidente. SiΩ est dénombrable, les
sommes ci dessus quandA est dénombrable ont la signification suivante: puisqueA est
dénombrable, on peut numéroter ses éléments, c’est-à-dire qu’il existe une application
bijectiven 7→ xn deN surA. P (A) est alors défini rigoureusement comme la somme
de la série

∑∞
n=0 pxn . Toutefois, ce nombre ne dépend que deA, et non de la numéro-

tation particulière deA choisie parn 7→ xn, grČce au théorème suivant sur les séries,
que nous admettrons, ainsi que la proposition elle même:

Théorème 2.4 Si la série
∑∞
n=0 un est absolument convergente de sommeS, et si

n 7→ σ(n) est une bijection deN sur lui même, alors
∑∞
n=0 uσ(n) est aussi absolument

convergente et de sommeS.

Exercices sur 2.1.
1. Soitλ > 0. SoitP la probabilité définie sur(N,P(N)) par

P ({n}) = e−λ
λn

n!
.

SoitA l’ensemble des nombres pairs. CalculerP (A). SoitN un entier, montrer
que

P ({0,1, . . . ,N}) = 1−
∫ λ

0

e−t
tN

N !
dt

(Méthode: considérer les deux membres comme des fonctions deλ dont on mon-
trera qu’elles ont même valeur pourλ = 0 et même dérivée).

2. Soit P la probabilité définie sur(N∗,P(N∗)) parP ({n}) = 2−n. Calculer la
probabilité de tirer un nombren > 3; un nombren multiple de 3; un nombre
dont le reste est 3 si on le divise par 4.

2 G Letac
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2 Le cas équiprobable.

Considérons le cas particulier de la Proposition 2.3 oùΩ a un nombre finiN = |Ω|
d’éléments et où tous lespx sont égaux (et donc égaux à1/N.) Dans ce cas, siA ⊂ Ω
on a

P (A) =
|A|
|Ω|

=
nombre de cas favorables
nombre de cas possibles

.

Pour exploiter cette égalité, il est nécessaire de posséder quelques principes géné-
raux de dénombrement d’ensembles et de fonctions contenus dans les deux prochains
théorèmes. SiE et F sont des ensembles, on note parE × F leur produit cartésien,
c’est-à-dire l’ensemble des couples(x,y) tels quex ∈ E et y ∈ F. On note parFE

l’ensemble des fonctionsf définies surE et à valeurs dansF. Si E est fini et est de
taille n = |E| et sik est un entier avec0 ≤ k ≤ n on note parPk(E) l’ensemble des
parties deE de taillek.

Théorème 2.5
1. SiE etF sont des ensembles finis, alors|E×F | = |E|×|F |. Plus généralement,

siF1, . . . ,Fn sont des ensembles finis:|F1×· · ·×Fn| = |F1|×· · ·×|Fn|.Ensuite
|FE | = |F ||E|. Enfin, sip = |F | ≥ n = |E|, le nombre de fonctionsinjectives
deE versF estp(p − 1)(p − 2) · · · (p − n + 1). En particulier, le nombre de
fonctions bijectives deE versE, appelées permutations deE, est égal àn!

2. SiE est fini et est de taillen = |E| et sik est un entier avec0 ≤ k ≤ n alors

|Pk(E)| = Ckn =
n!

k!(n− k)!
=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
.

Démonstration
1. La première formule est évidente : sie1, . . . ,en et f1, . . . ,fp sont les éléments

deE et F , le nombre de couples(ei,fj) estnp. L’extension àn facteurs est
immédiate également. Cette extension est ensuite appliquée au cas particulier où
tous les ensemblesFj sont égaux au même ensembleF. Si |E| = n, il y a alors
bijection entreFE et F × · · · × F (n fois). D’où |FE | = |F | × · · · × |F | =
|F |n = |F ||E|. Quant au nombre de fonctions injectives, la formule donnée se
justifie facilement: on identifieE à (1,2, . . . ,n), et l’image de 1 peut occuperp
positions, l’image de 2 peut occuper une desp − 1 positions restantes, l’image
de 3 une desp − 2 positions restantes, etc. FaireE = F pour le nombre de
permutations deE (on rappelle que si|E| = |F | avecE fini, alors une fonction
f deE versF est injective si et seulement si elle est surjective).

2. Rappelons pour cette partie la formule de Pascal:

Proposition 2.6 Sik est un entier avec1 ≤ k ≤ n on a

Ck−1
n + Ckn = Ckn+1.

3 G Letac
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Démonstration

Ck−1
n + Ckn =

n!
(k − 1)!(n− k)!

[
1

n− k + 1
+

1
k

]
=

(n+ 1)!
k)!(n+ 1− k)!

= Ckn+1.

Pour prouver 2) on observe que c’est trivial pourk = 0, puis on fixek > 0 et on
montre 2) par récurrence surn. C’est trivial pourn = k. Supposons enfin 2) vrai pour
n et supposons queE ait n + 1 éléments, qu’on prend égaux à1,2, . . . ,n + 1 sans
perte de généralité. Soit aussiE′ l’ensemble desn premiers entiers. On partage alors
les éléments dePk(E) en deux catégories:

Catégorie 1: ceux qui ne contiennent pasn+ 1.
Catégorie 2: ceux qui contiennentn+ 1.
La catégorie 1 est égale àPk(E′) et a doncCkn éléments par l’hypothèse de récur-

rence. La catégorie 2 est en bijection avecPk−1(E′) ( enlevern+ 1 à un membre de la
catégorie 2 pour avoir un élément dePk−1(E′)) et donc par l’hypothèse de récurrence
aCk−1

n éléments. La formule de Pascal montre alors quePk(E) aCkn+1 éléments et la
récurrence est étendue.

Voici un exemple d’application du théorème précédent.

Proposition Anniversaires.n personnes sont réunies. Quelle est la probabilité que
au moins deux d’entre elles aient le même anniversaire?

On formalise le problème en le simplifiant un peu: on ignore d’abord le problème
du 29 février, et on postule donc que l’espace des observablesestΩ = FE oùE est
l’ensemble des personnes et oùF est l’ensemble desp = 365 jours de l’année: on
observe donc la fonctionf ∈ Ω qui à chaque personne associe son anniversaire. On
postule ensuite qu’on est dans le cas équiprobable, ce qui n’est qu’une approximation:
il y a plus d’enfants conçus au printemps et en été qu’en novembre sous nos climats.
Finalement, il est plus facile de calculer la probabilité du complémentaireAc de l’évè-
nementA "deux personnes au moins ont le même anniversaire", car c’est la probabilité
que la fonctionf soit injective. D’après le théorème 2.5 1), c’est

P (Ac) =
1

365n
365(365−1) · · · (365−n+1) =

n−1∏
k=1

(1− k

365
) = exp

n−1∑
k=1

log(1− k

365
).

Sin n’est pas grand, une évaluation approximative de cette somme se fait en remplaçant
log(1− x) par−x et en utilisant la somme d’une progression arithmétique étudiée en
Terminale

n−1∑
k=1

k =
1
2
n(n− 1) ∼ n/2,

qui conduit à l’approximationP (Ac) ∼ exp(−n/730). Pour voir par exemple pour
queln on aP (Ac) ∼ 1/2 on prendn ∼

√
730 log 2 ∼ 23. Pour un calcul plus sérieux,

4 G Letac
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on peut utiliser l’encadrement pour0 < x < 1 :

−x− x

2(1− x)
< log(1− x) < −x− x

2
;

La majoration de droite se déduit du développement en série entière, celle de gauche se
montre en étudiant la fonctionx+ x

2(1−x) +log(1−x).On a aussi besoin de la somme
des premiers carrés:

n−1∑
k=1

k2 =
1
6
n(2n− 1)(n− 1) ∼ n3/3,

qui s’établit par récurrence. Six ≤ (n − 1)/365, alors−1/(1 − x) ≥ −365/(365 −
n+ 1). D’où l’encadrement :

−n(n− 1)
2

1
365
− n(n− 1)(2n+ 1)

6
1

2× 3652

365
365− n+ 1

<

logP (Ac) < −n(n− 1)
2

1
365
− n(n− 1)(2n+ 1)

6
1

2× 3652
.

Par exemple, sin = 35 on trouveP (Ac) = 0,186... Si 35 personnes sont réunies,
la probabilité que deux d’entre elles au moins aient le même anniversaire est donc
0,813...

Le prochain théorème sert en particulier à résoudre le problème plus difficile du
calcul du nombre de fonctionssurjectives.

Théorème 2.7 (Principe d’inclusion-exclusion) SoitE un ensemble fini et soitf
etg des fonctions réelles définies surP(E) satisfaisant pour toutA ⊂ E :

f(A) =
∑
B⊂A

g(B).

Alors pour toutA ⊂ E :

g(A) =
∑
B⊂A

(−1)|A\B|f(B).

Démonstration SiC ⊂ A ⊂ E notons

F (A,C) =
∑

C⊂B⊂A
(−1)|A\B|.

Si |A \C| = n, puisque il y aCkn parties deA \C de taillek on peut écrireF (A,C) =∑n
k=0(−1)kCkn, qui est à son tour(1 + (−1))n à cause de la formule du binôme de

Pascal(a + b)n =
∑n
k=0 a

n−kbkCkn. Donc sin > 0, c’est-à-dire siC 6= A, on a

5 G Letac
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F (A,C) = 0. Si n = 0, c’est-à-dire siC = A on aF (A,C) = 1. Calculons alors le
second membre de l’égalité à démontrer:∑

B⊂A
(−1)|A\B|f(B) =

∑
B⊂A

(−1)|A\B|
∑
C⊂B

g(C) =

∑
C⊂B

g(C)
∑

C⊂B⊂A
(−1)|A\B| =

∑
C⊂B

g(C)F (A,C) = g(A).

La première égalité exploite le lien entref et g, la seconde inverse les sommations
par rapport aux indices de sommationB etC, la troisième résulte de la définition de
F (A,C), la quatrième du calcul deF précédent et fournit le résultat voulu.

Voici deux applications.

Proposition Nombre de fonctions surjectives.Si |E| = n ≥ |F | = p, quel est le
nombre de fonctions surjectives deE versF?

Pour répondre on applique le théorème précédent aux fonctionsf et g définies sur
P(F ) ainsi: siA ⊂ F , f(A) = |A|n est le nombre de fonctions deE versF dont
l’image est contenue dansA (on pourrait donc dire tout aussi bien les fonctions deE
versA); et g(A) est le nombre de fonctions deE versF dont l’image est exactement
égale àA (on pourrait dire les fonctions deE versA qui sont surjectives). On veut
donc calculerg(F ).

Les hypothèses du théorème sont remplies, on a bien en effetf(A) =
∑
B⊂A g(B).

Par conséquent

g(F ) =
∑
B⊂F

(−1)|F\B||B|n =
p∑
k=0

Ckp (−1)p−kkn.

Proposition Problème des rencontres.Si E a n éléments, combien y a-t-il de
permutationsσ deE sans point fixe, c’est-à-dire telles que pour toutj ∈ E on ait
σ(j) 6= j?.

On applique le théorème précédent aux fonctionsf et g définies surP(E) ainsi:
si A ⊂ E , f(A) = |A|! est le nombre de permutations deE telles que pour tout
j ∈ Ac on aitσ(j) = j, et g(A) est le nombre de permutations deE telles que pour
tout j ∈ Ac on aitσ(j) = j et pour toutj ∈ A on aitσ(j) 6= j. On veut donc calculer
g(E).

Les hypothèses du théorème sont remplies, on a bien en effetf(A) =
∑
B⊂A g(B).

Par conséquent
g(E) =

∑
B⊂E

(−1)|F\B||B|! =

n∑
k=0

Ckn(−1)n−kk! =

6 G Letac
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n!
n∑
k=0

(−1)n−k
1

(n− k)!
=

n!
n∑
k=0

(−1)k
1
k!
.

Si Ω est l’ensemble des permutations deE et si il est muni de la probabilité équi-
probable, la probabilité pour qu’une permutation aléatoire soit sans point fixe est donc

n∑
k=0

(−1)k
1
k!
,

soit approximativemente−1 = 0,367... si n > 6.

Exercices sur 2.2.
1. Soit des entiers tels que2 ≤ a ≤ b ≤ c.On tire de façon équiprobable une partie

de taillea de l’ensemble desb + c entiers> 0. Calculer la probabilité pour que
0 d’entre eux soient> a; pour que 2 d’entre eux exactement soient> a.

2. Deux dés non pipés sont marqués sur leurs six faces 1,2,2,3,3,4 et 1,3,4,5,6,8
respectivement. On jette une fois ces deux dés et on note parAk l’évènement "la
somme des pointsi du premier dé et des pointsj du second estk”. Calculer pour
k = 2,3, . . . ,12 le nombreP (Ak).

3. 12 méchantes fées se penchent sur le berceau des quintuplés et attribuent chacune
au hasard à un enfant un défaut. Quel est la probabilité qu’il y ait au moins un
enfant parfait?

3 Le schéma Succès-Echec.

Le schéma Succès-Echec fini.Si une expérience a deux issues, arbitrairement
notées succès(S) et échec(E) et si on la répèten fois, ce qu’on observe est une
suite de longueurn de S et deE. Pour modéliser cela, on introduit l’espace des
observablesΩ = {E,S}n formé des2n suitesω = (ω1, . . . ,ωn) où lesωj sont égaux à
E ou S. On munitΩ de la tribuP(Ω). Quant à la probabilité, on se fixe un nombre
p tel que 0 < p < 1 qui est la probabilité d’un succès si on n’effectue qu’une
fois l’expérience. Introduisons alors l’importante quantitéX(w) définie ainsi: siω =
(ω1, . . . ,ωn) ∈ Ω alorsX(w) désigne le nombre de succès que comprend la suiteω.
Par exemple,X(SSES) = 3, X(EEEE) = 0. Pourω ∈ Ω tel queX(ω) = k on
définit alorsP ({ω}) = pk(1− p)n−k; Comme tout évènementA ∈ P(Ω) est réunion
de singletons{ω} deux à deux disjoints, cela suffit à définirP (A) et donc la probablité
P sur(Ω,P(Ω)).

Parmi ces évènements, les plus importants sont les{X = k} ( ceci est une sté-
nographie que nous utiliserons souvent pour écrire brièvement l’évènement{ω ∈

7 G Letac
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Ω ; X(ω) = k}). Voici leur probabilité:

Proposition 2.9 Pour le schéma Succès Echec finiassocié à la probabilitép d’un
succès, siX est le nombre de succès enn expériences, alors

P (X = k) = Cknp
k(1− p)n−k.

Démonstration NotonsA = {ω ∈ Ω ; X(ω) = k}. Définissons l’application de
A dansPk({1,2, . . . ,n}) parω 7→ {j ; ωj = S}. Il est clair que c’est une bijection;
donc d’après le Théorème 2.5 b),|A| = Ckn. Enfin puisque tous les{ω} contenus dans
A ont la même probabilitépk(1− p)n−k on obtient

P (A) =
∑
ω∈A

P ({ω}) = |A|pk(1− p)n−k = Cknp
k(1− p)n−k.

Le schéma Succès-Echec infini.Il s’agit ensuite de modéliser le cas où on veut
effectuer un nombre arbitraire d’expériences: par exemple on peut vouloir répéter les
essais jusqu’à ce qu’apparaisse 4 succès consécutifs. Une telle modélisation est im-
possible avec le schéma fini ci dessus, et on prend alors pour espaceΩ des observa-
blesl’ensemble{E,S}N∗ des suites infinies deS et deE, en notant parN∗ l’ensemble
des entiers> 0. Il est clair queΩ est en bijection avec les parties deN∗, et donc d’après
la proposition 2.2Ω n’est pas dénombrable. Cela cause une sérieuse difficulté en ce qui
concerne la construction de l’espace de probabilité correspondant. On construit la tribu
A et la probabilitéP par un procédé d’approximation que nous décrivons maintenant.

Fixons l’entiern et définissonsΩ′ = {E,S}{1,...,n} et Ω′′ = {E,S}{n+1,n+2,...},
de sorte queΩ = Ω′ × Ω′′, et définissons la tribu suivante de parties deΩ :

An = {A× Ω′′ ; A ∈ P(Ω′)}.

Intuitivement, les évènements deAn sont les évènements ne dépendant que de ce qui
s’est passé jusqu’à l’instantn. En particulier, nous avonsAn ⊂ An+1.

Siω′ = (ω1, . . . ,ωn) ∈ Ω′ comprendk succès, définissons la probabilitéPn({ω′}×
Ω′′) = pk(1− p)n−k. Cela permet donc de définir la probabilitéPn surAn. L’espace
de probabilité(Ω,An,Pn) est presque identique à l’espace du schéma Succès Echec
fini décrit ci dessus.

Maintenant, notons
A′ = ∪n≥1An.

La familleA′ n’est pas une tribu, car ce n’est pas fermé pour la réunion dénom-
brable. Voici un contre exemple. SoitAn l’ensemble des suitesω infinies comprenant
au moins un succès à l’instantn ou avant. AlorsAn est dansAn et donc dansA′. Pour-
tantA = ∪n≥1An n’est pas dansA′. En effetA est l’ensemble des suitesω infinies
comprenant au moins un succès. Mais il n’existe pourtant aucunn tel queA ∈ An, et
doncA /∈ A′. Réaliser cette chose subtile fait progresser dans la compréhension de la
théorie. On définit alors la tribuA surΩ comme la plus petite tribu contenantA′.

8 G Letac
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Pour définir enfin la probabilitéP surA, on fait l’observation essentielle suivante:
on a non seulementAn ⊂ An+1, mais de plus la restriction dePn+1 au sous ensemble
An deAn+1, qui était le domaine de définition dePn+1, coincide avecPn. Par consé-
quent, il existe une fonction universelleP ′ définie surA′ telle que pour toutA ∈ A′ on
ait P ′(A) = Pn(A) pour tous lesn tels queA ∈ An. A partir de ce point, les choses
cessent d’être élémentaires, et nous sommes obligés d’admettre le théorème suivant,
dont la démonstration est donnée en troisième année d’université:

Théorème 2.10 Il existe une et une seule probabilitéP surA telle que pour tout
A ∈ A′ on aitP (A) = P ′(A).

On peut ainsi démontrer l’idée intuitive qu’un évènement de probabilité strictement
positive, même petite, finit toujours par arriver. Plus précisément, siA est l’ensemble
desω ∈ Ω comprenant au moins un succès, alorsP (A) = 1. En effet, siBn est l’en-
semble desω ∈ Ω comprenant au moins un succès avant l’instantn ou à l’instantn,
alorsA = ∪n≥1Bn etBn ⊂ Bn+1. Par continuité monotone (Th. 1.3, (2)) on a donc
limP (Bn) = P (A). CommeP (Bc) = (1− p)n tend vers 0, on a le résultat. Plus gé-
néralement on peut montrer que toute séquencea finie donnée à l’avance ( par exemple
SSEESSEESSEESSEE, ou le codage en binaire d’une fable de La Fontaine) finira par
arriver. Plus précisément:

Théorème 2.11 Soita = (a1, . . . ,an) ∈ {E,S}n une suite fixée de longueurn de
succès et d’échecs, et soit

A = {ω ∈ Ω ; il existe N ≥ 0 avec ωN+1 = a1, . . . ,ωN+n = an}.

Alors P (A) = 1.

Démonstration Soitk le nombre deS dans la suitea. Notons

AN = {ω ∈ Ω ; ωN+1 = a1, . . . ,ωN+n = an}.

Alors P (AN ) = pk(1 − p)n−k par définition deP. IntroduisonsBm = ∪m−1
j=0 Ajn.

AlorsBm ⊂ Bm+1 et

A = ∪N≥0AN ⊃ B = ∪m≥0Bm.

On a de plus

P (Bcm) = P (∩m−1
j=0 A

c
jn) = (1− pk(1− p)n−k)m →m→∞ 0.

Par continuité monotone, on a doncP (Bc) = 0. D’où 1 = P (B) ≤ P (A) = 1.

4 Le cas oùΩ = IR .

Ce cas est naturellement le plus important de tous. La tribu mise sur IR est la tribu
de BorelB définie à la section 1 comme la plus petite tribu contenant les intervalles
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(ouverts, fermés, semi ouverts, demi droites) Parmi ses éléments, les boréliens, les seuls
qu’on aura concrètement à manipuler sont les réunions d’intervalles.

Pour décrire les probabilités sur(IR,B), introduisons une définition importante:

Définition Soit F une fonction de IR dans IR. On dit queF est unefonction de
répartitionsi elle satisfait aux trois propriétés suivantes:

– F est croissante (au sens large);
– limx→−∞ F (x) = 0 et limx→+∞ F (x) = 1;
– F est continue à droite en tout pointx, c’est-à-direlimh↘0 F (x+ h) = F (x).

On a alors le théorème fondamental suivant:

Théorème 2.12 SoitP une probabilité sur(IR,B). SoitFP la fonction réelle défi-
nie par

FP (x) = P (]−∞,x]).

AlorsFP est une fonction de répartition. Inversement, siF est une fonction de réparti-
tion, alors il existe une et une seule probabilité sur(IR,B) telle queFP = F.

Démonstration Si x < y, alorsA =] −∞,x] ⊂ B =] −∞,y], et doncFP (x) =
P (A) ≤ P (B) = FP (y). Ensuite, si(xn) tend vers−∞ en décroissant et siAn =
] −∞,xn], alorsAn ⊃ An+1 et∩n≥1An = ∅; par continuité monotoneP (An) tend
vers0. Donclimn→∞ FP (xn) = 0. Comme ceci est vrai quelle que soit la suite(xn)
tendant vers−∞ en décroissant, on en déduitlimx→−∞ FP (x) = 0.De même, si(yn)
tend vers∞ en croissant et siBn =]−∞,yn], alorsBn ⊂ Bn+1 et∪n≥1Bn = IR; par
continuité monotoneP (Bn) tend versP (IR) = 1 et on alimy→+∞ FP (y) = 1.

Enfin, sihn ↘ 0, soitCn =]∞,x + hn]. Alors Cn ⊃ Cn+1 et∩n≥1Cn =]∞,x].
Par continuité monotone on a donclimn→+∞ F (x+ hn) = FP (x), d’où la continuité
à droite annoncée de la fonctionFP .

Nous admettrons la réciproque, qui est la partie difficile.

Commentaires: Ce résultat est assez rassurant: bien qu’on connaisse mal la tribu
B, et donc les probabilités définies dessus, il y a en fait bijection entre l’ensemble de
toutes les probabilités sur IR et l’ensemble moins abstrait de toutes les fonctions de
répartition. Mais la démonstration complète est réservée à la 3 ème année.

La fonction de répartition permet de calculer les probabilités de tous les intervalles.
Pour simplifier, adoptons la notation pour la limite à gauche enx de la fonction crois-
santeF :

F (x− 0) = lim
h↗0

F (x+ h).

Proposition 2.13 SoitF la fonction de répartition d’une probabilitéP sur(IR,B).
Alors

– P (]−∞,x[) = F (x−0),P (]x,+∞[) = 1−F (x), P ([x,+∞[) = 1−F (x−0).
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– Poura ≤ b, P (]a,b]) = F (b)− F (a), P ([a,b[) = F (b− 0)− F (a− 0).
– P (]a,b[) = F (b− 0)− F (a), P ([a,b]) = F (b)− F (a− 0) et en particulier

P ({a}) = F (a)− F (a− 0).

Démonstration La première égalité s’obtient en considérantAn =]−∞,x+ hn],
oùhn est< 0 et croŇt vers0. AlorsAn ⊂ An+1 et∪n≥1An =] −∞,x[. Par conver-
gence monotone l’égalité s’ensuit. Les deux suivantes s’obtiennent par passage au com-
plémentaire. La suivante découle de l’égalité

]−∞,b] =]−∞,a]∪]a,b],

et du fait que au second membre les deux ensembles sont disjoints. De même

]−∞,b[=]−∞,a[∪[a,b[

fournit l’égalité suivante grâce à la première égalité de la liste. Laissons les dernières
en exercice.

Donnons maintenant des exemples de fonctions de répartition

Définition Fonctions de répartition à densité.Soit f une fonction positive dé-
finie sur IR qui ait des discontinuités au plus en un nombre fini de pointsa1 < a2 <
· · · < aN et qui soit telle que les intégrales

∫ ai+1

ai
f(x)dx convergent et satisfassent

N∑
i=0

∫ ai+1

ai

f(x)dx = 1,

avec la conventiona0 = −∞ etaN+1 = +∞.
On définit alors la fonctionF parF (x) =

∫ x
−∞ f(t)dt. Il est clair queF est une

fonction de répartition. Ici, elle est de plus continue et, d’après le théorème fondamental
du calcul intégral, elle satisfaitF ′(x) = f(x) pour toutx /∈ {a1, . . . ,aN}. La fonction
f s’appelle alors ladensitéde la fonction de répartitionF .

Par exemplef1(x) = 1
2e
−|x|, f2(x) = 1

π
1

1+x , f3(x) = 0 si x ≤ 0 et f3(x) =
1√
πx
e−x si x > 0, qu’il est plus rapide de définir par

f3(x) =
1√
πx
e−x1]0,∞[(x),

où 1E(x) = 1 si x ∈ E et 1E(x) = 0 sinon: la fonction1E s’appellera désormais
l’indicateur de l’ensemble E. Dernier exemple:

f4(x) = 1[0,1](x).
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Dans ces exemples,N = 0 pourf1 etf2,N = 1 pourf3 etN = 2 pourf4.

Il est important de ne pas confondre les deux fonctionsF etf . Pour les exemples ci
dessus de densités, les fonctions de répartition correspondantes seront respectivement

F1(x) =
1
2
ex pour x ≤ 0, F1(x) = 1− 1

2
e−x,

F2(x) =
1
2

+
1
π

arctanx,

F4(x) = 0 pour x ≤ 0, F4(x) = x pour 0 ≤ x ≤ 1, F4(x) = 1 pour 1 ≤ x,
(F3(x) ne peut s’exprimer de façon élémentaire).

Définition La probabilité δa de Dirac. Si a est un réel, il s’agit de la probabilité
sur IR définie parδa(A) = 0 si a /∈ A, et δa(A) = 1 si a ∈ A. Appliquant ceci à
A =]−∞,x], on obtient la fonction de répartition

Fδa(x) = 0 pour x < a, Fδa(x) = 1 pour a ≤ x.

Voici son graphe

-

6

a

1− t

Si a = 0, cette fonction s’appelle l’échelon de Heaviside. Les travaux de 1894 de
cet ingénieur électricien sont à la source de la théorie moderne des distributions. Cette
théorie permet par exemple de donner un sens à la dérivation de la fonction ci dessus:
c’est la probabilité de Diracδa qui jouerait alors le rôle de la dérivée.

Définition Probabilité discrète sur un nombre fini de points.SoitN un entier
> 0, soit a1 < a2 < · · · < aN des réels et soitp1, . . . ,pN des nombres positifs tels
quep1 + · · ·+ pN = 1. On considère la probabilité sur IR définie par

P = p1δa1 + · · ·+ pNδaN .

En d’autres termes, siA est un borélien:

P (A) = p1δa1(A) + · · ·+ pNδaN (A) =
∑

j;aj∈A
pj .

En particulier, siA =]−∞,x], on obtient la fonction de répartition

FP (x) =
∑
j;aj≤x

pj ,
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dont le graphe est celui d’une fonction en escalier croissante, où le saut enaj est égal
àpj . Ce cas revient un peu au cas oùΩ n’avait qu’un nombre fini de points, puisqu’ici
P est concentrée sur{a1, . . . ,aN}.

Si on remplace la suite finie précédente par un ensemble dénombrable de IR, l’ex-
tension est facile.

Définition Probabilité discrète. On s’intéresse à l’ensemble dénombrable formé
des points d’une suite(an) telle quea1 < a2 < · · · < an < · · · et soitpn des nombres
positifs tels que

∑∞
1 pn = 1. On formera la probabilitéP définie pour tout Borélien

A par

P (A) =
∞∑
1

pnδan(A),

dont la fonction de répartition est en escalier croissante vec une infinité de points de
discontinuités.

Définition Type mixte. On rencontre un peu rarement des fonctions de réparti-
tion de la formeF = λG + (1 − λ)H oùG est une fonction de répartition à densité,
comme vu à l’exemple 1, oùH est une fonction de répartition d’une probabilité dis-
crète, comme vu aux exemples 2, 3 ou 4, et où0 < λ < 1. SiH a une discontinuité en
a de sautp, alorsF a une discontinuité ena de saut(1− λ)p.

Exercices sur 2.4.

1. Calculer la densité des fonctions de répartition suivantes:
F1(x) = 0 si x ≤ 0 etF1(x) = 1− exp(−x) si x > 0;
F2(x) = 0 si x ≤ 1 etF2(x) = 1− 1

xa si x > 1 (avec a>0).
2. Calculer la fonction de répartition de la densité suivante:
f(x) = 1/2 si−2 < x < −1, f(x) = 1/2 si 1 < x < 2, et 0 ailleurs.

3. On note par[x] la partie entière du nombre réelx, c’est-à-dire l’entiern tel
quen ≤ x < n + 1. Par exemple[

√
2] = 1, [−

√
2] = −2, [3] = 3. On

considère la probabilité discrète de fonction de répartitionF (x) = 0 si x < 0 et
F (x) = 1− 1

2[x]+1 si x ≥ 0. Tracer le graphe deF . Calculer les probabilités des
évènements suivants:
A1 = {0},A2 = {1,2},A3 = {4,5, . . .}.
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