L'espace de probabilites(€2,.4, P)

1 Introduction

Le calcul des probabilités est la science qui modélise les phénoménes aléatoires.
Une modélisation implique donc certainement une simplification des phénomeénes,
mais cette simplification conduit a une quantification, donc a la possibilité de faire
des calculs et a prédire. Le jet d'un dé, le tirage du Loto pourraient étre analysés par
les lois de la mécanique, mais ce serait trop compliqué pour étre utile. La modélisation
du calcul des probabilités a été inventée par A. N. Kolmogorov dans un livre paru en
1933. Cette modélisation est faite & partir de 3 okj@tsA, P) que nous allons décrire.

2 L'espace des observables.

Nous conviendrons que effectuer une expérience, c'est sélectionner par un procédé
quelconque un élément dans un ensembl@: jeter un dé revient a sélectionner un
élément de) = {1,2,3,4,5,6}; jeter ensemble deux dés rouge et vert revient a sélec-
tionner un élément de I'ensemble= {1,2,3,4,5,6} des couples ordonnés,j) avec
1<i<6etl <j <6 (ici Q a 36 points). Plus délicat: jeter ensemble deux dés in-
discernables revient a sélectionner un élément de I'ensefhbés couplesi,;j) avec
1<i<j<6(cia6+ %6 x 5 = 21 points). Observer la durée de vie d'une ampoule
de 100 watts revient a sélectionner un élémer2de [0, + oo[. Mesurer la durée de
vie de 12 ampoules de 100 watts est sélectionner un éléméntdf), + co['2.

Cetensembl€ est appelé Bspace des observable®n dit aussi dans la littérature
I'espace échantillon, I'espace des événements - élémentaires, I'expérimental ou encore
I'événementiel. Ses points sont appelés observables ou événements-élémentaires. Il
est trés important qu'il soit clairement défini. On peut s’exercer a défimans les 2
cas suivants: jeter 12 fois de suite la méme pieéce de monnaie, jeter en méme temps
12 piéces de monnaie identiques (on admet que la piece tombe sur pile ou sur face, et
jamais sur la tranche).

3 Latribu des évenementsA.

Les questions qu’on se pose sur le résultat d’'une expérience sont systématiquement
du type suivant; on choisit un sous ensemillele I'espace d’observablés et on se
demande: le résultat de I'expérience va-t-il tomber dan$ ou non? Les parties de
Q pour lesquelles on se pose ce genre de question sont appeléasgdementsUn
des premiers points délicats de la théorie est que on ne va pas toujours considérer tous
les sous ensembles lecomme des événements. Dans I'exemple de la lampe de 100
watts, il parait inintéressant de se demander si sa durée de vie, mesurée en heures, est
un nombre irrationnel, et intéressant de se demander si elle tombe dans l'intervalle
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[300,400]. L'idée de Kolmogorov est que I'ensembiedes événements a une structure
de tribu:

Définition Soit{2 un ensemble et sail une partie déP(?). A a une structure de
tribu si il satisfait aux trois axiomes:

1. Si A € A, alors son complémentair® = ) \ A est aussi dand.

2. Si on a une suite finie ou dénombrable, ... ,A,,... d’éléments ded, alors
leur réunion J,,-., A, est aussi dang.

3. L'ensemble vide) est dansA.

Un élément ded est appelé udvénement
Tirons quelques conséquences de ces axiomes.

Proposition 1.1 Soit.4 une tribu de parties de I'ensembtdle Alors 2 € A. De
plus, si on a une suite finie ou dénombralle ... A, ... d’éléments ded, alors leur
intersectior,,.; A, est aussi dand.

Démonstration En appliquant les axiomes 1 et 3, on a le premier résultat. Pour
le second, il suffit de se rappeler que le complémentaire d’'une réunion finie ou infinie
d’ensembles est l'intersection des complémentaires ("Loi de Morgan"). Donc

N 4. = (45,

n>1 n>1

et le deuxieme membre de cette égalité est donc dansn applique successivement
I'axiome 1, puis 2, puis 1 & nouveau.

Le langage de la théorie des ensembles permet des calculs systématiques sur les
évenements. Toutefois, il faut savoir que le langage courant, que nous utilisons dans
une premiére étape pour décrire des évenements a sa traduction ensembliste. Voici un
petit dictionnaire :

Ensemble: événement certain

Ensemble vide: évenement impossible

AU B: A ou B sont réalisés ("ou" non exclusif)
ANB: A et B sont réalisés

A et B sont disjoints: les événememset B sont incompatibles
Ac=Q\ A événement contraire dé.

Le fait que on ne sorte pas de la famille des événements intéressants a considérer en
prenant une intersection ou une réunion d’évenements est raisonnable si ceux ci sont en
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nombre fini. Le fait de se permettre ceci également quand on en a une infinité est plus
subtil: les mathématiques ne maniant que des ensembles finis sont élémentaires mais
les résultats exacts auquels elles conduisent sont trop compliqués pour étre utilisables.
Le passage a l'infini est le passage de I'algébre a I'analyse, donc a des approximations
maniables et a de puissantes techniques issues du calcul différentiel et intégral. Quant
au fait que dans ce passage a I'infini, on se limite a une infiléitdombrablel’évene-
ments, c’est un point technique qu’on ne justifiera que dans un cours de 3 éme année
d’'université. Rappelons gu’un ensemlieavec une infinité d’éléments est dit dénom-
brable si il existe une bijection entfeet 'ensembléN des entiers positifs: I'ensemble
Q des nombres rationnels est dénombrable, le segfidhine I'est pas, comme nous
I'avons vu en premiére année.
Finalement, ce point délicat: "on ne considére pas nécessairement tout sous en-
sembleA de Q) comme un élément de la tribd des événements" ne jouera pas un
grand réle dans la suite. Typiqguement, nous envisagerons deux cas particuliers impor-
tants:
— Le cas ouf2 lui méme est dénombrable, et nous prendrons comme Hilbea
famille P(€2) de tous les sous ensembles(de

— Le cas olf? est la droite réelle R. Nous prendrons alors pour tribla tribu 5
(dite tribu de Borel, dont les éléments sont appeléshdeslieng qui est la plus
petite tribu qui contient tous les intervalles de R
On peut laborieusement démontrer dsie P(R); toutefois, une description
compléte des éléments Ben’est pas possible, et en fait pas trés utile en pratique:
les seuls boréliens que nous aurons a manipuler seront les intervalles (attention,
R ou une demi droite sont aussi des intervalles) ou des réunions finies, ou plus
rarement, dénombrables, d’intervalles.

Ce ne sont pas les seuls espaces de probabilité utilisés: on verra le schéma Succés
Echec a la section 2 et le c@s= R ou R” plus tard.

Définition La plus petite tribu qui contient les ouverts Benuni de sa topologie
canonique est appelé&ébu de Borel. Les éléments de cette tribu sont appelédtes
réliensdeR.

4 La probabilité P

Définition Etant donnés un espace d'observalflest une tribu d’événementd
formée de certains sous ensembles$)ene probabilité P est une application del
dans[0,1] , donc un procédé qui associe a tout événerrdemy nombreP(A) compris
entre 0 et Jappelé probabilité de A, et qui satisfait aux axiomes suivants

— L événement certain est de probabilitéA(2) = 1.

— Axiome d’additivité dénombrable: pour toute suile,As, ... A, ... d'événe-

ments de4 qui sont de plus deux a deux disjoints, c’est a dire tels4pe A; =
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() sik +# j, alors la série

> P(Ay)
k=1
converge et a pour somnig(|J, ., Ax).
Le triplet (€2,.4,P) est alors appelé uespace de probabilité

Voici quelques conséquences immédiates des axiomes.

Théoréme 1.2 Soit(2,.4,P) un espace de probabilité. Alors
1. P() =o0.
2. SiAy,A,, ... A, dansA sont deux a deux disjoints, alors

P(A1U---UA,) = P(A1) + -+ + P(An);

en particulierP(A¢) = 1 — P(A).
3. SidetBsontdansd etsiA C BalorsP(A) < P(B).

Démonstration

1) Laxiome d’additivité dénombrable est appliquable a la suite constante définie
par A,, = ), qui est effectivement formée d’événements deux a deux disjoints. La série
dont le terme générdP(()) est constant ne peut converger que si ce terme général est
0.

2) Sa premiére partie se démontre en appliquant I'axiome d’additivité dénombrable
aAi,A,, ... A, continuée pab = A,.1 = A, = -+, eten utilisant le 1). Appli-
quercaam =2, A; = AetAy, = A’ fournit1 = P(Q2) = P(A) + P(A°) en utilisant
le premier axiome d’une probabilité.

3) On écritB = AU (B \ A) comme réunion de deux ensembles disjoints (notez
queB\ A = BNA’ estbien danst), et on applique le 2)P(B) = P(A)+P(B\A) >
P(A).

Théoréme 1.3 Soit(£2,.4,P) un espace de probabilité. Alors
1. Si A et B sont dans4, mais ne sont pas nécessairement disjoints, alors

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

SilesAq,A,,...,A, dansA ne sont pas nécessairement deux a deux disjoints,

alors
P(AyU---UA,) < P(A1)+---+ P(A,).

2. Continuités croissante et décroissante: Soit une Ritd-,...,B,, ... d'éve-
nements ded qui soit ou bien croissante (c’'est a dire que pour tout 1 on
a B, C B,+1) ou bien décroissante (c'est a dire que pour tout 1 on a
B, D B,+1). Alors, dans le cas croissant:

lim P(B,) = P(| By);

n—-+o0o
n>1
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et dans le cas décroissant:

lim P(B,) = P( () Bn)-

3. Sous additivité dénombrable: Soit une sug B», . .. ,B,, ... d’événements de
A. Alors ou bien la séri¢" .-, P(By,) diverge; ou bien elle converge et dans ce
cas sa somme est P(|J,,~; Bn).

Démonstration
1. On écrit comme dans la démonstration précédente:
P(B)=P(ANnB)+ P(B\ A),P(A)=P(ANB)+ P(A\ B),

puis on écritA U B = (AN B) U (B \ A) U (4 \ B) comme réunion de trois
ensembles deux a deux disjoints et on applique le 2):

P(AUB)=P(ANB)+P(B\A)+ P(A\B) =
P(ANB)+(P(B)—P(ANB))+(P(A)—P(ANB)) = P(A)+P(B)—P(ANB);
Pour terminer le 1) on démontre le résultat par récurrencers@est trivial
pourn = 1. Si c'est démontré pout, appliquons la premiére partie de ce 1)

aA=AU---UA,etaB = A,.1. On obtient, a I'aide de I'hypothese de
récurrence

P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB) < P(A)+P(B) < (zn: P(AQ)+P(Ansr).
k=1

2. Dans le cas croissant, posoAs = Bj et, pourn > 2, A, = B,, \ B,,—1. Les
Ay, A, .. A, ... sont alors deux a deux disjoints. La sékie,- , P(Ay) est
donc convergente. D'aprées la partie 2) de la proposition précédente, on a

P(B,)=PA1U---UA,) = zn:P(Ak)
k=1

Passons a la limite dans I'égalité ci dessus; on obtient

o0

nEIEOO P(Bn) = ZP(Ak)
k=1

Or d’'apres I'axiome d'additivité dénombrable, le second membr2@sf, -, Ax),

qui est aussi par définition de, égal aP(lJ,,~, Bn). -

Dans le cas décroissant, on se raméne au cas précédent par passage au com-

plémentaires, a l'aide de la loi de Morgan: le complémentaire d’'une union est

l'intersection des complémentaires:

hmP(Bn) =1- hInP(Bf,) =1- P(Unlea) =1- (1 — P(ﬂnZan)) =
P(ﬂnZIBn)-
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3. La suite d’évenements définie pay, = B; U - -- U B,, est croissante et on peut
lui appliquer le 2). En utilisant aussi la sous additivité finie on a donc

P(|J Bn) = lim P(C,) < lim (P(Bl)—i—---—i—P(Bn)):iP(Bk).
k=1

n—-+oo n—-+oo
n>1

Exercices sur la section 1.

1. SoitA,B,C trois événements d’un espace de probabilité. Montrer & I'aide du Th.
1.2) que
P(AUBUC) =

P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(BNC)—P(CNA)+P(ANBNQC).

Etablir une formule de ce genre pour une réunion de 4 événements.

2. Soit. A une tribu d’événements s, et soitf une fonction positive sud ayant
les propriétés suivanteg(?) = 1, f(AU B) = f(A) + f(B) si A et B sont
des évenements disjoints et ,(#,,) est une suite décroissante detelle que
Np>1B, = 0 alors

li B,) =0.
Jim  f(B)
Montrer qu'alorsf est une probabilité. Méthode: &il,,) est une suite d’événe-
ments deux a deux disjoints, considérer

B, = Uk2n+1Ak-
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