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Chapitre

L’espace de probabilitées
(©2,A,P)

Par Gérard Letac

1.1 Introduction

Le calcul des probabilités est la science qui modélise les phénoménes aléatoires.
Une modélisation implique donc certainement une simplification des phénomenes,
mais cette simplification conduit a une quantification, donc a la possibilité de faire
des calculs et a prédire. Le jet d'un dé, le tirage du Loto pourraient étre analysés par
les lois de la mécanique, mais ce serait trop compliqué pour étre utile. La modélisation
du calcul des probabilités a été inventée par A. N. Kolmogorov dans un livre paru en
1933. Cette modélisation est faite & partir de 3 okj@tsA, P) que nous allons décrire.

1.2 Lespace des observables.

Nous conviendrons que effectuer une expérience, c’est sélectionner par un procédé
quelconque un élément dans un ensembl@: jeter un dé revient a sélectionner un
élément de&2 = {1,2,3,4,5,6}; jeter ensemble deux dés rouge et vert revient a sélec-
tionner un élément de I'ensemile= {1,2,3,4,5,6} des couples ordonnés,j) avec
1<i<6etl <j <6 (ici Q a 36 points). Plus délicat: jeter ensemble deux dés in-
discernables revient & sélectionner un élément de I'ensethbks couple$:,j) avec
1<i<j5<6(iciQ a6+%6><5 = 21 points). Observer la durée de vie d’'une ampoule
de 100 watts revient a sélectionner un élémen2de [0, + oo[. Mesurer la durée de
vie de 12 ampoules de 100 watts est sélectionner un éléméhtdé, + oo['2.

Cet ensembl€ est appelé Bspace des observable®n dit aussi dans la littérature
I'espace échantillon, 'espace des événements - élémentaires, I'expérimental ou encore
I'évenementiel. Ses points sont appelés observables ou événements-élémentaires. Il
est trés important qu'il soit clairement défini. On peut s’exercer a défimians les 2
cas suivants: jeter 12 fois de suite la méme piéce de monnaie, jeter en méme temps



1.3. LA TRIBU DES EVENEMENTS A.

12 pieces de monnaie identiques (on admet que la piéce tombe sur pile ou sur face, et
jamais sur la tranche).

1.3 Latribu des évenementsA.

Les questions qu’on se pose sur le résultat d’'une expérience sont systématiquement
du type suivant: on choisit un sous ensemhllde I'espace d’observablés et on se
demande: le résultat de I'expérience va-t-il tomber dané ou non? Les parties de
Q pour lesquelles on se pose ce genre de question sont appelésdementsUn
des premiers points délicats de la théorie est que on ne va pas toujours considérer tous
les sous ensembles flecomme des événements. Dans I'exemple de la lampe de 100
watts, il parait inintéressant de se demander si sa durée de vie, mesurée en heures, est
un nombre irrationnel, et intéressant de se demander si elle tombe dans l'intervalle
[300,400]. L'idée de Kolmogorov est que I'ensemhledes événements a une structure
de tribu:

Définition Soit{2 un ensemble et sail une partie déP(€2). A a une structure de
tribu si il satisfait aux trois axiomes:

1. Si A € A, alors son complémentai® = Q \ A est aussi dand.

2. Si on a une suite finie ou dénombrablg, ... A, ... d’éléments de4, alors
leur réunionJ,,; A,, est aussi dand.
3. Lensemble vide) est dansA.

Un élément ded est appelé ugvénement
Tirons quelques conséquences de ces axiomes.

Proposition 1.1 Soit.A une tribu de parties de I'ensemHtie Alors Q2 € A. De
plus, si on a une suite finie ou dénombralle. .. A, ... d'éléments ded, alors leur
intersectior),,~, 4, est aussi dang.

Démonstration En appliquant les axiomes 1 et 3, on a le premier résultat. Pour
le second, il suffit de se rappeler que le complémentaire d’'une réunion finie ou infinie
d’ensembles est l'intersection des complémentaires ("Loi de Morgan"). Donc

m Ap = (U A%)Cv
n>1 n>1

et le deuxieme membre de cette égalité est donc dansn applique successivement
I'axiome 1, puis 2, puis 1 & nouveau.

Le langage de la théorie des ensembles permet des calculs systématiques sur les
évenements. Toutefois, il faut savoir que le langage courant, que nous utilisons dans
une premiére étape pour décrire des événements a sa traduction ensembliste. Voici un
petit dictionnaire :

Ensemble: événement certain
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1.4. LA PROBABILITE P

Ensembile vide: évenement impossible

AUB: A ou B sont réalisés ("ou" non exclusif)
ANB: A et B sont réalisés

A et B sont disjoints: les événemerdset B sont incompatibles
Ac=Q\ A éveénement contraire dé.

Le fait que on ne sorte pas de la famille des événements intéressants a considérer en
prenant une intersection ou une réunion d’événements est raisonnable si ceux ci sont en
nombre fini. Le fait de se permettre ceci également quand on en a une infinité est plus
subtil: les mathématiques ne maniant que des ensembles finis sont élémentaires mais
les résultats exacts auquels elles conduisent sont trop compliqués pour étre utilisables.
Le passage a I'infini est le passage de I'algébre a I'analyse, donc a des approximations
maniables et a de puissantes techniques issues du calcul différentiel et intégral. Quant
au fait que dans ce passage a I'infini, on se limite a une infiléitlombrablel’évene-
ments, c’est un point technique qu’on ne justifiera que dans un cours de 3 éme année
d’'université. Rappelons qu’'un ensemliifeavec une infinité d’éléments est dit dénom-
brable si il existe une bijection entfeet 'ensembléN des entiers positifs: I'ensemble
Q des nombres rationnels est dénombrable, le segjfdhne 'est pas, comme nous
I'avons vu en premiére année.
Finalement, ce point délicat: "on ne considere pas nécessairement tout sous en-
sembleA de 2 comme un élément de la tribd des événements" ne jouera pas un
grand role dans la suite. Typiqguement, nous envisagerons deux cas particuliers impor-
tants:
— Le cas ouf2 lui méme est dénombrable, et nous prendrons comme Hilba
famille P(€2) de tous les sous ensembles(ile

— Le cas olf) est la droite réelle R. Nous prendrons alors pour ttibla tribu 3
(dite tribu de Borel, dont les éléments sont appelésdeslieng qui est la plus
petite tribu qui contient tous les intervalles de R
On peut laborieusement démontrer dsie P(R); toutefois, une description
complete des éléments Ben’est pas possible, et en fait pas trés utile en pratique:
les seuls boréliens que nous aurons a manipuler seront les intervalles (attention,
R ou une demi droite sont aussi des intervalles) ou des réunions finies, ou plus
rarement, dénombrables, d'intervalles.

Ce ne sont pas les seuls espaces de probabilité utilisés: on verra le schéma Succes
Echec a la section 2 et le cs= R ou R plus tard.

Définition La plus petite tribu qui contient les ouverts Benuni de sa topologie

canonique est appelégbu de Borel. Les éléments de cette tribu sont appelédles
réliensdeRR.

1.4 La probabilité P

Définition Etant donnés un espace d'observalflest une tribu d’événementd
formée de certains sous ensemblesXleine probabilité P est une application del

3

www.Zes-# athematiques.net



1.4. LA PROBABILITE P

dans|0,1] , donc un procédé qui associe a tout événerdemm nombreP(A) compris
entre 0 et Jappelé probabilité de A, et qui satisfait aux axiomes suivants
— L’ événement certain est de probabilitéA() = 1.
— Axiome d’additivité dénombrable: pour toute suide, A, ... A, ... d'événe-
ments de4 qui sont de plus deux & deux disjoints, c’est & dire telsdpie A; =

() sik +# j, alors la série
> P(Ar)
k=1

converge et a pour somnig(lJ, -, Ax).
Le triplet (2,.4,P) est alors appelé uespace de probabilité

Voici quelques conséquences immédiates des axiomes.

Théoreme 1.2 Soit(92,.4,P) un espace de probabilité. Alors
1. P(0) =o0.
2. SiAy,A,, ... A, dansA sont deux a deux disjoints, alors

P(A1U---UA,) = P(A1) + -+ P(An);

en particulierP(A¢) = 1 — P(A).
3. SiAetBsontdansd etsiA C BalorsP(A) < P(B).

Démonstration

1) Laxiome d’additivité dénombrable est appliquable a la suite constante définie
parA,, = 0, qui est effectivement formée d’évenements deux a deux disjoints. La série
dont le terme générdP(()) est constant ne peut converger que si ce terme général est
0.

2) Sa premiére partie se démontre en appliquant I'axiome d’additivité dénombrable
aAi,As, ... A, continuéepall = A,,1 = A, 2 = -+, eten utilisant le 1). Appli-
quercaa =2, A; = AetAy; = A’ fournit1 = P(Q) = P(A) + P(A°) en utilisant
le premier axiome d’une probabilité.

3) On écritB = AU (B \ A) comme réunion de deux ensembles disjoints (notez
queB\ A = BN A’ estbien dansl), et on applique le 2)P(B) = P(A)+P(B\A) >
P(A).

Théoreme 1.3 Soit(£2,.4,P) un espace de probabilité. Alors
1. Si A et B sont dans4, mais ne sont pas nécessairement disjoints, alors

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

SilesA;,A,, ..., A, dansA ne sont pas nécessairement deux a deux disjoints,

alors
P(AjU---UA,) <P(A))+ -+ P(Ay).

2. Continuités croissante et décroissante: Soit une ®iitd,, ..., B, ... d'éve-
nements ded qui soit ou bien croissante (c’est a dire que pour tout 1 on

4
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1.4. LA PROBABILITE P

a B, C Bpi1) ou bien décroissante (c’'est a dire que pour tout 1 on a
B,, D Bpy1). Alors, dans le cas croissant:

lim P(B,) = P(U By);

n—-—+00
n>1

et dans le cas décroissant:
lim P(B,) = P((] Bn)

n—-+00
n>1

3. Sous additivité dénombrable: Soit une sug Bs, . .. ,B,, ... d’événements de
A. Alors ou bien la séri¢" .~ | P(By,) diverge; ou bien elle converge et dans ce
cas sa somme est P(,,>; Bn).

Démonstration
1. On écrit comme dans la démonstration précédente:
P(B)=P(ANB)+ P(B\ A),P(A)=P(ANB)+ P(A\ B),

puis on écritAU B = (AN B)U (B \ A) U (A \ B) comme réunion de trois
ensembles deux & deux disjoints et on applique le 2):

P(AUB)=P(ANB)+P(B\A)+ P(A\B) =
P(ANB)+(P(B)—P(ANB))+(P(A)—P(ANB)) = P(A)+P(B)—P(ANB);
Pour terminer le 1) on démontre le résultat par récurrencers@est trivial
pourn = 1. Si c’est démontré pour, appliquons la premiere partie de ce 1)
aA=AU---UA,etaB = A,,1. On obtient, a I'aide de I'hypothése de
récurrence

P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB) < P(A)+P(B) < (Y P(Ap))+P(Ans1).
k=1
2. Dans le cas croissant, posaAs = Bj et, pourn > 2, A, = B, \ B,_1. Les
Aq,As, ..., A, ... sont alors deux a deux disjoints. La sé@i‘;l P(Ag) est
donc convergente. D’apreés la partie 2) de la proposition précédente, on a

P(B,) = P(A,U---UA,) = f: P(Ay)
k=1

Passons a la limite dans I'égalité ci dessus; on obtient

o0

dim P(B,) = > P(A).
k=1

Or d'aprées I'axiome d’'additivité dénombrable, le second membre@sf, .., Ax),

qui est aussi par définition dek, égal aP(lJ,,~, Bn)- B

Dans le cas décroissant, on se raméne au cas précédent par passage au com-

plémentaires, a I'aide de la loi de Morgan: le complémentaire d'une union est

l'intersection des complémentaires:

lim P(By) = 1 —lim P(BE) = 1 — P(Uns1B) = 1 — (1= P((ns1Bn)) =
P(ﬂnZan).
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1.4. LA PROBABILITE P

3. La suite d’évenements définie p@y, = B; U - -- U B,, est croissante et on peut
lui appliquer le 2). En utilisant aussi la sous additivité finie on a donc

P(J Ba) = lim P(Co) < lim (P(By)+ -+ P(Ba)) = ) P(By)-
n>1 k=1

Exercices sur la section 1.

1. Soit A,B,C trois événements d’'un espace de probabilité. Montrer & I'aide du Th.
1.2)que
P(AUBUCQC) =

P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(BNC)—P(CNA)+P(ANBNC(C).

Etablir une formule de ce genre pour une réunion de 4 événements.

2. Soit.A une tribu d’événements s, et soitf une fonction positive sud ayant
les propriétés suivanteg(?) = 1, f(AU B) = f(A) + f(B) si A et B sont
des évenements disjoints et ,(&,,) est une suite décroissante detelle que
Np>1B, = 0 alors

li B,)=0.
o F(Bn)
Montrer qu'alorsf est une probabilité. Méthode: &il,,) est une suite d’événe-
ments deux a deux disjoints, considérer

B, = Up>ny14k.

6
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Chapitre

Quatre espaces de probabilité
Importants

Par Gérard Letac

2.1 Lespacef est fini ou dénombrable.

Dans ce cas on suppose habituellement que la tribu des évenerment®((2),
I'ensemble de toutes les parties@ePar exemple, s est formé de 2 éléments notés
a etb, alorsP(Q2) est constitué des 4 sous ensembles suivants: 'ensembl@ Jiele
deux singletonqa} et {b} etQ = {a,b} lui méme. Plus généralement, on a le fait
suivant:

Proposition 2.1 Si un ensembl€ a un nombre finiV d'éléments, alors I'en-
semble des parties d& P(Q2) a2 éléments.

Démonstration On procéde par récurrence hit C’est trivial pourN = 1 ou 0.
Si c’est vrai pourlV, considérons

Q={a,....an,ans1} et Q ={as,...,an}.

Les parties dé€2 se partagent en deux catégories:

Catégorie 1: celles qui ne contiennent pas; ;.

Catégorie 2: celles qui contiennent ;.

Il est clair que la catégorie 1 est égal®&?’) et que la catégorie 2 est en bijec-
tion avecP(Q?'), la bijection étant obtenue en ajoutant,; aux éléments d@(Q').
Comme d’aprés I'hypothése de récurrerR@’) a2V éléments, on en conclut que
P(Q) a2V + 2N = 2N+1 élgments, et la récurrence est étendue.

Proposition 2.2 Sif} est infini dénombrable, alorB(£) est infini non dénom-
brable.

Démonstration La démonstration est analogue a la démonstration de Cantor. Sans
perte de généralité on suppdletgal a 'ensembléN des entiers positifs ou nuls. Si

7



2.1. LESPACE Q EST FINI OU DENOMBRABLE.

X C N, on lui associe la fonction indicatricey définie surlN et a valeur$) ou 1 par
1x(k) =1sik € X etlx(k) =0sik ¢ X. Remarquons aussi gu'inversement, si une
fonction f définie surlN est & valeur$ ou 1, alors c’est une indicatrice d’ensemble,
c’est-a-dire qu'il existeX tel quef = 1x: il s'agitde X = {k € N; f(k) = 1}.

Montrons alors la proposition par I'absurde en supposantR((¢) soit dénom-
brable, c’est-a-dire qu'il existe une application bijective— X, de N sur P(N).
Alors la fonctionf définie surlN et a valeur$) ou 1 par

fk) =1-1x,(k)
est l'indicateur de quelque sous ensemiilede N et donc pour touk deN on a
]'Xn(k) =1- 1x, (k)7

ce qui est une contradiction ki= n.
Les probabilités sont alors décrites par le résultat suivant

Proposition 2.3 Soit2 un ensemble fini ou dénombrable. Soit- p, une appli-
cation def) dans les réelz 0 telle que

Pour toutd C €, notons alors

z€A

Alors (Q,P(€2),P) est un espace de probabilité. Inversement, toute probabilité
sur(2,P(2)) est du type précédent, avec = P({z}).

Remarque Si 2 est fini, la proposition est évidente. Qi est dénombrable, les
sommes ci dessus quaddest dénombrable ont la signification suivante: puisguest
dénombrable, on peut numéroter ses éléments, c'est-a-dire qu’il existe une application
bijectiven — x,, deN sur A. P(A) est alors défini rigoureusement comme la somme
de la sériey_ ", p.,, . Toutefois, ce nombre ne dépend queAdjeet non de la numéro-
tation particuliere ded choisie pam — z,,, grCce au théoréme suivant sur les séries,
gue nous admettrons, ainsi que la proposition elle méme:

Théoreme 2.4 Sila sériez;’fzo u, est absolument convergente de sonfinet si
n — o(n) estune bijection d& sur luiméme, alory """  u,(,) est aussi absolument
convergente et de somnse

Exercices sur 2.1.
1. SoitA > 0. Soit P la probabilité définie sufN,P(N)) par

A’n
A
P({n})=e e
Soit A I'ensemble des nombres pairs. CalculdrA). Soit N un entier, montrer

que
N

A
t
_ _ —t
P{0,1,....N}) =1 /Oe it

8
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2.2. LE CAS EQUIPROBABLE.

(Méthode: considérer les deux membres comme des fonctiohsalet on mon-
trera qu’elles ont méme valeur podr= 0 et méme dérivée).

2. Soit P la probabilité définie su(N*,P(IN*)) par P({n}) = 2~". Calculer la
probabilité de tirer un nombre > 3; un nombren multiple de 3; un nombre
dont le reste est 3 si on le divise par 4.

2.2 Le cas équiprobable.

Considérons le cas particulier de la Proposition 2.8:@iun nombre finiv = ||
d’éléments et ou tous les. sont égaux (et donc égaux aN.) Dans ce cas, sl C Q
ona

B H _ nombre de cas favorables

P(A)

|| nombre de cas possibles

Pour exploiter cette égalité, il est nécessaire de posséder quelques principes géné-
raux de dénombrement d’ensembles et de fonctions contenus dans les deux prochains
théoremes. SE et F' sont des ensembles, on note pax F' leur produit cartésien,
c’est-a-dire 'ensemble des couplesy) tels quex € E ety € F. On note parF'?
I'ensemble des fonctiong définies surE’ et a valeurs dang’. Si E est fini et est de
taille n = | E| et sik est un entier ave@ < k < n on note pafP;(E) I'ensemble des
parties deF de taillek.

Théoréme 2.5

1. Si E et F sontdes ensembles finis, alofsx F'| = |E| x | F|. Plus généralement,
siFy, ..., F, sontdes ensembles finj§; x- - - x F,,| = |F1|x---Xx|F,|. Ensuite
|FE| = |F||l. Enfin, sip = |F| > n = |E|, le nombre de fonctionmjectives
de E versF estp(p — 1)(p — 2) -- - (p — n + 1). En particulier, le nombre de
fonctions bijectives dé’ versE, appelées permutations @k est égal &!

2. Si E estfini et est de taille = | E| et sik est un entier ave@ < k < n alors

n! nn—1)--(n—k+1)
Pr(E)| =CF = = .
PeE) = On = Fe =1 Kl
Démonstration
1. La premiéere formule est évidente:ei, . .. e, €t fi,...,f, sont les éléments

de E et F, le nombre de couple&;,f;) estnp. L'extension an facteurs est
immédiate également. Cette extension est ensuite appliqguée au cas particulier ou
tous les ensembles; sont égaux au méme ensemBleSi |E| = n, il y a alors
bijection entreF'Z et F x --- x F (n fois). D'ou |FE| = |F| x --- x |F| =

|F|* = |F|I¥I. Quant au nombre de fonctions injectives, la formule donnée se
justifie facilement: on identifid’ & (1,2,...,n), et 'image de 1 peut occuper
positions, I'image de 2 peut occuper une ges 1 positions restantes, I'image

de 3 une de® — 2 positions restantes, etc. Faife = F pour le nombre de
permutations de&Z (on rappelle que $iFE| = |F| avecEF fini, alors une fonction

f de E versF estinjective si et seulement si elle est surjective).

9
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2.2. LE CAS EQUIPROBABLE.

2. Rappelons pour cette partie la formule de Pascal:

Proposition 2.6 Sik est un entieravet < k <nona

ci+ Ch =l

Démonstration

b1 ko n! 1 1] (n+1)! s
Cn +C”_(k—1)!(n—k)! [n—k—i—l—i_k}_k)!(n—i-l—k)!_c’““l

Pour prouver 2) on observe que c’est trivial pé&us= 0, puis on fixek > 0 et on
montre 2) par récurrence sur C'est trivial pourn = k. Supposons enfin 2) vrai pour
n et supposons qu& ait n + 1 éléments, qu'on prend égauxi®,...,n + 1 sans
perte de généralité. Soit audsi I'ensemble des premiers entiers. On partage alors
les éléments d@,(F) en deux catégories:

Catégorie 1: ceux qui ne contiennent pas 1.

Catégorie 2: ceux qui contiennentt 1.

La catégorie 1 est égalefd, (E’) et a donaC* éléments par I'hypothése de récur-
rence. La catégorie 2 est en bijection af&c 1 (E’) (enlevern + 1 a un membre de la
catégorie 2 pour avoir un élément®g_; (E’)) et donc par I'hypothese de récurrence
aCk~! éléments. La formule de Pascal montre alorsBuEE) aC’_, éléments et la
récurrence est étendue.

Voici un exemple d’application du théoreme précédent.

Proposition Anniversaires.n personnes sont réunies. Quelle est la probabilité que
au moins deux d’entre elles aient le méme anniversaire?

On formalise le probleme en le simplifiant un peu: on ignore d'abord le probleme
du 29 février, et on postule donc que I'espace des observablesest'” ol E est
I'ensemble des personnes et Buest I'ensemble degs = 365 jours de I'année: on
observe donc la fonctiofi € Q qui a chague personne associe son anniversaire. On
postule ensuite qu'on est dans le cas équiprobable, ce qui n’est qu'une approximation:
il y a plus d’enfants congus au printemps et en été qu’en novembre sous nos climats.
Finalement, il est plus facile de calculer la probabilité du complémenttide I'éve-
nementA "deux personnes au moins ont le méme anniversaire", car c’est la probabilité
gue la fonctionf soit injective. D’apreés le théoréme 2.5 1), c’est

P(AC)——365 365(365—1) - - - (365—n-+1) = H(l—— —epoIOg (1-).

Sin n’est pas grand, une évaluation approximative de cette somme se fait en remplacant
log(1 — x) par—= et en utilisant la somme d’une progression arithmétique étudiée en
Terminale

M |

n(n—1) ~n/2,

x~
Il
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2.2. LE CAS EQUIPROBABLE.

qui conduit a I'approximatiorP(A¢) ~ exp(—n/730). Pour voir par exemple pour
queln onaP(A°) ~ 1/2 on prendn ~ 1/7301og 2 ~ 23. Pour un calcul plus sérieux,
on peut utiliser I'encadrement poQr< z < 1 :

—r — <log(l—x) < —x—

X x .
2(1 — x) 2’
La majoration de droite se déduit du développement en série entiére, celle de gauche se
montre en étudiant la fonction+ ;=% +log(1 — ). On a aussi besoin de la somme

. . 2(1-xz)
des premiers carrés:

n—1

1
Z = 8n(2n —1)(n —1) ~n3/3,
k=1

qui s’établit par récurrence. $i < (n — 1)/365, alors—1/(1 — z) > —365/(365 —
n+ 1). D’ou I'encadrement:

nn-1) 1 nnr-1)2n+1) 1 365 <
2 365 6 2% 3652365 —n+1
nn—1) 1 n(n—1)(2n+1) 1
log P(A° - _— .
og P(A%) < 2 365 6 2 % 3652

Par exemple, sk = 35 on trouveP(A) = 0,186... Si 35 personnes sont réunies,
la probabilité que deux d’entre elles au moins aient le méme anniversaire est donc
0,813...

Le prochain théoréme sert en particulier a résoudre le probléme plus difficile du
calcul du nombre de fonctiorsurjectives

Théoréeme 2.7 (Principe d'inclusion-exclusion) Sait un ensembile fini et sojf
etg des fonctions réelles définies sB(E) satisfaisant pour toul C E :

fFA) =" 9(B).
BCA
Alors pour toutd C E :

g(4) =Y (~)I"MPr(B),

BCA

Démonstration SiC C A C E notons

FAC)= > (-pnslL

CCBCA

Si|A\ C| = n, puisque il y aCF parties ded \ C de taillek on peut écrird”(A,C) =

Y r_o(=1)kCE, qui est a son toufl + (—1))" a cause de la formule du bindme de
Pascal(a + b)" = > ;_,a" *b*CF. Donc sin > 0, c’est-a-dire siC # A, on a
F(A,C) =0.Sin = 0, c'est-a-dire siC = A onaF(A,C) = 1. Calculons alors le
second membre de I'égalité a démontrer:

D NMErB) =Y ()Y g(0) =

BCA BCA CCB

11
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2.2. LE CAS EQUIPROBABLE.

Y90 Y (—)AME = 3T g(C)F(AC) = g(A).

CCB CCBCA CCB
La premiére égalité exploite le lien entfeet g, la seconde inverse les sommations
par rapport aux indices de sommatignet C, la troisieme résulte de la définition de
F(A,C), la quatriéme du calcul dE précédent et fournit le résultat voulu.

Voici deux applications.

Proposition Nombre de fonctions surjectivesSi |E| = n > |F| = p, quel est le
nombre de fonctions surjectives devers F'?

Pour répondre on applique le théoréme précédent aux fongtiehg définies sur
P(F) ainsi: siA C F, f(A) = |A|™ est le nombre de fonctions dg vers F' dont
image est contenue dans (on pourrait donc dire tout aussi bien les fonctionsiie
vers A); etg(A) est le nombre de fonctions devers F' dont I'image est exactement
égale aA (on pourrait dire les fonctions d& vers A qui sont surjectives). On veut
donc calculeg(F).

Les hypothéses du théoréme sontremplies, on a bien erfefiet= >, -, g(B).
Par conséquent

o(F) = 3 (=) FI|BI" = Z P

BCF

Proposition Probleme des rencontresSi £ an éléments, combien y a-t-il de
permutationss de £ sans point fixe, c'est-a-dire telles que pour tgug E on ait

o(j) # 7.

On applique le théoréme précédent aux fonctigret g définies surP(E) ainsi:
siA C E, f(A) = |A]! est le nombre de permutations detelles que pour tout
j € A°onaito(j) = j, etg(A) est le nombre de permutations fletelles que pour
toutj € A€ onaito(j) = j et pour toutj € A on aito(j) # j. On veut donc calculer

9(E).
Les hypothéses du théoréme sont remplies, on a bien erfefiet= >, -, g(B).

Par conséquent
g(B) =Y (-1)"\FlB|I =
BCE

En:c,’j(—m-kk! =
k=0
n!;(—l)"_k(n ! 5"
:=0
n! Z(f

k=0

12
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2.3. LE SCHEMA SUCCES-ECHEC.

Si Q2 est I'ensemble des permutations Heet si il est muni de la probabilité équi-
probable, la probabilité pour qu’'une permutation aléatoire soit sans point fixe est donc

soit approximativement—! = 0,367... sin > 6.

Exercices sur 2.2.

1. Soitdes entiers tels qe< a < b < ¢. On tire de fagon équiprobable une partie
de taillea de I'ensemble des + ¢ entiers> 0. Calculer la probabilité pour que
0 d’entre eux soient- a; pour que 2 d’entre eux exactement soient.

2. Deux dés non pipés sont marqués sur leurs six faces 1,2,2,3,3,4 et 1,3,4,5,6,8
respectivement. On jette une fois ces deux dés et on not&;pla&vénement "la
somme des pointsdu premier dé et des pointgiu second est”. Calculer pour
k=23,...,12le nombreP(Ay).

3. 12 méchantes fées se penchent sur le berceau des quintuplés et attribuent chacune
au hasard a un enfant un défaut. Quel est la probabilité qu'il y ait au moins un
enfant parfait?

2.3 Le schéma Succes-Echec.

Le schéma Succés-Echec finBi une expérience a deux issues, arbitrairement
notées succekS) et échec(F) et si on la répéten fois, ce qu'on observe est une
suite de longueur. de S et de E. Pour modéliser cela, on introduit I'espace des
observable’ = {E,5}" formé de™ suitesw = (w1, ... ,wy,) OU lesw; sont égaux a
E ou S. On munit{) de la tribuP(£2). Quant a la probabilité, on se fixe un nombre
p tel que0 < p < 1 qui est la probabilité d’'un succés si on n'effectue qu'une
fois I'expérience. Introduisons alors I'importante quanfiiéw) définie ainsi: siv =
(w1,...,w,) € N alors X (w) désigne le nombre de succes que comprend la suite
Par exempleX (SSES) = 3, X(EEFEE) = 0. Pourw € Q tel queX(w) = k on
définit alorsP({w}) = p*(1 — p)»~*; Comme tout événement € P () est réunion
de singleton§w} deux & deux disjoints, cela suffit & défidi( A) et donc la probablité
P sur(2,P(Q2)).

Parmi ces évenements, les plus importants sonf}s= k} ( ceci est une sté-
nographie que nous utiliserons souvent pour écrire brievement I'événement
0 X(w) = k}). Voici leur probabilité:

Proposition 2.9 Pour le schéma Succeés Echec finiassocié a la probabditén
succes, sX est le nombre de succés ermexpériences, alors

P(X = k)= Cpp*(1 —p)" .

Démonstration NotonsA = {w € ; X (w) = k}. Définissons I'application de
AdansP;({1,2,...,n}) parw — {j; w; = S}. Il est clair que c’est une bijection;
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2.3. LE SCHEMA SUCCES-ECHEC.

donc d’aprés le Théoreme 2.5 bji| = C*. Enfin puisque tous legv} contenus dans
A ont la méme probabilitg* (1 — p)”~* on obtient

P(A) =) P({w}) = [Alp*(1 - p)"F = Chp*(1 —p)"*.
weA

Le schéma Succés-Echec infinll s'agit ensuite de modéliser le cas ou on veut
effectuer un nombre arbitraire d’expériences: par exemple on peut vouloir répéter les
essais jusqu’a ce qu'apparaisse 4 succes consécutifs. Une telle modélisation est im-
possible avec le schéma fini ci dessus, et on prend alors pour e3pde® observa-
blesI'ensemblg £,S}N" des suites infinies d§ et deE, en notant palN* 'ensemble
des entiers- 0. Il est clair que est en bijection avec les partiesNé, et donc d'aprés
la proposition 2.2) n’est pas dénombrable. Cela cause une sérieuse difficulté en ce qui
concerne la construction de I'espace de probabilité correspondant. On construit la tribu
A et la probabilitéP par un procédé d’approximation que nous décrivons maintenant.

Fixons I'entiern et définisson§)’ = {E,S}{1n} et = {E,S}{n+1n+2.3
de sorte quél = Q' x Q" et définissons la tribu suivante de partiesde

An={AXx Q" AePQ)).

Intuitivement, les événements dg, sont les événements ne dépendant que de ce qui
s’est passé jusqu’a l'instant En particulier, nous avond,, C A,,11.

Siv’' = (w1, ... ,wy) € Q' comprend: succeés, définissons la probabilRg({w’} x
Q") = pF(1 — p)"~*. Cela permet donc de définir la probabilf® sur A,,. Lespace
de probabilité(2,.4,,,P,) est presque identique a I'espace du schéma Succes Echec
fini décrit ci dessus.

Maintenant, notons

A = UnzlAn.

La famille A’ n’est pas une tribu, car ce n'est pas fermé pour la réunion dénom-
brable. Voici un contre exemple. Solt, 'ensemble des suites infinies comprenant
au moins un succes a l'instambu avant. Alors4,, est dans4,, et donc dansd’. Pour-
tantA = U, >14, n'est pas dans!’. En effet A est 'ensemble des suitesinfinies
comprenant au moins un succes. Mais il n’existe pourtant audehqueA € A, et
doncA ¢ A’. Réaliser cette chose subtile fait progresser dans la compréhension de la
théorie. On définit alors la tribi surQ) comme la plus petite tribu contenat.

Pour définir enfin la probabilit® sur .4, on fait I'observation essentielle suivante:
on a non seulemend,, C A, 1, mais de plus la restriction d&,,; au sous ensemble
A, de A, 1, qui était le domaine de définition d&, ., coincide aved,. Par consé-
guent, il existe une fonction univerself® définie surA’ telle que pour toutl € A’ on
ait P'(A) = P,(A) pour tous les: tels queA € A,,. A partir de ce point, les choses
cessent d’'étre élémentaires, et nous sommes obligés d’admettre le théoréme suivant,
dont la démonstration est donnée en troisieme année d’université:

Théoréme 2.10 Il existe une et une seule probabilRésur A telle que pour tout
Ae AonaitP(A) = P'(A).

On peut ainsi démontrer I'idée intuitive qu’un événement de probabilité strictement
positive, méme petite, finit toujours par arriver. Plus précisément,est 'ensemble
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2.4.LECASOU Q =R.

desw € {2 comprenant au moins un succeés, alB(sl) = 1. En effet, siB,, est I'en-
semble desy € Q) comprenant au moins un succés avant I'instaou a l'instantn,

alorsA = U,>1 B, et B, C B,1;. Par continuité monotone (Th. 1.3, (2)) on a donc

lim P(B,) = P(A). CommeP(B¢) = (1 — p)™ tend vers 0, on a le résultat. Plus gé-
néralement on peut montrer que toute séquarftee donnée a l'avance ( par exemple
SSEESSEESSEESSEE, ou le codage en binaire d’'une fable de La Fontaine) finira par
arriver. Plus précisément:

Théoréme 2.11 Soita = (ay,...,a,) € {E,S}" une suite fixée de longueurde
succeés et d'échecs, et soit

A={weQ; ilexiste N > 0avec wy41 = a1,. .. ,WN4n = Qn}.

Alors P(A) = 1.
Démonstration Soitk le nombre deS dans la suite:.. Notons

Ay ={w €0 wyy1 =a1,... WNtn = Qn}-

Alors P(Ay) = p*(1 — p)"~* par définition deP. IntroduisonsB,, = Uj";‘olAjn.
Alors B,,, C B, 41 €t

A= UNZOAN D B =Un>0Bm.
On a de plus
P(B;,) = P(N75 A5,) = (1= pP (L= p)" ™)™ —ce 0.

Par continuité monotone, on a doR¢B°) = 0. D'ou 1 = P(B) < P(A) = 1.

2.4 Lecasol)=IR.

Ce cas est naturellement le plus important de tous. La tribu mise sur R est la tribu
de BorelB définie a la section 1 comme la plus petite tribu contenant les intervalles
(ouverts, fermés, semi ouverts, demi droites) Parmi ses éléments, les boréliens, les seuls
gu’on aura concrétement a manipuler sont les réunions d’intervalles.

Pour décrire les probabilités s(iR,3), introduisons une définition importante:

Définition Soit F' une fonction de R dans ROn dit queF' est unefonction de
répartition si elle satisfait aux trois propriétés suivantes:

— F est croissante (au sens large);
— lim;— oo F(z) = 0 etlim, 400 F(z) = 1;
— F est continue a droite en tout pointc’est-a-dirdimy,~ o F(x + h) = F(z).

On a alors le théoréme fondamental suivant:
Théoréme 2.12 SoitP une probabilité sufR,B). Soit F'p la fonction réelle défi-

nie par
Fp(x) = P(] = 00,z]).
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2.4.LECASOU Q =R.

Alors F'p est une fonction de répartition. Inversement;'sst une fonction de réparti-
tion, alors il existe une et une seule probabilité @RyB) telle queFp = F.

Démonstration Siz < y, alorsA =] — co,z] C B =| — c0,y], et doncFp(z) =
P(A) < P(B) = Fp(y). Ensuite, si(x,,) tend vers—co en décroissant et sl,, =
| — 00,2y, alors A, D A,1; etn,>1 A4, = 0; par continuité monoton&(A,,) tend
vers0. Donclim,,_,, Fp(x,) = 0. Comme ceci est vrai quelle que soit la suitg)
tendant vers-oo en décroissant, on en dédliity, , ., Fp(z) = 0. De méme, s{y,,)
tend verso en croissant et 8,, =] — 00,y,,], alorsB,, C B,,4+1 etU,>1B, = R; par
continuité monotond’(B,,) tend versP(R) = 1 et on alim, .y, Fp(y) = 1.

Enfin, sih,, \, 0, soitC,, =]oco,z + hy,]. Alors C,, D C\41 €tN,>1C, =]oo,z].
Par continuité monotone on a dolgy,, ., + », F'(z + hy,) = Fp(zx), d'ou la continuité
a droite annoncée de la fonctidrp.

Nous admettrons la réciproque, qui est la partie difficile.

Commentaires: Ce résultat est assez rassurant: bien qu’on connaisse mal la tribu
B, et donc les probabilités définies dessus, il y a en fait bijection entre 'ensemble de
toutes les probabilités sur R et 'ensemble moins abstrait de toutes les fonctions de
répartition. Mais la démonstration compléte est réservée a la 3 éme année.

La fonction de répartition permet de calculer les probabilités de tous les intervalles.
Pour simplifier, adoptons la notation pour la limite & gauche €e la fonction crois-
santef’

Fx—0) = Jim Pz + ).

Proposition 2.13 SoitF’ la fonction de répartition d’une probabilifé sur (R,B).
Alors

— P(]—o0,z]) = F(x—0), P(Jz,+o0]) = 1= F(z), P([z,+o0[) = 1-F(z—0).
— Poura < b, P(]a,b]) = F(b) — F(a), P([a,b]) = F(b—0) — F(a —0).
— P(Ja,b]) = F(b—0) — F(a), P([a,b]) = F(b) — F(a — 0) et en particulier

P({a}) = F(a) - F(a—0).

Démonstration La premiére égalité s’obtient en considérant =] — co,z + h,],
ol h,, est< 0 et crd\t vers0. Alors A4,, C A1 etU,>1 4, =] — oco,z[. Par conver-
gence monotone I'égalité s’ensuit. Les deux suivantes s’obtiennent par passage au com-
plémentaire. La suivante découle de I'égalité

| — 00,b] =] — 00,a]U]a,b],
et du fait que au second membre les deux ensembles sont disjoints. De méme
] — 00,b[=] — 0,a]U[a,b]

fournit I'égalité suivante grace a la premiere égalité de la liste. Laissons les derniéres
en exercice.

Donnons maintenant des exemples de fonctions de répartition
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2.4.LECASOU Q =R.

Définition Fonctions de répartition a densité.Soit f une fonction positive dé-
finie sur R qui ait des discontinuités au plus en un nombre fini de paints as <
-+ < ay etquisoit telle que les intégralgs** f(z)dx convergent et satisfassent

N

i1
Z/ flz)de =1,
i=0 7 i
avec la conventiony = —oco etay 1 = +00.

On définit alors la fonction” par F'(z) = [*_ f(t)dt. Il est clair queF est une
fonction de répartition. Ici, elle est de plus continue et, d'aprés le théoréme fondamental
du calcul intégral, elle satisfait’ () = f(x) pour toutz ¢ {ay,...,an}. La fonction
f s’appelle alors lalensitéde la fonction de répartitio’.

Par exemplef; () = e~ 1*l, fa(z) = L2, fa(z) = 0siz < O et f3(x) =

L_e=*siz > 0, qu'il est plus rapide de définir par

Tz

f3(z) = \/%6711]0700[(33)7

oulg(xr) = 1siz € Eetlg(x) = 0 sinon: la fonctionlz s’appellera désormais
l'indicateur de I'ensemble E. Dernier exemple:

f4($) = 1[0’1] (CB)
Dans ces exempled] = 0 pour f; et fo, N = 1 pour f3 et N = 2 pour f;.

Il estimportant de ne pas confondre les deux fonctibret f. Pour les exemples ci
dessus de densités, les fonctions de répartition correspondantes seront respectivement

1 . 1 _,
Fi(z) = §€L pourz <0, Fi(z) =1-— 56_*,

1 1
Fy(x) = 5 + - arctan z,
Fy(z) =0pourz <0, Fy(z) =zpour 0 <z <1, Fy(z) =1pourl <z,
(F5(z) ne peut s’exprimer de fagon élémentaire).
Définition La probabilité §, de Dirac. Sia est un réel, il s'agit de la probabilité
sur R définie paw,(A) = 0sia ¢ A, etd,(A) = 1sia € A. Appliquant ceci a
A =] — o0,z], on obtient la fonction de répartition

Fs5,(z) =0pour z < a, F5, (x) =1 poura < z.

\oici son graphe
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2.4.LECASOU Q =R.

Sia = 0, cette fonction s’appelle I'échelon de Heaviside. Les travaux de 1894 de
cet ingénieur électricien sont a la source de la théorie moderne des distributions. Cette
théorie permet par exemple de donner un sens a la dérivation de la fonction ci dessus:
c’est la probabilité de Diraé, qui jouerait alors le role de la dérivée.

Définition Probabilité discréte sur un nombre fini de points. Soit N un entier
> 0, SOita; < ag < --- < ay des réels et sojty, ... ,py des nombres positifs tels
quep; + --- + py = 1. On consideére la probabilité sur R définie par

P :p15a1 + .. erNgaN.
En d’autres termes, sl est un borélien:

P(A) = p10a, (A) + -+ +pnday (A) = Y pj.

j;a]’GA
En particulier, siA =] — co,z], on obtient la fonction de répartition
Fp(z)= Y pj
jia; <=z

dont le graphe est celui d'une fonction en escalier croissante, ou le sayeshégal
ap;. Ce cas revient un peu au casf@un'avait qu’un nombre fini de points, puisqu’ici
P est concentrée syuq, . .. ,ax}.

Si on remplace la suite finie précédente par un ensemble dénombrable de R, I'ex-
tension est facile.

Définition Probabilité discréte. On s’intéresse a I'ensemble dénombrable formé
des points d’'une suitg,,) telle quea; < as < -+ < a, < --- et soitp,, des nombres
positifs tels queé>_ p,, = 1. On formera la probabilité” définie pour tout Borélien
A par

P(A) = an(san(A)>

dont la fonction de répartition est en escalier croissante vec une infinité de points de
discontinuités.

Définition Type mixte. On rencontre un peu rarement des fonctions de réparti-
tion de la formeF’ = AG + (1 — A\)H ou G est une fonction de répartition a densite,
comme vu a I'exemple 1, oli est une fonction de répartition d’une probabilité dis-
créte, comme vu aux exemples 2, 3 ou 4, ebcti A < 1. Si H a une discontinuité en
a de saup, alorsF' a une discontinuité emde sauf(1 — \)p.

Exercices sur 2.4.

1. Calculer la densité des fonctions de répartition suivantes:
Fi(z)=0siz <0etFi(x) =1—exp(—2x) siz > 0;
Fy(z) =0siz <1etFy(z) =1- % siz > 1 (avec a>0).

2. Calculer la fonction de répartition de la densité suivante:
flz)=1/2si-2<ax < -1, f(z) =1/2si1 <z < 2, et0ailleurs.
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2.4.LECASOU Q =R.

3. On note parfz| la partie entiere du nombre rée| c’est-a-dire I'entiern tel
quen < z < n + 1. Par exempld/2] = 1, [-/2] = —2, [3] = 3. On
considére la probabilité discréte de fonction de répartifidn) = 0 siz < 0 et
F(x) = 1— g7 siz > 0. Tracer le graphe d&'. Calculer les probabilités des
évenements suivants:

Ay ={0}, Ay ={1,2}, A; ={4,5,...}.
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Chapitre

Probabilités conditionnelles et
independance

Par Gérard Letac

3.1 Conditionnement

Définition Si (€2,.4,P) est un espace de probabilité, sBitc .4 un évenement tel
queP(B) > 0. On définit alors la nouvelle probabilités sur.A par

PB(A) = %a

gu’on note aussPg(A) = P(A|B), et qui se lit "probabilité ded conditionnée par
B", ou "sachantB", ou "sachant qué3 est réalisé".

(Q,A,Pp) est un authentique espace de probabilité, puisBe&)) = P(Q2 N
B)/P(B) = 1 etque, silegA,),>1 sont deux a deux disjoints et dads on a bien

1

PB(UnZlAn) = ﬁ

P(Uns1 (AN B)) = % S P(4,0B) = Y Pa(A,).

n>1 n>1

Il faut toutefois réaliser que la probabilif®z est concentrée suB et ne charge pas
Be.
Pour énoncer le prochain résultat, il est commode d’introduire un nouveau terme:

Définition une suite finig(B,,)_, ou dénombrabléB,,) > d’événements est
appelée ungartition de  si les B,, sont deux a deux disjoints et si leur réunion est
égale ).

Théoréme 3.1 Soit(2,.4,P) un espace de probabilité, s¢i8,,),,>1 une partition
de(2 finie ou dénombrable avee(B,,) > 0 pour toutn, et soitA € Atel queP(A) >
0.

1. SiP(B) > 0, alorsP(AN B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A).
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3.2. INDEPENDANCE D'EVENEMENTS.

2. (Principe des probabilités totaleBYA) = 3=, -, P(A|B,)P(B,).
3. (Formule de Bayes) Pour tokt

P(A|By)P(B)
>onz1 P(A|Bn)P(Bn)

P(BglA) =

Démonstration Cet énoncé est décoré du titre de théoréme plutdt par son impor-
tance pratique que par la difficulté de sa démonstration: pour le 1), utiliser la définition
de P(A|B). Pour le 2) observer que les N B,, forment une partition del et donc
d’apres I'axiome d'additivité?(A) = >, ., P(AN B,,) et terminer en utilisant le 1).
Pour le 3) on a

P(A|B,)P(By) = P(AU By) = P(BiA)P(A) = P(By]A) S P(AB,)P(B,),

n>1

successivement en utilisant deux fois le 1) puis une fois le 2). Le résultat est équivalent
au 3).

Exemple: Dans une population le nombre de chatains est de 50%, et le nombre de
blonds, de noirs ou d’autres couleurs est égal. La génétique nous apprend que les pro-
babilités conditionnelles pour qu’'un enfant soit chatain (événemgrgachant que
son pére est blond (événemeBj est P(A|B) = 0,2, et que de méme, avec des
notations évidente®(A|C) = 0,7, P(A|N) = 0,6 et P(A|R) = 0,1. Calculons
P(A) et P(B|A). Les événement®,C,N,R forment une partition ave®(B) =
P(N)= P(R)=1/6etP(C) = 1/2. Les probabilités totales donnent doR¢A) =
02x1/6+0,7%x1/240,6 x1/640,1 x1/6 =1/2etlaformule de Bayes donne
P(B|A) = P(A|B)P(B)/P(A) =1/15.

3.2 Indépendance d’évenements.

Parfois A et B sont tels quePz(A) = P(A): savoir queB est réalisé ne modifie
pas la probabilité del. Ainsi dans le schéma succes échec fini avee 2, 2 a 4 élé-
mentsSS,SE,ES,EE de probabilités respectivegp(1 —p),(1 —p)p,(1—p). SiB =
(SS,SE) est'événement: "le premier essai est un succed!' et(SS,ES) est 'éve-
nement: "le second essai est un succes" dor® = (S5), P(4) = p+(1—p)p = p,
P(B) =p+p(l —p) =p, P(AN B) = petdoncPg(A) = P(A). Cest le phé-
nomene essentiel pour les probabilités des évenements indépendants (qu'il ne faut pas
confondre avec les événements disjoints) et que nous allons définir.

Définition Soit{A;,...,Ax} une famille finie d’événements d’'un espace de pro-
babilité (22,.4,P). On dit que c’est unéamille indépendante( on dit parfois un "sys-
téme indépendant d’événements") si pour toute partie nonivke{1,2,... ,N} on
a

P(NicsAi) = [ P(A)).

el
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3.3. INDEPENDANCE DE SOUS TRIBUS.

Par exemple sN = 2, la famille d’événement§A, B} estindépendante si et seule-
ment siP(AN B) = P(A)P(B); dans le cas olP(B) > 0 il serait équivalent de dire
Pp(A) = P(A). On a coutume de dire par abus de langage 4t B sont indé-
pendants (abus, car I'adjectif qualificatif "indépendant” n'a de sens que s'il s'applique
a la paire) ou plus correctement qdeest indépendant dB, expression qui ne rend
toutefois pas justice a la symétrie de la définition d’ indépendance.

Si N = 3 lafamille d'évenement$A,B,C'} est indépendante si et seulement si

P(ANB) = P(A)P(B), P(BNC) = P(B)P(C), P(C N A) = P(C)P(A),
P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C).

Notez que la deuxieéme ligne n’est pas entrainée par la premié&pea 8ipoints 1,2,3,4
de probabilité 1/4 chacun, les 3 événemetits 1,2, B = 1,3 etC = 1,4 satisfont la
premiére ligne et pas la deuxieme: ils sont seulement deux a deux indépendants.

Si N est quelconque, il n’y a pour montrer I'indépendance 2tie- 1 — N éga-
lités a vérifier, puisque I'ensemble vide paliest exclu et que led’ cas oul est un
singleton sont triviaux. Notez aussi que I'ensemble vide et I'ensefaltent indépen-
dants de n'importe quoi et qu'une sous famille d’'une famille indépendante est encore
indépendante. Enfin, on convient de dire:

Définition Une familleinfinie d’événements eshdépendantesi toute sous fa-
mille finie est indépendante.

Comme exemple d'indépendance Neévenements, considérons dans le schéma
succes échec fini ave¥ essais un élément particulier= (a4, ...,a,) de, c'est-
a-dire une suite particuliére de succeés et d’échecs. Ndtoas X (a) le nombre de
succes que comprend la suiteSoit

Alors {Ai,...,An} est une famille indépendante. En effe{4;) = psia; = S
etl — psia; = E. De plus, par définition du schém&({a}) = p*(1 — p)"*
Commeni_, A; = {a} on a bienP(N}_,4;) = Hj.vzlP(Aj). La démonstration
pour n'importe quel sous ensemblest analogue.

3.3 Indépendance de sous tribus.

La notion précédente d'événements indépendants a I'avantage d’'étre élémentaire,
et les inconvénients de ne pas étre trés maniable et de ne pas refléter la réalité: I'intui-
tion nous fait plutot penser que c’est un groupe d'évenements qui est indépendant d’'un
autre groupe, plutét que deux événements isolés. Par exemple, il est facile de vérifier
gue siA est indépendant dB, alors A¢ est aussi indépendant d& La bonne notion
de "groupe" d’évenements est en fait celle de sous tribu. D'ou la définition suivante:

Définition Soit {A;,...,Ax} une famille finie de sous tribus d’un espace de
probabilité(2,. A, P). On dit que c’est untamille indépendantesi pour tousB; € A;
ona

P(BiNByN...NBy)=P(B;)...P(By).
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3.3. INDEPENDANCE DE SOUS TRIBUS.

(Plus la peine donc d’examiner tous les sous ensenibjésn fait, c’est une puis-
sante généralisation de la notion d’événements indépendants, d'aprés le théoréme sui-
vant:

Théoreme 3.2 Soientdy, ...,Ay des événements. Soient les tribus a quatre élé-
ments engendrées par lds:

A = {0,A4;,A5,0}.

Alors la famille de sous tribug. A, ..., Ay} est indépendante si et seulement si la
famille d’événement$A,, ... Ay} estindépendante.

Démonstration Pour=-, soit! une partie d¢1,2,...,N). Prenons alor®; = A;
sij € I et B; = Qsinon. Alors

P(Nie1Ai) = P(BiN By N...N By) = P(By)... P(By) = [ [ P(4)).
el

Bien qu’une démonstration par récurrence soit possible immédiatement pour la réci-
progue, nous attendons la section 5 pour avoir une démonstration plus simple.

Exercices sur la section 3.

1. Dans le schéma Succés Echec fini & N essais,on suppedg2 et on considére
les deux évenement$= que des succés ou que des échecB=epas plus d’'un
succes. Montrer qud et B sont indépendants si et seulemen¥si= 3.

2. On munit le segmenr2 = [0,1] de la probabilitéP telle queP([a,b]) = b —a
pour tout intervallda,b] C [0,1]. On considere les trois événements= [0,1/2],

B = [1/4,3/4], C = [3/8,7/8]. Quelles sont les paires d’évéenements parmi
A,B,C qui sont indépendantes?
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Chapitre

Image d’'une probabilite,
variables aléatoires

Par Gérard Letac

4.1 Fonctions mesurables

Quand en mathématiques une nouvelle structure est introduite, comme celle d’es-
pace vectoriel, ou comme présentement celle d’espace de probabilité, une démarche
féconde est de rechercher les transformations qui préservent cette structure. Pour les
espaces vectoriels, ce sont les applications linéaires. Pour les espaces de probabilité, ce
sont les "fonctions mesurables” qu’on va introduire dans un instant. Le cas particulier
important en sera les "variables aléatoires". Auparavant, adoptons la notation suivante:

Définition si E et F' sont des ensembles quelconqueg, st une fonction définie
sur E et a valeurs dang, et si enfinB est un sous ensemble dg 'ensembleA desz
de E tels quef () soit dansB sera désormais noté par= f~!(B). Nous I'appelle-
rons limage inversede B par f.

Insistons sur le fait qué n’est pas nécessairement injective ni surjective. On vérifie
facilement que:

Proposition Si B; et B, sont des sous ensemblesialors on a

ST BLUBy) = fTH(B1) U fH(By) et f7H(B1NBy) = f~1(B1) N f(Ba).

La méme propriété est vraie méme avec une famille infiniBde
Définition Soit alors deux espacés et 2;, chacun muni d’'une tribld et A,

et soit f une fonction définie suf a valeurs dan§); On dit quef est unefonction
mesurablesi pour toutB € A;, alorsA = f~1(B) est un élément dél.
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4.2. IMAGE D'UNE PROBABILITE.

Dans ces conditions, on voit facilement que:

Proposition L'ensemble des partied de la tribu$2 qui sont de la formg —1(B),
avecB € A, estune tribu. On la note parfofs (A, ). Commef est mesurable, c’est
donc une sous tribu d4.

Montrer qu’une fonction est mesurable est généralement facile grace au théoréme
suivant, dont la démonstration est hors programme.

Théoréeme 4.1 SoitF une famille de parties d€; telle que la tribu4; soit la
plus petite qui contienn&. Soit f une fonction de&? a valeurs dan§);. Soit.A une
tribu sur€). Alors f est mesurable pour ce couple de tribus si et seulement si pour tout
B € Falorsf~}(B) € A.

lllustrons ceci par un exemple important en I'appliquant au ca$Xd) = (Q;,4,) =
(R,B), pour montrer que

Proposition Toute fonction continug¢ de R dans R est mesurable

Démonstration Pour cela, on applique le théoréme au casfoast I'ensemble
de tous les intervalles ouverts: par définition de la tibde Borel, I'hypothése du
théoreme est vérifiée. Ensuite, on sait d'apres le cours d'analyse que I'image inverse
d’un intervalle ouvert par une fonction continue est une réunion finie ou dénombrable
d’intervalles ouverts, et est donc un borélien.

Démonstration La partie "seulement si" découle des définitions. Pour la partie
"si", 'art est de considérer la trib de parties dé) engendrée par tous lgs*(B)
lorsqueB parcourtF ainsi que

Ti={BCQ; f'(B)eT}

A son tour,7; est une tribu de parties g (ce point se vérifie directement facilement),
et elle contientF, et donc elle contient la tribu;. D’ou

fHT) D A = A
Mais comme par définition d&, on a
fTHT) T,

on en tire queZ = A, ce qui est I'égalité cherchée.

4.2 Image d’'une probabilite.

Définition  Si (©2,.4) est muni d’'une probabilité, alors la fonction mesurafle
permet de définir de facon naturelle une probabiftésur (€2;,.4;) ainsi: pour tout
Be A

Py(B) = P(f~'(B)).

La probabilitéP; ainsi fabriquée est appeléatiagede la probabilité” par la fonction
mesurablef. On parle aussi de la probabilifé transportée de P par f. On la note
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4.3. LES VARIABLES ALEATOIRES REELLES ET LEURS LOIS.

traditionnellement?; = f,P. D’autres la notent plus correctemeny —*, mais c’est
moins commode.

Cette fonctionP; sur.A; est bien une probabilité. En effet,
Pi(n) = P(f71 () = P(Q) = L;

De plus siB; et By sont des parties disjointes €, alorsf~1(B;) et f~1(B,) sont
alors des parties disjointes € Cela permet de vérifier facilement 'axiome d’additi-
vité dénombrable poup; .

4.3 Les variables aléatoires réelles et leurs lois.

Nous appliquons les concepts précédents, qui étaient bien abstraits, au cas ou I'es-
pace d'arrivé€,,.A;) est(R,B). Dans ce cadre, une fonction mesurable€x& va-
leurs dans R prend le nom dariable aléatoire réelleou devariable aléatoire si le
contexte est clair (on pourra ensuite considérer des variables aléatoires a valeurs dans
R ou dans R quand on aura précisé de quelle tribu équip&).R

Définition Unevariable aléatoire réelleest une fonction mesurable d’'une tribu
(©2,.4) dans la tribuR,B) ou B est I'ensemble des boréliens de R.

Plutdt que de noter la variable aléatojigla tradition est de la noter par une lettre
majuscule commé&. En dépit du nom de "variable aléatoire," qu’on garde pour des rai-
sons historiquesX est donc une fonction réelle définie gurL’avantage de travailler
dans R est que grace au Théoreme 2.12, on sait comment sont faites les probabilités
sur R et donc les probabilités transportées par les variables aléatoires. On abandonne
d’ailleurs également pouP; = X, P ce nom de probabilité transportée &epar la
variable aléatoireX, on la note plutdfx et on I'appelle ldoi de la variable aléatoire
X: c'est une probabilité sur R.

Définition Si X est une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabi-
lisé (22,.4,P), I'application Py définie de 'ensemble des boréliens8léans|0,1] par
Px(B) = P(X~!(B)) estune probabilité sur R appété de la variable aléatoire X.

Quant & la fonction de répartitiaFip,,, il est plus simple de la notéry. Donc on

a
Fx(r) = P({w € Q; X(w) < a});

ici encore, il est plus simple d’écritBx (z) = P(X < z).
Définition Si X est une variable aléatoire réelle, la fonctiBp définie sur R par
Fx(z) =P({we Q; X(w) <z})
est lafonction de répartition de la variable aléatoire X.

Enfin, v.a. est une abréviation courante pour "variable aléatoire".
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4.3. LES VARIABLES ALEATOIRES REELLES ET LEURS LOIS.

A propos du schéma Succes Echec fini d’ordfenous avons déja rencontré la
variable aléatoireX qui était le nombre de succés ahexpériences pour laquelle nous
avons vu queP(X = k) = Ckp*(1 — p)N—F. C’est donc dire que la loi d& est la
loi discréte concentrée sur les enti@rs, ... N et égale a

(L=p)Noo+ N1 —p)N"1pdy + -+ Cxp* (1 — )N o + -+ + pNén

(Rappelons qué;. est la probabilité de Dirac concentrée/én
Plus généralement;

Définition Soit(2,.4,P) un espace de probabilité. Une variable aléatdirsur(}
ne prenant qu’un nombre fini de valeurs< a2 < ... < ay sera ditéétagée.

Les partiesX ~!({a;}) = A; deQ sont des éléments dé, puisque leqa;} sont
des intervalles, d’un type un peu particulier, et donc des boréliensd} esnt deux a
deux disjoints, et si on introduit leurs indicateurs, on peut écrire

X=a11a, + - +anla,.
Sip; = P(A;) on voit que la loi deX est
Px =p1da, + -+ PNOay-

Une autre maniére de dire la méme chose est d’é€¥re = a;) = p; pour touty.

Il'y a un certain nombre de lois de probabilités qu’on rencontre souvent dans la na-
ture que nous pourrions présenter maintenant, mais il est préférable de définir quelques
caractéristiques des variables aléatoires avant pour pouvoir présenter une carte d’iden-
tité plus compléte de chacune de ces lois classiques.

Exercices sur la section 4.

1. Soit X une variable aléatoire de densité*~'1, ;;(z). Calculer limage de sa
loi parz — z/(1 — z). Méthode: calculer la fonction de répartition #fe =
X/(1 — X) et dériver celle ci.

2. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Cauchy, c’est-a-dire de densité

ﬁ. Calculer I'image de sa loi par— 1/x.
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Chapitre

L'espérance mathématique
d’'une variable aléatoire

Par Gérard Letac

5.1 Les variables aléatoires étageées.

Définition  Soit (£2,.4,P) un espace de probabilité. Désignons gdfensemble
de toutes les variables aléatoires réelles étagées défini€s surout élémentX de
£ nous associons un nombre appespérance mathématique dex, noté EX), et
défini ainsi: si la loi deX est

Px :p15a1 +"'“”pN(SaN;

alors
E(X)=piai + - +pnan.

En fait, £ est un espace vectoriel & — E(X) est une forme linéaire positive
dessus, comme le montre le théoréme suivant:

Théoreme 5.1 (Linéarité et positivité de I'espérance)

Si X etY sontdes v.a. étagées sumlors\X + Y, pour des réela ety, est en-
core une v.a. étagée. De plus$) X + pY) = AE(X) + pE(Y). Enfin E(X) > E(Y)
siX>Y.

Démonstration Introduisons les lois d& etY’:

Px =p10a, + -+ PNOay, Py = q10p, + -+ qrrdp,,,
nOtOﬂSXil({ai}) = A;, Yﬁl({bj}) = Bj et C,’j =A; N Bj etrij = P(CU) La

matrice(r;;) a pour somme des lignes le vecteur ligne, . . . ,gas) €t pour somme des
colonnes le vecteur colondépy, ... ,py). Les valeurs prises pa#f = A\X + pY sont
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5.1. LES VARIABLES ALEATOIRES ETAGEES.

lesci; = Aa; + pb; et commeZ 1 ({c;;}) = Ci; € A, on en déduit queZ est aussi

une v.a. Saloi est
Py = ZTij(ScU-»
ij

et est donc d’espérance

Z) = Z’I‘Z‘jcij = Z’Pi]‘(/\ai + /ij) =
ij

ij
AT r A6 Y i = AE(X) + pE(Y).
( J J i

Quant a I'inégalité, il suffit d'observer que(EE — Y) > 0 par définition de I'espé-
rance et d’appliquer ensuite la linéarité qu’on vient de démontrer.

Définition Variable aléatoire de Bernoulli. Un exemple particulierement simple
et important de v.a étagée est celui®ine prend que les valeurs 0 et 1, c’est a dire ou
la loi de X est

Px = (1—p)do + pd1,

oup € [0,1]. Sa loi est appelée urtei de Bernoulli. p est appelé Iparameétre de la
loi de Bernoulli.

Proposition L'espérance d'une loi de Bernoul de parametrg estp. Si X est
définie sur I'espace de probabili{@,.4,P), soitA = {w; X(w) =1} alorsX =14
est I'indicateur de4, et on a donc

E(14) = P(A).
Inversement, un indicateur a toujours une loi de Bernoulli.

Nous allons utiliser le théoréme précédent et les indicateurs pour terminer la dé-
monstration du théoréme 3.2. On veut donc montrer qug si A; = {0,4;,A45,Q}
et silesA; sont independants, alors

P(niL,By) = [T P(By).
On le montre en remarquant d’abord que dans les 4 cas possible€3poiliexiste
deux nombres; etb; tels que
1p, =a; +bj1Aj;

on prend en effet; = b; = 0 si B; estvidea; = 1, b; = 0 si B; est plein,a; = 0,
bj =1siB; = Aj,a; =1,b; = —1si B; = A§. D’ou le calcul:

N N
P(NL,B;) = E(H 1p,) = H aj +bjla,) [Z(H aj)(H bila,)] =
j=1 T

i=1 jere jer

ST e TenEQ ] 14) =D (T e (I bi)P(NjerAs) =
I I

jere jer jer jere jer
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5.2. ESPERANCE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE QUELCONQUE.

N N N

ST eI PA)) =[] (e +0,P(4))) = [ EQs,) = [ P(By).

I jeIe jerI jeI j=1 j=1 j=1

Dans cette chaine de 9 égalités, la premiéere, la cinquiéme et les 2 derniéres s’ap-
puient sur le fait que I'espérance de l'indicateur est la probabilité, la deuxieme sur la
definition desa; etb;, la troisieme et la septieme sur un développement algébrique;
enfin, surtout, la quatriéme s’appuie sur le théoréme précédent et la sixieme sur 'indé-
pendance ded ;.

5.2 Espérance d’'une variable aléatoire quelconque.

Toutes les variables aléatoires ne sont pas étagées, mais toutes sont approchables
par des v.a. étagées, et cela va permettre de définir 'espérance d’une v.a. quelconque.
Plus précisément, on a le théoréme suivant:

Théoréme 5.2 Soit(€2,.4,P) un espace de probabilité, ¥t: } — R une variable
aléatoirepositive Alors
1. Il existe une suite croissante de v.a. étagéés) telle X = lim,, 4 o0 X5,
2. Sila suite(X,,) ci dessus est telle que(K,,) soit bornée, alors le nombre
lim E(X,)=E(X)
n—-+00

ne dépend que d¥& et non de la suite particuliéfe(,, ), dans le sens que X, )
a les propriétés demandéegX,) au 1), alors la suite EX/,) a la méme limite.
E(X) est l'espérancale la variable aléatoire positive.

3. SiY est une autre v.a positive s(2,.4,P) telle queE(Y") existe, et six et i
sont des nombres 0, alors EAX + 1Y) existe et est égale¥E(X) +pE(Y).

4. Si0 < X <Y etsi EY) existe, alors EX) existe et EX) < E(Y).

5. SiX >0, alors EX) = 0 si et seulement si la loi d& est la probabilité de
Dirac en 0.

Nous omettons la démonstration, bien que celle ci ne soit pas difficile. Il faut insis-
ter sur le fait que I'espérance de cette v.a. positive n’existe pas toujours.

Ce théoréme définit donc(K) pour des v.a positives. Pour passer au cas d'une v.a
de signe quelconque, voici la démarche a suivre:

Définition On considére une v.& définie sur({2,.A, P) et on écrit cette fonction
dew € Q2 comme différence de deux fonctions positivés= X — X _, ola signifie
max(a,0) eta_ = (—a)4 (rappelons que celaimplique= a —a_ etla] = a;+a_).
Donc|X| = X4 — X_. On dira que EX) existe si, au sens du théoréme 5.2, 'es-
pérance déX| existe. Dans ces conditions, d'aprés le 2) du théoréme 5.X,, et
E(X_) existent, et on définit éspérance deX par B X) = E(X,) — E(X_).

On a alors I'importante extension du théoréme de linéarité et de positivité:

30

www.Zes-# athematiques.net



5.2. ESPERANCE D'UNE VARIABLE ALEATOIRE QUELCONQUE.

Corollaire 5.3 Soit(2,.4,P) un espace de probabilité, sdit 'ensemble des va-
riables aléatoires(’ sur cet espace telles qud E) existe (ou, de fagon équivalente,
telles que E|X|) soit finie). Alors£; est un espace vectoriel & — E(X) est une
forme linéaire sui’, telle que de plus EX) > E(Y) si X > Y.

Appliquons cela a deux cas particuliers importants, celuKogst discréete et posi-
tive et celui ou la loi deX a une densité.

Proposition 5.4 SoitX une v.a discréte avec

Px = ij5aj
j=1

ou Z;’;lpj = 1. Alors I'espérance deX, E(X) existe si et seulement si la série
>j=1 pja; estabsolument convergente. S'il en est ainsi, alors

E(X)=> pja;.
j=1

Démonstration Montrons le d’abord si les,, sont positifs ou nuls. Alors puisque
X = 372, a;14,, ou les évenementd; = {X = j} sont deux & deux disjoints
dans, il suffit de considérer la v.a. étagée, = Z;;l a;1a;, qui est nulle sur
U372, 1145, et qui définit une suite ayant les propriétés requises au théoréeme 5.2. Le
résultat est alors clair.

Si lesa, ne sont pas positifs on éciit, = (a,)+ — (a,)— et les deux séries
> =1 pilaj)+ ety 72 pj(a;) - convergent si et seulementsi ”, p;a; est absolu-
ment convergente. Cela permet de conclure facilement.

Proposition 5.5 Supposons que la loi de la va.ait une densit¢ avec un nombre
fini de points de discontinuités;, < ... < ay. Alors I'espérance d&, E(X) existe
si et seulement sffzo z f (x)dx est absolument convergente. S'il en est ainsi, alors

Démonstration Contentons nous de donner les idées de la démonstration guand
est positive et quand sa densjtést continue. L'extension aux hypothéses du théoréme
sera alors standard. On décolipe| enn2™ intervalles égaux par les pointg = 2ﬁ
aveck = 0,1,...,n2", on convientr,2n11 = 400 et on définit la variable aléatoire
étagéeX, = z, quandz; < X < xpy1. Ceci est bien une suite croissante et on a
bienlim, 1+ X, = X.

Si [, «f(x)dx converge, notons

n2™

D, = /0 af (z)de — E(X,) = Z/ (z — ap) f(x)dz.

k=0" %k
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5.3. THEOREME DU TRANSPORT.

Soite > 0. Il existe un entierA tel quefjO zf(x)dx < e. SoitalorsK tel quexx = A
et soitF' la fonction de répartition dé&. On partage alor®,, en deux somme4d,, et
B,,, avec

+oo
(x —z) f(z )d:cSQ/ xf(x)dx < 2,
Ja

Ik+1

Wz/

K— Ik+1
Z / (x —xk)f / F(z)dr + Z i1 — i) F(xp41),

la derniére égalité étant obtenue par intégration par parties en posantr — )

etv’ = f. Notons que les symbolesy et K sont des fonctions de. Sin tend vers
l'infini, (B,,) tend vers zéro, comme suite des différences entre une intégrale et les
sommes de Riemann de cette intégrale. On voit dond e tend vers 0. Le cas ou

Jo° @ f(z)dx diverge est similaire.

Exercices sur 5.2

1. Calculer I'espérance d’une variable aléatoire de loi

oo

4
Z n(n+1)(n+ 2)5"'

n=1

2. Pour quelles valeurs de > 0 la variable aléatoireX ayant pour fonction de
répartitionFx (z) = 1 — si x>0, etFx(x) = 0 siaz < 0, possede-t-elle

B (1+z)“
une espérance?

5.3 Théoreme du transport.

Il arrive souvent qu’on ait besoin de calculer, non I'espérance de la variable aléa-
toire X, mais I'espérance d'une fonction = ¢(X) de celle ci. Si on applique la
définition de I'espérance, cela suppose qu’on calcule la |&i dee qui peut étre trés
incommode. Le résultat suivant simplifie ce probleme.

Théoréme 5.6(du transport) Soit X une v.a. surI'espace de probabiljté,.4, P).
Soitz — y = g(z) une fonction mesurable de R dans & X est étagée ou discréte
et de loi

PX = ijéaja
J>1
alors I'espérance de X, ([lg(X)) existe si et seulement si
ijg(aj)
i=1

converge absolument et dans ce c#g(K )) est égale a cette somme.
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5.4. VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES ET ESPERANCE DU PRODUIT.

Si X aune densit¢, alors de méme Ej(X)) existe si et seulement si

| s@rteys

— 00

est absolument convergente, et dans ce ¢g$.E)) est égale a la somme de I'intégrale.

Démonstration On montre d’abord le résultat quadd est étagée, puis quadd
est positive en appliquant la définition de I'espérance d’une variable aléatoire positive,
et on passe facilement au caslest de signe quelconque.

Exercices sur 5.3

1. Soit une variable aléatoir& de densité} exp(—|z|). Soit = un nombre réel et
soit g(x) = exp(zz). Pour quelles valeurs deY = ¢(X) a-t-elle une espé-
rance? La calculer quand elle existe.

2. X une variable aléatoire de denské_; ;(z) et soitY = tan(3X). Etudier
de deux maniéres 'existence éventuelle d&'IE: soit a I'aide du théoréme du
transport, soit en calculant la densitéXepour cela, écrire d’abord la fonction
de répartition d&” puis dériver.

5.4 Variables aléatoires indépendantes et espérance du
produit.
Définition Soit (X1,...,Xy) une suite de v.a. suf2,.4,P). On se rappelle que
si B est la tribu de Borel, alors par définition des variables aléatdi’rj‘eé(B) = A,
est une sous tribu dd.

Nous dirons que c’est une suite de variables aléatoires indépendantes si la famille
de sous tribug A4, ... Ay} est unamille indépendante

Ceci entraine un fait simple et utile: si 165 sont des v.a. indépendantes, ef si
est une fonction réelle quelconque, alors¥es= f;(X;) sont des v.a. indépendantes
aussi.

Dans le théoréme suivant, qui sert a caractériser I'indépendance pratiquement, conten-
tons nous déV = 2 : la généralisatiorV > 2 est évidente.

Théoréme 5.7 SoitX etY deux variables aléatoires s,.4,P). Alors elles sont
indépendantes si et seulement si pour toesy réels on a
P(X <z;Y <y)=Fx(z)Fy(y) = P(X <z)P(Y <vy).

En particulier, si elles sont discrétes de lois respectives

Px =Y piba,, Py = _q;0,,

i>1 i>1
alors elles sont indépendantes si et seulement si pour tout cauplen a
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5.4. VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES ET ESPERANCE DU PRODUIT.

Démonstration Partie=- . Introduisons les événemems= {X < z} € X (B)
et B = {Y <y} € X~(B). Par hypothése ils sont indépendants.
Partie< . Elle n'est pas élémentaire et sera montrée en 3 éme année.
Toutefois, dans le cas discret de la seconde partie la démonstration directe est facile.

Voici enfin un théoréme d’une importance considérable.

Théoréeme 5.8 Soit(X,...,Xx) une suite de v.a. indépendantes &urA,P).
Alors le produitX; -- - X a une espérance si et seulement si chatjpe une espé-
rance. Dans ces conditions I'espérance du produit est le produit des espérances:

E(X: - Xn) = E(Xy) - E(Xp).

Démonstration On le démontre d’abord poW¥ = 2, et une récurrence permet de
passer au cas d€ quelconque. PouN = 2, notonsX = X; etY = X, pour simpli-
fier. On le démontre d’abord dans le casXtetY sont étagées. Ceci fait, on suppose
ensuite queX etY sont positives. Il est facile de construire deux suites croissantes
(X,) et(Y,,) de v.a. étagées qui sont de pindépendantesComme(X,,Y,,) est & son
tour une suite de v.a. qui croit vesY’, on arrive au résultat. Quant au passage au cas
ou lesX etY ne sont plus positives, il est standard.

Exercices sur 5.4

1. Soit X etY deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans les entiers
> 0 de lois respectives données gafX =n) = (1 —p)"petP(Y =n) =
(1 — q)"q, oup etq sont dang0,1[. Montrer & I'aide de la deuxieme partie du
Th.5.7quel = X — Y etV = min(X,Y’) sont indépendantes.

2. Soit une matrice carrée d'ordre 2 dont les coefficients sont des variables aléa-
toires indépendantes et de méme%éLl + %61. Calculer I'espérance du carré
du déterminant de cette matrice.
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Chapitre

Moments, fonctions
generatrices, transformeées de
Laplace

Par Gérard Letac

6.1 Moments et variance

Théoréme 6.1 Soit(2,.4,P) un espace de probabilité, et seitin entier> 0. Soit
L, 'ensemble des v.aX sur cet espace telles que I'espérance= E(X™), appelée
momentd’ordren, existe. AlorsC,, est un espace vectoriel, et on a

L1DLyD DL,

Démonstration Puisquef(z) = 2™ définit une fonction convexe sur la demi-
droite positive, on peut écrire pourety positif que
T+y 1

(

et donc|X + Y|* < (|X]| + [Y]))" < 2 }(]X|™ + |Y|™). Une autre méthode pour
obtenir cette inégalité est de montrer gue) = 2"~ 1(t" + 1) — (¢ + 1)™ atteint son
minimum sur|0, 4+ oo[ ent = 1 et de considérey(z/y).

Si maintenant les espérances &g et de|Y'|" sont finies, on en déduit d'apres la
fin du théoréme 5.2 que I'espérance|@e+ Y|™ est finie et queX + Y est dan<,,
quandX etY y sont. Enfin, pour voir que si I'espérance |d€|" est finie il en est de
méme poutX|*~! on utilise 'inégalité

X"t < 1 ]X
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6.1. MOMENTS ET VARIANCE

qgu’on vérifie immédiatement en étudiant les ¢a4 < 1 et |X| > 1. Le fait que
L,—1 D Ly s’en déduit.

Définition Le moment centréd’ordren de la variable aléatoir& est défini par
E[(X —m1)"*] oum; = E(X) .

Remarquons au passage que si le moment non centréxiste, alors le moment
centré existe, puisque c’'est I'espérance d’'un polyndm& ele degré: et qu’on vient
de voir que les moments de degré inférieur @xistaient.

Le cas particulier réellement important est le cascs 2.

Définition Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle le moment centré
d’ordre 2 deX lavariancede X, et sa racine carrée positivétart typede X, encore
appelé déviation standard. On note I'écart typeX ) et la variancgo(X))?2, ou plus
rarement/ (X).

Insistons sur le fait que I'écart type a la dimension de la variable aléatoire: si celle
ci s’exprime en centimétres, I'écart type s’exprime en centimétres et la variance en
centimetres carrés. Il faut connaitre les deux formules suivantes:

Proposition 6.2 SiX a un moment d’ordre 2, alors poinéel
a?(A\X) = N20%(X),
et Formule de Huyghens
o?(X) = E(X?) - (E(X))*.

En particulier,(E(X))? < E(X?), avec égalité si et seulement si la loi deest une
probabilité de Dirac.

Démonstration La premiére formule estimmédiate. Pour Huyghens:
o?(X) = E(X? —2m; X +m?) = E(X?) —2mE(X) +m? = E(X?) — (E(X))2

Ici on a utilisé le fait que I'espérance d’'une constante est la constante elle méme et
quem; = E(X). Quant & la derniére inégalité elle vient du fait qu’une variance est
toujours positive ou nulle. Si la variance est nulle, alors appliquant le 5) du théoréme
5.2 alav.a. positivé” = (X —m;)?, alors la loi deY” estd, et celle deX est dond, ,, .

Il'y a également a connaitre deux inégalités célébres:

Proposition 6.3Inégalité de Markov Si Y est une variable aléatoire positive ou
nulle dont I'espérance existe, alors pour tgut 0 on a

Inégalité de Tchebyche\Si X est une variable aléatoire ayant un second moment,
alors pour tout > 0 ona

P(X ~E(X)| 2 1) < 5o*(X).
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6.1. MOMENTS ET VARIANCE

Démonstration
EY)=EY1ly>, +Y1lyy) > E(Y1y>) >

E(yly>y) > yE(ly>,) = yP(Y > y),

ce qui est équivalent a I'inégalité de Markov en divisant les extrémitég.par
On applique ensuite Markovi = (X — m;)? et ay = t2. Comme

1
P(IX —mi| > 1) = P((X —m1)* > ?) < SE((X —m)?) = 50%(X),
l'inégalité de Tchebychev est aussi démontrée.

Finalement, la variance d’'une somme de variables aléatoires indépendantes est la
somme des variances. Plus précisément:

Proposition 6.4 Si X1,Xo,...,Xy sont des variables aléatoires indépendantes
ayant un second moment, alors

A X1+ + XN) =02 X))+ + 2 (Xn).

Démonstration Procédons par récurrence s\ir C'est trivial pourN = 1. Mon-
trons le pourN = 2. Notons pour simplifielX = X; — E(X;) etY = X5 — E(X>).
Tous deux sont d’espérance nulle. Alors

o} (X1 4+ X2) = E(X +Y)?) = E(X?) + 2E(XY) + E(Y?) = 0%(X1) + 0*(X2),

car EXY) = E(X)E(Y) = 0 en utilisant I'indépendance d& et deY. Ensuite,
supposons le résultat vrai a I'ordié — 1. Alors appliquant le résultat pody = 2 au
coupleX = X; +---+ Xy_1 ety = Xy, puis I'hnypothése de récurrence, on arrive
au résultat.

En corollaire, on a donc Ili faible des grands nombregui dit que en un certain
sens, si des variables aléatoires sont indépendantes et de méme loi, alors leur moyenne
arithmétique tend vers leur espérance commune. Plus précisément:

Théoréme 6.5 Loi faible des grands nombresSoit X;,X5, ... une suite infinie
de v.a. indépendantes et de méme loi, et possédant un second moment. Alors, pour tout
nombree > 0 fixé on a

lim P

n—oo

X '
(% — E(X,)| >6> =0.

Démonstration NotonsS,, = X; + --- + X,,. Alors E(S,,/n) = E(X) et

o*(Sn/n) = 0%(Sn)/n? = (0*(X1) + -+ + 0% (X)) /n® = *(X1)/n.

37

www.Zes-# athematiques.net



6.1. MOMENTS ET VARIANCE

Ici on a utilisé successivement les propositions 6.2 puis 6.4, puis le fait qi§ lesnt
de méme loi et ont donc méme variance. Appliquons alors l'inégalité de Tchebychev a
X = S, /netat = ¢ on obtient

X, 4+---+X,
p(|1++

_ E(X))| > e) < %a (X1),

qui tend bien ver$ poure fixé.

Commentaires: I'importance philosophique de la loi des grands nombres est non
négligeable: elle justifie la démarche que nous avons adoptée pour modéliser le calcul
des probabilités. L'idée d’expérience décrite au début de ce cours est la sélection d'un
pointw dans un espace d’observabiésmais par un procédé susceptible d'étre répété
ad libitum et dans les mémes conditions. Sbiine partie dé), comptons le nombre
de fois ouS est réalisé em essais, divisons ce nombre paet notons parf,, la frac-
tion, ou la fréquence, ainsi obtenue. Lidée de probabilité est basée sur la constatation
physique que la suite defs converge vers un nombi(S) qu’'on appellera probabi-
lité deS. Sila théorie est bien faite, c’est a dire si les axiomes sont bien choisis, on doit
retrouver cette constatation physique quelque part a I'état de théoréme dans la théorie
développée a partir de ces axiomes. C’est le cas. En effé},itdtial décrivantune
expérience est remplacé par un produit mI'[ffO 1 Q2; ou lesQ2; sont identiques af
initial, et sont les résultats possibles de I'expérience repetee a l'ipstaes points de
ce produit sont donc des suites infinies= (w;)52,. Quant a la probabilité sur le pro-
duit, elle est telle que toutes les fonctiofjgw) = w; soient indépendantes. Ceci fait,
notonsX;(w) = 1 siw; € S etX,;(w) = 0 sinon. On a une suite de v.a. de Bernoulli
indépendantes et de méme loi d’espérgneeP(.S). La loi faible des grands nombres
ditquef,, = L1(X; +--- + X,,) converge vers(S), dans le sens décrit au théoréme
6.5. Il existe un théoréme avec une conclusion plus précise, dppfiée des grands
nombresque nous exposons maintenant.

Théoreme 6.6 loi forte des grands nombresSoit X1, ...,X,,... des variables
aléatoires de Bernoulli indépendantes et de mém@lp pd;, avecd < p=1—¢g <
1. Alors

1
Pr(lim —(X;4+---+X,,)=p) =1

n—oo n

Démonstration Elle s’appuie sur le lemme de Borel:

Lemme de Lebesgu&i(A,),>1 estune suite d’évenements telle que.., Pr(A4,,)
converge, alor®r(Ng>1 Up>k An) = 0. =

La démonstration de ce lemme est & peu prés triviale: Puisque lgsuite ; des
restes de la série convergente tend vers 0 et que pour tout eotigpeut écrire

Pr(ﬂkzl Un>k An) < Pr Un>kAn Z Pr =Tk,
n>k

le résultat s’ensuit en faisant tendreers I'infini.
On se fixe ensuite un nomb¢e> 0 et on note pour simplifier

1
Un(e):Un:%(X1+"’+Xn)*p*€,
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6.1. MOMENTS ET VARIANCE

Anle) = A, = {U, > 0},
B(e) = {Timp_.osUy > 0}

Le point délicat de la démonstration est de montrer que pouktould il existe un
nombrer. = r €]0,1] tel queP(A4,,) < r™. Admettons ce point quelques instants et
achevons la démonstration. On remarque d’'abord que

Ne>1 Un>k A, = {Vk‘, In>k; U, > O}.
Un point subtil est ensuite I'inclusion d’événements:
{lim,, .o U,, > 0} C {Vk, 3In > k; U, > 0}

C {Vk,3n > k; U, >0} C {lim,, .U, > 0}.

Il n'y a jamais égalité dans ces inclusions: il suffit de penser auxX’gas= 1/n et
U, = —1/n pour s’en convaincre. Nous n’allons utiliser que la premiére inclusion.
Ayant admis quér(A4,) < r™ avecr €]0,1[, comme la série géométrique de raison
converge, le lemme de Borel est appliquable et on en déduiPgug(e)) = 0.

Ensuite on observe que i< ¢ < ¢ on aB(e) D B(¢'). Changeons un peu de
notation en écrivant pouN entierBy = B(1/N). La suite d’événement&8By ) n>1
est donc croissante. Mais comme tous I&g sont de probabilité nulle, on a encore
Pr(Un>1Bx) = 0. Analysons alors I'événementy > By. On a

— 1 1
UNZlBN = {HN, llmn*)ooﬁ(Xl + 4 Xn) >p+ N} =

— 1

{hmnﬂocﬁ(Xl +---+ X,) > p}.
Nous avons donc montré que

— 1

Pr(hmn_,ooﬁ(Xl +---+X,)>p)=0.

Appliquons ce résultat aux variables de Bernoilfj = 1 — X,,. Elles sont de loi
pdo + ¢d1 et doncPr(lim, o0 (X{ + -+ X],) > ¢q) = 0. Cependant (X{ +--- +

X;l)::lf%(XlJr...Jan)etdonC

1
Pr(li_mnﬁooﬁ(Xl +---+X,)<p) =0

L'union de deux évenements de probabilité nulle est nulle, le complémentaire de cette
union est de probabilité 1. Cela entraine:

_ 1 1
n n

Donc avec probabilité 1, les limites supérieure et inférieure sont égale€ast le
résultat annoncé.
Reste & montrer qu'il existe = r €]0,1] tel que

1
Pr(4,) = Pr(E(Xl +-+ X)) >pt+e) <1
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6.2. LES VARIABLES ALEATOIRES A VALEURS ENTIERES.

A l'aide d’'un nombres > 0 arbitraire, nous donnons d’abord une autre présentation de
cet événement:

1
Ay ={(=(X1+ -+ X)) > pt e} = {esXttX0) 5 gnlptey.
n

On applique alors I'inégalité de Markov (proposition 6.3ya= e*(X1++Xn) et
y = e**(P*9)_On en tire

Pr(A,)

IN

1

yE(Y)

_ efsn(ere)E(es(X1+~--+Xn))

=

=
(

.
e P (g 4 pe”))"
qefspfse +pesq756)n.

s(p+e)E(esX1 ))n
(

Insistons sur le fait que cette inégalité est valable pour ¢out 0. Observons alors
gu'’il existe des valeurs detelles ques — p(s) = ge P~ + pe®I—*¢ soit< 1. Une
maniére de le voir est de calculgf0) = 1 ety’(0) = —e. Cela entraine évidemment,
puisque—e = ¢'(0) = lims_o(1 — ¢(s))/s, qu'il existe sy > 0 proche de 0 tel que
r = p(sp) < 1. Commeyp > 0 cela termine la démonstration.

Exercices sur 6.1
1. Soit X une variable aléatoire telles q0e< X < 1. Montrer ques?(X) < 3.
Méthode: sim = E(X), écrire

Lo (X —m)P = (5w X (- X)

et prendre I'espérance de chaque membre.

6.2 Les variables aléatoires a valeurs entieres.

Nous allons nous concentrer pour un moment sur les variables a valeurs dans I'en-
semblelN des entiers> 0. Dans ce cas les moments seront plus faciles a calculer grace
a l'introduction de la notion déonction génératricele X :

Théoreme 6.6 SoitX une v.a. a valeurs dais de loi Px = Z:ﬁ% Pnon. ON
désigne parx (z) la somme de la série entiére

“+ o0
>_pn"
n=0

de rayon de convergence Alors
1. R > let,pourz| < lonafx(z) = E(z¥).
2. Pour toutr on ap,, = % )(?) (0). En particulier, la connaissance dig donne la
connaissance de la loi d€.
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6.2. LES VARIABLES ALEATOIRES A VALEURS ENTIERES.

3. Pour toutn le moment d’'ordren E(X™) existe si et seulement si la dérivée a
gauche d'ordre: au point 1 de la fonction — fx (z) définie suf—1,1] existe
et est finie. Dans ce cas,

E(X(X-1)- (X —n+1)) = )(;L)(l):ik(k71)~~(kfn+1)pn;
k=n

en particulier EX) = f4 (1), E(X?) = f%(1) + f&(1).
4. Si X1,X,,..., Xy sont des variables aléatoires indépendantes a valeurf\dans
etsiS =X, + Xy +--- 4+ Xy alors pourjz| < 1:

fS(Z) = fxl(z>"'fXN(z)7

c’est-a-dire que la fonction génératrice d'une somme est le produit des fonctions
génératrices.

Démonstration |l est clair que la série entiere converge paur= 1 puisque
::(’Jpn = 1 et donc quefx (1) = 1. Donc R > 1. Ensuite, si|z| = 1 la série
est absolument convergente. Pour le 2), cela découle du lien entre la formule de Taylor
et la somme d’une série entiere.
Le 3) est plus délicat. Nous le montrons paue 1. Le principe pour quelconque
est le méme. Supposons d’abord queXE existe, c’est-a-dire, d’apres la proposition
5.4, queZ:i% np, converge. Montrons qu’alors la dérivée a gauche en flxdexiste

et est finie. Celle ci est définie comme la limite quanctoit vers 1 de la fonction

Fx(2) = fx(1)  1—fx(z) <X 1-20 X -
XZZ—1X - 1—Xzz :nz:;)pnl—zz :;p”(1+2+~-~+z b

Orsi0<z<1lonal+z+---4+2""1 <n. Commezrfi‘(’J np,, converge la série

précédente converge normalement et sa limite est ptemdant vers 1 est (&).

Inversement, supposons que la dérivée a gauche en 1, fiptég existe. Appli-
quons le théoréeme des accroissement finis a I'interjallg et a la fonctionfx. Il
existe done: €]z,1] tel que

+o00
1- fX (Z) ! n—1
T1_. fx(c) = annc .
n=1
Ceci tend vers une limite finie sicroit vers 1 par hypothése. Il est clair puisquend
vers 1 avee, que cette limite est supérieure ou égale a toutes les sommes partielles de
la sérieZ:f(’) npn, Ce qui prouve que cette série converge. Enfin, trivialement,

+oo —+o0
ancnil S Z np'll’
n=1 n=1
ce qui montre finalement qué, (1) = E(X).
Le 4) est une conséquence immédiate du fait que stlesont indépendants, alors
lesz*i sontindépendants, et que I'espérance du produit de variables indépendantes est
le produit des espérances:

fS(Z) — E(ZX1+-.~+XN) — E(ZX1 . "ZXN) _
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E(Y) - E(2Y) = fx,(2) - fxy (2).

Commentaires: la démonstration du 3) n’est pas facife si 1, comme on I'a vu.
Si R > 1, c'est simple etimmédiat par le théoréme de dérivation d’'une série entiére a
l'intérieur de l'intervalle de convergence.

Nous étudions maintenant 4 exemples fondamentaux de lolN sur

Définition - Proposition‘ La loi de Bernoulli By ;,. | Pour0 < p < 1 c’estlaloi

Bip = (1 —p)do + pdy.

Sa fonction génératrice effz) = (1 — p) + pz, son espérance gsket sa variance est
(1=pp.

Définition - Proposition| La loi binomiale By p,. ‘C’est la loi du nombre de suc-
ces dans le schéma Succes Echec fiNi @ssais:

N
Bnp =Y Ch(1—p)N"p*s.
k=0

Sa fonction génératrice est d’aprés la formule du binofite) = ((1 — p) + pz)™.
Donc en prenant sa dérivée a I'ordre 1, son espérance esfi\jarguant a sa variance,
c'estN(1—p)p.

Onremarque que ¥ etY sontindépendantes et de lois respect®es, et By,
alors la loi deX + Y estBy.ar,,, cCOMme on le voit par la fonction génératrice.

Un bon moyen de retenir ces résultats sur la loi binomiale est d’observer que si
X1, ...,Xn sontdes variables aléatoires indépendantes de méme loi de Befhgylli
alorsS = X; + --- + Xy est de loi binomial&y,, comme on le voit par la fonction
génératricefs.

Définition - Proposition’ La loi de PoissonP,. [Pour) > 0, c’est la loi définie
par

Sa fonction génératrice egfz) = exp(A(z — 1)), son espérance et sa variance sont
toutes deux égales)a

On remarque que sX etY sont indépendantes et de lois respectigset P,,,
alors la loi deX + Y estP,,,, comme on le voit par la fonction génératrice.

La maniére la plus courante de rencontrer cette loi de Poisson dans la nature est en
tant qu'approximation de la loi binomiale. En effet, la suite de IBjg \ /v tend vers
P, dans le sens suivant: pour tout enfiesn a

1\}13100 Bnoyn({k}) = Pa({k}).
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Pour le voir, on observe que la suite du premier membre est

1 - D)V =

N(N—1)~--(N—k+1)(17i)fk&(lii)]\,
Nk N k! N’
Le premier produit tend vers, comme quotient de deux polynémes Nede degré
k ayant méme terme de plus haut degré. Il est clair que toute I'expression tend vers
?C—'fe—A si N tend vers l'infini, par la formule connuém v, (1 + %)N = expx.

Définition - Proposition‘ La loi de Pascal et la loi négative binomiale.Dans le
schéma Succes Echec infini, intéressons nous a la loi du temps d’dttehigremier
succes , soif; (w) = inf {n ; w; = S}. Laloi deT; se calcule facilement en remar-
qguant que dire qué; > n est dire que les premiers essais ont été des échecs, un
événement de probabilité — p)™. Donc, puisque

P(Ty=n)=P(T >n—-1)=P(Ty >n)=(1-p)" " = (1-p)" = (1-p)" " 'p,
la loi de T, diteloi de Pasca) ouloi géométrique est
Pr, =péy+ (1 =p)pda+ -+ (1 —p)" 'pbp + - -

Sa fonction génératrice est la fonction homographigugz) = ﬁ, sa

moyenne est/p, un résultat qu'il est bon de retenir. Quant a sa variance, ¢’€§t ) =
(1—p)/p*.

Si ensuite on s’intéresse au temps d'attefitedu k& ieme succes, il est intuitive-
ment clair, bien que pas si facile a montrer rigoureusement, que c’est la somime de
variables aléatoires indépendantes . . ,I;, de méme loi qué’: la v.a.l, représente
l'intervalle de temps entre lgs— 1 iéme etk ieme succés. La fonction génératrice est
donc fr, (z) = (%)k, la moyennek /p et la variance:(1 — p)/p?. Toutefois,
la loi de T}, est concentrée sur les entiers supérieurs ou égaypetiil y a avantage
en vue d’'une généralisation a considérer plutét la lofge- k, concentrée suN, de

fonction génératrice

fro—x(2) = (1_(14_10

p k _ - 1 k n_n

)Z) —;Hk(k+l)~-~(k+n—1)p (1—p)"z",
en développant selon la formule du bindbme de Newton. Cela entraine doncrgue si
k:

PT,=n)=PT,—-k=n—-k)= !k(k+1)~-~(n—1)pk(1—p)"_k:

1
(n—k)
Choipt(1—p)" 7,
une formule difficile a retenir.
Maintenant, on peut généraliser la loi flg — k& en remplagant le paramétre entier

k par le paramétre continu positif. L'interprétation probabiliste disparait, mais les
formules demeurent. On introduit donc la loi dite négative-binomiale définie par:
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Définition - Proposition ‘ La loi négative binomiale‘ est la loi N By , définie
pour) > 0et0 < p < 1par

o0 1 N
NBy, = Z H/\()\ + 1) (A +n—1Dp1—p)"s,.
n=0
Une variable aléatoiré&’ qui suit une telle loi est donc telle quersie N :

1
P(X =n)=—AA+1)--(A+n— Dp*(1—p)",
sa fonction génératrice egk (z) = (1_(1”7_[)”)’\, sa moyenne est(1 — p)/p et sa
variance esh(1 — p)/p>.

Exercices sur 6.2

1. Montrer que si deux dés sont marqués sur leurs fa@e%,4,5,6 il estimpossible
de les piper de sorte que la somXig- Y de leur points soit telle qUB(X +Y =
n) = i pourn = 2,3,...,12. Méthode: montrer que les fonctions génératrices
fx(z) et fy(z) sont telles quefx (z)/z et fx(z)/z sont des polynSmes ayant
au moins un zéro réel, et qye 1y (z)/2% n'a que des zéros imaginaires.

2. Une fonction génératricéy est telle quefx (z) = (1 — /1 — z)/z. Quelle est
la probabilité pour que&l’ = n? Est ce que EX) existe?

3. Soit X etY deux variables aléatoires indépendantes qui suivent des lois de Pas-
cal pas nécessairement identiques. bit min(X,Y). Calculer pour. fixé
P(X > n, P(Y > n), P(Z > n), P(Z = n). Montrer queZ suit une loi de
Pascal. Exprimer sa moyenne en fonction des moyennéseté”.

6.3 Transformée de Laplace d’'une variable aléatoire.

Théoreme 6.7 SoitX une variable aléatoire. Salty I'ensemble deg réels tels
queLx(z) = E(e*X) existe. La fonction: — Lx(z) définie surly est appelée la
transformée de Laplaocde X . Alors

1. L'ensemblel x est un intervalle contenaft

2. Si 0 est dans l'intérieur ddy, la transformée de Laplace est développable en

série entiere et les coefficients de cette série soritﬂl@io)/n! =E(X")/n!:

e n
Lx(z) = Z E(jj )z".
n=0
3. Si I estde longueur positive, la loi d€ est caractérisée par sa transformée de
Laplace. Plus précisément, k¢ N Iy est de longueur positive et Bixy = Ly
sur cet intervalle, alorX etY sont de méme loi.
4. Si X etY sont indépendantes, alofs.y = Ix N Iy et, pourz dans cet
intervalle:Lx v (2) = Lx(z)Ly (2).
5. Siaetbsontréels avee # 0 alorsl,x 4, = 11x €tLyx4(2) = exp(bz)Lx (az).
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Démonstration 1) Il est clair qued € Ix. Si0 < s < zousSiz < s < 0et
siz € Ix, montrons ques € Ix. Cela vient du fait quexp(sX) < 1 + exp(zX),
comme on le voit en examinantles 4 cis> 0 et X <0,z > 0etz < 0.

2) Si[—a,a] C Ix aveca > 0, alors commexp(a|X|) < exp(aX) + exp(—aX)
on en déduit que Eexp(a|X])) existe, et donc Eexp |zX|) existe pour toutz| < a.
D’ou pour un telz

(X2)"
n!

N n
n=0 :

N
E(exp(zX) — Z
n=0

=Xz N x |
E ( > | m' ) =E <exp|zX| -y | n!| ) = E(Yy).
n=N+1 n=0

La variable aléatoirdy décroit vers): un théoréme de 3éme année dit que cela
suffit pour entrainer quémy ... E(Yy) = 0; ce qui achéve la démonstration du 2).

La partie 3) est beaucoup plus difficile et nous admettrons ce résultat.

La partie 4) est une conséquence du théoréme 5.8 applijué & et a(X;,X>) =
(exp(zX),exp(zY)). La partie 5) estimmédiate.

A cause du 2) on appelle parfois la transformée de Laplafmlztion génératrice
des moment<C’est & éviter, pour ne pas confondre avec la fonction génératrice d'une
variable aléatoireX a valeurs dan®. D’ailleurs, pour un telX, les deux notions sont
reliées parfx (exp z) = Lx(z) et l'intérieur delx est alor§ — oo, log R[oU R est le
rayon de convergence de la série entiere de sorfynées transformées de Laplace
sont surtout utilisées pour caractériser des v.a. a densité. Nous en donnons 3 exemples
importants.

Definition - Proposition| La loi normale N,, ,-.|C’est la loi la plus importante

du calcul des probabilités. On 'appelle aussi une loi gaussienne, une loi de Laplace-
Gauss, ou encore une seconde loi de Laplace. 8iR et sioc > 0, elle est définie par
sa densité:

Le fait que ce soit une densité de probabilité n'est pas évident, car il faut vérifier
que l'intégrale de cette fonction 0 est 1. Si on 'admet pour le cas = 0 eto = 1,
on se ramene facilement a ce cas particulier en pasanatoy + m. Cette remarque
permet alors de montrer que la transformée de Laplace d’'une variable aléatbéae
loi Ny, est

]. oo ?/2 22
Ly (z) = E(e*") = E/ e T dy =e7.

Pour voir cette derniere égalité il suffit d’écrire que la densité/de est d'intégrale 1.
Remarquons que l'intervalle d’existence ést= R
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Ensuite, on remarque quelsiest de l0iNy 1, alorsX = oY +m estde loiV,,, ..
Pour le voir, il suffit d’écrire la fonction de répartition dé de la maniére suivante:

);

on dérive alors les deux membres extrémes de la ligne ci dessus: & gauche on obtient
la densité cherchée d€, a droite en utilisant le théoréme de dérivation des fonctions
2
composees et le fait que la densitéXdest par hypothés\yelzzﬂe—y?: ceci fournit pour
X la densité de la lolV,, ,- comme annonce.
Enfin, pour avoir la transformée de Laplace Xiea partir deY” on utilise le 5) du

théoréme 6.7 pour obtenir queXiest de l0iN,, ,2, alors

r—m r—m

)= Fy (

Fx(z)=P(cY +m<z)=PY <
o

o222

Lx(z) = exp( + mz).
On déduit du 2) du théoréme 6.7 qu'alor§E) = m et ques?(X) = o2. On
déduit aussi des 3) et 4) du théoreme 6.7 qu& siet X, sont des variables aléa-
toires indépendantes et de lois respectiVgs ,2 etN,,, .2, alorsX; + X, est de loi
N 2 2.

mi1+mz,07+03

A propos de fonction de répartition, il faut noter que la fonction de répartitide

la loi Ny 1, soit
’ o L[ e
) = —— e 2 ,
@=—=[ Fa

n'est pas élémentaire. Elle est tabulée dans tous les ouvrages.
On rencontre la loiVy ; dans la nature comme approximation de bien des lois. La
plus ancienne estdpproximation de Moivre Laplace de la loi binomiale
Théoréme Approximation de Moivre Laplace de la loi binomialeSi X est de
loi By ,, alors la loi de—2=22_ tend vers la IoiN, ; dans le sens suivant: pour tout
N,p» \/m 0,1 p

intervalle[a,b] on a
X-N Y L
lim P agipgb = — e 2 dy.
N—oo Np(1l—p) V21 Ja
Une autre présentation de ce théoréme de Moivre Laplace est donc

I
A}im P(a\/Np(l—p)—i-NpSX Sb\/Np(l—p)—l—Np) = —2/ e” T dy.
—00 / T Ja

C’est dire queP (a«/Np(l —p)+Np< X <by/Np(l-p)+ Np) est approchée
par®(b) — ®(a). Cette approximation est & la base de la statistique.

La démonstration de ce résultat n’est pas élémentaire. Toutefois, I'usage des trans-
formées de Laplace le rend plausible; avec le théoréme 6.7, partie 5):
-N 2
L oxonp (2)=(1—p+p P N exp =,

z
)N exp
N7 VNp(1—p) VNp(1 —p) 2

par un calcul de développement limité.
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Définition - Proposition ‘ Les lois gammay, 4. | La loi exponentielley; , de
moyenneg est la plus importante des lois a densité aprés la loi normale. Elle est
concentrée sur la demi droite positive, sa fonction de répartition est jporr 0
F(z) =1—exp(—x/q) et en dérivan¥’, sa densité est

1
aexp(_x/q)1]0,+oc[(x)'

On la rencontre dans la nature car c’est une loi sans mémoifé:ssiit une loi
exponentielle de moyenngeet siz ety sont> 0, alors
PX>z+y) 1-F(z+y)

P(X >a+ylX >y) = PX > ) == Fly) =exp(—z/q) = P(X > x).

Par exemple une ampoule électrique ne s'use pas, et le fait que nous sachions qu’elle a
déja duré un tempg ne nous donne aucune information pour savoir si elle va durer au
moins un temps a partir de maintenant.

La transformée de Laplace d'une variable aléatdirele loi exponentielle existe
surlx =] —oo,1/q| etest égale & x(2) = 1= Ceci montre avec le théoreme 6.7,
2), que EX) = ¢, E(X?) = 24 et, par la formule de Huyghens, qué(X) = ¢°.

Si p est un nombre entier positif et &y, --- ,X,, sont des v.a. indépendantes et
de méme loiy, 4 , la transformée de Laplace d& + - - - + X, est dong quz)P sur
] —00,1/¢q[. Comme la transformée de Laplace détermine la loi, il suffit de montrer (par
une intégration par parties qui permet de faire une récurrenge sue

1
1—g¢qz

“+o0
! )!/0 exp(zx — x/q)q PaPtde = ( )P

(p—1

pour en déduire que la densité e + - - - + X, est

: /+oo exp(—2/q)q P2 1) 4 ool (2) :
(=11 Jo el
c'est la densité de la lgj,, 4.

En fait, comme pour la loi négative binomiale qui a été obtenue par une interpola-
tion des entiers, il est possible dans laigi, de remplacer le paramétre entier par le
parameétre > 0. Pour cela on introduit une importante fonctiondappelée fonction
Gamma d’Euler et définie popr> 0 par

+oo
I'(p) = / exp(—x)zP~tda.
0

Une intégration par parties montre D& + 1) = pI'(p). Commel'(1) = 1 on en tire
que sip est entiel’(p) = (p — 1)!: cette fonction Gamma interpole les factorielles.
On definit alors la loiy, , pourp > 0 non nécessairement entier par sa densité :

1 [*e° p p—1
f/o exp(—z/q)q Pz 1) 4 o0( (@)

gui a pour transformée de Lapla@e_lﬂ)p. On déduit de cette transformée de Laplace
gue la moyenne egly et que la variance egty?. On appellep le paramétre de forme
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et ¢ le parameétre d’échelon. En effet, on voit facilement, soit avec les fonctions de ré-
partition, soit avec les transformées de Laplace, que sbt de loiy, ; alorsgX est

de loi~, ,. Changeg est un simple changement d’unités de mesure, changjesinge

de fagon importante l'allure de la densité.

Définition - Proposition | La loi uniforme sur [a,b]. ‘ CestlaloiUy, ), de den-

sité -1, ;) (x). Sa fonction de répartitiod'(z) est nulle siz < a, égale &=2 si
x € [a,b] et égalel six > b.

Il est facile de voir que sX est de loiU ;j alorsY = a + (b — a) X est de loi
Ula,p) (0N dit aussi qué” estuniformeément répartisur [a,b]). La transformée de La-
place n'est pas spécialement remarquable. Py, c’'estL(z) = %(ez —1)siz#0
etL(0) = 1 Le moment d’'ordre: pourUj, ;) S’obtient directement a partir de la défini-
tion: c'estl/(n+1). Les variables uniformes sont intensément utilisées en simulation.
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Chapitre

Appendice 1: Grandes
déviations

Par Gérard Letac

SiXy,...,X, sontdes variables aléatoires indépendantes et de méme loi, de moyenne
m et telles qu'il existex > 0 avec E(e"'Xn‘) < o0, etsionnotes,, = X1 +---+ X,
le théoréme suivant calcule powr> m le nombrelim,, o, (Pr(S,, > na))'/™.

Théoréme Soit 1 une mesure positive sur R non concentrée en un point et telle
que l'intervalle ded réels satisfaisank(f) = [~ e?u(dx) < oo ait un intérieur
© non vide. On considere la fonction strictement convexeségale & = log L et
l'intervalle ouvertM = k'(©), et on note pat) : M — © la fonction réciproque de
K.

Soitm = K'(6) fixé dansM et X, ...,X,, sont des variables aléatoires indépen-
dantes et de méme lef*=*(%) ,(dz). Soit enfina € M avecm < a et les nombres

Uy = Pr(%(Xl +--+X,)>a)
hma) = — [ (a— o) (@)de = a(p(m) — p(a)) + k@(a)) — k(b(m)).

Dans ces conditions on a
1. (Inégalité des grandes déviationéi” < ehlmia)
2. (Théoréme des grandes déviatiohig),, u}/" = eh(m.a),

Commentaires: 1) Une insupportable confusion régne dans la littérature d’enseigne-
ment concernant ce résultat, dd a Cramer (1938), principalement a cause de ses géné-
ralisations & des hypothéses plus faibles (et peu intéressantes) dans R ainsf qu'a R
ou les résultats n’ont pas I'harmonie du résultat ci dessus.

2) Dans sa présentation, le théoreme fait jouer un réle symétrique a toute la famille
de lois de probabilitég’ () ;i (dx) quandd varie dansd. Cette famille est appelée
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une famille exponentielle naturelle engendrée jpahttention, ;. n'est pas uniquey’
engendre la méme famille exponentielle, c’est a dire le ménsemblale probabili-

tés, indépendamment du paramétrage, si et seulement si il exésteréels tels que

W' (dx) = e®@*y(dx). Il est clair que la loi d’une variable aléatoire réeNetelle qu'il
existear > 0 avec He®X!) < oo appartient & une famille exponentielle naturelle: il
suffit de prendre poui la loi de X. Toutefois, pour la loi d&C donnée, souvent avec un
paramétre, il n’est pas toujours apparent de relier cette loi avec la famille exponentielle
alaquelle elle appartient. Par exemple la loi de Berndulh p)dy + pd; appartient &

la famille exponentielle engendrée par= o + d; : prendrep = 55.

3) Implicitement, I'énoncé utilise des résultats simples comme le fait@seit
un intervalle et comme la convexité de qui se démontrent comme le 1) et le 6) du
théoréme 6.7 du cours de Deug. De plus, il est facile de voir que avec les notations du
théoréme, I'espérance das estm = k’(6) et leur variance est”’(6) = 1/¢’(m).

4) La partie 2) du théoréme est plus difficile. La partie 1) est comme on va le
voir amusante et élémentaire. Elle fournit une démonstration de poche de la loi forte
des grands nombres qui affirme queXsi,...,X,,... sont des variables aléatoires
indépendantes et de méme loi de moyennealorsPr(lim,,, S,,/n = m) = 1. Si
on fait I'hypothése suplémentaire de I'existence de moments exponentiels, c’'est a dire
qu'il existea > 0 avec Ee®¥») < oo, alors l'inégalité des grandes déviations et le
critére de Cauchy, du fait qugm,a) < 0, entraine que la sérig’ u,, converge, et on
procede alors comme au Théoréme 6.6 du cours pour conclure avec le lemme de Borel.

5) Travaux pratiques: Voici quelques mesugeslassiques, et les lois et les fonc-
tionsh(m,a) qui vont avec.

Loi de Bernoulli: 1 = &y + 61, L(A) = 1+ €%, © = R, k(0) = log(1 + ¢%),
K(0) = 5o, M =)0,1[, $o(m) = log 12 k(1(m)) = —log(1 — m) et

1+ef?

a 1—a
h =alog — 1—a)l
(m.a) = alog - + (1 - a) log -

Loi de Poisson:p = >°°° L6, L(0) = expe?, © = R, k() = €, k'(0) = ¢,

n=0 n!

M =]0,00][, ¥(m) = logm, k(xp(m)) = m et

h(m,a) = alog % +a—m.

Loi gamma: Soitar > 0iX€. pu = 11552 1jo o (2)d, L(0) = gy Si0 € © =]
00,0[, k(0) = alog(—0), k'(0) = <5, M =]0,00[, (m) = =2, k(¢p(m)) = alog &

et

Loi normale: Soito > 0 fixé. yu = ﬁ exp(—%)da:, L(0) = exp(%5—-), © = R,

k(0) = ZE K (0) = 020, M = R, v(m) = 2 k(yp(m)) = 2%, et

Démonstration de I'inégalité des grandes déviationsNotonsS,, = X; +--- +
X,. Pour toutt > 0 tel qued + ¢ € © I'astuce est d’observer que les deux événements
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{S,/n > a} et{e! > emt} sont les mémes (comme & la Prop. 6.6). On écrit, &
I'aide de I'inégalité de Markov (voir cours de Deug, Prop. 6.2) appliqu¥e=a e*S»
etay = e™e:

Uy = Pr(ets" Z enta) S e—ntaE(etSn) _ [e—taE(etXl )]n — [e—taL(e + t)]n.

L(9)
Doncuy/™ < e~tatk(6+0)—k(9) Observons ensuite que— —ta + k(0 +t) — k(0) est
convexe sur l'intervalle ouveft-6 + ©)N|0,00[ et que sa dérivée s’y annule au point
t =Y(a)—1(m), c’'estadire tel qué’ (6 +t) = a. Lavaleur de-ta+k(6+t)—k(0)
en ce point est exactementm,a) et le résultat est montré.

Démonstration du théoréme des grandes déviationsOn pose désormais =
¥(a) > 6. Avec cette notation, on remarque que

h(m,a) = —a(r — 0) + k(7) — k().

L'astuce de Harald Cramer ici est d'introduire les variables aléatdires. . .Y, in-
dépendantes et de méme ¢6¢—*(7) ;(dz) Si on a lu le commentaire 2, on remarque
gue cette loi appartient a la méme famille exponentielle naturelle que la loKdes
L'espérance d&; esta = k'(7). On pose ensuit¢/,, = Y1 +---+Y,, V,, = U, —na
etv, = E[e‘(T—e)anvnzo]. L'espérance dé/,, est zéro. On montre alors l'identité

remarquable
Uy = enh(m,a)vn‘

Pour le voir, on introduit la mesure positiyg, sur R égale a la iéme puissance de
convolutiony*”, c'est a dire de transformée de Laplak@)”. La loi de S,, est donc
e?s—nk(®) . (ds), comme on le vérifie en calculant la transformée de Laplace de cette
loi et en voyant qu’elle est égale a celle §g soit

E(cS) = <L(L9(;L)t)>” _ onh(0+t)—nk(6)

pour toutt € —6 4+ ©. De méme, la loi dé/,, este™ ~"*(") . (du). Par conséquent

enh(m,a) E[e*(T*G)Vn 1Vn20]
en[h(nz,a)+(7—0)a} E[e—(T—G)Un 1U,,L2na]

= e"[k(f)_kw)]/ e_(T_g)ueTu_nk(T)Nn(du)
_ / RO 1y (du) = Pr(S, > na) = uy,
na

et lidentité annoncée,, = ¢""("*)y, est montrée. On peut remarquer qu’elle nous
donne au passage une seconde démonstration, moins élémentaire, de la partie 1, puisque

trivialementwv,, < 1. Cette partie algébrique étant faite, pour voir que la limite.§&
este"(™) il suffit de montrer quéim,, .. vi/™ = 1. C'est la partie plus difficile.

Commencons par un lemme classique:

Lemme Si f est une variable aléatoire positive alors I'ensemblesdeR tels que
E(f*) < co estun intervalld ets — [E(f*)]*/* est croissante s(,co[N].
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Démonstration du lemme:On pourrait utiliser une inégalité classique de Holder.
Utilisons plutdt ici I'outil familier de la convexité du logarithme de la transformée de
Laplace. Soif1—p)dy+pr(df) laloi de f avecv(df) probabilité sut0,00[ et0 < p <
1 (tout est trivial sip = 0). Soit u(dz) I'image dev(df) par f — = = log f. SoitT
la transformée de Laplace gesoit7 son domaine de finitude et soits) = log T'(s).
SurT ona Ef*) = pe!®). Enfin si0 < s < s; sont dand, commet est convexe on a

Commet(0) = 0 (cary est une probabilité) on obtient qde(s) < -t(s1). Comme

1 1 1 1
pe = exp(; logp) < eXp(g logp) = p°1,
le lemme est montré.

Achevons alors la démonstration du théoréme. On pose

A= {Va 20}, By={e Wt > 0y
On a alors

e () @ 1 ® 1
oS e Ve ]S SPr(AuNBy) = S(Pr(A,) = Pr(By)).

Dans cette chaine d'inégalités, (1) vient du lemme appliqfié=a e~ ("=)Ve1y, 5

et au couples; = 1 ets = 1/n3/, (2) est linégalité de Markov appliquée¥a =
fn_g/4 ety = 1/2, et (3) vient du fait que sk et B sont deux évenements alors
A C (An B)U B etdoncPr(A N B) > Pr(A) — Pr(B). Faisons alors tendre
vers l'infini. D’aprés le théoréme central limite, la loi d& //n tend vers une loi
normale centrée. On en déduit qie(A,,) tend versl/2 et, puisqueB,, est aussi

B, = {% > (fﬁj)n1/4}, on en déduit quéPr(B,,) tend vers). Par conséquent,
3/

la limite inférieure dev™ ! est> 1/4. Mais lim inf # logv,, > —log4 entraine
naturellement quém inf £ log v,, > 0. Commelogv,, < 0 la limite de L log v,, est
bien 0 et le théoréme des grandes déviations est démontré.
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Chapitre

Appendice 2: Convergence des
lois binomiales vers la lol de
Poisson

Par Gérard Letac

Cet appendice montre une chose peu connue: c’est que la suite des lois binomiales
de paramétres convenables converge vers une loi de Poisson, non seulement faible-
ment, mais aussi au sens de la convergence en norme de mesures. Cet appendice peut
intéresser aussi les étudiants d’agrégation qui ont a traiter du sujet “lois binomiales,
lois de Poisson”.

Adoptons les notations suivant@g: désigne la masse de Dirac ensim > 0, on
définit la loi de Poisson de moyennepar

n:

[ele} _mmn
pm(dx) = Z e " —0p(dx)
n=0
et si0 < p < 1 on définit la loi de Bernoulli de moyennepar
bl,p(dﬂf) = (1 —p)do(dﬂ?) +p(51(da:).
Sin est un entier> 0, on définit la loi binomialé,, , comme la niéme puissance de

convolution de la loi de Bernoulli:

bn,p(dz) = (b1,)"" (dz) = ((1 = p)do + pd1)™"(dw) = Y Cr(1 — p)" *p*op(da).
k=0

C’est un résultat simple et important que de constater que la suite de probabilités
n,m/n)n>m n- = vy
(br,m/n) converge faiblement veys,,. En effet sin > k, alors

cx(1-2) (2"

est une fraction rationnelle enet 'examen des termes de plus haut degré au numéra-
teur et au dénominateur montre que

n—k k
lim CF (1 — T) (@) —emL

n—-+400 n n
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Toutefois, un résultat plus fort est vrai, puisque en ait,,, /,,)»>m converge forte-
ment verg,,. S'agissant ici de probabilités concentrées sur I'enseiNbikes entiers,
cette convergence forte est une convergence H&h¥§) et revient a affirmer que

n

. m\"—k rmyk P =, mF
I =l =32 1C0 (1= 2) (T) e+ X ey
k=0 k=n+1

n
tend vers 0 sh — +oo. Nous allons montrer ce résultat de deux maniéres. Celle de
Le Cam(1960) est courte et utilise une ingénieuse idée de couplage. Celle de Prohorov
(1963) donne plus d'informations en montrant §ég ., /», — pm || €St €quivalente a un
¢(m)/n et calcule explicitement(m).

Théoréme 1:(Le Cam) Sin >m > 0o0na

4m?

Démonstration Posons pour simplifiep = m/n €]0,1] et considérons des va-
riables aléatoire6X;,Y1), . ..,(X,,Y,) deN? indépendantes et de méme #oj, défi-
nie par

my(0,0) e ?—p+pe?

mp(0,1) = p—pe?

myp(1,1) pe P

mp(n,0) = p—'e*p sin > 2,
n!

etm,(a,b) = 0 ailleurs. Alors on constate facilement qig suit une loi de Pois-
son et queY; suit une loi de Bernoulli, toutes deux de moyenndlles ne sont pas
indépendantes, et satisfont a I'inégalité

Pr(X; = Y;) = mp(0,0) + mp(1,1) = e —p+2pe " > 1 - 2p°,

héritée du fait que—? > 1 — p pour tout réelp. Notons pour simplifietX = X; +
-+ X, qui est donc de loi de Poissep,, etY = Y] + --- + Y, de loi binomiale
by, p. DONC

Pr(X £¥) < Pr(UL (X, £ ) < 3 Pr(X, £ V) < 2np?.

=1
Ensuite, sid est une partie d&, on a l'inclusion d’événements
(XeA)=(X=YecAHAUY #XcA)CcYecAUX#Y)

qui entrainePr(X € A) — Pr(Y € A) < P(X < Y). Le raisonnement fait en
échangeant les roles dé etY donne finalement
5  2m?
|Pr(X € A) —Pr(Y € A)| < 2np* = —.

n
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Pour terminer, on applique cette inégalité a I'ensemble= {k € N;p,, (k) >
b, p(k)} puis & son complémentaife’ = N \ E. Comme

4 2
16n,m/n—pmll = (Pr(X € E')=Pr(Y € E'))+(Pr(Y € E)-Pr(X € E)) < -

le résultat est montré.

Théoréme 2:(Prohorov) SoitX une variable aléatoire de loi de Poisggy. Soit

n

= an,m/n 7pmH-

Alors )
lim ¢n(m) = ¢(m) = JE(IX — (X —m)]).

n—-+o0o

Démonstration Notonsp;, = e—m%k pour simplifier les notations. Observons
d’abord que le résultat n’est pas si surprenant, car pdixe, en notant

n k m n—k m k .
_n _m AT <k< .
ak(n) o <Cn (1 n) (n) pk) si 0<k<n, (8.1)
ag(n) = —n si n <k,
alors )
liIJIrl ag(n) = i(k —(k—m)) (8.2)

par un calcul standard et laborieux de développement limité (voir le détail de ce calcul
dix lignes ci dessous). On est donc fondé de penser que

lim > pglak(n)| :%Zpk\k—(k—mﬂ. (8.3)
k=0 k=0

n—-+oo

Le point délicat est alors de justifier cette interversion de limites. On va le faire par
convergence dominée. L'idée pour cela est de considérerkpiig

1 & m n—k m k
Pt -3 )
comme une fonctiorf,, de1/n, en introduisant donc
1
fe(h) = (1 —h)(1—2h)...(1 = (k—1)h)(1 — mh)~* exp[m + - log (1 — mh)].

Cette fonctionf, est définie suh > —1/m, et une reformulation de (2) est d’affirmer
quef;.(0) = (k — (k —m)); on le voit ainsi:

fre(h) = [1—=(142+ - -+k—1)h+o(h)|[1+kmh-+o(h)] exp[m+%(—mh—mh/2+a(h))]

k(k—1)

=[1-—=

h+o(h)][1+kmh+o(h)][k%hﬂ)(h)] = 1+%(k7(kfm))h+o(h).
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Fixons désormais, > m. Pourk > kg, soit

Mk = maxoghgifk(h).
Montrons quel = sup,~.,, M}, est fini. Pour cela, notons
1
K = maxgcj,< 1 exp[m + 7 log(1 —mh)],
— — ko

qui existe comme maximum d’une fonction continue sur un compact. Ensuites si
h<t <t <ialors0<1—jh<1sij=1,.k—1let(l—mh)*<
(1—=)~*. Donc .
1——)7k

i)
Or limk?froc(l — )~k = exp(—m) est finie. Donc la suitéM}) >, est bornée et
M estfini.

M, < K(

Soit maintenant
My, = maXo<p< L FAWIE
Montrons queM’ = sup,,;, kM, est fini. Notong7(h) = + log(1 —mh) sih # 0
etG(0) = —m : G est donc contidment dérivable. Soit

Alors s
‘(h k - j
fe(h)  1—mh = 1—jh
Ensuite, sD < h < ¢ < 7= < .-, alors
k—1 . k—1 . k—1
k(k—1
B 1J‘h§ ]JSij=(2 )
j=1 —J j=1 1 - k j=1
et
km km km
< < .
L—mh = 1= " ko—m
bone '(h k k(k—1
)| _km o k1)
Jx(h) kg —m 2
Comme dans cet intervallg est dang0,M], on en déduit
M Mm MK’ M Mm MK’
E3ME< —(1—1/k — <=
- 2( / )+k(k0—m)+ k3 - 2 +k0(k0—m)+ k(?)’

M’ est donc fini.

On peut alors terminer la démonstration du théoréme: on a donc par la formule des
accroissements finis poQr< k < n :

lak(n)| = [n(fr(1/n) = fu(0)] = [ fr(0/n)] < M'K®
et pourk > n |ax(n)] = n < k3. Soit M” le maximum de 1 efi/’. Observons que
Yooe o M"k3py, converge. On est donc dans les conditions d’application du théoréme
de la convergence dominée et donc (3) est démontré.
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Voici quelques raffinements intéressants sur la fonction de Prokiodanthéoréeme
précédent:

Proposition 2: Pourm > 0 on notep, = e‘m%k etp_; = 0. Soitr et R les
racines du trinSm&(z) = = — (z — m), avecd < r < R, et soient et A les parties
entieres de et R. Alors

d(m) = m(pa — Pa—1 +PAa—1 — Da).

De plus, les deux fonctions de définies parg(m) = m(p, — pa—1) €t Q(m) =
m(pa_1 — pa)) sont continues, positives et tendent V% a l'infini.

Démonstration Remarquons que les racinegt R existent, car le discriminant
simplifié deP estm + 1/4 > 0, et qu’elles sont> 0 car de sommé@&m + 1 > 0 et
de produitm > 0. Si X est une variable aléatoire de Poisson de moyennalors
E(X — (X —m)) = 0. Donc, puisqueP(x) est positif si et seulement 8i< z < R,
ona

A
om) = JE(P(X)) = SE(PCO| 4+ POO) = 32 PR = 3. peP(k)
r<k<R k=a+1
A
:mz —Pr—2 + 2pr—1 — Pk) ( Zpk+22pk— ZPk)
= k=a—1 k=a+1

= Mm(Pa — Pa—1 +Pa—1 — DA)-

Définissons la fonctiom: — r(m) = m + £ — y/m + 1 sur[0, + cc). Elle est

continue, et sa dérivéé(m) > 0. r est une bijection croissante {i& + oo) sur lui
méme de fonction réciproque = r~!(z) = x + /2. Donca < r < a + 1 implique
que

at+va=rta)<m<rta+tl)=a+1+Va+1.
Donc sur l'intervalle
Li={m;a=n}=n+van+1+vVn+1)
la fonctiong prend la valeur

g(m) = e W

Elle est donc bien positive. Sa limite a I'extrémité droite leest bieng(n + 1 +
vn + 1) ce qui montre sa continuité. Quant & sa limite a I'infini, c’est évident avec la
formule de Stirling. La démonstration po@jrest entierement analogue: sur l'intervalle

Jy={m; A=N}=[N-VNN+1-vVN+1),

la fonction@ prend la valeur
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Sur les intervalleg,, et Jy, les fonctions; et @) sont concaves.

Commentaires:
Ily a de nombreuses références sur cette question, (voir la bibliographie ci dessous, qui
conduit & d’autres références) mais pas trés accessibles un jour de concours d’agréga-
tion. Dans Letac (1981), Probléeme IV 3 4eme et 5éme, on trouve la démonstration de
Le Cam (1960).

Références:

LE CAM, L. "An approximation theorem for the Poisson binomial distribution".
Pacific J. Math. 101181-1197.

LETAC, G. (1982) Intégration et Probabilités, Analyse de Fourier, Exercices cor-
rigés.Masson, Paris. (Seconde édition 1997).

PROHOROQV, Ju. V. (1953), " Asymptotic behavior of the binomial distribution"
(en russe)Uspehi Matematiceskih Nauk, 835-142.

VERVAAT, W. (1969), " Upper bounds for the distance in total variation between
the binomial and the Poisson distributioStatistica Neerlandica, 23,9-86.

JOHNSON, N. J. and SIMMONS, G. (1971), "On the convergence of the binomial
to Poisson distribution’Annals of Math. Statist. 49,735-1736.

58

www.Zes-# athematiques.net



Chapitre

Appendice 3: Annales des
problemes de probabilités de
Deug et de licence

Par Gérard Letac

Mia 03, Université Paul Sabatier, Devoir 4, a remettre au premier TD de la
semaine du 15 au 19 décembre 1997.

Exercice 1

Soit0 < p < 1, soit X une v.a. a valeurs dans telle que pour tout: € N on ait
P(X = z) > 0 et soit enfin une v.at" sur le méme espace de probabilité telle que
pour toutz et pour touty = 0,1,...,xonaitP(Y = y|X = z) = CY¥(1 — p)* YpV.
OnposeZ = X —Y.

1. On suppose dans cette question daesuit une loi de Poisson de moyenie
Montrer qu’alorsY” suit une loi de Poisson de moyenme(Méthode: on peut ou
bien calculerP(Y = y) par le principe des probabilités totales, ou bien calculer
la fonction génératricgy ). Montrer queY” et Z sont indépendantes (Méthode :
calculerP(Y = y; Z = z)). Montrer queZ suit une loi de Poisson de moyenne
(L=p)A.

2. Trouver la loi deX si on sait qué’” et Z sont indépendantes. Méthodesk
z < let0 < s <1, montrer queE(sY z%?) = fx((1 —p)z + ps), et chercher a
quelle conditiory((1 — p)z + ps) = log fx ((1 — p)z + ps) est la somme d'une
fonction des seul d’'une autre fonction deseul: penser a introduire la dérivée
seconde de.

Exercice 2

Soit N un entier fixé, et soif2 'ensemble des parties de taill¥ de I'ensemble
{1,2,...,2N} des 2N premiers entiers. On le munit de la triB(Q?) et de la pro-
babilité équiprobable. Si = 1,...,2N, on note poutw € Q X, (w) = 1sin € w et
X, (w) =—1sinon.Onnot&sy =0etS,, = X1 +---+ X,,.
1. Soituy le nombre d’éléments d@. Calculeru . Quelle est la valeur d&s?
Les variables aléatoireX,, sont elles indépendantes? Sont elles de méme |0i?
Quelle est la loi deX,,?
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2. Pourk entier entred et N on noteA,, I'événementS,;, = 0. CalculerP(Ay).
SoitY = ZkN:O 14, Soit(v,)n>0 le terme général de la série qui est le produit
de Cauchy de la série de terme générapar elle méme. Montrer quUB(Y') =
et

3. Calculer les sommes des séries entiéres suivantes a l'intérieur de leur intervalle
de convergenc§:§j°=0 Up 2", Zz":o v, 2" (Méthode: donner une présentation du
développement en série entiere(de- z2)~'/2 en termes dé¢u,,)). En déduire

une approximation d&(Y") si N est grand a I'aide de la formule de Stirling.

4. Dans un jeu de 52 cartes, je tire une carte; avant de la regarder, je devine sa
couleur: rouge ou nair, et je marque un point si j’ai deviné juste. Je recommence
avec le paquet des 51 cartes restantes, et ainsi de suite jusqu’'a épuisement des
52 cartes. Je joue avec la meilleure stratégie, qui choisit la couleur la mieux
représentée dans le paquet restant et choisit au hasard en cas d’'égalité. Quelle est
la moyenne des points marqués? (Méthode: observer que cette stratégie garantit
au moins 26 points, et que les points supplémentaires arrivent une fois sur 2
durant lesYs¢ fois ou il y a égalité).

60

www.Zes-# athematiques.net



Université Paul Sabatier. Examen blanc de Deug MIA 03, Dec.97
(Durée: 3 heures. Aucun document.)

Exercice 1

Soit X etY deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi a valeurs dans
les entiers> 1 telles que poutz| < 1 leur fonction génératrice soit égalefa (z) =
1—+/1—z Calculerfx y, P(X =n)pourn > 1etP(X +Y =n) pourn > 2.

E(X) existe-t-elle?

Exercice 2
Soit X etY deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans les entiers
telles que poutz| < 1 leurs fonctions génératrices soient respectivenfarit:) =
2—V2—zetfy(z) =1/(2 - z). Pourn > 0 calculer

P(X=n),PY =n),P(X+Y =n).

Calculer EX), E(X(X — 1)), et le second moment et la variance deCalculer de
méme la variance dg et en déduire la variance dé + Y.

Exercice 3

Soit X etY deux variables aléatoires strictement positives, indépendantes et de méme
loi. Soit Z = X/Y. Montrer quel < 1(Z + 1). En prenant I'espérance des deux
membres de cette égalité, montrer que E(X)E(+).

On suppose maintenant que la fonction de répartifiafe X est égale &x — 1) si
1 <z < 2. Quelles sont les valeurs deéen dehors de cet intervalle? Calculef’E

et E(+).
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Université Paul Sabatier. Examen de Deug MIA 03, 6 Janv.98

(Durée: 4 heures. Aucun document. Faites les calculs lentement et au brouillon. Le
correcteur peut déduire des points pour le manque de soin ou les absurdités. Les trois
exercices sont indépendant®i désigne palg x le logarithme népérien de

Exercice 2(6,5 point3

1. Soit0 < p < g < 1. Développer en série entiére les fonctions:driivantes

1 22
(1-p2)(1-qz) = (1-pz)(1—qz)
et préciser leurs rayons de convergence (on distiguera les cag etp < g).

(2,5 point3
2. Soit0 < p < 1/2etqg = 1 — p. On considére les variables aléatoires indépen-
dantes et a valeurs dans les entier$ de lois respectives

o0 o0
Px =Y ¢"'pon, et Py => p"lqdy,

n=1 n=1

c'est-a-dire que poun. > 1 entier on aP[X = n| = ¢""petPlY =
n] = p"~1q. Calculer pourz| < 1 les fonctions génératrice (2) = E(2%),
fr(z) et fx1v(z). Développerfx .y en série entiére et préciser son rayon de
convergence (on distinguera les gas- 1/2 etp < 1/2). Déduire du résultat
P[X +Y = n] pourn > 2 entier. Calculer également la moyenne et la variance
des trois variables aléatoirés, Y et X + Y. (3,5 point3

3. Dans le schéma Succes Echec ou la probabilité d’'un succes sst 7 la va-
riable aléatoire qui prend la valeursi pour la premiére fois on a un succés au
rangn — 1 suivi d’'un échec au rang. Montrer queZ est de méme loi que la
variable aléatoireX 4+ Y considérée a la question précédenieb point3

Exercice 3(5,5 point$

On rappelle quehz = (e — e~ "), chz = 1(e* + e~ "), et que pour: # 0

1. SoitU une variable aléatoire de fonction de répartition(x) = P[U < z] telle
queFy(z) = 0siz < -1, Fy(z) = Y2 si-1 <z < letFy(z) =1
si1 < z. Tracer le graphe déy ainsi que celui de la densité d& Calculer
ensuiteLy (z) = E(e*Y) pourz réel non nul. { poind

2. Siz estréel non nul, montrer par récurrencesaue

- z, sh(z)
;logch(Q—k) = log Fsh(Z)’

n

En déduire que lasérje )~ ; log ch(£) converge, et calculer sa somme en fonc-
tion dez. (2 pointg
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3. Soit X;,X5,... une suite infinie de variables aléatoires indépendantes et de
méme loi1d_; + 16;, c'est-a-dire telles qu®[X; = 1] = P[X; = —1] = 1.
On forme la nouvelle variable aléatoire

S, = Z %
k=1

Calculer a I'aide du 2) pour réel non nulLs, (z) = E(e*°*). Montrer que

2.5k

k=1
est convergente. On désigne [gda somme de cette série. On admet duéz) =
E(e*) = lim,, .o Ls, (2). A l'aide du 2) et du 1), comparels et Ly. (2,5
pointg
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Corrigé de I'examen de Mia 03 du 6 janvier 1998.
Exercice 2: Sip = ¢, d'aprés la formule du binSme de Newton ofla- pz)~2 =
oo o(n+1)pmz" etdonc

00 )
22(1 _pz)—2 _ Z(n + 1) n,nt2 _ Z(n _ 1)p”_22”.
n=0 n=2

Ces deux séries entiéres convergent si et seulemémt|sk 1 et donc sont de rayon
de convergenc® = 1/p.
Sip < ¢ on décompose la premiére fraction rationnelle en éléments simples:

1 1 < q P )
(1-pz)(1-qz) q—p\l—qz 1-pz

o0
(qu —pr”Z”) Zq 2"
n=0 n=0 n=0

D’aprés le théoréme sur le rayon de convergence de la somme de deux séries entieres,
le rayon de convergence est ici le plus petit des deux nombfest 1/g, soit donc
R = 1/q. Quant a la deuxiéme série, il suffit de tout décaler de deux:

22 > qn—l _pn—l "

P e—————— —_—Zz .
(L-pz)(1—-qz) 2= q—p

2) D’aprés la définition d’'une fonction génératrice on a immédiatement pour ces
deux lois de Pascal

an ! — 7fY an ! qz" 132172

Donc, les variables aléatoirésetY étant indépendantes, d’apres le théoréme du cours
on a donc

pqz’
Ixey () = Ix@ () = 7 Sa =

Sip = ¢ =1/2 d'aprés la premiére partie de 1) on a donc

Prear(m) =3 2L,

n=2

avec pour rayon de convergence 2P¢K +Y =n| = ”2—;1 sin > 2.
Sip < 1/2 < ¢, d’apres la seconde partie de 1) on a donc

pq" — qp”
fxiv(z Z z",
n=2

avec pour rayon de convergeniéy, etP[X +Y =n] = ”qq " gjp > 2.

Enfin, on calculefy (2) = p/(1 — qz)?, f4(2) = 2pq/(1 — qz)3, eton en tire,
puisque le rayon de convergence est :

E(X) = fx(1), E(X(X - 1)) = fx (1) = 2¢/p%,
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o*(X) = E(X(X 1)) + E(X) - (E(X))* = ¢/p*.

Puisquep et ¢ jouent des rSles symétriques(¥) = 1/q eto?(Y) = p/q?. Enfin
E(X +Y)=1/p+1/qpar lalinéarité de 'espérance,€t(X +Y) = q/p* + p/q¢*
par 'indépendance d& etY'.

3) Une suite de succes et d'échecs telle que- n > 2 est nécessairement telle
que se% premiers termeéw;, . .. ,w, ) soient de la form& E... EESS...SSE, c’est-
a-dire que il existe un entier < < n —1avecw; = Esii < z, w; = S si
r<j<n-1letw, = FE.SiX estle temps d'attente du premier succes; sst
le temps d’'attente du premier échec aprés qu’on ait eu le premier succesy aors
sont indépendantes et suivent les lois de Pascal ci dessus, et deplus+ Y. D'ou
le résultat demandé.

Exercice 3:1) La fonctionF est continue et est dérivable sauf aux poinet —1
et sa dérivée esgl],lﬁl[(m). Les graphes sont immédiats. Ensuite

1t h
Ly(z) = —/le”d:v: %

2) Pourn = 1 la formule est triviale. Supposons la vraie a I'ordr@t montrons
gu’'elle est vraie a I'ordrex 4+ 1. On a donc par cette hypothése de récurrence, puis par
la formule rappelée appliquéera= z/2":

fasy z sh(z) z
; logch(2—k) = log sh(Z) + 1ogch(2n+1) =

n

sh(z) |\ shighn) _ sh(z)

og — - Y ~ =10 — =,
& 2"sh(57) 2sh(557) s 20+ sh( 575 )

1

et la récurrence est étendue. Ensuite, on sait que le premier terme du développement
limité de shr estz, donc la limite de2™sh(5) quandn tend vers l'infini estz. Les

sommes partielles de la série considérée tendent dondogei%ii), c’est dire que la
série converge et a pour somiog sh(z)

z

3) Puisque les v.aX;, sontindépendantes, il en est de méme pour lesxdz X}, /2%)
et on a donc, a l'aide de la premiére partie du 2):

E(exp 25,) = E(] [ exp(2Xx/2%)) = [ ] E(exp(Xi/2%)) =

La séried_ -, % est absolument convergente ¢&t, | = 1, que la série géométrique

de terme général/2" est de raisor< 1. La deuxiéme partie du 2) permet d’affirmer
que
Ls(z) = lim Lg, (2) = = Ly(2).

n—00 z

D'aprés un théoréme admis du cours, on peut remarquer d'ailleurs que celdrentra
qguesS etU sont de méme loi, c’est & dire quie; est la fonction de répartition de
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Université Paul Sabatier. Licence de mathématiques fondamentales, contrble
intermédiaire du 13 avril 2000.

Durée: 2heures. Aucun document. Affichage des résultats le 5 mai a 14:00.

Exercice 1.Soitn > 2, et soitU;,Us, ... ,U,, des variables aléatoires indépendantes et
de méme loi uniforme sup,1].
On noteX = min(Uy,Us,...,U,) etY = max(U,Us,...,U,). On fixea etb tels
qued <a<b< 1.

1. Dessiner I'ensemble du plan

Eop={(zy);0<a<z<y<b<1)

2. CalculerG(abh) =Pr(0<a< X <Y <b<1).

3. Montrer quePr(X < a; Y <b) = G(0,b) — G(a,b), et en déduire la densité
de(X)Y).

4. SoitD =Y — X. Quelle est la densité de la loi jointe (&, D)?

Exercice 2.Soita etb fixés dand0,1[. Soit X etY des v.a. indépendantes, a valeurs
dans I'ensembl&N des entiers> 0 et de lois respectives données pafX = z) =

(I —a)a® etPr(Y =y) = (1 —b)bY. Soit M = min(X,Y) etD = X — Y. Pour

m € N, calculer

Pr(X >m), Pr(Y > m), Pr(M > m), Pr(M =m).

Pourm € N et pourd dans I'ensembl& des entiers relatifs, calcul®t (M = m; D =
d). En déduirePr(D = d). Les v.a.M et D sont elles indépendantes?

Exercice 3.Les tables montrent que

0,5
’ 22 dz
e T —0,6914....
/;oo vV 271'

Soit X une variable aléatoire normale de moyenne -1 et d'écart-type 2. Calculer les
nombres suivants:

Pr(X >0), Pr(—2 < X < —1), Pr(X ¢ [-2,0]).
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Université Paul Sabatier. NT 07, Licence de mathématiques fondamentales,
Examen du 23 juin 2000.

Durée: 2heures. Aucun document. Affichage des résultats le 27 juin a 14:00.

Question de coursEnoncer sans démonstration la loi forte des grands nombres pour
une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi, avec sa réci-
proque.

Probleme.Dans tout le probléme, $I” est une variable aléatoire (v.a.) réelle, on note
par oy sa transformée de Fourier, définie peugel parpy (2) = E(e*W).

a) SoitU etV deux v.a. indépendantes et de méme loi uniformd@uy, et soitZ =

U — V. Montrer que la densité d& estfz(z) = (1 — |z|)+ (oU la notatioru. signifie
ay =0sia < 0etay = asia > 0). On pourra pour cela considérer la fonction
z+— Pr(U —V < z) et sa dérivée.

b) Les notations étant celles du a), calcylern(t) (Méthode: calculep;; et en déduire
p_v = ¢_y). La formule d'inversion

)= 5= | T et oy (t)dt

21 J_ o

est elle applicable?

c) On considére une v.&X réelle telle quepx (z) = (1 — |z])+. Donner sa densité a
l'aide du b).

d) On considére des v.X1, ...,X,,... indépendantes et de méme loi giiedéfinie
auc),etonposs, = X1+ --+X,. Calculergosn (Z), @Sn/n(z) etlim,,_, o @Sn/n(z)-
En déduire que la suite des lois dg&s/n converge vers une loi limite. A l'aide de la
formule d’'inversion de Fourier, donner la densité de cette loi limite.

e) La suiteS,, /n du d) converge t-elle presque-sirement?

Baréme: Q=3, a=3, b=4, c=2, d=6, e=2.
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NL 07, corrigé de I'examen du 23 juin 2000.

Question de cours. SoiXy,...,X,,... des v.a. réelles indépendantes et de méme
loi. Alors la suite%(Xl + -+ + X,,) converge presque-sirement si et seulement si
E(]X1]) < co. Dans ces conditions,

1
lim —(X1 —+ - +Xn) = E(Xl)

n—oo N

Question a). On sait que la fonction de répartitton= Fy estF(u) =usi0 <u <1
et est égale & 1 pour< u et a 0 pourn, < 0. Donc

Fu(2) = Pr(U < 2+ V) = E(F(z + V) = /1 P+ v)dv = /ZH Flu)du,
0 z

ce quidonne pourl <z <0:

P - z+1 d 7 1 )
A= [ wdu=Lr2,
0

puispour) < z <1:
1
1
Fz(2) = / udu = 5(1 — 2?),

et naturellemenf’;(z) = 0siz < —1 et Fz(z) = 1siz > 1. En dérivant on a la
densitéF, = f, annoncée.

Question b)y (t) = E(expitU) = 1 sit = 0 et (exp(it) — 1)/t sinon. Ensuite
w_v(t) = p_u(t) = pu(—t). Puis quel etV sont indépendantes on en déduit que
sit#0ona

pz(t) = pu(t)p-v(t) = (exp(it) — 1)(exp(—it) — 1)/t* = 2(1 — cost) /%,

avec trivialementpz(0) = 1. En appliquant le critére de Riemann pour les inté-
grales impropres, on voit que la fonction— ¢ (t) est intégrable a I'infini, puisque
loz(t)] = |2(1 — cost)/t?| < 4¢t=2. On est donc dans les conditions d’application de
la formule d’inversion de Fourier et la formule de I'énongé est correcte.

Question ¢). La formule dui) s’écrit explicitement

1 [ _,,:2(1 —cost)
1-— = — e e
( |Z|)+ o - e 2

Faisons y le changement de varialble- —¢t. On obtient

1 (> 1—
(1—z])s = _/ izl T COST
7

2
— 0o x

Cette formule montre que la densité Heest fx (z) = 1=5%2,

Tx2

Question d). Puisque les v.a. sont indépendantes et de méme & qoeyps, (z) =

|21

(px(2))" = (1 — [2])1, et donces, yu(z) = ¢s,(z/n) = (1 — Ly, et donc
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lim,, oo s, /n(2) = e71#I. On remarque — exp —|z| est continue. D'aprés le théo-
réme de Paul Lévy, cela garantit la convergence en loi de laStjté:. On remarque
ensuite que la fonction — exp —|z| est intégrable. D’apres la formule d’inversion de
Fourier, la densité de la loi limite est doge [~ e~ I*ldz =

1 0 1 [~ . 1 1 1 1
= 7zzz+zd . 7lzx7zd [ — .
o) Z+27r/0 ¢ S L i S

Question e). Si la suité,, /n convergeait presque-sirement, elle convergerait en loi,

et la loi limite aurait la densitéﬁrﬁ. Or la loi forte des grands nombres affirme

que siS,,/n converge presque slirement, ce ne peut étre que vers une constante, qui
serait d'ailleurs I'espérance dg;. Il y a donc une contradiction, et dorfs;, /n ne
converge pas presque-sirement. On vérifie d’ailleurs directemenX gue satisfait

pas E|X;|) < oo et donc que EX;) n'existe pas. En effet, on connait la densité de

X par la question c) et il est clair que

> 1-— 11—
/ \:L'|—C(2)S$dx = 2/ —cosxdx = 00.
T o T

— 00
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Université Paul Sabatier. NL 12, Licence de mathématiques pour I'enseigne-
ment, Examen du 23 juin 2000.

Durée: 2heures. Aucun document. Affichage des résultats le 27 juin a 14:00.

Question de coursSoit X etY deux variables aléatoires définies sur un méme espace
de probabilité et possédant des variances finies non nulles. Donner la définition du
coefficient de corrélatiom(X,Y") de (X,Y). Si (X,Y) est de loi normale dans R
expliquer pourquoX etY sont indépendantes lorsqueX,Y) = 0.

Probléeme.On admet la formule suivante: popr> 0 ett > 0 on a

(%) /°° u—3/2e—§—i—mdu _ @e—m@_
’ p

a) Sip > 0 etd > 0, soitU une variable aléatoire (v.a) de loi

772 u
Pe(p) (du) = —p_ufg/Qefﬁf%”‘@l]o,m[(u)du.

2

A l'aide de (*), montrer que st < 6/2 alors
E(e*V) = exp(pVl — pvO — 22).

En déduire EUe*Y) par dérivation ainsi que ). Calculer de méme E/2e*V),
E(U?) et la variance dé.

b) Soit de plusg; > 0 etV une v.a. indépendante déet de IoiP(,(’J). A l'aide du a),
montrer que’ + V' est de loiP{" ™.

c) Soit X4,... X, des v.a. indépendantes et mémeﬂéﬂ ou 6 est un paramétre
positif inconnu. Donner a l'aide du b) la loi d&= X + --- + X,.

d) On considere alor6Xy, ..., X,) comme un échantillon permettant d’estinfeet
on rappelle que, le modéle étant exponentiekst donc une statistique exhaustive.
Montrer & I'aide du a) qué/n est un estimateur non biaisé g@) = 1/+/6 et donner
son risque quadratique. Connaissantcalculer I’estimateuéo(S) du maximum de
vraisemblance pout.

2

e) Les tables montrent qugé:ﬂ fioo exp(—%)dz = 0,8413. En déduire une valeur

approchée pout grand dePr(S > % + (\/‘5/)7_;/2 ), en justifiant votre réponse.

Baréme: Q=4, a=2+2+2, b=1, c=1, d=1+1+3, e=3.
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NL 12, corrigé de I'examen du 23 juin 2000.

Question de cours. Si= E(X) etb = E(Y) notonscov(X,Y) = E((X —a)(Y —1)),
o(X) = (E(X —a)?)? etao(Y) = (E((Y — b)?))'/2. Alors le coefficient de
corrélation est

cov(X,Y)
o(X)o(Y)

Si de plus(X,Y’) est de loi normaléV(, ;) ., et sir(X,Y) = 0, alorscov(X,Y) = 0
et donc

T(X,Y) =

s [o*X) 0 }

0 oY)
Cela entraine qu& etY sont indépendantes. Cela peut se voir de deux maniéres:
— Ou bien en considérant la densité(d€Y") qui en général quandet > £ 0 est

1 1 r—a
T,yY) = ———exp—=(x —a, —p)xt .
fxvy(z,y) ey P 5( y—0) <y_b>

Dans le cas particulier qui nous occupe, on a alors

Lttt
Ixy(zy) = We
1 _(z—a)? 1 _(w=»?
= — e 202(X) X —— ¢ 202(Y)
V2mo(X) 2o (Y)

La densitéfx y (z,y) étant le produit d’'une fonction de seul et dey seul est
donc la densité d’'un couple de v.a. indépendantes.

— Ou bien en considérant la transformée de Laplace ou de Four{ef €. Pro-
cédons par exemple avec la transformée de Fourier. Elle est en général

1
vx,y(t,s) = exp(iat + ibs — 5(&5)2 < Z >)
Dans le cas particulier qui nous occupe, on a alors
_ . . l 2 2 2 2
exy(t,s) = exp(iat+ ibs+ 2(0 (X)t* 4+ 0%(Y)s?))
1 1
= exp(iat — 502(X)t2) x exp(ibs — 502(}/)52)

La transformée de Fourierx y (¢,s) étant le produit d’'une fonction deseul et
des seul est donc la transformée de Fourier d’'un couple de v.a. indépendantes.

Question a). Pour calculer(Exp(zU) = [ eZ“Pé”)(duL il suffit de prendre = g —z
dans la formule (*) pour avoir le résultat demandé. On remargue que en faisaft

on obtientl, ce qui prouve qué?gp)(du) est bien une loi de probabilité. On remarque
gue pour tout > 0 et pour tout entien, > 0 l'intégrale

o0 p2
/ utuT3 e Tt gy
0
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converge, ce qui entraine que la fonction définie par l'intégrate [ eZ“Pé”) (du) est
indéfiniment dérivable sous le signe somme dans l'interyatec,?[. Donc

E(Uexp(zU)) = diz exp(pVh — pVl — 22)
= P exp(p\/é —pVO —2z2)

VO —2z
et donc en faisant = 0 on obtient EU) = % De la méme maniére:

E(U%exp(zU)) = ;—; exp(pvVl — pvVo — 22)
p2 p
G2t (m)g)exp(pﬂ - pV0 - 22).

. o . 2\ ﬁ P .
Donc en faisant = 0, on obt.lent EU?) = (5§ + (\/5)3) et en utilisant la formule
d’Huyghens on obtient la variance de:

7*(U) = ) - (BU)) = .

Questions b) et ). Puisqiéet V' sont indépendantes, pour /2 on a

E(exp(z(U +V))

E(exp(zU))E(exp(zV))
exp(pV0 — pvO — 22) exp(qV0 — ¢v/0 — 22)
exp((p + q)(VO — Vb - 22))

Comme la transformée de Laplace caractérise la loi, cela montre que célle-dé
estPe(erq). Il est clair alors que sk est un entier >0, et que si l1€X;)1<;<, sont

indépendantes et de mémeRéil) alorsS = X; +---+ X, estde IoiPe(”). Cela peut
Se Voir treés rigoureusement par une récurrence facile.sur

Question d). D’aprés le a) on sait quéds = n/+v/6. Donc E(S/n) = 1/1/6. Comme

cet estimateur d&/+/6 est non biaisé, son risque quadratique est égal & sa variance.
Or la variance dé a été calculée en a) et est(v/0)>. Comme en général’(\X) =
A?02(X), le risque quadratique est donc

L
n(VO)*

Pour calculer le maximum de vraisemblance connaisSarappelons que la loi d&
est

o?(S/n) =

712 s
P (ds) = %5—3/26—x—%+n¢§1]0m[(s)ds.

C’est dire que si on prend pour mesure de référence la mesure

Ny _n?
v(ds) = Es /2675 1y0,00[(8)ds,
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qui ne dépend pas dg anrsPe(") (ds) = e*gz*s““/gu(ds). Le calcul du maximum
de vraisemblancé,(S) pour S connu se réduit a la recherche @ligui maximise sur
10, + oo la fonction

oS
— 854 nvo
0 e 2 ,

ou encore la fonction 05
01— 15(0) = == +nV0.

L'étude des variations dg sur]0,+ oo est facile: sa dérivée ekf(d) = %(% —S)et
s'annule seulement gh= n?/S52. Cette dérivée est >0 avant et <0 apres. L'estimateur

du maximum de vraisemblance est d@p¢S) = n?/52.

Question e). Notons plutét = S,,. Le théoréeme central limite affirme que la suite des
lois des v.a. .
(Sn - W)
NG
(\/5)3/2
converge vers\Vy 1. Donc la probabilité pour que cette v.a. switl est approximative-
mentl — 0,8413.
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Université Paul Sabatier. NT 07, Licence de mathématiques fondamentales,
Examen du 13 septembre 2000.

Durée: 2heures. Aucun document. Affichage des résultats le 20 septembre a 14:00.
Probleme.

A) SoitYi,...,Ys, ... une suite de variables aléatoires (v.a.) réelles indépendantes et
de méme loi telle que EY7|) < oo. On poseS;, = Y7 + --- + Y. On rappelle que

la loi des grands nombres affirme gl Si/k = E(Y7) presque sGrement. En
déduire quéimy_. ., Yi/k = 0 presque sGrement.

B) Dans toute la suite, on considére une suitg,,B,,),>1 de v.a. dgj0,00[? indé-
pendantes et de méme loi (les vh. et B; peuvent étre dépendantes entre elles). On
suppose de plus que

E(|log 41]) < o0, E(log A1) < 0, E(|log B1|) < oc.
En appliquant la loi des grands nombres, montrer que

lim (A1 As ... A,)Y" = exp(E(log Ay)),

et quelim,, (A1 42 ... A,) = 0. En appliquant la question A), montrer que

Jim (Bp)Y* =1.

De ces résultats, déduire en particulier que la série a termes aléatoires

By + ZA1A2 ... Ay 1B
k=2

est convergente (méthode: lui appliquer le critere de Cauéf"ﬁ/de convergence des
séries a termes positifs).

C) Pourn > 1, on considére les transformatiofy, 7, et W,, affines aléatoires de
R définies parF, (z) = Ay,x + By, parZ, = FioFyo0---0 F, etparW,, =
F,, o F,_1o---0 F;. Montrer par récurrence surque

Zn(x) = A1Ay.. Anz+ B+ A1Ay.. Ap_1 By
k=2

Si X est une variable aléatoire positive indépendante(dgsB,,),>1, dire pourquoi
les v.aW, (X) et Z,(X) sont de méme loi.

D) Montrer & I'aide de la question B) que la suite de &, (X)),,>1 converge presque
srement vers une v.a. gu'on ndtePourquoi la v.& est elle la méme quelle que soit
la v.a. X? Pourquoi la suite de v.d4Z,,(X)),>1 converge t-elle en loi? A l'aide de la
question C), montrer que la suite des lois desW#4, (X)), >1 converge vers la loi de
Z.

E) On suppose maintenant de plus que la lofdest telle queX et F (X) = A; X +
B, sont de méme loi. En déduire qu'aloXset Z sont de méme loi (méthode: montrer
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par récurrence sur que lav.alv,,(X) est de méme loi qu&, et appliquer la question

D)).

F) (Exemple)On rappelle (cours) que &i > 0 et/ > 0 alors

+o0 toz—l B F(a)l—‘(ﬁ)
/0 (1 +t)ots dt = T(a+p8)’ ©.1)

On fixe deux nombresg > 0 etq > 0 et on suppose que la v.&. a pour loi

T(p+q) aP? )
T'(p)T(q) (1 + x)rta 10,00]

gue lav.a.A; a pour loi

T'(2p + q) aP~t
1 d
)T+ q) (1 + a2 ol (@)

et qu’'enfinB; = A;. On suppose toujour’¥ et A; indépendantes. En appliquaftl)
a desx et 3 convenables, montrer quesp < s < gon a
F(p+s)L(p+q—s)

EAD) = C(p)Tp+q)

E(A;(1+ X)) = E(X?).

En déduire que; (X) = A (X + 1) et X sont de méme loi. On admet alors sans
démonstration que Hog A;) existe et esk 0. En appliquant tout ce qui précede,
donner la loi de

Z:ZAlAg...Ak.
k=1

En particulier, sig > 0 et siPr(4; > a) = W pour touta > 0, calculer
Pr(Z > z) pour toutz > 0 (méthode: calculer la densité dg, puis celle d&Z).

Baréme: A=2 points, B=4, C=3, D=3, E=3, F=7.
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Université Paul Sabatier. NT 07, Licence de mathématiques fondamentales,
Examen du 13 septembre 2000, Corrigé.

A)
Y Sp k=15,
ko k FEo1 ko BE07) - LEM) =0

B) On appligue la loi des grands nombres a la skijte= log A, et on obtient
1
(Ay.. . A)Y" = exp(—(log A + -+ +log An)) —n o0 exp(E(log A1)).

De plus, on sait que Bog A;) < 0 et donc queexp(E(log 41)) < 1. Siu, =
A ... A, puisquelim, . u)" < 1la séried_ > | u, converge, son terme général
tend donc vers 0 et on a biém,, ... A; ... A, = 0 presque sGrement. De la méme
facon, on applique le A) &}, = log By, et on en tire quéimy_ % log Bx, = 0 etdonc
1imkﬂoo(Bk)1/"’ = 1. Considérons enfim, = A1 As ... Ax_1By. Alors, d'apres les
résultats précédents on a

uy " = (A1 Ay .. A )V EDR(BOYE L exp(E(log 41)).1 < 1,

et d'aprés le critere de Cauchy de convergence des séries onda fjueu;, converge
presque sirement, ce qu'il fallait démontrer.

C) La formule est vraie trivialement pour= 1. Supposons la vraie pour> 1. Alors

—~
N

Znt1(z) = Zn(Futa(z))
n
2
@ A1Ay .. Ap(Api1@+ Bpg) + B + ZA1A2 o A1 By,
k=2

3) n+1
S AAy. AjAnz+ Bi+ Y AlAy. . A By,

k=2

ou (1) vient de la définition d&,, 1 (z), (2) de I'nypothése de récurrence et (3) d'un
réarrangement. La récurrence est donc étendue.

Puisque legA,,,B,,) sont de méme loi, il est clair que les fonctions affitgset
W,, sont de méme loi. Leur évaluation en une Waindépendante deA,,,B,,), et
donc indépendante d&, et V,, sont donc des v.a. de méme loi.

D) On a vu au B) que la sériB; + Z;":Z Ay As ... Ai_1 By converge. Notons paf

sa somme. On a également vu au B) tjue, ... A; ... A, = 0 presque sdrement:

cela entraine quBm,,_. -, Z,(X) = Z presque sGrement. Par définitidghne dépend

pas deX. La convergence presque sdre entrainant la convergence en loi, on en déduit
que la suite des lois d&,(X) converge vers la loi d&. On a vu a la question C)
queW, (X) et Z,(X) sont de méme loi. On en déduit que la suite des loiB4€X)
converge vers la loi d&.

E) Montrons par récurrence surqueW,,(X) et X sont de méme loi. C'est vrai par
hypothése pour. = 1. Supposons ce résultat vrai pourOn sait quelW,,1(X) =
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Fri1(Wy(X)). De plusW,, (X) est indépendante d€,., carW,,(X) est une fonc-
tion de X ,A,,...,B, etF, 1 dépend déA,,1,B,+1). Enfin F,, ;1 est de méme loi
que F par définition, ef,,(X) est de méme loi qu&, par hypothése de récurrence.
Donc F,,+1 (W, (X)) est de méme loi qué’ (X), qui est de méme loi qué&’ par
hypothése. La récurrence est donc étendue.

Or on sait d’'aprés D) que la suite des lois1dg (X) converge vers la loi de.
Comme toutes les lois dé&¥,, (X) sont identiques a celle d€, on en déduit qué et
Z sont de méme loi.

F) Par définition, puis en appliquar®.() ac =s+p>0etf=2p+q—(s+p) =
p+g—s>0,0na

I'(2p+q) /Do o I'(p+s)'(p+q—s)
)Jo ( '

S = T+ ¢ N S 75 ()

De méme en appliquar®(l) ac =p >0etf=qg—s>0,0na

E((1+X)") =

L(p+q) /°° et T+ al(e—s)
L(p)T(q) Jo (14 x)pta=s T(p+q—s)T(q)

Finalement, en appliquar@.() aa=p+s>0etB=q¢q—s>0,0na

T(p+q) /°° gtr=t T(p+s)I(q—s)
L'(pI(q) Jo (

EX = T T T T
On voit donc que EA$)E((1 + X)®) = E(X?®). Or A; et X sont indépendantes, et
doncAj et(1 + X)® le sont également. Comme I'espérance d’un produit de v.a. indé-
pendantes est le produit des espérances, on en déduit(gqlig¢IE+ X)°) = E(X*).
Ce résultat dit que les v.dog(A;(1 + X)) etlog X ont la méme transformée de
Laplace. D'apres le cours, elles sont donc de méme loi, et donc leurs exponentielles
Fi(X) = A1(1 + X) et X sont de méme loi. On est donc dans les conditions de la
question E) et on en déduit gueet X sont de méme loi. Puisqu’ici,, = B, alors
Z =%l AAy. Ay

SiPr(A; > a) = W pour touta > 0, alors la fonction de répartition de

ArestOsia < Oetl — W sia > 0. En dérivant par rapport @ on voit que
la densité ded; est@%lmm[(a), c’est a dire du type de I'exemple avpc= 1.

La densité de&Z est doncﬁl]o,oo[(z), et donc pour tout > 0 : Pr(Z > z) =

I (1+f)1+q dx = (1+12)q'
Complétons ce corrigé en montrant le point admi®k A4;) < 0. Puisque
d S S
TE(4]) = E(4] log Ay),
ona , )
_ ) Tp+a)
s=0 L(p) Tlp+9q)

Le probléme est donc de montrer que» I;T(f)) est croissante sl oo, ou de montrer

quet — log T'(¢) est strictement convexe. Cela vient de

(log ()" = ﬁ /Ooo[logx — FF/((;)]th_le_wdx > 0.

E(log 4;) = [% log E(Ai)}
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Université Paul Sabatier. NT 12, Licence de mathématiques pour I'enseigne-
ment, Examen du 13 septembre 2000.

Durée: 2heures. Aucun document. Affichage des résultats le 20 septembre & 14:00.

Question de cours.Soit 11 et (i, ),>1 des probabilités sur ROn rappelle que on dit
que la suite(,),,>1 converge en loi verg si pour toute fonction continue bornée
réelle ou complexe sur R on a

oo

oo
i [ s = [ feuda).
— o0 — 00
(1) Donner sans démonstration, en termes de transformées de Fourier, une condition
nécessaire et suffisante de convergence en loi (théoreme de Paul Lévy).
(2) Donner sans démonstration, en termes de fonctions de répartition, une condition
nécessaire et suffisante de convergence en loi.

Probléme.On rappelle que poyt| < 1 :

AA+1). A+n—U 1
1+§: "= g

Soit X une variable aléatoire (v.a.) qui suit une loi négative binomia, ,, avec
A>0et0<p=1-—¢q<1,donc de loi concentrée sur 'ensemiNedes entiers> 0
définie par

ZAAFD) A —1)

n!
n=1

A. Calculer la fonction génératrice d€, c’est a dire Ez) avec|z| < 1. Déduire du
résultat EX), E(X? — X), E(X?) et la variancer?(X) de X. Montrer que EX) <
o?(X).

B. SoientX;, ... X, des v.a. indépendantes et de méme loi fueOn poseX, =
%(Xl +---4+ X,,). Quelle est la loi d&v.X ,,? (méthode: considérer sa fonction géné-

ratrice et utiliser le A). Calculer EX,,) et E(X ).

C. Avec les hypothéses de B) on définit la v5q. > 0 par

n

-1
k=1

Démontrer ques2 = ——"-X- + - 3" X2. En déduire & l'aide du A et du B
que la valeur de E52) est la variance dé&.

D. Avec les hypothéses de C) on fait tendreers I'infini. A l'aide de la loi des grands
nombres, calculer les limites presque suresXtg de 1 >°)' | X2, de S2 et de

S2 — X, et vérifier que la derniére est >0.

D. On suppose maintenant queet p sont des paramétres inconnus, que la suite
(X1,...,X,) est un échantillon & partir duquel on veut estirvaat p par la méthode

78

www.Zes-# athematiques.net



dite des moments. S{,, et.S? sont considérés comme des estimateurs de la moyenne
et de la variance d& respectivement, dire si ces estimateurs sont biaisés ou non. On

définit les estimateurs,, etp, = 1 — g, par les équations

ndn _ Sg

>
>

nin _x,, dnda | A

>

Montrer \,, > 0 et0 < p,, < 1 si et seulement s§2 — X,, > 0. Au vu de la question
D, cette méthode est elle raisonnable?

Baréme: QC=2+2 points, A=1+1+0,5+1+0,5, B=2+1+1, C=1+1, D=1+1+1+0,5+0,5,
E=1+1.
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