Espaceamétriques

1 Intr oduction

Travailler dansIR estvite limitant. En effet, de nombreuxproblémesne peuwent
se modéliserque sur desespacewectorielsde dimensionplus grande.Pensonspar
exemplea desmodélisationgle systemephysiquescomportantun nombren de pa-
rametresL'étude de ce systemeseferavia I'étude de fonctionspossédanh variable
et doncdéfiniessur des(partiesd’) espacesle dimensionn. La possibilitéd’utiliser
detels espace®stconditionnéepar la possibilitéde transposetes notionstellesque
la continuitédesfonctions,la convergencedessuiteset voir méme(maisce serapour
la suite)les notionsde dérivabilité, d’'intégrabilité... Dutescesnotionsont un facteur
commun,celui de faire intervenir la notion de distanceou de longueur Ainsi I'on
comprend’importancedela possibilitéde mesureia distancesntredeuxpointsd’un
espacalonné.

2 Notionsdebase

X désigneunensemble.

Définition Uneapplicationd : X2 — IR* définitune métrique (ouunedistance)
surX sielle vérifie:

— ¥xy € Xd(x,y) = d(y,x)

- ¥xyeXd(xy) =0 x=y

— L'inégalitétriangulaireyx,y,ze X d(x,2) < d(x,y) + d(y,2)

Définition On appelleespacamétrique tout couples(X,d) ou d estunemétrique
surX.

Exemple (IR,|]), (IR",[|[l) ousix,y € X etsi (X)i=1.n, (i)i=1.ndésignentes co-
ordonnéeslex ety,

n
X=Yllk= (lexi -k

Danstoute la suite on considére un espacamnétrique (X,d)

Définition Soitxg € X.

— Onappelleboule ouverte decentrexg etderayonr I'ensemble{x € X;d(x,Xo) <
r} quel’on noteB(Xo,r).

— Onappellehouleferméedecentrexg etderayonr I'ensemble{x € X; d(x,Xp) <
r} quel’on noteBs(x,r) ouencore

B(x0)(r).-



3 Sousensemblesouverts et sousensembledermés

Définition Un sousensembldJ de X seradit ouvert si il estvide ou si pourtout
élémentx de cetensembleon peuttrouver uneboule ouvertede rayon sufisamment
petitensortequ’elle soittouteentierecontenuedansy.

Définition L'ensembleO detouslesouvertsde X s’appellela topologiede X.

Proposition

— X estouvert.

— Uneréunionquelconqueal’ensembleouvertsestouverte

— Uneintersectiorfinie d’ensemble®uvertsestouverte.

Démonstration Contentonsnous de prouwer le casde l'intersection. Les deux
autrescassontabsolumentsriviaux.
Soitn € IN. On considéreune famille de n ensemblesuverts (U;),i = 1..n. Soit x
un point dansl’intersectionde cesn ensemblesx estdoncun point de chacunde ces
ouverts.On peutalorstrouver, pourtouti=1..nunréélr; tel quela boulede centrer;
etdecentrex soitinclusedansU;. Posong = inf{r;;i = 1..n}. La boule B(x,r) est
alorscontenuedanschacundesU; et on a ainsitrouvéunebouleouvertecentréesnx
etcontenuadangl’intersectiondesU;. Cetteintersectiorestdoncbienouverte.

Définition SoitV € P(X)etx € X OndiraqueV estun voisinagedex siil existe
unouvertU deX tel quex soitélémentde U etU soitinclusdansV .

Notation Onnotera?’(x) 'ensembledetouslesvoisinagesiex.

Proposition
- Ve? (x)& I B(x,r)CV.
— SiOestouvertdansX etsix € O alorsO € 7 (x)

Proposition Un sousensembleO de X estouvertsi etseulemensiil estvoisinage
dechacunde sespoints.

Démonstration D’aprésla remarqueprécédentee sensdirectestévident.Mon-
tronsla réciproque SupposongoncqueO estunensembleui estvoisinagedechacun
desespoints.Pourtoutx dansO, on peutdonctrouver un sousensemble(x) deO tel
queO(x) soitouvert. On peutmémeécrire:

0= J o).

xeO

O estdoncréunionquelconquel’ouverts. CeciimpliqueévidemmentjueO estouvert.



Définition Le complémentairal’'un sousensembleouvert de X seraappelésous
ensembldermé.

Proposition

— X et0 sontfermés.

— Uneréunionfinie defermésestfermée.

— Uneintersectiomuelconquele fermésestfermée.

Démonstration C’esttrivial, via les égalitéssuivantes(A et B désignedeuxen-
semblegjuelconques):

(AlB)® = A°(\Bet(A(B)° = A°[ JB®

4 Meétrique induite

U désigneun sousensemblale X.

Définition La restrictionde la distancede X a U permetde définir unemétrique
surU. Cettemétriques’appellela métrique induite decellede X surU.

Remarque U munitdela métriqueinduite a unestructured’espacemétrique.

Remarque Lesouvertsde (U,d;) (ou d; désignda métriqueinduite decellede X
surU) sontlesintersectionslesouvertsde X avecU.

5 Suitesdansun espacamétrique

Définition Rappelongju’unesuiteestun ensemblale pointsindexésparles élé-
mentsdelN dansX. Soit@: IN — IN uneapplicationcroissantel’ensemblelepoints
(Xo(n))nein €stencoreun ensemblale pointsindexésparIN etestappelésuite extraite
ou soussuite dela suite (Xn)neiN -

Définition On appeleravaleur d’adhérencede la suite (X,)nein tout élémentx
deX telqueVe > 03an e INd(x,x,) < €.

Remarque x estvaleurd’adhérencale la suite (xn)nein Si €t seulemensi, pour
toutvoisinageV dex, il existen dansIN tel quex, soitélémentdeV.

Remarque Toutélémentde {x,;n € IN } estvaleurd’adhérencee (X,)neIN -

Définition On appelerapoint d’accumulation de la suite (X,)nen toute valeur
d’adhérence decettesuitequi n’estpasun élémenide {x,;n € IN}.



Définition Ondiraquelasuite(xn)nen d'élémentdeX corvergeversl'élément
x deX si:
Ve > 03N € INVn> Nd(xp,X) < €

Définition x estla limite de(Xn)nein quandntendversl’infini. Onécrira: Iirﬂ Xn=X
nN——+400

Remarque Six estlimite dela suite(xn)nein alorsc’estl’'unique pointd’accumu-
lation decettesuite.

Proposition Onaéquialenceentre
— X estvaleurd’adhérencelela suite (Xn)neiN -
— Il existeunesuiteextraite dela suite (Xn)nein QUi CONvergeversx.

Démonstration Supposongjue x soit valeur d’adhérence de (X,)nein - Si X est

élémentde (X,)nein alorsil existeng € IN tel quex=xn, et on pose,pourtout n dans
IN, ®(n)=no. La SOUSSUite(Xcu(n))neIN corvergealorsclairementversx. Six n'estpas
élémentdela suite( c’estdoncun point pointd’accumulation)pn peuttrouverm dans
IN tel quexm, soit élémentde B(x,1) . On pose@(0) = m. Supposongsonstruitjusqu’a
I'ordre N uneapplicationg: {1..N} — IN croissanteet unesuite (Xyi))iecs1.n; telle
quepourtouti € {1..N}, Xy € B(x,Tl). Construisongélémentxyy..1). Considérons
pourcelala bouIeB(x,NLH) . Cettebouleestbienentenduain voisinageouvert dex.
Supposongjuel’'ensemble{x; ;i > N} n’intersectepascetteboule.Alors on pourrait
facilementconstruireun voisinagede x qui n’intersectepas{x;;i € IN}. Ce qui im-
pligueraitquex n’est pasvaleurd’adhérencede (x,)nein €t qui estcontrairea notre
hypothéseledépartL’'ensemble{x;;i > N} intersect&ioncB(x,NLH) enunensemble
nonvide. Soit X, un point de cetteintersectionOn a, par constructionm=>N. Posons
®(N+1) = m. Onabien®N + 1) > @N) etxynt1) € B(x,NLH). On construitainsi
notresuite(x(p(n))nem parrécurrence.
Il fautencoremontrerqu’elle corvergeversx. Choisissonslonce > 0. Commela suite
(1/n)nein corvergeversO , pour N assezgrand,on peutsupposeiquesi n>N alors
1/n<e. Maisalors,sin>N, ona, parconstructiorde (Xyn) )nein , Xo(N) € B(X, 1) CB(x,€).
Donc,si n>N, d(xn,x)<€, Cqfd.

6 Intérieur etadhérenced’'un sousensemblede X

Définition SoitU unepartiede X. Onappelerantérieur de U le plusgrandouvert
deX contenudansU. Onnotera A
U
l'intérieur de U.

Définition SoitU unepartiede X. Onappeleradhérencede U le pluspetitfermé
deX contenant). Onnotera
8]



'adhérencede U.

Définition Ondiragu’unélémentx de X estadhérent au sousensembleU ( ou
estunevaleurd’adhérenceleU) deX si: VV € 7 (x), V NU # 0.

Proposition L'adhérenceal’'un sousensemblale X estégaleal’ensembledetoute
lesvaleursd’adhérencede cetensemble.

Démonstration Soit U un sousensemblele X et notonsAdh(U) I'ensembledes
valeursd’adhérencegle U.
Montronstout d’abordque Adh(U) estfermé. Soit x un élémentde Adh(U)°®. Alors
on peuttrouver un voisinage V de x tel que ce voisinagen’intersectepasAdh(U).
Ce voisinageestdonc dansAdh(U)°. x possedealors un voisinagetout entier dans
Adh(U)¢ . Celaétantvrai pourtout élémentx de Adh(U)° on endéduitque Adh(U)¢
estouvertetdoncqueAdh(U) estfermé. De plus,d’apresla remarqueprécédente)
esttout entierdansAdh(U ). Donc,Adh(U) estun ferméqui contientU. On peutalors
affirmer que

U C Adh(U)

Montronsmaintenanguesi F estunfermé de X contenantJ alorsF contientné-
cessairememdh(U). SoitdoncF unferméde X contenant) etsoitx un élémentde
F¢. CommeF° estouvert,on peuttrouver unvoisinageV dex inclusdansF¢ .Cevoi-
sinageet F sontdoncdisjoints.|l enestdoncde mémepour ce voisinageet Adh(U).
Donc x estélémentde Adh(U)¢. On a alors montréque F¢ C Adh(U)® et doncque
Adh(U) CF.

Concluons:Adh(U) estun fermé contenantU et tout fermé contenantU contient
Adh(U). Cedernierestdoncle pluspetitfermécontenant) etestdoncégale aU.

Définition Ondit qu'un espacenétrique(X,d) esta basedénombrablede voisi-
nage si pouttoutpointx deX, ona3(Vn)nemw C¥ (X)/VV €V (x)In € INV, CVet
Vi eNVis Cvi.

Enfait onala propriétésuivante:

Proposition Tout espacenétriqueesta basedénombrablele voisinages.

Démonstration Il suffit, enunpointx de X, deconsidérefa famille (B(x,%))nem
pours’encorvaincre.

Ceciapourconséquencenparticulier, la propriétésuivante qui estftondamentale:

Proposition SoitU unsousensemblale X: onaéquivalenceentre:
— x estunpointadhérenta U.
— Il existeunesuite(X))nein d’élémentgdeU corvergeantversx.



Démonstration Nouschoisissonsci de procédera unedémonstratiome prenant
pasen comptela métriquede notre espacemais seulemente fait qu'il soit a base
dénombrablale voisinagesC’est en effet cettecaractéristiqueeulequi fait, ici, tout
fonctionner

Occuponsnhoustout d’abord du sensdirect: Supposonsgjue x soit valeurd’adhé-
rencedeU . Alors toutvoisinages/ dex rencontrel. En particulie; comme(X,d) est
abasedénombrablele voisinages pourtoutn dansiN , il existeunvoisinagedex: Vj
rencontrantJ. Choisissonglors,pourn donnédansIN, x, dansV,NU. On construit
ainsiunesuite(xn)nein - Pourvérifier quecettesuitecorvergeversx, il sufiit deremar
querquesi V estélémentde 1/ (x) alorsil existe ng dansiN tel Vi, soitinclusdansV
, etdonc{x,; n> ng} CV estélémentde V. DanstoutV de 9/(x), ontrouve ainsiun
élémente (X,)nein , CE QUi NOUsprouwe la corvergencesouhaitée.

Pourla réciproque,on choisit une suite (x,)nein COrvergeant vers x. Pour tout
V de V(x), il existe n dansINtel quex, estélémentde VNU. Ainsi pourtoutV de
7 (x), VNU estnonvide. Cecinousassuredu fait quex estbien valeurd’adhérence
de (Xn)ne -

Voici maintenantun corollaire fondamentalecar il donneun critére trés pratique
pourvérifier gu'un sousensemblale X estfermé.

Corollaire Soient(X,d) un espacamétriqueet F un sousensemblede X. On a
équialenceentre:

— Festfermé.

— Pourtoute suite (xn)neiv convergentes d’élémentsde F ,on a rli_r.'l;X” =X est

élémentdeF.

Démonstration SupposongueF soitfermé.Alors toutpointx deF estpointadhé-
renta F . Donc, d'aprésla propriétéprécédente on peuttrouver une suite (Xn)nein
d’élémentgde F ayantx pourlimite .
Réciproquemensupposonsguetoutesuitecorvergente(xp)nein d’élémentsieF aitsa
limite dansF . Prenonsun pointx del'adhérencedeF . Commex estun pointadhérent
aF, on peutconstruireunesuite (xn)neiv d’élémentsde F qui corvergeversx . Mais
ceciimplique, parhypothésegquex estélémentde F et doncquel’adhérencede F est
inclusedansF. Ceciéquiautévidemmenaufait queF estfermé.

Proposition fondamental L'ensembledes points d’accumulation d’une suite
(Xn)nein estégaled

() {xn>i}.
i=0
Démonstration Soitx un pointd’accumulation de (X,)nein - PosonsVi={x;n >
i}. Soitne IN. Montronsquex estdand’adhérencedeV,. Soitr>0etneIN . Supposons
queB(x,r )NV, = 0. Posong’=inf {d(x,x);i = 1..n,r }. Alors B(x,r') estunvoisinagede
X quin'intersectepas{xn; n € IN }. Doncx n’estpaspointd’accumulationde (Xn)nein s



ce qui estabsurdegpar hypothéseDonc B(x,r)NV,, # 0 et commer estquelconquex
estdansl’'adhérencealeV,. De plus,commen aussiestquelconquealansiN ,

xe (Vi

i=0

Montronsmaintenantjuesi

xe Vi

i=0
alorsx estpointd’accumulationde (X,)nein - SoitdoncV unvoisinagedex. Ona, en
particulier VNVp # 0 ce qui prouve immédiatementa propriétévoulue.

Définition Ondit qu’un sousensembled de X estdensedans(X,d) si sonadhé-
rence estégalea X.

Définition Ondit qu'un sousensembleA de X estbornésiil exister>0 etxe X
tel queACB(xr).
7 Application continue
Soient(X,d) et(Y,d) deuxespacesnétriques.
Définition Ondit quef : X — Y estcontinueenxg €X si:
Ve > 03n > 0;Vxe Xd(x,x0) < n=0(f(x),f (%)) <€
Autementdit:

Proposition Onaéquvalenceentre:

— f estcontinueenx

— Ve > 03n > 0;xeB(xo,n)= f(X) €B(f(x0),€)
- V&> 03n > 0;B(xo,n)C FY(B(f(x0),€))

- VYV e V(X)) VeV ()

Encoreun criterefondamental@ourla continuitéenun point:

Théoréme Soientf : X — Y etx eX. f estcontinueenx si et seulemensi V
(Xn)neIN CONvergentesversx, nIirﬂ f(xn)=f(x).
— 400

Démonstration Supposonsgjue f soitcontinueenx . Alors pourtoutvoisinageV
de f(x), f~1(V) estunvoisinagedex. Mais il existeN tel quesin > N alorsx, € V.
Doncsin > N, f(x,) estélémentdeV. Ceciprouve quenﬁm f(xn)=f(x).



Supposonsnaintenantque f ne soit pascontinue en x. Ceciimplique qu'il existe-
rait un voisinageV de f(x) tel que f~1(V) ne soit pasun voisinage de x. Donc
U={y € X; f(y) €V} necontientpasd’ouvertcontenani. Autrementdit, prenantun
systemdondamentalale voisinageau point x :(Vn)nen , pourtoutn dansiN, on peut
trouver un élémentx, deV, tel quex, € Vy\U. La suite x, ainsi construitecorverge
versx maisla suite (f (X,))neiv N€ rencontre par constructionjamaisV et doncne
convergepasversf(x). Cgfd.

Définition Ondit que f : X — Y estcontinue sur X si elle estcontinueen
chaquepointde X.

La propriétéqui suit estfondamentalear elle permetde comprendrda définition
dela continuitéentopologiegénérale

Proposition f: X — Y estcontinuesur X si et seulemensi V O ouvertde,
f~1(0) estunouvertde X.

Démonstration Suppososongque f soit continuesur X et soit O unouvert de.
Soientaussiy un point de O et x un point de f~1(0) tel que f(x)=y. CommeO est
ouvert, O estunvoisinagedex etdonc f ~(0) estunvoisinagedex. X étantayantété
choisiedefagonquelconquelansf ~1(0), onendéduitque f ~1(O) estunvoisinagede
chacunde sespointsetdoncque f ~1(O) estouvert dansX.

Enutilisanta nouweaule fait qu’'un ensembl@uvert estun voisinagede chacunde ses
points, la réciproquesstimmédiate.

Définition Soient(X,d) et (Y,0) deuxespacesnétriquesOndit quef : X — Y
estuniformémentcontinue surX si:

Ve > 03n > 0Vx,y € Xd(xy) < n = 0(f(x),f(y)) <e.

Proposition Sif estuniformémentontinuesurX alorsf estcontinuesur X.

Définition Soient(X,d) et (Y,0) deux espacesnétriques.Soit k un réél stric-
tementpositif. On dit que f : X — Y estLipschitzienne de rapport k si ¥x)y €
Xo(f(x),f(y)) <d(xy). Sideplusk<1,ondit quef estcontractante.

Proposition Si f estlipschitzienneglle estuniformémentontinue.

Définition Soitf : X — Y. Ondiraquef estuneapplication ouverte sil'image
par f detoutouvertdeX estunouvert deY.

Proposition Si f estbijective,on aéquivalenceentre:
— f estuneapplicationouverte.
— f~1 estcontinuecommeapplicationde Y dansX.

Démonstration C’'estévident!.



Proposition (Continuité dela composéale deuxapplicationscontinueg Soient
(X,d), (Y,0) et (Z,A) desespacesnétriquesSi f : X — Y estcontinuesur X et que
g:Y — Z estcontinuesurY alorsgo f : X — Z estcontinuesur X.

Démonstration Soit O unouvertde Z. Commeg estcontinue,g~1(O) estun ou-
vertdeY . Maiscommef estcontinue,f ~1(g=1(0)) estunouvertde X . Cequi prouve
que,pour O ouvert quelconquele Z, (go f)~1(0) estun ouvertde X, etquego f est
continuesurX .

8 Maétriques équivalentes

Définition Ondit quedeuxmétriquesd etA surX sontéquivalentessiil existe
deuxréélsstrictementpositifsa et tel que:

Vxy € Xad(xy) < 8(x,y) < Bd(x.y)

Remarque La premiéreinégalitén’estrien d’autre quela traductiondu fait que
I'aplication identiqueld : (X,d) — (X,d) estcontinue. Ceciimplique quela réci-
proque,par l'applicationidentique,d’'un ouvertde (X,d) estun ouvertde (X,d) . Au-
trementdit, tout ouvertde (X,0) estun ouvertde (X,d). La topologiedefiniepasd est
“incluse” danscelledéfiniepard (les*” parcequeenfaitondit qu’elle est‘moinsfine

que”).

De méme,en examinantla secondenégalité,on obsene quela topologiedefinit
pard estmoinsfine quecelle definiepard.
En conclusion,si deux métriquessont équivalentes elles définissenta mémetopo-
logie. (Cependantgette notion est plus forte que celle de “topologiquemengquva-
lent”. En particulier, et c’estfondamentalsi unesuitede CauchycorvergesurX, elle
corvergerapourtoutautremétriqueéquivalente Par contre,si unesuitede Cauchyest
convergentepour une topologiedonnée elle ne corvergerapasnécessairemergour
unetopologieéquialente Autrementdit, la complétudesstunenotion “métrique” et
pas“topologique”.)

Ceciimpliqueaussiquel’applicationidentiqueld : (X,d) — (X,d) estunhoméo-
morphisme. Mais cettenotionestétudiéedansle chapitrede topologiegénérale



