
Espacesmétriques
1 Intr oduction

Travailler dansIRestvite limitant. En effet, de nombreuxproblèmesne peuvent
se modéliserquesur desespacesvectorielsde dimensionplus grande.Pensonspar
exempleà desmodélisationsde systèmesphysiquescomportantun nombren de pa-
ramètres.L’étudede cesystèmeseferavia l’étudede fonctionspossédantn variable
et doncdéfiniessur des(partiesd’) espacesde dimensionn. La possibilitéd’utiliser
de tels espacesestconditionnéepar la possibilitéde transposerles notionstellesque
la continuitédesfonctions,la convergencedessuiteset voir même(maisceserapour
la suite) les notionsde dérivabilité, d’intégrabilité...Toutescesnotionsont un facteur
commun,celui de faire intervenir la notion de distanceou de longueur. Ainsi l’on
comprendl’importancedela possibilitédemesurerla distanceentredeuxpointsd’un
espacedonné.

2 Notions debase

X désigneun ensemble.

Définition Uneapplicationd : X2 � � IR
�

définitunemétrique (ouunedistance)
surX si ellevérifie:

–
�

x � y � X d � x � y �	� d � y � x �
–

�
x � y � X d � x � y �	� 0 
 x � y

– L’inégalitétriangulaire:
�

x � y � z � X d � x � z ��� d � x � y ��
 d � y � z �
Définition On appelleespacemétrique tout couples(X,d) ou d estunemétrique

surX.

Exemple (IR,| |), (IRn, ��� k) où si x � y � X et si � xi � i � 1 � � n ��� yi � i � 1 � � n désignentlesco-
ordonnéesdex et y,

� x � y � k ��� n

∑
i � 1

�
xi

� yi
� k � 1� k

Danstoute la suite on considèreun espacemétrique (X,d)

Définition Soit x0 � X .
– Onappellebouleouvertedecentrex0 etderayonr l’ensemble� x � X ;d � x � x0 ���

r � quel’on noteB � x0 � r � .
– Onappellebouleferméedecentrex0 et derayonr l’ensemble� x � X ;d � x � x0 ���

r � quel’on noteB f � x � r � ou encore

B � x0 ��� r ���
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3 Sousensemblesouverts et sousensemblesfermés

Définition Un sousensembleU deX seradit ouvert si il estvide ou si pourtout
élémentx de cet ensembleon peuttrouver unebouleouvertede rayonsuffisamment
petit ensortequ’elle soit touteentièrecontenuedansU.

Définition L’ensemble� detouslesouvertsdeX s’appellela topologiedeX.

Proposition
– X estouvert.
– Uneréunionquelconqued’ensembleouvertsestouverte
– Uneintersectionfinie d’ensemblesouvertsestouverte.
Démonstration Contentonsnousde prouver le casde l’intersection.Les deux

autrescassontabsolumentstriviaux.
Soit n � IN. On considèreunefamille de n ensemblesouverts � Ui ��� i � 1 � � n. Soit x
un point dansl’intersectiondecesn ensembles.x estdoncun point dechacundeces
ouverts.On peutalorstrouver, pour tout i=1..n un réél ri tel quela bouledecentreri

et de centrex soit inclusedansUi. Posonsr � in f � ri; i � 1 �!� n � . La bouleB � x � r � est
alorscontenuedanschacundesUi et on a ainsi trouvéunebouleouvertecentréeenx
etcontenuedansl’intersectiondesUi. Cetteintersectionestdoncbienouverte.

Définition SoitV �#"$� %&� etx � X OndiraqueV estun voisinagedex si il existe
un ouvertU deX tel quex soit élémentdeU et U soit inclusdansV .

Notation Onnotera ' (x) l’ensembledetouslesvoisinagesdex.

Proposition
– V �(' (x) 
*) B � x � r ��+ V.
– Si O estouvertdansX et si x � O alorsO �,' (x)

Proposition Un sousensembleO deX estouvertsi etseulementsi il estvoisinage
dechacundesespoints.

Démonstration D’aprèsla remarqueprécédente,le sensdirectestévident.Mon-
tronsla réciproque.SupposonsdoncqueO estunensemblequi estvoisinagedechacun
desespoints.Pourtoutx dansO, onpeutdonctrouverunsousensembleO(x) deO tel
queO(x) soit ouvert.Onpeutmêmeécrire:

O �.-
x / O

O � x ���

O estdoncréunionquelconqued’ouverts. CeciimpliqueévidemmentqueO estouvert.
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Définition Le complémentaired’un sousensembleouvert de X seraappelésous
ensemblefermé.

Proposition
– X et /0 sontfermés.
– Uneréunionfinie defermésestfermée.
– Uneintersectionquelconquedefermésestfermée.
Démonstration C’est trivial, via les égalitéssuivantes(A et B désignedeuxen-

semblesquelconques):

� A - B � c � Ac 0 Bcet � A 0 B � c � Ac - Bc

4 Métrique induite

U désigneun sousensembledeX.

Définition La restrictionde la distancedeX à U permetdedéfinir unemétrique
surU. Cettemétriques’appellela métrique induite decelledeX surU.

Remarque U munitdela métriqueinduitea unestructured’espacemétrique.

Remarque Lesouvertsde(U,d1) (où d1 désignela métriqueinduitedecelledeX
surU) sontlesintersectionsdesouvertsdeX avecU.

5 Suitesdansun espacemétrique

Définition Rappelonsqu’unesuiteestun ensembledepointsindexéspar lesélé-
mentsdeIN dansX. Soitφ : IN � � IN uneapplicationcroissante.L’ensembledepoints
� xφ 1 n 2 � n / IN estencoreun ensembledepointsindexésparIN etestappelésuiteextraite
ou soussuitedela suite � xn � n / IN .

Définition On appeleravaleur d’adhérencede la suite � xn � n / IN tout élémentx
deX tel que

�
ε 3 0 ) n � IN d � x � xn ��� ε .

Remarque x estvaleurd’adhérencede la suite � xn � n / IN si et seulementsi, pour
tout voisinageV dex, il existen dansIN tel quexn soit élémentdeV.

Remarque Tout élémentde � xn;n � IN � estvaleurd’adhérencede � xn � n / IN .

Définition On appelerapoint d’accumulation de la suite � xn � n / IN toutevaleur
d’adhérencex decettesuitequi n’estpasun élémentde � xn;n � IN � .
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Définition Ondira quela suite � xn � n / IN d’élémentsdeX convergeversl’élément
x deX si: �

ε 3 0 ) N � IN
�

n 3 N d � xn � x ��� ε
Définition x estla limite de � xn � n / IN quandn tendversl’infini. Onécrira: lim

n 4 � ∞
xn=x

Remarque Si x estlimite dela suite � xn � n / IN alorsc’estl’uniquepointd’accumu-
lationdecettesuite.

Proposition Onaéquivalenceentre
– x estvaleurd’adhérencedela suite � xn � n / IN .
– Il existeunesuiteextraitedela suite � xn � n / IN qui convergeversx.

Démonstration Supposonsquex soit valeurd’adhérencede � xn � n / IN . Si x est
élémentde � xn � n / IN alorsil existe n0 � IN tel quex=xn0 et on pose,pour tout n dans
IN , Φ � n � =n0. La soussuite � xΦ 1 n 2 � n / IN convergealorsclairementversx. Si x n’estpas
élémentdela suite( c’estdoncunpointpointd’accumulation),onpeuttrouverm dans
IN tel quexm soit élémentdeB � x � 1� . On poseφ � 0�5� m. Supposonsconstruitjusqu’à
l’ordre N uneapplicationφ : � 1 � � N � � � IN croissanteet unesuite � xφ 1 i 2 � i /76 1 � � N 8 telle
quepourtout i �9� 1 �!� N � , xφ 1 i 2 � B � x � 1i � . Construisonsl’élémentxφ 1 N �

12 . Considérons
pourcelala bouleB � x � 1

N
�

1 � . Cettebouleestbienentendueun voisinageouvert dex.
Supposonsquel’ensemble� xi ; i 3 N � n’intersectepascetteboule.Alors on pourrait
facilementconstruireun voisinagede x qui n’intersectepas � xi; i � IN � . Ce qui im-
pliqueraitquex n’est pasvaleurd’adhérencede � xn � n / IN et qui estcontraireà notre
hypothèsededépart.L’ensemble� xi; i 3 N � intersectedoncB � x � 1

N
�

1 � enunensemble
nonvide. Soit xm un point decetteintersection.On a, parconstruction,m>N. Posons
φ � N 
 1�:� m. On a bien φ � N 
 1�;3 φ � N � et xφ 1 N �

12 � B � x � 1
N

�
1 � . On construitainsi

notresuite � xφ 1 n 2 � n / IN parrécurrence.
Il fautencoremontrerqu’elleconvergeversx. Choisissonsdoncε 3 0.Commela suite
� 1 < n � n / IN converge vers0 , pour N assezgrand,on peutsupposerquesi n>N alors
1/n<ε. Maisalors,si n>N,ona,parconstructionde � xφ 1 n 2 � n / IN , xφ � n ��� B � x � 1n ��+ B � x � ε � .
Donc,si n>N, d(xn,x)<ε, Cqfd .

6 Intérieur et adhérenced’un sousensembledeX

Définition SoitU unepartiedeX. Onappeleraintérieur deU le plusgrandouvert
deX contenudansU. Onnotera =

U

l’intérieur deU.

Définition SoitU unepartiedeX. OnappeleraadhérencedeU le pluspetit fermé
deX contenantU. Onnotera

U
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l’adhérencedeU.

Définition On dira qu’un élémentx de X estadhérent au sousensembleU ( ou
estunevaleurd’adhérencedeU) deX si:

�
V �,' (x), V > U ?� /0.

Proposition L’adhérenced’un sousensembledeX estégaleà l’ensembledetoute
lesvaleursd’adhérencedecetensemble.

Démonstration Soit U un sousensembledeX et notonsAdh � U � l’ensembledes
valeursd’adhérencesdeU.
Montronstout d’abordqueAdh � U � estfermé. Soit x un élémentde Adh � U � c. Alors
on peut trouver un voisinage V de x tel quece voisinagen’intersectepasAdh � U � .
Ce voisinageest donc dansAdh � U � c. x possèdealors un voisinagetout entier dans
Adh � U � c . Celaétantvrai pour tout élémentx deAdh � U � c on endéduitqueAdh � U � c

estouvertet doncqueAdh � U � estfermé. De plus,d’aprèsla remarqueprécédente,U
esttout entierdansAdh � U � . Donc,Adh � U � estun ferméqui contientU. Onpeutalors
affirmer que

U @ Adh � U �
.

Montronsmaintenantquesi F estun fermé deX contenantU alorsF contientné-
cessairementAdh � U � . Soit doncF un fermédeX contenantU et soit x un élémentde
Fc. CommeFc estouvert,on peuttrouverunvoisinageV dex inclusdansFc .Cevoi-
sinageet F sontdoncdisjoints.Il enestdoncdemêmepourcevoisinageet Adh � U � .
Donc x estélémentde Adh � U � c. On a alorsmontréqueFc @ Adh � U � c et doncque
Adh � U �:@ F .
Concluons:Adh � U � est un fermé contenantU et tout fermé contenantU contient
Adh � U � . Cedernierestdoncle pluspetit fermécontenantU et estdoncégale àU .

Définition On dit qu’un espacemétrique(X,d) està basedénombrablede voisi-
nage si pouttout point x deX, on a )A� Vn � n / IN +B'C� x ��< �

V �('D� x �E) n � INVn +B' et�
i � INVi

�
1 +B' i.

En fait on a la propriétésuivante:

Proposition Tout espacemétriqueestàbasedénombrabledevoisinages.

Démonstration Il suffit, enun point x deX, deconsidérerla famille � B(x,1
n ) � n / IN

pours’enconvaincre.

Ceciapourconséquence,enparticulier, la propriétésuivante,qui estfondamentale:

Proposition SoitU un sousensembledeX: on a équivalenceentre:
– x estunpoint adhérentà U.
– Il existeunesuite � xn � n / IN d’élémentsdeU convergeantversx.
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Démonstration Nouschoisissonsici deprocéderà unedémonstrationneprenant
pasen comptela métriquede notre espacemais seulementle fait qu’il soit à base
dénombrabledevoisinages.C’esteneffet cettecaractéristiqueseulequi fait, ici, tout
fonctionner.

Occuponsnoustout d’aborddu sensdirect: Supposonsquex soit valeurd’adhé-
rencedeU . Alors toutvoisinagesV dex rencontreU. Enparticulier, comme(X,d) est
à basedénombrabledevoisinages, pourtoutn dansIN , il existeun voisinagedex: Vn

rencontrantU. Choisissonsalors,pour n donnédansIN , xn dansVn F U. On construit
ainsiunesuite � xn � n / IN . Pourvérifierquecettesuiteconvergeversx, il suffit deremar-
querquesi V estélémentde ' (x) alorsil existen0 dansIN tel Vn0 soit inclusdansV
, et donc � xn ; n 3 n0 �G+ V estélémentdeV. Danstout V de ' (x), on trouveainsiun
élémentde � xn � n / IN , cequi nousprouvela convergencesouhaitée.

Pour la réciproque,on choisit une suite � xn � n / IN convergeant vers x. Pour tout
V de ' (x), il existe n dansIN tel quexn estélémentde V F U. Ainsi pour tout V de
' (x), V F U estnon vide. Ceci nousassuredu fait quex estbien valeurd’adhérence
de � xn � n / IN .

Voici maintenantun corollaire fondamentalecar il donneun critère trèspratique
pourvérifierqu’un sousensembledeX estfermé.

Corollair e Soient(X,d) un espacemétriqueet F un sousensemblede X. On a
équivalenceentre:

– F estfermé.
– Pour toutesuite � xn � n / IN convergentes d’élémentsde F ,on a lim

n 4 ∞
xn � x est

élémentdeF.
Démonstration SupposonsqueF soit fermé.Alors toutpointx deF estpointadhé-

rent à F . Donc, d’aprèsla propriétéprécédente, on peut trouver unesuite � xn � n / IN

d’élémentsdeF ayantx pourlimite .
Réciproquement,supposonsquetoutesuiteconvergente� xn � n / IN d’élémentsdeF ait sa
limite dansF . Prenonsunpointx del’adhérencedeF . Commex estunpointadhérent
à F, on peutconstruireunesuite � xn � n / IN d’élémentsdeF qui convergeversx . Mais
ceci implique,parhypothèse,quex estélémentdeF et doncquel’adhérencedeF est
inclusedansF. Ceciéquivautévidemmentaufait queF estfermé.

Proposition fondamental L’ensembledespoints d’accumulation d’une suite
� xn � n / IN estégaleà

∞0
i � 0

� xn;n 3 i �H�
Démonstration Soit x un point d’accumulationde � xn � n / IN . PosonsVi= � xn;n 3

i � . Soitn � IN. Montronsquex estdansl’adhérencedeVn. Soitr>0etn � IN . Supposons
queB � x � r � F Vn � /0. Posonsr’=inf � d � x � xi � ; i � 1 � � n � r � . Alors B � x � r I � estunvoisinagede
x qui n’intersectepas � xn;n � IN � . Doncx n’estpaspointd’accumulationde � xn � n / IN ,
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cequi estabsurdeparhypothèse.DoncB � x � r � F Vn ?� /0 et commer estquelconque,x
estdansl’adhérencedeVn. Deplus,commen aussiestquelconquedansIN ,

x � ∞0
i � 0

Vi

.

Montronsmaintenantquesi

x � ∞0
i � 0

Vi

alorsx estpoint d’accumulationde � xn � n / IN . Soit doncV un voisinagedex. On a,en
particulier, V F V0 ?� /0 cequi prouveimmédiatementla propriétévoulue.

Définition On dit qu’un sousensembleA deX estdensedans(X,d) si sonadhé-
rence estégaleà X.

Définition On dit qu’un sousensembleA deX estborné si il exister>0 et x � X
tel queA + B � x � r � .

7 Application continue

Soient(X,d) et (Y,δ) deuxespacesmétriques.

Définition Ondit que f : X � � Y estcontinueen x0 � X si:

�
ε 3 0 ) η 3 0;

�
x � X d � x � x0 ��� η J δ � f � x ��� f � x0 ���5� ε

Autementdit:

Proposition Onaéquivalenceentre:
– f estcontinueenx
–

�
ε 3 0 ) η 3 0;x � B � x0 � η �KJ f � x �;� B � f � x0 ��� ε �

–
�

ε 3 0 ) η 3 0;B � x0 � η �L+ f M 1(B � f � x0 ��� ε � )
–

�
V �,' ( f � x � ) f M 1(V) �(' (x)

Encoreuncritèrefondamentalepourla continuitéenun point:

Théorème Soient f : X � � Y et x � X. f estcontinueen x si et seulementsi
�

� xn � n / IN convergentesversx, lim
n 4 � ∞

f(xn)=f(x).

Démonstration Supposonsque f soit continueenx . Alors pourtout voisinageV
de f (x), f M 1(V) estun voisinagedex. Mais il existeN tel quesi n 3 N alorsxn � V .
Doncsi n 3 N, f � xn � estélémentdeV. Ceciprouveque lim

n 4 � ∞
f(xn)=f(x).
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Supposonsmaintenantque f ne soit pascontinue en x. Ceci implique qu’il existe-
rait un voisinageV de f (x) tel que f M 1(V) ne soit pasun voisinage de x. Donc
U= � y � X ; f � y �(� V � necontientpasd’ouvert contenantx. Autrementdit, prenantun
systèmefondamentaledevoisinageaupoint x : � Vn � n / IN , pour tout n dansIN , on peut
trouver un élémentxn deVn tel quexn � Vn N U. La suitexn ainsi construiteconverge
versx mais la suite � f � xn �O� n / IN ne rencontre,par construction,jamaisV et doncne
convergepasvers f � x � . Cqfd.

Définition On dit que f : X � � Y est continue sur X si elle est continueen
chaquepointdeX.

La propriétéqui suit estfondamentalecarelle permetdecomprendrela définition
dela continuitéentopologiegénérale.

Proposition f : X � � Y estcontinuesur X si et seulementsi
�

O ouvert de Y,
f M 1(O) estun ouvertdeX.

Démonstration Suppososonsque f soit continuesurX et soit O un ouvert deY.
Soientaussiy un point de O et x un point de f M 1(O) tel que f (x)=y. CommeO est
ouvert,O estunvoisinagedex etdonc f M 1(O) estunvoisinagedex. X étantayantété
choisiedefaçonquelconquedansf M 1(O), onendéduitque f M 1(O) estunvoisinagede
chacundesespointsetdoncque f M 1(O) estouvert dansX.
Enutilisantà nouveaule fait qu’un ensembleouvertestun voisinagedechacundeses
points, la réciproqueestimmédiate.

Définition Soient(X,d) et (Y,δ) deuxespacesmétriques.On dit que f : X � � Y
estuniformémentcontinuesurX si:

�
ε 3 0) η 3 0

�
x � y � Xd � x � y �5� η J δ � f � x ��� f � y ���(� ε �

Proposition Si f estuniformémentcontinuesurX alorsf estcontinuesurX.

Définition Soient (X,d) et (Y,δ) deux espacesmétriques.Soit k un réél stric-
tementpositif. On dit que f : X � � Y est Lipschitzienne de rapport k si

�
x � y �

X δ � f � x �L� f � y ���(� d � x � y � . Si deplusk<1, on dit quef estcontractante.

Proposition Si f estlipschitzienne,elleestuniformémentcontinue.

Définition Soit f : X � � Y . Ondiraque f estuneapplication ouverte si l’image
par f detoutouvertdeX estun ouvert deY.

Proposition Si f estbijective,on a équivalenceentre:
– f estuneapplicationouverte.
– f M 1 estcontinuecommeapplicationdeY dansX.

Démonstration C’estévident!.
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Proposition (Continuité dela composéededeuxapplicationscontinues) Soient
(X,d), (Y,δ) et (Z,∆) desespacesmétriques.Si f : X � � Y estcontinuesur X et que
g : Y � � Z estcontinuesurY alorsg P f : X � � Z estcontinuesurX.

Démonstration Soit O un ouvertdeZ. Commeg estcontinue,g M 1 � O � estun ou-
vertdeY . Maiscommef estcontinue,f M 1 � g M 1 � O �O� estunouvertdeX . Cequi prouve
que,pourO ouvert quelconquedeZ, � g P f ��M 1 � O � estun ouvert deX, et queg P f est
continuesurX .

8 Métriques équivalentes

Définition On dit quedeuxmétriquesd et ∆ surX sontéquivalentessi il existe
deuxréélsstrictementspositifsα etβ tel que:

�
x � y � X αd � x � y �;� δ � x � y �5� βd � x � y �

Remarque La premièreinégalitén’est rien d’autrequela traductiondu fait que
l’aplication identiqueId : � X � d � � � � X � δ � estcontinue. Ceci implique quela réci-
proque,par l’application identique,d’un ouvert de (X,δ) estun ouvert de (X,d) . Au-
trementdit, tout ouvert de(X,δ) estun ouvert de(X,d). La topologiedefiniepasδ est
“incluse” danscelledéfiniepard (les“” parcequeenfait ondit qu’elleest“moinsfine
que”).

De même,en examinantla secondeinégalité,on observe quela topologiedefinit
pard estmoinsfinequecelledefinieparδ.
En conclusion,si deux métriquessontéquivalentes,ellesdéfinissentla mêmetopo-
logie. (Cependant,cettenotion estplus forte quecelle de “topologiquementéquiva-
lent”. En particulier, et c’est fondamental,si unesuitedeCauchyconvergesurX, elle
convergerapourtoutautremétriqueéquivalente.Parcontre,si unesuitedeCauchyest
convergentepour une topologiedonnée,elle ne convergerapasnécessairementpour
unetopologieéquivalente.Autrementdit, la complétudeestunenotion “métrique” et
pas“topologique”.)

Ceciimpliqueaussiquel’applicationidentiqueId : � X � d � � � � X � δ � estunhoméo-
morphisme. Mais cettenotionestétudiéedansle chapitredetopologiegénérale.
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