
Espacesmétriquesproduits
1 Intr oduction

La topologieproduitva nouspermettredefabriquerdesespacesmétriques. Mais
il faudrala définir ensortequelespropriétéstopologiquesdesespacesqui composent
le produit remontentsur la topologiedu produit.Ainsi, si les espacesde départsont
compacts,ou connexes,il seraappréciablequ’il ensoit demêmedeleurproduit.

2 Notions debase

On considèredansce chapitreunefamille d’espacesmétriques
���

Xi � di ��� i � 1 � � k et
soit

X �
k

∏
i � 1

Xi �

Définition On appellemétrique produit la métriqued : X � X 	�
 IR � définie
par: si x � �

x1 �
�
���
� xk ��� X et y � �
y1 ���
���
� yk ��� X alors

d
�
x � y � � k

sup
i � 1

di
�
xi � yi �

Démonstration Onvérifiesanspeinequel’applicationainsidéfiniesurX estbien
unemétrique.

Onpeutalorsénoncerla définition:

Définition L’espace(X,d) estl’ espacemétrique produit des
���

Xi � di ��� i � 1 � � k.

Proposition Soit r>0 et x � �
x1 �
�
���
� xk ��� X . Soit B

�
x � r � la bouledeX derayonx

et decentrer relative à la métriqued . Notons,pour i=1..k, B
�
xi � r � i la bouledeXi de

centrexi et derayonr relativeà la métriquedi . Alors B
�
x � r � =B

�
x1 � r � 1 � �
��� � B

�
xk � r � k.

Démonstration Soity � �
y1 ���
���
� yk ��� B

�
x � r � . Alors,pourtouti=1,...,k,onadi

�
xi � yi ��� r

etdoncyi � B
�
xi � r � i .

Réciproquement,si,pourtouti=1,...,k,yi vérifiedi
�
xi � yi ��� r alorsd

�
x � y ��� r ety � B

�
x � r � .

Définition Pour tout i=1..k, on appelleprojecteur de X sur Xi l’application
Πi : X 	�
 Xi qui àun élémentx � �

x1 ���
���
� xk � deX associeΠi
�
x � � xi.

Proposition LesapplicationsΠi pour i=1,..,ksont1-Lipschitzienneet sontdonc
continues.

Démonstration C’estimmédiat,via la définitiondesΠi.
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Proposition Lesprojecteurssontdesapplicationsouvertes.

Démonstration Soit i un entiercomprisentre1 et k et soit U un ouvert de(X,d).
On veutmontrerqueΠi estouverte,cequi revient à montrerqueΠi(U) estun ouvert
de

�
Xi � di � . Soit x un point deU. CommeU estouvert, on peuttrouver unebouleou-

verteB
�
x � r � inclusedansU . Maiscettebouleest,commenousl’avonsvu, dela forme

B
�
x1 � r � 1 � ���
� � B

�
xk � r � k . DoncΠi( B

�
x � r � )=B

�
xi � r � i. Cettedernièrebouleestdoncin-

clusedansΠi(U), cequi nousprouvequeΠi(U) estouvert etqueΠi estuneapplication
ouverte.

Proposition La topologieinduite par la métriqueproduit estla moinsfine pour
laquellelesprojecteurssontcontinues.C’estdoncla topologieproduit.(Cflesespaces
topologiquesproduits).

Démonstration On sait déjàqueles projecteurssontcontinuespour la métrique
produit. Montronsdoncquecettetopologieestla moinsfine pourlaquellecelafonc-
tionne.Supposonsqu’il existe unetopologiemoinsfine, � , quecelle conséquenteà
la métriqueproduit et pour laquellelesprojecteurssontcontinues.Celasignifie qu’il
existe desouverts de (X,d) qui ne sont pasélémentsde � . Commeles projecteurs
sontcontinues,lesboulesB

�
x � r � =B

�
x1 � r � 1 � ���
� � B

�
xk � r � k sontdesouvertsde � . Des

réunionsdetellesboulessontdoncencoredesouvertsde � . Mais toutouvertde(X,d)
estréuniondecesboules.(En effet, pardéfinitiond’un ouvert U dansun espacemé-
trique,pour tout élémentx deU, on peuttrouver un réélpositif rx tel quela boulede
centrex et de rayonrx estinclusedansU. En prenantla réunionde toutescesboules
pourchaquex appartenantU, onobtientU.) Donctoutouvertde(X,d) estouvertde �
et la topologiede(X,d) estéquivalenteà la topologie � . On a ainsibienmontréquela
topologiedéfinieparla métriqueproduitétaitéquivalenteà la topologieproduit.

3 Suitesdansun espacemétrique produit

Théorème Soit
�
xn � n � IN unesuitedeX.

�
xn � n � IN estconvergentesurX pourla to-

pologie(métrique)produitsi et seulementsi sessuitescoordonnéessontconvergentes
pour la topologiede l’espacesauxquelsellesappartiennent.De plus, la limite de la
suite

�
xn � n � IN estégaleà ( lim

n � ∞
x1

n,..., lim
n � ∞

xk
n).

Démonstration Soit la suited’élémentsdeX
�
xn � n � IN =

�
x1

n �
���
�
� xk
n � n � IN où

�
xi

n � n � IN

inclusedansXi.
On saitquesi un applicationf estcontinueenun point x d’un espacemétrique(X,d)
versun espacemétrique(Y,d) alorssi

�
xn � n � IN estunesuite convergeantversx, on

lim
n � ∞

f
�
xn � = f ( lim

n � ∞
xn) . D’autrepart, les applicationsΠi sontcontinues pour i=1,...,k.

Donc lim
n � ∞

xi
n= lim

n � ∞
Πi

�
xn � =Πi( lim

n � ∞
xn)=xi et lessuitesxi

n sontbienconvergentessurXi

. De plus,leur limite estxi.
Montronsmaintenantquesi lessuitescoordonnées

�
xi

n � n � IN � Xi pouri=1,..,kconvergent
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versxi � Xi alors la suite
�
xn � n � IN =

�
x1

n �
���
�
� xk
n � n � IN convergeversx � �

x1 �
���
��� xk ��� X .
Pourcefaire,prenonsε � 0 ainsiqu’unebouleB

�
x � ε � =B

�
x1 � ε � 1 � �
��� � B

�
xk � ε � k dansX.

Pourtout i=1..k, il existeN
�
i � ε � inIN tel quesi n>N

�
i � ε � alorsxi

n � B
�
xi � ε � i. Prenons

N
�
ε � � k

sup
i � 1

�
N
�
i � ε ��� �

Onpeutalorsaffirmerquesi n>N
�
ε � alorsxn � B

�
x � ε � .

4 Application continuesur un espacemétrique

On considéreraici, enplusde l’espacemétriqueproduit (X, � � déjàdéfinit précé-
demment,un espacemétrique(Y,d’).

Proposition L’application f : Y 	�
 X estcontinuesurY pourlesmétriquesres-
pectivesdeX et Y si et seulementsi lesapplicationsΠ ! f sontcontinuessurY pour
tout i=1,..,k.

Démonstration Supposonsque f estcontinuesur Y. Alors commela composée
dedeuxapplicationscontinuesestcontinue, lesapplicationsΠ ! f sontcontinuespour
tout i=1,..,k.
Supposonsmaintenantque,pour tout i=1,..,k, Π ! f estcontinue.Pourmontrerque f
estcontinuesurY, il suffit qu’ellesoit continueenchaquepoint x deY . Prenonsdonc
x dansY et choisissonsunesuite

�
xn � n � IN depointsdeY convergeantversx. Montrer

que f estcontinueenx revient à montrerl’égalité lim
n � ∞

f
�
xn � = f ( lim

n � ∞
xn) . Si l’on note,

pour tout i=1,...,k, fi � Πi ! f , on a, d’aprèsle théorèmeprécédentsur les suitesco-
ordonnéeslim

n � ∞
f
�
xn � =( lim

n � ∞
f1
�
xn � ,..., lim

n � ∞
fk
�
xn � ). Maiscommelesapplicationsfi sont

continuesen x, ( lim
n � ∞

f1
�
xn � ,..., lim

n � ∞
fk
�
xn � )= � f1 � x �"���
���
� fk

�
x ��� � f

�
x � . On a doncbien

montrél’égalitévoulueet f estbelet biencontinueenx

Proposition Soit (X,d) un espacemétrique.L’applicationd : X � X 	#
 IR est
continue( et même2-Lipschitzienne) surX � X muni de la topologieproduithéritée
dela métriqued.
Démonstration Posons

δ :
�
X � X � � �

X � X � 	�
 IR
���

x1 � y1 �$� � x2 � y2 ��� 	�
 2
sup
i � 1

d
�
xi � yi �"�

δ n’estriend’autrequela métriqueproduithéritéeded surX � X . Deplus % d � x1 � y1 � 	
d
�
x2 � y2 � %'& 2sup d

�
xi � yi � & 2δ

�(�
x1 � y1 �$� � x2 � y2 �(� Cqfd.

5 Propriétésdesespacesmétriquesproduits

On renvoit ici auxcourssur lesespacesconnexes, lesespacescomplets et leses-
pacesmétriquescompacts.
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