Espaceamétriques produits

1 Intr oduction
La topologieproduit va nouspermettrede fabriquerdesespacesnétriques. Mais
il faudrala définir ensortequeles propriétésopologiquesiesespacesjui composent

le produit remontentsur la topologiedu produit. Ainsi, si les espacesle départsont
compactspu connees,il seraappréciablgu’il ensoitdemémedeleur produit.

2 Notionsdebase

On consideredansce chapitreune famille d'espacesnétriques((X;,di))i=1.x et

soit )
X= iEl)Q.

Définition On appellemétrique produit la métriqued : X x X — IR définie
par: siXx= (X1,---,X) € X ety = (y1,-..,¥k) € X alors

d(xy) = |3£11pd| (Xi.yi)

Démonstration On vérifie sanspeinequel’applicationainsidéfiniesur X estbien
unemeétrique.

On peutalorsénoncetla définition:
Définition L'espace(X,d) estl’ espacemétrique produit des((X;,di))i=1. k-

Proposition Soitr>0 etx = (X,...,X) € X. Soit B(x,r) la boulede X derayonx
etde centrer relative ala métriqued . Notons,pouri=1..k, B(x;,r); la boulede X; de
centrex; etderayonr relative ala métriqued; . Alors B(x,r)=B(xq,r)1 X ... x B(Xi,Nk-
Démonstration Soity = (ya,...,yk) €B(X,r). Alors, pourtouti=1,....k,onad;(x,yi) < r
etdoncy; €B(x;,r); .

Réciproquemensi, pourtouti=1,...,k,y; vérified;(x;,y;) < r alorsd(x,y) < r ety eB(x,r).

Définition Pourtout i=1..k, on appelleprojecteur de X sur X; I'application
M : X — X quiaun élémentx = (Xy,...,X) deX associdlj(x) = .

Proposition LesapplicationdT; pouri=1,..,ksont1-Lipschitzienneet sontdonc
continues

Démonstration C'estimmédiat,via la définitiondesIT;.



Proposition Lesprojecteursontdesapplicationsouvertes.

Démonstration Soiti un entiercomprisentrel etk et soit U unouvert de (X,d).
Onveutmontrerquell; estouverte,ce qui revienta montrerquell;(U) estun ouvert
de (X,d;) . Soitx un pointde U. CommeU estouvert, on peuttrouver unebouleou-
verteB(x,r) inclusedansU . Mais cettebouleest,commenousl’avonsvu, dela forme
B(X1,r)1 X -..XB(X,M )k - DoncMi( B(x,r))=B(x;,r)i. Cettederniérebouleestdoncin-
clusedand;(U), cequinousprouvequell;(U) estouvert etquell; estuneapplication
ouwerte.

Proposition La topologieinduite parla métriqueproduitestla moinsfine pour
lagquelleles projecteursontcontinuesC’estdoncla topologieproduit.(Cflesespaces
topologiquegproduits).

Démonstration On saitdéjaqueles projecteurssontcontinuespour la métrique
produit. Montronsdoncquecettetopologieestla moinsfine pourlaquellecelafonc-
tionne. Supposong|u’il existe unetopologiemoinsfine, O, que celle conséquenta
la métriqueproduit et pour laquelleles projecteurssontcontinues Celasignifie qu'il
existe desouvertsde (X,d) qui ne sont pasélémentsde O. Commeles projecteurs
sontcontinues)es boulesB(x,r)=B(x,r)1 X ...x B(x, )k sontdesouvertsde O . Des
réunionsdetellesboulessontdoncencoredesouvertsde O . Mais toutouvertde (X,d)
estréunionde cesboules.(En effet, par définitiond’'un ouvertU dansun espacené-
trique, pourtout élémentx de U, on peuttrouver un réél positif r, tel quela boulede
centrex et derayonry estinclusedansU. En prenanta réunionde toutescesboules
pourchaquex appartenant), on obtientU.) Donctout ouvertde (X,d) estouvertde O
etla topologiede (X,d) estéquialenteala topologie 0. On aainsibienmontréquela
topologiedéfinieparla métriqueproduitétaitéquivalentea la topologieproduit.

3 Suitesdansun espacemétrique produit

Théoreme Soit (xn)nein UnesuitedeX. (Xn)nein €StconvergentesurX pourlato-
pologie(métrique)produitsi et seulemensi sessuitescoordonnéesontcorvergentes
pour la topologiede I'espacesauxquelsellesappartiennentDe plus, la limite dela
suite(xn)nen estégaled (lim X, lim, ).

Démonstration Soit la suited’élémentsde X (Xn)nein =(X,---, XK )nen 00 (X)) nem
inclusedansX;.
On saitquesi un applicationf estcontinueen un point x d'un espacamétrique(X,d)
versun espaceamétrique(Y,d) alorssi (Xn)nen €Stune suite corvergeantversx, on
r!mc f(Xn)=f(r!i_FE°Xn) . D'autre part, les applicationd1; sontcontinues pouri=1,...,k.

Donc lim xin:Iim i (%n) =M (lim Xp)=Xi etlessuitesxin sontbien corvergentessur X;
n—oo n_—»oo. n—oo

. De plus,leur limite estx;.

Montronsmaintenanguesilessuitescoordonnéeéx,)nein C X pouri=1,...kcorvergent



versx; € X; alorsla suite (Xn)nein :(x%,...,xﬁ)nem corvergeversx = (X,...,X) € X .
Pourcefaire,prenong > 0 ainsiqu’unebouleB(x,)=B(x1,€)1 X ... X B(Xk,€)k dansX.
Pourtouti=1..k, il existeN(i,€)inIN tel quesi n>N(i,e) alorsx;, € B(x;,€);. Prenons

N(e) = sUp{N(i,e)}.
i=1

On peutalorsaffirmer quesi n>N(g) alorsx, €B(x,€).

4 Application continue sur un espacemeétrique

On considéreraci, enplus del’espacemétriqueproduit (X, 0) déjadéfinit précé-
demmentun espacanétrique(Y,d’).

Proposition L'applicationf : Y — X estcontinuesurY pourlesmétriqueses-
pectvesde X etY si et seulemensi lesapplicationdo f sontcontinuessurY pour
touti=1,..,k.

Démonstration Supposongjue f estcontinuesur Y. Alors commela composée
dedeuxapplicationcontinuesestcontinue, lesapplicationd1 o f sontcontinuegpour
touti=1,..,k.

Supposonsgnaintenantjue, pourtouti=1,..,k, Mo f estcontinue.Pourmontrerque f
estcontinuesurY, il suffit qu’elle soitcontinueenchaquepointx deY . Prenonsionc
x dansY etchoisissonsinesuite (x,)neiy depointsdeY corvergeantversx. Montrer
que f estcontinueenx revienta montrerl’égalité ,Li_r,noof(X”):f(AmX”) . Sil'on note,
pourtouti=1,...k, fi = Mjo f , on a, d'apresle théorémeprécédensur les suitesco-
ordonnéeer]i_r)rgo f (xn):(r!i_rf(]° f1(X0) ees rll_r;rlc fk(Xn)). Mais commelesapplicationsf; sont

continuesen x, (Ml) f1(X%n) .. r!mo fu(Xn))=(f1(X),..., fk(X)) = f(x). On a doncbien
montrél’égalité voulueet f estbel et biencontinueenx

Proposition Soit (X,d) un espacamétrique.L’applicationd : X x X — IR est
continue( et méme2-Lipschitzienng sur X x X muni dela topologieproduithéritée
dela métriqued.

Démonstration Posons

8:(X X X) % (X X) — IR ((k0.y1),02¥2)) — SUpIOx, ).

o n'estriend’autrequela métriqueproduithéritéeded surX x X. Deplus| d(X1,y1) —
d(%2,¥2) | < 2supd(Xi,yi) < 28((x1,Y1),(%2,y2)) Cafd.

5 Proprietésdesespacesnétriques produits

Onrenvoit ici auxcourssurlesespacesonnees, lesespacesomplets etleses-
pacegmétriquescompacts



