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Topologie algébrique 1

1 Groupes et groupoides fondamentaux.

Groupe fondamental : une introduction

La notion de groupe fondamental d'un espace topologique a été introduite

dans le but de formaliser la notion intuitive de « trou ».

Un exemple d’espace topologique troué est bien sur R\ {(0, 0)}, c’est-a-
dire le plan privé de son origine. Un autre exemple est constitué par le
cercle S'; on peut voir ce dernier comme la bordure d'un trou. On verra

que ces deux espaces topologiques ont le méme groupe fondamental.

Lidée de la construction du groupe fondamental est un peu de considé-
rer un trou comme un clou que l'on pourrait attraper au lasso. Récipro-
quement, si on lance un lasso a travers un espace topologique et que I'on
peut le resserrer jusqu’'a le réduire a son nceud coulant, il parait naturel

de conclure que cet espace n'a pas de trous.

Formalisation de la notion de « lasso »
Soient X un espace topologique et X, I'un de ses points.
On appellera lacet de X d’extrémité X, une application continue A
de I :=[0, 1] dans X telleque: A0) = A(1) = x(J .
Le terme de « lacet » est consacré par l'usage. Il semble faire référence,
non pas a nos familiers et inoffensifs lacets de chaussures, mais au si-
nistre lacet de I'étrangleur. L'extrémité X, d'un lacet A peut étre vue
comme le nceud coulant.
A strictement parler, un lacet ainsi défini n'est pas vraiment la formalisa-
tion de l'idée de lacet concret mais plutét de 'image instantanée d’'un tel
lacet. Pour rendre l'idée qu'il est loisible de resserrer ou de desserrer un

lacet concret (en soie, de préférence), on introduit la relation suivante.

Soient X un espace topologique et X, I'un
de ses points.
On définit la relation ® entre deux lacets

7»1 et )»2 d’extrémité X,

2 Groupes et groupoides fondamentaux

1l existe une application continue A de I I dans X

A, ® h, < telleque: V tEL, A0, 9 = MO, ALY = A0

Vsel A(s 0) = X, = A(s, 1).

Proposition 1.1

La relation ® est une relation d’équivalence

sur I'ensemble des lacets de X d’extrémité X, -

Réflexivité de ® : Si A est un lacet de X d’extrémité x > il est facile de
voir que l'application (s, ) =—> A(t) met en relation A avec lui-méme.
Symétrie de ® : Si deux lacets 7‘1 et A de X dextrémité X, sont mis
en relation par I'application A de I I dans X, il est facile de vérifier
que l'application (s, t) ——> A (1-s, t) met en relation A avec )»1.
Transitivité de ® : Si trois lacets 7»1, A et A de X dextrémité X,
sont tels que k] et A soient en relation par I'application A1 de I I
dans X etque A et A soient en relation par I'application A, de I I
dans X, il est facile de vérifier que I'application A définie par :

Vi) € 0.5 I. Als.t) = A@2s.0)

Vi) € 1.1 1. Als.t) = Ay(2s-1. )

met en relation )»] avec A .

Définition
Nous appellerons provisoirement classe de lacet une classe d’équiva-
lence de la relation ®. Pour tout lacet A, on notera (A) la classe de A

La proposition suivante donne un exemple de lacets équivalents.

Changement admissible de paramétrage

Y

On appellera chang t admi de paramétrage une applica-

tion continue de I dans I dont I'ensemble des points fixes contient les
deux points O et 1.

On dira d'un lacet  qu’il se déduit d'un autre lacet A par changement
de paramétrage s’il existe un changement admissible de paramétrage f
tel que : = Ao f
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Proposition 1.2

Deux lacets dont 'un se déduit de l'autre par

changement de paramétrage ont la méme classe.

Soient donc un lacet A et un changement admissible de paramétrage f.
11 est facile de vérifier que I'application A de I I dans X définie par ;
Al = A(st + (1-5)f10)

met en relation A et A0 f.

Composition de deux lacets
Soient deux lacets k] et A de X de méme extrémité Xy 11 est facile
de vérifier que I'application 7‘1 * )\ définie par :
vte o 1. Ao h (=220
vte 1.1, Aok (® x2(2t-1)
est un lacet de X d'extrémité X,

Proposition 1.3

La relation ® est compatible avec la loi de composition e.

Soient }‘0‘ )”1 et trois lacets de X d’extrémité xo tels que A et

7»1 soient en relation par I'application A de I I dans X.

Pour tout élément s de I, posons 7»5: t —> A(s, t). 1l est facile de

vérifier que tous les )»S sont des lacets de X d’extrémité Xy
Soient les deux applications ® et W définies sur I [ par:
o0 = (e )@ Wso = (e ).

S s

11 est facile de vérifier que ® et W sont continues et qu'elles mettent

respectivement en relation )\.O' avec A .° et e )‘o avec * )\ -

Composition de deux classes de lacets
Soient (A) et ( ) deux classes de lacets de X d'extrémité X,
La proposition précédente permet de définir la composée (M) ( )

comme la classe (L°® )
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Théoreme 1.4

La loi de composition ® munit I'ensemble des classes de

lacets de X d’extrémité X, d'une structure de groupe.

|Associativité de ¢ : Soient A et v trois lacets de X d’extrémité
X On a rappelé les définitions de A*( *v) etde (A* ) ® v dans les
deux tableaux ci-dessous & gauche. Soit f le changement admissible

de paramétrage dont le graphe est représenté ci-dessous a droite.

<t=<3 3<t=1

0=<t=<1 v v

he( *v) () a2 (4t-2) v (4t-3)

Osts]; %sts% %stsl M
|0»' )ev (1) A4 (4t-1) v (2t-1) ‘

11 est facile de vérifier que : (()»' ]'v)of = Ao ( ev).

D’apreés la proposition 1.2, A*( *v) et (\® ) ® v ont la méme classe.

* admet un élément neutre. Notons o le lacet constant d'image x x

Soient 9, et g , les changements admissibles de paramétrage dont les

graphes sont représentés ci-dessous,

11 est facile de vérifier que pour tout lacet A

d’extrémité X, ona:

A®o = kogl et oe*h = )»ng

D’apreés la proposition 1.2, A*o, o*h et 9, g,

A ont la méme classe.

Toute classe de lacet (A) admet un symétrique pour e.

Soit A un lacet de X d'extrémité X Posons: A : t——A(1-1)

Osts% %stsl Osts% %stsl
AN () A(20 rE2-20 AMer| A(1-20 r(2t-1)
A1 (s, )| N(2st) | A\(2s-2st) A2 (s, )] M(s-2st) | A(2st-s)
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Les deux tableaux ci-dessous rappellent les valeurs de A® X etde A * A
et montrent que ces deux lacets sont mis en relation avec le lacet cons-
tant o par les applications A1 et A2,
Définition
Le groupe que 'on a ainsi exhibé est appelé le groupe fondamental de
X au point Xy On le note T X, xo).
On I'appelle aussi le groupe de Poincaré de X au point x o C’est ce

qui explique le « x» de la notation.

Quelques exemples triviaux

Le concept général de groupe fondamental apparait donc assez simple.
En revanche, a I'usage, en dehors des cas triviaux que nous allons abor-
der maintenant, le calcul effectif du groupe fondamental d’'un espace to-

pologique donné s’avere trés complexe.

Parties étoilées et convexes d’un espace vectoriel topologique
Soit R un IR-espace vectoriel topologique.

Rappelons que, pour tout couple (x, y) d'éléments distincts de R, on
définit le segment [x, y] de R d'extrémités x et y par:

[x, yl = {u+(1—t)y tel}.

On dit qu'une partie A de R qui contient un élément X, est étoilée

en x, si, pour tout autre élément y de A, le segment [xo, yl est

contenu dans A.

On dit qu'une partie B de R est convexe si elle est étoilée en chacun

de ses points.

Proposition 1.5

Si A est une partie d'un R-espace vectoriel topologique étoilée

en x, alors ™ A, xo) = {(o)}.

Tout lacet A de A d’extrémité x 0 est en relation avec le lacet constant

o par l'application A : (s, ) ——> (1-5)X0+ s M.
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Corollaire 1.6

Si A est une partie convexe d'un IR-espace vectoriel topologique

alors, pour tout point x de A, LN (A, x) = 0.

C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente.

Malheureusement, ce sont les seuls exemples que nous pouvons donner
pour I'instant. L'exemple non trivial le plus élémentaire, celui du cercle

1 ; N ; .
S, nécessite le recours a une notion un peu plus abstraite.

Chemins et groupoide de Poincaré.

De quelle maniére le groupe fondamental b (X, x) d'un espace topologi-

que X en l'un de ses points x dépend-il de ce dernier ?
Telle est la question a laquelle cette section apporte une réponse.

On va utiliser dans cette section une notion algébrique qui n’est peut—
étre pas familiére au lecteur : le groupoide.

On peut définir rapidement la structure de groupoide comme une catégo-
rie dont toutes les fleches sont inversibles. Derriére cette définition lapi-
daire se cache une structure algébrique qui généralise des notions tres
diverses qui vont de celle de groupe a celle de graphe d'une relation

d’équivalence.

Dans toute cette section, X désignera un espace topologique.

Chemins d’un espace topologique ; début et fin d’un chemin
On appelle chemin de X une application continue de I dans X.
Si y est un tel chemin de X, les points y(0) et y(1) sont respecti-
vement appelés le début et la fin de y. Le couple <y(1) , v(0) > est ap-
pelé le bornage de v,

Les lacets introduits plus haut ne sont autres que des chemins dont le

début et la fin sont égaux.

Les chemins peuvent, comme les lacets, étre composés, ou plus exacte-

ment, mis bout a bout.
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Composition de deux chemins
On dira que deux chemins Y, et y de X sont composables dés que
la fin de v, et le début de y coincident.
Sioy . et y sontdeux chemins composables de X, il est facile de véri-
fier que l'application v définie par :
1 -
Vte 0, 5. Ve 0 = v1(2t)
vie i1, voov (0 =y@tD
est un chemin de X dont le début et la fin sont respectivement le

début de Y, etla fin de y .

Y -
Définition 1(" \ .
On définit la relation ® entre deux *o = __:? 1
Y
2

chemins Y, et Y, de X.
Y, et Y, ont le méme début et la méme fin que l'on
notera respectivement par X, et X,

{8 ® Yy - Il existe une application continue I' de I I dans

X telleque: VtEL IO 0 =y (0 Tl =y

1

On a ainsi étendu aux chemins la relation ®, que l'on avait définie plus
haut sur les lacets.

Les propositions 1.1, 1.2, 1.3 et 1.4 se généralisent facilement aux che-
mins. Leurs démonstrations seront laissées au lecteur. Elles s’effectuent
de facon identique a celles des quatre premiéres propositions en utilisant

des applications analogues.

Proposition 1.7

La relation ® est une relation d’équivalence

sur I'ensemble des chemins de X.

Remarquons qu'il est loisible de définir le début, la fin et donc le bor-

nage d'une classe de chemins.

VseI I(s 0 = X, T(s,1) = x,.
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Proposition 1.8

Deux chemins de X dont I'un se déduit de I'autre par

changement de paramétrage ont la méme classe.

Proposition 1.9

La relation ® est compatible avec la loi de composition e.

Théoreme 1.10

La loi de composition * munit 'ensemble des classes de

chemins de X d'une structure de groupoide de base X.

Notations
Précisons que, dans ce groupoide,
- L'unité associée au point x est la classe (0)() du lacet constant de

valeur x.
- L'inverse de la classe (y) estla classe (y) du chemin y : t —>y(I-t).
Définition
Le groupoide que I'on a ainsi exhibé est appelé groupoide de Poincaré
de X. On le note 'ril x).

Remarquons que le groupe fondamental de X en I'un de ses points x
n’est autre que 'ensemble des éléments de 'J'tl (X) dont la source et le
but sont tous deux égaux a x. Les familiers des groupoides y reconnai-
tront le groupe d’isotropie de nl (X) en x.

Le tréma sur le n tente de rappeler que 'J"Ll (X) est un groupoide, dont
les éléments comportent deux extrémités. On a introduit cette notation

de maniére a ne pas créer de confusion avec le classique b (X) que nous

rencontrerons un peu plus bas.

Remarque
Soit A une partie d'un espace topologique X munie de la topologie in-
duite par celle de X. Rappelons que tout chemin de A est un chemin de

X et que tout chemin de X dont I'image est contenue dans A estun
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chemin de A. Rien ne prouve que deux chemins de A ayant la méme
classe en tant que chemins de X ont de ce fait la méme classe en tant
que chemins de A.

C’est pourquoi, pour un chemin y de A, on notera respectivement

(y)A et (y)X ses classes en tant que chemin de A etde X.

Proposition 1.11

Soient X un espace topologique, A un sous-espace topologique
de X et {,d) un couple, de chemins de A.

Alors : (y)A = (B)A - (Y>X = (5))(

La démonstration est immédiate,

L'implication réciproque est fausse mais tant que nous n'aurons pas ex-
hibé des espaces topologiques dont le groupoide de Poincaré n’est pas

banal, nous ne pourrons pas le montrer.
Dans la suite, on aura parfois besoin de découper un chemin en mor-

ceaux ou, ce qui revient au méme, de décomposer sa classe en plusieurs

facteurs. C'est pour cela que l'on introduit les portions de chemins.

Portion d’un chemin
Soient y un cheminde X et [a, b] un intervalle contenu dans I

Notons %o T'application affine qui transforme [a, b] en I Autre-
ment dit % b est la composée de la translation de terme -a suivie de
I’homothétie de rapport #
b-a
On appellera portion de y correspondant a [a, b] le chemin de X
P . -1
défini par : t —> y (ua'b (t])

i Y
On notera ce dernier /{a, b]

Remarque
11 est facile de vérifier que, lorsque v, et y, sont deux chemins compo-
Y, Zv,/ Y, 2V,

sablesde X, ona:
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Lemme 1.12

Soient y un chemin de X et {to‘ tz‘ . tp} une suite stricte-

ment croissante de points de I telle que : 6= 0 et tp =1.

Ona: () = ! }{t ; J R Y

|ty 1] [tp,w t,
Soit f le changement admissible de paramétrage affine par morceaux
tel que : - j([o, %]) = [o.¢].
. ils<isp- (Mr rn .
Vilsisp2 S| o)) - [t t0]

|
- e

11 est facile de vérifier que :

( [

/v(to, 6] EL%I, 0] ZL 2\ Y[tp] tp]]h - yor

La proposition 1.8 donne I'égalité recherchée.

Rappel I espaces connexes par arcs
On dit qu'un espace topologique X est connexe par arcs lorsque,
pour tout couple (x, y) de points de X, il existe un chemin de X de
début x et de fin y.

La connexité par arcs est une notion que le lecteur a déja du rencontrer

en topologie générale. En fait, comme le montre le corollaire suivant, cet-

te notion est en rapport trés étroit avec le groupoide de Poincaré.

Corollaire 1.13

Pour tout espace topologique X les deux
assertions suivantes sont équivalentes.

(i) X est connexe par arcs ;

(ii) }'tl (X) est un groupoide transitif.

C’est seulement une traduction de la connexité par arcs en termes caté-

goriques.
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Corollaire 1.14

Si un espace topologique est connexe par arcs alors

tous ses groupes fondamentaux sont isomorphes.

Tous les groupes d'isotropie d’'un groupoide transitif sont isomorphes.
Définition
Lorsqu'un espace topologique X est connexe par arcs, toute I'informa-
tion que recele son groupoide de Poincaré réside donc en fait dans I'un
quelconque des groupes d’isotropie de ce dernier.
C’est pourquoi on définit dans ce cas le groupe fondamental de X

comme I'un quelconque de ses groupes fondamentaux.
On le note L8 X.

Terminons cette section en rappelant pour fixer les idées, les rapports

entre connexité et connexité par arcs.

Définition
On dira qu'un espace topologique X est localement connexe par arcs
lorsque la topologie de X admet une base de voisinages connexes par

arcs.

Proposition 1.15

Un espace topologique X connexe par arcs est connexe.

Un espace topologique X connexe et localement connexe

par arcs est connexe par arcs.

Soit X un espace topologique connexe par arcs. Montrons qu’il est con-
nexe. Pour cela, on va montrer que toute application continue de X
ivers I'espace discret a deux éléments {0, 1} est constante.

Soit f une telle application. Choisissons au hasard un point X, de X
Ce dernier étant connexe par arcs, chacun de ses points est la fin d'un
chemin de début X, - Soient respectivement x et y: | —— X un

point de X et le chemin qui lui est associé. I étant connexe et I'appli-

cation fy:]—— {O, 1}, continue, cette derniére est constante.
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Dou: f(x) = f(xo)‘ Le point x étant quelconque, f est constante.

Soit X un espace topologique connexe et localement connexe par arcs.
Montrons qu’il est connexe par arcs.

L'idée de la démonstration est de montrer que pour tout point x de X
I'ensemble XX des points de X reliés a x par un chemin de X estala
fois ouvert et fermé dans X. Etant non vide (il contient x), XX sera
alors égal a X.

Soit y un point de XX. Par hypothése, y admet dans X un voisinage
U connexe par arcs, Il est facile de vérifier, en utilisant la composition
des chemins, que tout point de U, étant relié a y, estreli¢ a x.

XX contient donc U. Le point y étant quelconque, XX est ouvert

Soit y un point de TX Par hypothése, y admet dans X un voisinage
U connexe par arcs qui rencontre Xx, Le point y est relié a un point
de UN XX qui lui-méme est relié a x. Le point y appartient donc a

XX, Le point y étant quelconque, XX contient sa propre adhérence.

XX est donc fermé,

Exemple classique d’espace connexe par arcs 1.16

Tout ouvert connexe d'un IR-espace vectoriel topologique locale-

ment convexe est connexe par arcs.

Espaces simplement connexes

Proposition 1.17

Pour tout espace topologique X, les trois assertions suivantes

sont équivalentes.

@) Le groupoide 7, (X) est banal, c'est a dire isomorphe 2 X X.

@ X est connexe par arcs et, pour tout point x de X, le grou-
pe m (X, x) est réduit a (ox) .

(iii) Tout couple de points de X est le bornage d'une classe de

chemins et d’'une seule.

La démonstration est immédiate.
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Définition
On dit qu'un espace topologique X est simplement connexe lorsqu’il
vérifie les assertions de la proposition précédente.
Le lecteur aura avantage a se figurer un espace topologique simplement
connexe comme « un espace sans trou ». Cette approche est intuitive et,
par conséquent, assez grossiére. Les résultats suivants permettent de

Taffiner.

Remarque

Le lecteur pourra montrer facilement que la connexité par arcs et la sim-
ple connexité sont des notions topologiques. Autrement dit tout espace
topologique homéomorphe a un espace connexe par arcs ou simplement
connexe est lui aussi, selon le cas, connexe par arcs ou simplement con-

nexe.

Exemple classique d’espaces simplement connexes 1.18

Tout ouvert étoilé d'un IR-espace vectoriel topologique localement

convexe est simplement connexe.

C’est un corollaire des propositions 1.5, 1.15 et 1.14,

Proposition 1.19

Si A et B sont deux parties simplement connexes
d'un espace topologique X telles que :

- A et B soient des ouvertsde AU B ;

- AN B soit non vide et connexe par arcs.

alors A U B est simplement connexe.

Remarquons tout d’abord que I'hypothése « AN B

est connexe par arcs » est nécessaire. Dans la fi-

gure ci-contre, on a pris pour A et B deux étoi-

les ouvertes du plan. D’aprés la proposition pré-
cédente, ces deux parties du plan sont simplement connexes. Il est faci-
le de voir que leur intersection n’est pas connexe et que leur réunion

présente un trou donc n’est pas simplement connexe.

Tout d’abord, A et B étant connexes par arcs, puisque AN B est
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non vide, A U B est connexe par arcs. D’aprés la proposition 1.14 , il
reste a montrer que pour un point x arbitrairement choiside AU B,
us (AUB, x) = (ox) . Choisissons un point x de AN B, un lacet
A de AU B d'extrémité x et montrons que : (A) = (o))

L'idée de la démonstration est de décomposer A en un nombre fini de
chemins Yo Yo ¥ tels que :
- le bornage de chacun d’entre eux soit contenu dans AN B ;

- chacun d’entre eux soit contenu soit dans A soit dans B ;

) = e ) ()

'Supposons ceci établi, et achevons la démonstration.

Puisque AN B est connexe par arcs, pour tout indice i, 1 <sis<p, il
existe un chemin . de AN B qui a le méme bornage que Y,

Les deux chemins Y, et . sont contenus soit dans A soit dans B,
Dongc, puisque A et B sont simplement connexes, on a : (YL )C = . )C.

C désignant A ou B selon le cas.

Daprés la proposition 1.11, ona: {y ) = ( ).
Don: (1) = (e ()t ) = (e )ee ()
= (e e p>

Le lacet A de A U B a donc la méme classe que le lacet PR »

qui est contenu dans A N B donc dans A. Ce dernier étant simplement

connexe, ona: ( A p)A = (0))A

D’aprés la proposition 1.12, ona : ( I p) = <nx) et donc :
= ()
Construisons les Yo Voo yp .

Puisque A et B sont des ouverts de A U B, tout point t de I admet

un voisinage dans I delaforme a, b tels que A ( a, b ) soit con-
tenu soit dans A soit dans B. [ étant compact, il peut étre recouvert
par un nombre fini de ces intervalles. Les bornes de ces derniers, étant

en nombre fini, peuvent étre ordonnées. On obtient ainsi la suite crois-

sante to’ t}, N tn de points de I. 1l est facile de vérifier que to =0,
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que tn =1 et que, pour tout indice ¢+ Osisn-1, A ( ti. tl_+1 > est

contenu soit dans A soit dans B.
Eliminons de cette suite les termes ti tels que A ( tH , ti ) et
A < ti, ti+l ) soient contenus dans A, puis les termes tJ tels que
k( t .t > et )»< t.t ) soient contenus dans B.
J1 Jn g+l

|Aprés cette opération, on obtient une suite [ S telle que :

- t =0 t=1et: Vi t€ ANB.
0 n i
- O=<ispl, A ( ti, tﬁ1 ) est contenu soit dans A soit dans B.

On pose alors, pour chaque indice ¢ 1=<is<p, v, = % .
(AN |

11 est facile de voir, grace notamment au lemme 1.12, que les chemins

Yp Vo yp ainsi obtenus remplissent les trois conditions requises.

Corollaire 1.20

Pour tout entier n supérieur ou égal a 2,

la sphére S" est simplement connexe.

Soient A = S"\ (1,0,0,.,0) et B=S"\ (-1,0,0,.,0) .

1l est bien connu que A et B sont homéomorphes 2 R" et que AN B
est homéomorphe au cylindre s"™! R. A et B sontdonc simplement
connexes et, si n est supérieur ou égala 2, AN B est connexe par

arcs. On achéve en appliquant la proposition précédente.
La boussole intuitive du lecteur doit étre affolée par ce dernier résultat.

La sphére SQ. par exemple, comporte notoirement un trou et est pour-
tant simplement connexe. Il est donc nécessaire d’affiner notre approche.
Nous proposons au lecteur de visualiser un espace simplement connexe
comme un espace qui ne présente aucun trou le traversant de part en

part.

16 Groupes et groupoides fondamentaux

Les foncteurs de Poincaré.

Proposition 1.21

Soient X et Y deux espaces topologiques et
f:X—— Y une application continue.

En posant (y) —> (foy) on définit une ap-
plication 7, (f) de 7 (X) vers = (Y),

De plus 7, () est un morphisme de groupoides.

11 est facile de vérifier que lorsque deux chemins Y, et y de X sonten
relation par I'application continue I': I I—— X, les deux chemins
de Y que sont les applications fo Y, et foy sont en relation par

lapplication fo ' Lapplication 7, (f) est donc bien définie.

Pour montrer la seconde assertion, il suffit de remarquer que, pour tout
couple (y oY ) de chemins composables de X on a:

Jotey) = Foy)e(foy).

Proposition 1.22

. X— 1 (X)
L .

! S— 7 ()

définit un foncteur de la catégorie Top

des applications continues vers la catégorie Gpd des morphismes

de groupoides.

‘Il suffit de remarquer la relation évidente : %, (fog = T, (f O @

Définition

%Le foncteur 7, sera appelé foncteur de Poincaré généralisé.

1

Proposition 1.23

Pour tout couple (X, Y) d’espaces topologiques, la bijection bien
connue Top (I, X Y) ~ Top (I, X) Top ( I Y> induit
une bijection 'ftl X VvV = %tl()() 'rtl(Y].
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On utilise la bijection TOp(I ILX Y) ~ Top ( I 1 X) Top ( I Y)

pour montrer que, pour tout couple ( > my) vy my) ) de chemins de

X Y, ona: f.m) ® f,m) == v Oy et n @,

Remarque
Lorsque f: X— Y est une application continue entre deux espaces

topologiques connexes par arcs, la restriction de Tlil () alun quelconque
des groupes d’isotropie de 'ftl (X) induit un morphisme de groupes, noté
nl(ﬂ, de nl[X) vers :rrl(Y].

Définition
Le foncteur de la catégorie Topca des applications continues entre es-
paces topologiques connexes par arcs vers la catégorie Grp des mor-
phismes de groupes, défini par: X +—> nl(X) L nlU‘]. est
appelé foncteur classique de Poincaré.

Le cercle

Le cercle est I'exemple le plus élémentaire d’espace topologique non sim-

plement connexe.

Théoreme 1.24

L'idée de la démonstration consiste a examiner les propriétés topologi-
N . [R— s! i .
ques de l'application p: { ¢ (cos 2t, sin 2t) puis leur traduc

tion algébrique via le foncteur de Poincaré.
L'application p peut étre visualisée de la facon suivante :

Considérons le plongement de IR dans R® qu’est I'hélice définie par :
S — (cos 2ns, sin ws. s); p s’identifie a la restriction de la troi-

siéme projection de R® a cette hélice.
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Le lecteur vérifiera immédiatement que p posséde

les deux propriétés élémentaires suivantes :

- vees', ple -~z

- Soient Ul et U2 deux arcs ouverts de Sl, dis
tincts de S' et dont la réunion est S'.

Alors, pour 1=is<2, p_l {ULJ est la réunion

disjointe d'une suite U,

00000

i ez d’ouverts de R
tels que la restriction de p a chacun d’entre eux
soit un homéomorphisme.

On dira que U, est la suite des copies de I'arc U,

nez

Lemme 1

Pour toute application continue h: ¥ [ —— S' et toute
application continue f: Y—— R telleque p f = hly
il existe une unique application continue H:Yy 1 —>R
telleque : - pH = h

= f

Y 0

Soient donc h et f comme ci-dessus.

Premiére étape

Autour de chaque point y de Y, il existe un voisinage Ny et une
application continue kfy , définie sur Ny I qui remplit localement
les deux conditions de I'énoncé.

De plus si M est un voisinage de y dans Nl/ etsi g est une ap-

plication continue de M I dans IR qui rerﬂplit les mémes condi-

tions que lfy. alors g et kfu coincident sur M I

Soit donc y un point de Y.

Soit t un point de I; h étant continue, il existe un voisinage de

(y. t), de la forme Nyl Iy o ou Iyt est un intervalle fermé et tel

que h (Nyt Iy z> soit contenu dans l'un des deux arcs ouverts de
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1. .
S introduits ci-dessus.

I étant compact, on peut extraire de son recouvrement I, un

Ut teg
sous-recouvrement fini. Autrement dit il existe une partie finie A de

I telle que I ¢cq Tecouvre I. Posons alors Ny,o = ﬂNy,t.
tea
En ordonnant les bornes des intervalles I, ear OB obtient une
i = < < ...< < = i ;
suite O t ; t2 tk{y)r i tk(y] 1 croissante de k(y) points

de I, tels que chacun des intervalles ¢, t; ; soit contenu dans I'un

des intervalles I, .
't tea

Pour tout indice k, I =k = k(y), I'ensemble h < NyO bes e ) est
donc contenu dans I'un des deux arcs ouverts U1 et U2 de S'.
On va utiliser un raisonnement par récurrence sur k, I <k = k(y).

Soit H " T'hypothése de récurrence suivante :

11 existe un voisinage Nyk de y dans Y, contenu dans Nyo

et une application H - Ny « 0, t, | —> IR continue
H) et qui remplit les deux conditions de I'énoncé.
K
De plus si M est un voisinage de y dans Nyk etsi g est

une application continue de M 0, t;, ; dans R qui remplit

les mémes conditions que H P alors g et H P coincident
Y. Y.

sur M 0, t .

Montrons H1 i Pour cela, posons: h (Ny,O 0, t, > C Ul_(”
Soit Lfn(l) la copie de UL(I) qui contient f(y)

. . _ 1
Soient : N, = N,n f ( Unay )
et lffy'1 : Ny,] 0,t, — Lfn(l) la composée de

linverse local de p etde h,

On a évidlemment p hfy L= h
et }.fy_l‘y 0 - f.

De plus, soient M un voisinage de y dans Ny " et une autre applica-
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tion continue g: M 0, t;, — IR qui remplit les deux condi-
tions précédentes,
a) D’aprés la seconde condition et le choix de Ny, o ona:

YZEM, g(z 0 f@ € Uy,
b) Soit z un pointde M; g étant continue, g ( {z} 0, t, ) est
connexe. D’autre part, d'aprés la premiére condition,
g<[z) 0’t2> c pJ(Uia})'
Puisqu’il est connexe, g ( {z} 0, t, ) est contenu dans la copie de
Ui(]) qui contient f(z], c'est a dire d’aprés a), dans lfn(l).

c¢) Limage de g est donc contenue dans Lfn(l) et donc, d’apres la
premiére condition, g = }fy =

Supposons que Hk soit vérifiée et montrons Hk+ I’

11 existe un voisinage Nyk de y dans Y, contenu dans Nuo et une

application lfyk : Nyk 0, t,, ; —> IR continue et qui remplit

les deux conditions de I'’énoncé.

Considérons Ny " tic 1> te o .- Ilest facile de vérifier que l'ensem-
ble h (Ny k te 1ot 2 ) est contenu dans I'un des deux arcs ou-
verts de S introduits ci-dessus. Notons-le v )
Soit [jn(k 1) la copie de Un(k+1) qui contient le réel }nyk (y, [ )
-1
. - ( \
Soient alors N NN \Hy,k‘y W) Ui 1)
et LIE Ny,k+1 te bt , — Lfn(k ) la composée

de I'inverse local de p et de h.
h vérifie ; p fo=h
hily [ = HW“Y te
On définit alors l’fy.kﬁ sur Ny,k+ ; 0, t;, » enrecollant kfy,k et

?ﬁ, c'est a dire en posant :
}{y,k sur Ny,k+1 0, t)e

yk+1
lffy'k*1 = M sur Ny‘k+1 be 15 b 2

11 est facile de vérifier que Ify - est une application continue qui

+
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remplit les deux conditions de I'énonceé.

o final t: N =N t H o=H

n pose finalemen .y i © Y _
De plus on montre comme pour }fy . que f est la seule application
continue de Ny . ti 1. i , vers R qui vérifie ces deux condi-
tions.

Seconde étape
Soit y un point de Y. D’apreés I'étape précédente, si z est un autre

point de Y tel que NZ contienne y, alors lffz coincide avec Ify sur
<NZ n Ny) I et donc en particulier sur {y} L
Tous les H'7 définis a la premiére étape au « voisinage » d'un point y

de Y coincident sur {y} I On peut donc attribuer leur valeur

commune a K sur {y} I.
Tirons les conséquences algébriques du lemme 1 :

Lemme 2

Pour tout élément (n) de T, S' et tout élément x

de R tels que le début de (n) soit égal a p(x),

il existe un unique élément (n) de Rl (R) tel que :
X

- W (). Gf)x =

- X soit le début de (:f)x

Soient un élément x de R et un élément (n) de = s' de début pw.

[Tout d’abord le lemme 1 permet d’associer a un représentant n de (n)

un unique chemin ¢ de R, dedébut x telque: py n

(Pour le voir, remplacer respectivement dans I'énoncé du lemme 1 Y

par un ensemble ()} réduit 2 un seul élément, h par n, f par l'ap-

plication & — x et K par .

On dit que le chemin v estle p-relevement de début x du chemin n

[Pour pouvoir poser : G’) = (y), il nous faut montrer que si o et n,
X

sont deux représentants de (n) etsi o et désignent respective-

ment les p-relevements de début x de n, et de n - alors :
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Wy = )
Par hypotheése, n o et n, sont mis en relation par une application con-
tinue H : I I——S' telle que :

V tEL HO O =m® H(1) =m0

VsE€L H(s, 0 = pk; His 1) =n(1) =n 1)

D’apres le lemme 1, il existe une unique application continue ¥ de

I Ivers R telleque: p¥=H etque:Vs€e€Il ¥(s, 0 = x.

11 est facile de vérifier que W et ¥ L sont respectivement des p-
relevements de début x de n o etde n 1 D’aprés l'unicité du p-rele-

vement, ona: ¥ =y et \yl = wl'

Enfin, considérons I'ensemble W(l {1}) . Il est connexe et est contenu

dans I'ensemble discret p’1 M 0(1 )). 1l est donc réduit au point vy (1).
¥ met donc en relation les chemins 1 o et W,

(’»,T)x est donc indépendant du choix du représentant n de (n).
Montrons maintenant l'unicité de G]‘)X s

Solent (y) et (¢) deux €léments de =,(R) de début x et tels que :
(P () = 7(p). (¢). Autrementdit: (poy) = (po¢)

11 existe donc une application continue A : I [—— s telle que :
V teL A(O.8) = poy(®, A(l.t) = po¢ ()

VSEL A(s,00 =pld; Als,1) = poy(l) = po¢(1)

D’apres le lemme 1, il existe une application continue I' de I I vers
R et une seule telleque: pI'= A etque:Vs€IL I'(s,0 = x.

11 est facile de vérifier que T’ et T L sont respectivement des p-
relevements de début x de poy etde po ¢. D’aprées l'unicité du p-

relevement, ona: T =y et I“1 = ¢

Enfin, considérons I'ensemble I' (I {1)) . Il est connexe et est contenu

dans l'ensemble discret p’1 (poy(1). 1l est donc réduit au point y(1).

' met donc en relation les chemins ¢ et ¢ D'ou: (y) = (¢)

Montrons le théoréme.
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Remarquons tout d’abord que S' est connexe par arcs. La notation

m, S! est donc justifiée. Identifions T s!  avec T Sl, 1,0 .

On a vu a la proposition 1.18 que IR est simplement connexe. 'flil(]R)
s’identifie donc au groupoide banal R IR.

On a : p’l (1.0) = Z. On en déduit que le sous-groupoide de ﬁl(lR)
‘ftl[p]'1 (n] Sl, 1,0 ) s'identifie au groupoide banal Z Z.
Deplus,ona: V(j) €Z Z %P @ j) = %(p) O ji

Soit en effet un élément (i, j) de Z 2Z, (i, j) et (0, j-i) sont respec-
tivement les classes des chemins t+—— (j-it+i et t+—— (j-it. En
composant ces deux chemins par p, on obtient le méme chemin de sh.
D’apres le lemme 2, la restriction de 'J"rl (p) a {0} Z est une bijection

d’image w Sl, 1,0 . Deplus, si (i,j) estun élémentde Z Z, ona:

A 0. 8) = T (0.0 6H)) = TP 0.0 ¢ FHE i)
= o 0,9 * 7 (0.
La restriction de }'rl(p) a {0} Z induit donc un isomorphisme de grou-

pes de (Z, +) vers T, S', 1,0 .

Remarque

Comme le suggére la démonstration au lecteur attentif, ce théoreme for-
malise I'intuition suivant laquelle le groupe fondamental d’'un cercle est
T'ensemble des tours complets, dans un sens ou dans l'autre, que peut

faire un lacet autour de ce cercle.

Contre-exemple 1.26

La réciproque de la proposition 1.11 est fausse.

Soit At '—)(cos 2nt, sin nt) le lacet de S1 d'extrémité (1, 0).
2 . ) _ \
IR” étant simplement connexe, ona: (A)p2 = \0(0.1),][{2
N ! '
On a par contre ; "k,S| = \O(‘“)/s"
Eneffet (\)g = 7,(p). <‘1> = @ (p. (©. 1.
Donc en notant vy l'isomorphisme de (Z, +) vers T Sl, 1,0 construit

a la proposition précédente, 1 = (g?»)sl ) -yt <(0(0 D/t )
/s
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Proposition 1.26

T R\ 0,0 =~ (Z 4

Remarquons tout d’abord que R>\ 0,0 estconnexe par arcs. La no-
tation R>\ 0,0 estdonc justifiée. Rappelons que le passage en
coordonnées polaires induit un homéomorphisme de R*\ 0,0 sur
R S" Ce dernier étant homéomorphe a R Sl, on voit aisément que
R*\ 0,0 est homéomorphe a R s D’apres les propositions 1.22
et 1.23, 'ftl R\ 0,0 est isomorphe a 'ftl(lR] Ttl s'.

Cet isomorphisme de groupoides induit un isomorphisme de groupes en-
tre T R\ 0,0 et nl(]R) T s'.

On a vu précédemment que les groupes nl(]R) et n s' sont respecti-

\vement isomorphes a {0} eta (Z, +). D’ou le résultat,
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2 Recolements d’espaces topologiques.

2.0 Infroduction

Considérons I'espace topologique X constitué
par le plan R? privé de deux points que nous
appellerons « les trous de X». On peut décom-
poser X en deux bandes ouvertes, V1 et V2,

horizontales ou verticales suivant la disposition

des trous, de facon a ce que chacune d’entre
v, Bl e ot s
elles ne comporte qu'un seul trou. Il est facile
® trou de vérifier que chacune de ces deux bandes est
homéomorphe a R\ {(0, O)} et donc que (proposition 1.26) nl(Vl] et

T 1(VZ) sont tous deux isomorphes a (Z +).

Considérons un lacet A de X. Trois cas se présentent ;

TEE

a) A n'enserre aucun b) A enserreunseul c¢) A enserre les deux
des deux trous. des deux trous. trous.

Dans tous les cas, on peut décomposer A en deux lacets dont chacun

est contenu dans I'un des VL On peut donc associer a la classe (\) de

A le « produit formel » d'un élément de nl(Vl] et d'un élément de n l(VZ)‘

On aurait tendance a penser que =« 1(X) est isomorphe au produit libre

nl(Vl) * nl(VZ] ~ (Z+) % (Z +).

Le théoreme de Van Kampen démontre et généralise cette impression.
Sa version pour les groupes ne s’applique qu'a certains recouvrements

ouverts.

26 Recollements d’espaces topologiques.

2.1 Le théoréme de Van Kampen pour les groupoides

Notations

Soit X un espace topologique muni d'un recouvrement {Va }aEA par
des ouverts connexes par arcs.

Pour tout élément a de A, on notera j @ le morphisme de groupoides
de nl( Va> vers 'J'rl(X > image par le foncteur de Poincaré de l'inclu-
sion j : Va ©——— X. Rappelons que, pour tout chemin y de Va, ja
transforme la classe ((x)) de x dans V_ enla classe (x) de x dans X.
On notera azi 'ri:1< Va) le produit libre des groupoides 'r'cl( Va) et ¢,
T'inclusion de }tl( Va) dans :E]: 'rtl( Va ) s

On notera J le morphisme de groupoides de sk 'r'cl( Va) vers nl (X)
ach
induit par la famille {j a} e Rappelons que : Ya€A, ] ¢a =
at

De plus, la restriction de J  aux unités est I'identité de X.
Considérons maintenant un couple (a, b) d’éléments de A. On notera
L le morphisme de groupoides de J'El( Va n Vb) vers n1< Vb) , image
par le foncteur de Poincaré de I'inclusion iab: Va n Vb — Vb.

11 est facile de vérifier que j bl ab et j o sont tous deux égaux a I'ima-

ge par le foncteur de Poincaré de I'inclusion Va n Vb —— X etdonc

que, pour tout élément (x) de 'r'cl( v.n Vb>, ) o™

Ol b 1

appartient au noyau de J .

Proposition 2.1.1

Soit X un espace topologique muni d'un recouvrement {Va} ca
as

par des ouverts connexes par arcs.

Alors, avec les notations introduites ci-dessus, J est surjectif.
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Soit (x) un élément de T, < X ) . En utilisant le méme procédé topologi-
que que dans la proposition 1.19 on décompose le chemin % en une
succession y = Ve yp de chemins de X tels que, pour tout

i, 1< is p, le chemin Y soit contenu dans un Vaﬁ).

Il est alors immeédiat que ; (x) = J (<<y1>> () ((yp))),

Considérons le sous-ensemble N de sk }t]< Va> défini par :
acA

Ni= g i, (G0 e, ab(wl) | @b €A A (x€ @(Van Vb>

On a remarqué, en introduisant les notations, que N est contenu dans

le noyaude J .

Proposition 2.1.2

Soit X un espace topologique muni d'un recouvrement
\% par des ouverts connexes par arcs.
a acA
Alors, avec les notations introduites ci-dessus, le noyau
de J coincide avec le sous-groupoide distingué de
%7 <Va> engendré par N,
acA

Notons [N] le sous-groupoide distingué de sk }'t1< Va) engendré par N,
ach
On sait déja que : [N] C Ker]. On va montrer que KerJ /[}V] est banal

En fait, puisque J induit I'identité sur X, son noyau est un multi-

groupe contenu dans le multigroupe d’'isotropie de s nl( Va)
A

Donnons-nous un élément o = (xl» * <()<2>> Lk ((Xp» du noyau de J .
La donnée de  équivaut a celle d'un lacet x XA %y formé de

la succession des chemins (xl> dont chacun est contenu dans
l=isp

un certain Va( ; de plus, en notant x l'extrémité de , ona;

i)
()= ) * ) * e ) = (o)

Soit donc A : I I—— X une application qui met en relation avec

le lacet constant o t — x.
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L'idée de la démonstration est de construire, a partir de A, une suite

((u’ ) d’éléments de ¢ 7 ( Va> telle que :
acA

1sjsq
o = o (IN): of= o
et: Vjilsjsqgl o= o (IN).
IPremiére étape

La premiére étape consiste a décomposer A considérée comme un che-
min de I'espace topologique des lacets de X d’extrémité x, en une suc-
cession de tels chemins dont les bornes consécutives (qui sont, rappe-
lons-le, des lacets de X) ne différent entre elles que par une déforma-
tion dans I'un des Va‘

Par une construction topologique analogue a celle utilisée dans la propo-
sition 1.19, on exhibe deux subdivisions 0 = Sy < s <..<s = 1 et

0 = to < t] <..< trl =1 de l'intervalle I telles que I'image par A du

Sj—l’ sj tkil, tk soit contenue dans un cer-
tain Vb b1 Quitte a la raffiner, on peut de plus supposer que la sub-
division <s)
J)1sjsm
LA R Xp Autrement dit : on peut identifier la restriction de  a un

rectangle RJ K=

est plus fine que celle qui sert a décomposer  en

intervalle S, s, avee la restriction d'un certain % a ce méme inter-

N
ivalle. On a ainsi obtenu un « découpage » du pavé I I suivant les rec-

tangles RJ " Dans la figure, on a représenté le casou m=5 et n=4.

L'idée est de choisir pour éta-

pes successives de la décom-

position de A les lacets for-

t més de la composition de A
2
¢ et des différentes successions
1 R11 R12 des cotés (verticaux ou hori-
= =1 zontaux) consécutifs des rec-
0=s, s s, S, s, S )

tangles RJ . On en a représenté deux en pointillés dans la figure 1 ci-

dessus. Afin de préciser, on introduit les notations suivantes :
lsis<k yifk est le composé de A et du coté horizontal supérieur
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du rectangle RJ :

(1 = k=i-1) yikl est le composé de A et du coté vertical droit du rec-
tangle RJ "

I+2 <1 = m+l yifk est le composé de A et du coté horizontal inférieur
dL'l rectangle RJ o

0=k=il) yljo est le composé de A et du coté vertical gauche du
rectangle RJ -

Puis, pour chaque couple d’'indices (j, kJ, 1<j<n, O <ksm, on définit

le lacet rrfk par : njk = yljk . ygk ° ... yﬁ‘ "

lAutrement dit, pour tout couple d’indices (j, k) différents de zéro, nik est

le lacet de X qui résulte de la composition de A avec le cheminde I I

de source (O, tlj et de but (1, 5_1) qui emprunte successivement les co-

tés horizontaux supérieurs des rectangles RJ e R)_ AR R]_k. puis le coté
vertical droit de ce dernier rectangle et enfin les cotés horizontaux infé-
rieurs des rectangles R = ....., R .

Jktl Jjm

De méme nio est la composition de A avec le cheminde I I de
source (0, tJ) et de but (1, tJ ) 1) qui emprunte successivement le coté
vertical gauche de RJ , buis les cotés horizontaux inférieurs des rectan-
gles le ..... s ij.
On introduit ici une notation un peu délicate : pour chaque triplet d'in-
dices (i.j. k), 1<ismtl, 1<jsn O sksm soit a(i j, I I'élément de

A tel que V ot contienne le rectangle qui figure dans la définition

L k)

de y,jk. On notera alors ((y ,jk)) la classe de y,jk dans V.
i i i ali, j, k)
Seconde étape

Soit, pour tout couple d'indices (j, k), 1<jsn O sks=m I'élément wjk
. S jk ke ke jlc
de s % (V,) definipar: o= () ¢ (1] =« (2
acA
On a ainsi obtenu une suite (u)h) d’éléments de sg n ( \% ) .
1< hs (mt)n wn Ve
On a utilisé le dénombrement (j, k) ——> (m+1)(j-1) + k+1.

11 nous faut maintenant montrer les relations (1)
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Compte tenu des diverses hypothéses et définitions, il est facile de véri-
fier que les chemins qui composent o' peuvent étre regroupés par pa-
quets de fagon a redonner o = (x 1)) #* «Xz» Lk ((x)) 11 est tout aussi

aisé de voir que : o' = (ox).

Il nous reste a montrer que ; Vh, 1<hs gl, whﬂ = wh ([N1)
43
11 nous faut traiter deux cas : n
o . . \
@ Vjlsjsnl, e e ]
o™ = o0 ([N]) 42/' R, iR
n -
(i V(G I, 1<sjsn O <ksml,
o = o™ ([N nzo -
(voir la figure ci-contre). 15 4’3 s
11 12

Traitons d’abord le second cas.
Soit un couple d'indices (j. k), 1=j=n O <ksml. Ainsique I'on peut
le voir sur la figure ci-dessus, o™ e( o™V ne different que par les che-

mins associés aux cotés du rectangle RJ er1)

Posons b:= a(j, k) et ¢ :=a(j, k+1). Considérons le chemin yi’i].

Par construction, y i’il .est un v T
chemin de V. NV tandis Jlie+l)
b c R k+1
que par définition, la classe Jhe /7 Jlc+1) /7
j j I I
de yi‘i] qui figure dans o T ¥ I\
est un élément de 'frl < Vb ) . \\ Jk ljk \\ Yj(kH)
Vst Yioy 2

Jie

Notons ((y {:ﬁ I>>b cette derniére et ((yh '

jlc
), laclasse de vy, dans

- . ks
n1< VC) . Soit enfin ®’" 1'élément de aé: T ( Va) obtenu en remplacant

i jk jlc
@), par (3% ), dans o
11 est tout aussi aisé de voir qu'il existe deux éléments a et  du grou-

poide sk '7%1( Va> tels que I’ on ait les égalités suivantes :
acA

ok = as <<Y,J:il»c * «Yiliz»c *P
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jlct1) _ j(he+1 jle+1
OV = e ) e () .

Le rectangle Rj der1)
. jle jlc j(c+1 j(ke+1
continue, ona: () ¢ @I = @R+ @S,

jk 0’l'(k+1}( V).

étant simplement connexe et I'application A étant

Dou: & = ™7 et finalement : o

Traitons le premier cas : Vj, 1< j < nl, o™ = m”ﬂjo ([N]).

En se reportant a la figure 2, on verra que, mis a part les chemins cons-
tants associés aux cotés verticaux, mjm et m{’”) 0 sont composés des
classes des mémes chemins, Ils ne different que parce que ces classes
ne sont pas calculées dans les mémes voisinages. IIs sont donc équiva-

lents modulo [N].

Exemple 2.1.3

Si A et B sont deux ouverts disjoints d’'un espace topologique

X alors R1<AUB) ~ 'fcl<A> L1 R1<B)

Comme mentionné a I'exemple 1 donné dans I'annexe algébrique 2, on
a:nl<A) % nl<B) =~ J[1<A> L1 nl<B).
D’autre part, dans ce cas N = J et, par suite, [N} est réduit aux

unités de 'ftl<A) % 'rtl(B). D’ou le résultat.

Exemple 2.1.4 (retour sur la proposition 1.19)

w Reprenons I'exemple. évoqué dans la
figure ci-contre. Soient V et W ces
V“"‘-’% deux étoiles ouvertes du plan.

= nl(VUW) -~ (Z+)

La démonstration repose sur les trois faits d’ordre topologique suivants :

(1) V et W étant connexes par arcs, puisque VN W est non vide,
VU W est connexe par arcs.

(2) Les étoiles V et W sont évidemment étoilées, donc simplement

connexes.
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(3) VN W comporte deux composantes connexes (par arcs). qui sont
toutes deux simplement connexes.

On prie le lecteur de noter que le reste de la démonstration est, grace au

théoréme précédent, de nature strictement algébrique.

D’apres la proposition 1.14 , le fait (1) entraine qu'il est licite

d’employer la notation ™ ( vu W>‘

Draprés les propositions 1.18 et 1.17, le fait (2) entraine que les grou-

poides ?kl[‘/) et ‘fcl[W) sont banals, c'est a dire respectivement iso-

morphesa V. Veta W W. Lexemple 2 donné dans I'annexe algébri-

que 2 fournit la description de 7, (V) * 7, (W).

Rappelons que 'frl(V) * ':'rl(W) s’identifie a 'ensemble qui contient, d'une

part les couples de la forme (x, x), x € VU W, quisont les unités de ce

groupoide et d’autre part les éléments ( [xl, yl], N [xp, yp] > du grou-

poide (V V) A (W W) dont les termes appartiennent alternativement a

(V V) eta (W W) et qui ne comportent aucune unité. Insistons sur le

fait que pour tout élément ( by [xp, yp]) de (V) * 7 (W) avec

Ip= 2 pour tout indice i, 1=si=<p-1, Y, et X1 sont des éléments de

VII W dont I'un est censé appartenir a V et l'autre & W, mais qui cor-

respondent au méme élément de VN W.

Notons C1 et 02 les deux composantes connexes de VN W et choisis-

sons arbitrairement un point z, de Cl et un point z, de C2.

Puisque VU W est connexe par arcs, il est licite de considérer A vuw

comme le groupe d’isotropie de 'J'tl(VU W) au point z -

D’apres le théoréme de Van Kampen, on a :

T[VUW =~ m(V) * 'J"LI(W%N .

|Aprés avoir remarqué que, d’aprés I'exemple 1 ci-dessus, on a :

TVAW =~ (C1 Cl) 11 (CZ CZ),

il est facile de vérifier que, dans ce cas, la relation d’équivalence engen-

drée par N coincide avec la relation d’équivalence engendrée sur le
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groupoide ﬁl(V] * E'II[VV) par la relation R définie sur (V. V) LI (W W)

comme suit.

Ces deux couples correspondent au mé

(. y) R (x, y) —
me élément de (Cl Cl> i (CZ CZ>

Lemme

n1< Vuw, zl> est isomorphe au sous-groupe H du groupe

d’isotropie de 'Ti:l(VJ * 'frl(W) en z dont les éléments sont en-
gendrés par les quatre éléments suivants de (V VLI (W W:

(zl’ Zz)u; (zl ’ Zz)w; (22’ Zl>v: (22’ 21>W'

De plus H est isomorphe & (Z, +).

Remarquons que les éléments de H distincts de I'unité (zl s zl) ne

peuvent prendre que deux formes :
ou bien (zl, 22) v (22, Zl) w (zl. ZZ) v (22. Zl) W <Zl, Zz> v <Zz' Zl) w

W

p fois <zl. 22)1)(22, zl)W

ou bien <21’ 22> W<22’ Zl) V(Zl' Zz) w (zz‘ Zl) v <21’ 22> W<22’ zl) v

p fois (Zl‘ Zz) W(Zz‘ Zl) v
Notons le premier élément ¢(p) et le seeond ¢(-p).
On laisse au lecteur le soin de montrer que 'application ¢ ainsi défi-
nie est un isomorphisme de groupes de Z sur H.
Un élément de H n’est congru qu’a lui-méme modulo N.
'Supposons en effet que deux éléments distincts ¢(p) et ¢(q) de H
sont congrus modulo N. Leur « quotient », ¢(p) cp(q)rl = ¢(p-q) de-
vrait donc appartentra N et, par suite, comprendre des termes
appartenant a (Cl Cl> A (02 Cz> distinct des unités. Ceci est

impossible, par définition de G.
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[Tout élément du groupe d'isotropie de (V) # 7, (W) en z est

congru a un élément de H modulo [N].

Soit par exemple (21 R yz) v <y2. y3> w (ypil , zl) y un tel élé-

ment. Le U du dernier couple désigne Vou W selon que p est
pair ou impair.

[Traitons tout d‘abord les deux premiers couples : (zl , y2) > <y2 , ys) W
Deux cas se présentent selon que Y, appartient a C1 oua CZ.

yZECI (Zl‘ yz)v(yz' ys)w = (21' yz)v (yz‘zl)w (Zl' y3) w’

v (Y 2), (7 ys)w([N})

N
=

(zl‘ Zz)v (zz'y2)v ( Yy ys)w

= (% Zz>v<zz’y2>w (Y y3>W<[Nj)
= (7 %), (% Yy,

On constate que, modulo [N], on peu( remplacer le y 5 dans

I'élément (zl, y2>u(y2, ys)w <y

, T I
-~ zl)U par z ou z,. Ilest

facile de vérifier qu’il en est de méme pour tous les autres Y,

La conclusion dé la démonstration est immédiate.

Exemple 2.1.5 (Retour au cercle)

On peut retrouver le résultat 1.24 par une dé-
marche analogue a celle de I'exemple précédent.
On utilise un recouvrement de S’ par deux arcs
ouverts qui se chevauchent, comme dans la figu-
re ci-contre. Ces deux ouverts et leur intersec-
tion ont les mémes propriétés topologiques que

leurs homologues de 'exemple précédent.

2.2 Le théoreme de Van Kampen pour les groupes

Soit X un espace topologique muni d'un recouvrement {VH}GEA par

des ouverts connexes par arcs. le théoréme 2.1.2 fournit une description
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de 7,(X) alaide des 'r'rl( Va) , En théorie, le groupoide 7, (X) comporte
toute l'information relative aux divers groupes nl(X, x). x décrivant X,
En fait, le lecteur attentif aura remarqué que méme dans le cas trés sim-
ple de 2.1.4, le calcul des groupes fondamentaux n’est pas immédiat.

Le théoréme de Van Kampen pour les groupes permet, moyennant une
hypothése supplémentaire a propos du recouvrement, de calculer direc-

tement le groupe fondamental.
Définition
Soit X un espace topologique.
On appellera recouvrement de Van Kampen au sens large de X un
recouvrement ouvert V de X tel que:
a acA

- Pour tout élément a de A, Va soit connexe par arcs.
- ﬂ V = O.

a

acA

- Pour tout élément (a, b) de A A, Va 8l Vb soit connexe par arcs.

On appellera recouvrement de Van Kampen de X un recouvrement

de Van Kampen au sens large Va e de X qui de plus vérifie :
at

- Pour tout élément (a, b,c) de A A A, Vaﬂ Vbﬁ VC est connexe

par arcs.

Notations
Soit X un espace topologique muni d'un recouvrement de Van Kampen

au sens large V .
a acA

On montre facilement que X est connexe par arcs.
Par hypothese, il existe un point x o de X qui appartient a tous les ou-
verts du recouvrement. Tous les espaces topologiques que nous utilise-

rons seront connexes par arcs et contiendront x 0
111 est donc licite de convenir que tous les calculs de groupes fondamen-
!taux et de morphismes de groupes se feront en prenant le point X, pour

i base.
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1 On utilise les mémes symboles que dans la section précédente consacrée

ux groupoides, Le lecteur est donc invité a la vigilance.

"Pour tout élément a de A, on notera j @ le morphisme de groupes de

LA ( Va> vers (X ) image par le foncteur de Poincaré en X, de I'in-
clusion Jo Va‘—) X. Rappelons que, pour tout lacet A de Va. ] a

transforme la classe ((A)) de A dans v, en la classe (\) de A dans X.

On notera agi T ( Va> le produit libre des groupes T ( Va) et ¢,

T'inclusion de T ( Va) dans ﬂg T ( Va),

On notera J le morphisme de groupes de a;]: LA ( Va) vers (X)

induit par la famille {j a} ca’ Rappelons que: Ya€ A, J q)a =] o
at

Considérons maintenant un couple (a, b) d’éléments de A. On notera
i ab le morphisme de groupes de LS ( Va n Vb) vers ( Vb) , image par
le foncteur de Poincaré en x, de l'inclusion iﬂb: Va al Vb — Vb .

11 est facile de vérifier que j bi ab et j ai sont tous deux égaux a l'ima-

ba
ge par le foncteur de Poincaré en x " de linclusion Va n Vb —— X et

donc que, pour tout élément (A) de n 1 ( v.n Vb) R ba({k)) *,i ab((k}’l]

appartient au noyau de J .

Proposition 2.2.1

Soit X un espace topologique muni d'un recouvrement de Van

Kampen au sens large { Va} cn’
at

Alors, avec les notations introduites ci-dessus, J est surjectif.

Soit (A) un élément de ™ (X ) .
En utilisant le méme procédé topologique que dans la proposition 1.19
on décompose le lacet A en une succession A = VS, yp de

chemins de X tels que, pour tout i, 1< i=< p, le chemin Y soit con-
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tenu dans un Va @
Pour tout i, 1<i=< p, soit X, la fin de Y, (et le début de yH]. Tous
les Va al Vb étant par hypothése connexes par arcs, il existe, pour

tout i, 1= i< p-I, un chemin n, de Vam al Va({”) qui relie X, a X,

Dans la décomposition y ¢ y ®...* y de A, on peut alors intercaler
1 P
-1 L1 , .
n°m, entre Y et Ve Si bien qu’en posant : 1 v o,

1 .
p np—J My ° Y A n,. on obtient
un lacet . . e...° » formé de la succession des lacets ( l_)

’l'yp et pour 2sis pl, .

l<isp
dont chacun est contenu dans Vaw ettelque: (A) = ().

On voit alors facilement que () = J (({ 1>> * (( 2)) ww ((

qui achéve la démonstration.

). ce

P

o Dans I'exemple ci-contre, on a
évoqué le cas de trois ouverts du

plan que I'on a dessiné en blanc.

% Les chemins intercalaires (ni)

sont au nombre de deux et sont

et dessinés en lignes droites. On a

doublé ces derniéres pour rappeler que les chemins qu’elles représentent

sont parcourus dans les deux sens.

Considérons le sous-ensemble N de n < Va> défini par :
acA

. . -1
Ni= ¢, (9eei (W) | @b €A A ME nl(vam Vb)
On a remarqué, en introduisant les notations, que N est contenu dans
le noyau de J .

Proposition 2.2.2 (théoreme de Van Kampen)

Soit X un espace topologique muni d'un recou-

vrement de Van Kampen au sens strict Va "
ac.

Alors le noyau de J coincide avec le sous-groupe

distingué de sg © 1 ( Va) engendré par N.
acA
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Notons [N] le sous-groupe distingué de sk LS ( Va> engendré par N.
acA

On sait déja que : [N] C KerJ. On va montrer que : KerJ 4N] = 0.

Donnons-nous un élément o = (( 1)) # (( 2)) #w (( })) du noyau de J .

La donnée de o équivaut a celle d'un lacet R » formé de

la succession des lacets ( l_) dont chacun est contenu dans un
l<isp

certain Va(‘u i deplus: () =¢( 1> o ( 2) LI N p) = (o).

Soit donc A : I I—— X une application qui met en relation avec

le lacet constant o :t F— X,

L'idée de la démonstration est de construire, a partir de A, une suite

o d'éléments d V) tell d
( )lsjsq éléments de aﬁnl( a) elle que
o' = 0 (M) o= o

et:  Vilsjsql o= o (n) Y

Premiére étape

La premiére étape consiste a décomposer A considérée comme un che-
min de I'espace topologique des lacets de X d’extrémité x €0 une suc-
cession de tels chemins dont les bornes consécutives (qui sont, rappe-
lons-le, des lacets de X) ne différent entre elles que par une déforma-
tion dans I'un des Va.

Par une construction topologique analogue a celle utilisée dans la propo-
sition 1.19, on exhibe deux subdivisions 0 = S, < s <..<s = 1

et 0 = tO < tl <..< tn =1 de l'intervalle I telles que I'image par A

du rectangle Rfk = sj_], sj tk- " tk soit contenue dans un cer-
tain Vb(j " Quitte a la raffiner, on peut de plus supposer que la sub-
division (s,

) est plus fine que celle qui sert a décomposer  en
J/1sjsm

R » Autrement dit : on peut identifier la restriction de  aun

intervalle sj sj avec la restriction d'un certain . a ce méme inter-
- 1

D
ivalle. On a ainsi obtenu un « découpage » du pavé I I suivant les rec-

tangles RjkA Dans la figure, on a représenté le cas ot m=5 et n=4.
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L'idée est de choisir pour étapes successives de la décomposition de A
les lacets formés de la composition de A et des différentes successions

des cotés (verticaux ou horizontaux) consécutifs des rectangles RJ .

On en a représenté deux en

4 |

¢ 43} pointillés dans la figure 1 ci-

8 contre.

t, Pour des raisons qui apparai-

t1 R . tront bientot, on tire parti de

11 12 la continuité de A pour défor-
0= So 5 S, S5 S, S5~ 1 mer légerement le découpage

précédent en déplacant les cotés verti- I R R ‘
caux de certains des rectangles RJ " de 42 | 43

telle sorte que :

a) Un pointde I I soit contenu

dans au plus trois R_k H

R
b) Chacun des Rfk soit contenu dans 11 ‘

Al (Vbo: k}).
La figure 2 ci-dessus a droite illustre une déformation de ce genre appli-
quée au cas évoqué précédemment.
Précisons I'expression « certains des rectangles » utilisée plus haut. On
laisse inchangés les rectangles de la rangée horizontale du bas, c'est a
dire les R e 1=<ks=m , puis on déforme les rectangles intérieurs des
rangées paires.
Soit, pour tout couple d’'indices (j, k) différents de zéro, nik le lacet de
IX qui résulte de la composition de A avec le chemin de I I de source
(O, tj) et de but (1, tj—l) qui emprunte successivement les cotés hori-
zontaux supérieurs des rectangles Rﬂ, Rjz Rjk. puis le coté vertical
droit de ce dernier rectangle puis les cotés horizontaux inférieurs des
rectangles Rjk+1""" ij.

Soit encore ’I’]jo la composition de A avec le chemin de I I de source
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(O, t/J et de but (1, 5 ) 1) qui emprunte successivement le coté vertical

gauche de R]_ , puis les cotés horizontaux inférieurs des rectangles

R ,...R .
J1 Jjm

La figure 3 ci-contre illustre ces

définitions lorsqu’on les applique

au cas évoqué précédemment.

20
T . Pour chaque couple d'indices
s : ! - l 4 0.1, 1=sjsn 0 =sks=m ilest
Nt Ro Ry | | ] facile de vérifier que le lacet "

Jk

i ) jie o jk
se décompose en une succession y;" ¢ yJ< e oy

\ de m+1 che-

mins dont la description détaillée suit :

l=si=k yijk est le composé de A et du coté horizontal supérieur
du rectangle RJl

(1< k=i-1) yi‘i] est le composé de A et du coté vertical droit du rec-
tangle RJ o

It2 <1 = m+l yijk est le composé de A et du coté horizontal inférieur
d1‘1 rectangle RJ o

O0=k=il) ylf O est le composé de A et du coté vertical gauche du
rectangle ij

[Seconde étape
Pour tout couple d'indices (j, IJ, 1=<j=n O <ks=m on va associer un
clément o de S T ( Va) a chaque njkA
acA
Pour ce faire, on commence par dresser la liste de tous les sommets des

rectangles Rjk. On appellera ces points des « sommets ». Grace a la lé-

gere déformation que nous avons fait subir aux rectangles Rjk. chacun

de ces points est le sommet d’au plus trois rectangles. L'image d'un som-
met par A appartient donc a l'intersection des trois ouverts du recou-
ivrement qui correspondent a ces trois rectangles.

Le recouvrement étant un recouvrement de Van Kampen, on peut asso-

cier a chacun de ces sommets un chemin qui a pour source son image
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par A, quia pour but x o et qui est contenu dans l'intersection des

trois ouverts du recouvrement qu’on lui a associé un peu plus tot.

Pour abréger on appellera par la suite ce chemin le « raccord » associé
au sommet. Silimage d'un sommet par A est X, (comme, par
exemple, pour certains des sommets du bas du pavé) on lui associe le
lacet cons-tant pour raccord.

Pour tout triplet d'indices (i, j, /), 1=i=m+l, 1<jsn O sksm soit

a(i, j, k) I'élément de A tel que V ) contienne le rectangle qui figu-

L k)
re dans la définition de yijk.

jle . c s
En encadrant y«i’ avec l'inverse du raccord associé a sa source et le

raccord associé a son but, ces deux derniers chemins étant contenus

. Jik .
dans V i, K on obtient un lacet ; de V i K représentant
bl Jk

lélément ( /%)) de ™ (Va(i‘j. k))

On pose ensuite : ’u’]k = ( ljk» = _2;k>> o ﬁc,»‘

On a ainsi obtenu une suite (u)h) d’éléments de sk T ( \% ) .

1= hs (m+hn aeA a
On a utilisé le dénombrement (j, k) ——> (mt+1)j-1) + le+1.

I1 nous faut maintenant montrer les relations (1).

Compte tenu des diverses hypothéses et définitions, il est facile de véri-
fier que les lacets qui composent o' peuvent étre regroupés par pa-
quets de facon a redonner o = (( 1)) = (( 2)) w0k (( 1)) 11 est tout aussi
aisé de voir que : o™ = (o).

Il nous reste a montrer que : VYV h, 1shs= g1, oah” = wh (IN])

Il nous faut traiter deux cas: () Vj. 1sj= nl, o™ = o ([N])
et (i) V(. K. 1sjsn 0 sksml, o = o (IN]) (voir figure 3)

Traitons d’abord le second cas. Soit un couple d’'indices (j, k), 1 <j=n,
0 <k=m-1. Ainsi que I'on peut le voir sur la figure 3, o e( o®*? ne

difféerent que par les lacets associés aux cotés du rectangle RJ o1y
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Jk

Posons b:= af(j, k) et ¢ :=a(j, k+1). Considérons le lacet o qui
7T~
rappelons-le, est obtenu en v )
i j(ke 1
encadrant le chemin yikl R Yf ) )
R. .
avec les deux raccords as- Jhe /7 Jlet1) /7
i I
soci€s a ses bornes. [ x !
. \ \
Par construction, ;J(kl est Nk \\ N Yj(k 1
Yk 1 Jjie k2

un lacet de Vb n VC tandis

que par définition, la classe de ;{k , qui figure dans «* est un élément

de = L (Vb>. Notons (( ikl))b cette derniére et (( ik]»c la classe de

ikl dans nl(VC>.

Soit enfin /* T'élément de * T ( Va> obtenu en remplacant
acA

Jie Jk jke
( J< ), par ( J<). dans o
11 est facile de vérifier que : m’k = (I)jk ([ND).
11 est tout aussi aisé de voir qu’il existe deux éléments o et f du grou-

pe 3k T (Va) tels que, en notant respectivement [ et p lesrac-
acA

cords associes aux sommets supérieur gauche et inférieur droit du rec-

tangle Rj e+l

~ jk -1 jic jlc
oM = a0 e ), e B
jlct1) -1 jke 1 jke 1

o = axp, e SN e ), x 0 B

Le rectangle RJ e+ 1)

continue, ona: (v*) « (N = %y« @),

Dou: &% = o/ et finalement: o = u)ﬂkﬂ}([N] ).

on ait les égalités suivantes :

étant simplement connexe et I'application A étant

Traitons le premier cas : Vj, 1= j =< n-1, wfm = woﬂ)o ([N]).

Les sommets inférieurs des rectangles RJ ) RJ PRRRE ij et les som-
mets supérieurs des rectangles RU+1}} s R{j+1)2' . R1j+11m forment une
subdivision de la ligne horizontale t = tJ de I I (voir figure 3) On

Q1o

peut alors décomposer o™ et suivant cette subdivision. On ob-
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tient ainsi deux éléments de sk LN ( Va> qui sont composés des clas-
acA

ses des mémes lacets. IIs ne different que parce que les classes ne sont

pas calculées dans les mémes voisinages. Ils sont donc équivalents mo-
dulo [N].

On notera que I'hypothése selon laquelle { v, }aeA. est un recouvre-
ment de Van Kampen au sens strict sert a choisir les raccords de facon
a pouvoir associer a chaque co6té commun a deux des rectangles Rg un
lacet qui soit contenu dans l'intersection des membres du recouvrement

associés a ces rectangles.

Le lecteur est invité a comparer cette démonstration avec celle de 2.1.2.

2.3 Applications du théoreme de Van Kampen

Exemple du début 2.3.1

Considérons I'espace topologique X constitué par le plan R?
privé de deux points que nous appellerons « les trous de X ».
Alors : T X = Z% Z.

D \4 Décomposons X en deux ouverts
1
V et V, comme le montre la fi-

! V2 gure ci-contre. Comme ces derniers

® trou sont homéomorphes a R*\ {(0 0)}

11 vient, d’aprés la proposition 1.26, n1< Vl> ~ nl(Vz) ~ Z.;

11 est facile de vérifier que { Vl, VQ} constitue un recovrement de Van

Kampen au sens large de X. Puisqu'il est réduit a deux éléments, il est
clair que c'est aussi un recovrement de Van Kampen au sens strict.
Dr’autre part, comme on le voit sur la figure, V1 N V2 est simplement
connexe. Dans ce cas,onadonc: N = {0} ; d’apres le théoréme pré-
cédent, T X =~ nl( Vl) % nl(\/2> ~ Z% Z.
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Contre-exemple 2.3.2

Soit X l'ouvert de ]R3 constiitué du demi-espace (xy.2);z>0
privé du demi-cercle C := (0, y, 2) : y2 +2=1

Soit Y l'ouvert de X définipar; Y = (xy2 €X; z<4
Soit ¢ 3 ) — 3 (X) limage de l'inclusion Y &—— X
par le foncteur de Poincaré.

Alors : :rtl[X)ss /4 nl(YJss Z%Z;

o WLj) — i-j

a) Calcul de 2 X).

Notons X1 Touvert de R® constiitué du demi-espace (x.y.2:z>0
privé de la droite (0, y, I): yER

Soit l'application f de R ]R+* vers lui-
méme définie par :

fly. 2 = (\f‘yz Vs ctg%. \J“ﬁ)

Ou, sil'on préfere, étant donné un point M

de R ]R;‘. on définit filM) comme

T'intersection de la droite paralléle a 'axe des

« z» et tangente au cercle centré en o qui
contient M et de la droite qui passe par o et par M. Il est facile de voir
qu'une construction géométrique « réciproque » permet de définir I'in-
iverse de f. Puisque f et son inverse sont le fruit de rconstructions «a
la régle et au compas », elles sont toutes deux continues. I]R f induit
donc un homéomorphisme de X sur X I

Daprés la proposition 1.22, = x) = T [Xl).

X1 est homéomorphe a R (]R ]R+* \ (0, 1)). Donc, d’apres les
propositions 1.23 et 1.26 , ™ X = 8 (Xl) ~ Z.

b) Calcul de m (Y).

Rebaptisons Z l'espace topologique constitué par le plan R> privé de

deux points que nous acons évoqué a la proposition précédente.
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11 est facile de vérifier que Y est homéomorphe a Z 0, % . Donc,

d’aprés les propositions 1.22, 1.23 et la proposition précédente, on a :
m () ~ Z%Z

c) Calcul de ¢.

Soient P leplan z = %. . le pointMO(O. 0. %) et M, et M, les

éléments de PN C dans l'ordre des ordonnées croissantes.
Soient les €léments <7»>Y et ( )Y de m(Y) = = (Y, M) qui correspondent
respectivement aux éléments (1,0) et (0,-1) de Z% Z L'un des repré-

sentants de <7»>Y est un lacet A d'extrémité M, qui décrit une seule

fois le périmetre d'un cercle situé dans le
plan P, de centre M 1 et qui passe par M,
et ce, dans le sens direct. De méme l'un
des représentants de ( )Y est un lacet
d’extrémité M b qui décrit une seule fois le
périmétre d’'un cercle situé dans le plan P,
de centre M 5 et qui passe par M0 et ce,

dans le sens inverse. Dans la figure ci-dessus on peut voir A et  en
bleu respectivement en haut, a gauche et en bas, a droite.

Comme on a cherché a le suggérer dans la figure, les deux cercles bleus
horizontaux qui sont de sens opposés se transfornent I'un en l'autre en
pivotant autour de M, tout en suivant C. On en déduit que A et

ont la méme classe dans =« 1(X. MO), Puisque (A)X correspond a I'élément
1de Z ona: ¢(0,-1) = ¢(1,0) = 1.

Le résultat provient alors du fait que ¢ est un morphisme de groupes.

Exemple 2.3.3

Notons C le cerole horizontal de rayon 1 contenu dans R® et
centré a l'origine. Alors n <IR3 \ C) =~ Z.

Soient a, 0<a<1 et Cl et C2 les ouverts de C représentés ci-contre.
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i .
Posons : ! i
L i
= - PR N @
U=R are R Pl BN —— T T -
i ! L { ! i
52—_IRU \m,ca R, --_-I\__--T__--J-_" __"I'___T"__I'"_
1N et ", i oL S
_____ T e

V2 = UZ\ C2.

11 est facile de vérifier

que Vl, V2 et leur intersection sont tous trois connexes par arcs. V1
et V2 sont donc les membres d'un recouvrement de Van Kampen au
e

sens strict de R\ C. e

a) Calcul de LA (Vl) et de T (V2) .

Comme on tente de le figurer ci-contre, V1 est un mem

bre d’'une partition de R -a,+ , Par une construction analogue a

celle du a) de la proposition précédente, on peut donc montrer que V1
est homéomorphe a R ( -4l U 1,4 ) R. Drapres les pro-
positions 1.23 et 1.26 , ™ (Vl) ~ Z.

On montrerait d'une facon analogue que : = L (V2) = Z.

Ib) Calcul de m, (V1 n VZ) etde N.

Connme au b) de la proposition précédente, il est facile de vérifier que
V1 n V2 est homéomorphe a Z -a, o , dou : 4 (V1 n \/2) ~ Z%Z.
De facon analogue au c) de la proposition précédente, on montre que les
morphismes ¢, : 7 (VN Vz)—) m (V) et ¢, m (V) OV2)—) ~ (V)

Z%7Z — Z
inj — Q-]
11 est donc facile de vérifier que N corresponda i=-i: i€Z ,

correspondent tous deux au morphisme

c) Conclusion

Un simple calcul algébrique montre que : Z3% Z N =~ Z

Dapres 2.2.2 nl(]RS\C> -~ Z
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3. Déformations et homotopies

3.0 Exemple concret

Nous avons tous assisté a ce numeéro de cirque dans lequel l'artiste tire
de ses poches des ballons multicolores, les gonfle et les tord dans le but
de les assembler en poupées qu'il lance ensuite aux enfants du public.
Aux yeux du mathématicien, chacun de ces ballons peut étre modélisé
par un sous-espace topologique de R® soumis a un processus continu
de déformations tant en terme temporel qu'en termes spatiaux.

Notons B Y le sous-espace topologique de R® associé au ballon vide du
début du numéro et iO: B Y < R® son inclusion canonique. On repré-
sente I'état du ballon a I'instant t par Iimage d'une application continue
it: BO—) lRS. On a ainsi un processus continu en termes spatiaux.
On a ainsi défini une fonction t —— it, de R vers I'ensemble des ap-

plications continues de B N dans R®, noté T0p< B o Rr® > .

Puisque le processus a évidemment un début et une fin, cette fonction

t ——> it est définie sur un intervalle fermé. Quitte a la composer
avec une transformation affine, on peut supposer qu'elle est définie sur
I'intervalle unité I = O, 1

Pour traduire I'hypothése selon laquelle le processus est continu en
terme temporel, on suppose que l'application (t, x) ——> it (x), de I

B o dans R® est continue.

En fait, comme on le voit dans l'annexe topologique, la correspondance
exponentielle, si on munit Top( B 5 Rr® ) de la topologie compacte-ouver-

te, en notant Topm< B o Rr® ) I'espace topologique ainsi obtenu, la der-

niére hypothése revient a dire que l'application t —— it, de I sur

Topm( BO, R® ) est continue.
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3.1 Généralisation
Dans I'exemple précédent, on a introduit le concept de processus continu
de déformations appliqué aux sous-espaces topologiques.

On peut étendre ce concept en I'appliquant aux applications continues.

Définition
Soient X et Y deux espaces topologiques.
On appelle « processus continu de déformations de X dans Y» une
application continue de I X vers Y.
Soient f et g deux applications continues de X vers Y.
On dira que g est le produit d'un processus continu de déformations
appliqué a f si et seulement sil existe une application continue n de
I X vers Y telleque: VXxEX, n(0,x) = fix) et n(l,x) = g.

Exemples
1 2
a rs R est un processus continu de déforma-
t,6 +—— tcosH, tsin®

tions qui transforme l'application constante 6 ——— (0, 0) de s vers

R? en linclusion canonique de s' dans R®.
a On passe de I'une a l'autre des m m
deux figures ci-contre par le \J W

processus continu de déforma-
tions qui suit :

n o 01 0.2n — K
n: 0n — R?

¢
s l—)(fsin(“ 2t ¢ fﬂt> - sin &¢, Cos("iﬂsf%t>)

n,: 2 — R?

s '—)(-sin(”TZts- 37"[)—51:1%t, ms(%s-%‘t))

Si vous lisez ce cours a I'écran avec Acrobat Reader ©, cliquez sur le

cercle ci-dessus.
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Le cheminement utllisé pour arriver a ce résultat rébarbatif est détaillé
dans AE1.

Proposition 3.1.1

Lorsque Y est séparé, un processus continu de déformations de
f vers g n’est rien d’autre qu'un chemin de TopK o< X, Y) , de
début f etdefin g.

C’est une conséquence immédiate de la correspondance exponentielle

Proposition 3.1.2

Soient X et Y deux espaces topologiques. La relation ~ défi-

nie sur Top( X, Y) par :

f~ g <= «g estle produit dun processus continu de
déformations appliqué a f»

est une relation d’équivalence.

Réflexivité de ~: Si f est un élément de TOp( X, Y) , il est facile de

\voir que I'application (t, x) ——> f(x) met en relation f avec lui-méme.

Symétrie de ~: Si f et g sont deux éléments de Top( X, Y) tels que

g soit le produit du processus continu de déformations n appliqué a f.
il est facile de vérifier que I'application (t, x) ——>n (1-t, x) est un pro-
cessus continu de déformations qui transforme g en f.
Transitivité de ~: Si f] f et f sont trois éléments de Top( X, Y) tels
que f1 et f soient en relation par I'application n 1 de I X dans Y et
que f et f soient en relation par I'application n, de I X dans Y, il
est facile de vérifier que I'application n définie par :

Vit x e O, X. nit,x) = T|1(2t, x)

1
2
Vitx) € 1,1 X. nit.x = n, (261, x)

75
est un processus continu de déformations qui transforme f1 en f3 .
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Changement de terminologie

On a introduit le terme de « processus continu de déformations » parce

qu’il semble décrire I'intuition de laquelle I'on est parti.

A la lumiére du résultat précédent les premiers mathématiciens qui se

sont penchés sur ce sujet ont préféré le terme d’homotopie.

Soient X et Y deux espaces topologiques et f et g deux applications
continues de X vers Y.
Une homotopie de f vers g est donc une application continue n de
I X vers Y telleque: VxEX, 10, x) = fix) et n(1,x) = gK.
On dira que f et g sont homotopes s'il existe une homotopie de f
vers g (ou, ce qui revient au méme, de g vers f).

On a déja rencontré deux cas particuliers d’homotopie au chapitre 1 :

ce sont les équivalences entre les lacets ou entre les chemins.

Remarque sur la terminologie

Le terme « homotopie » qui signifie a peu prés « ressemblance de lieu »
peut trés bien ne pas paraitre suffisamment parlant au lecteur. Il est
néanmoins consacré par l'usage : c’est la seule raison pour laquelle nous

l'utiliserons.

Classes d’homotopie

D’apreés la proposition précédente, si f est une application continue
de X vers Y, on peut définir sa classe d’homotopie.
On notera cette derniére |f]

Poposition 3.1.3

Une homotopie entre deux éléments f et g de Top (X, Y)
n’est autre qu'un chemin de ¥ de début fetdefin g,-

C’est une conséquence de la correspondance exponentielle. (A2.1.1)
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3.2 La catégorie des classes d’homotopie

La structure de la catégorie des applications continues (composition des
applications) induit sur I'ensemble des classes d’homotopie une structure

de catégorie.

Proposition 3.2.1

Soient X, Y et Z trois espaces topologiques,
f et g deux applications continues de X vers Y

r et s deux applications continues de Y vers Z

Alors: |f]  |g] et |r|=]|s| —= |rof| [sog]|

Soient § une homotopie de f vers g et n une homotopie de r vers s.
On définit alors ¢: I X——> Z par: ¢t x) = n(td(t x).

11 est facile de vérifier que ¢ est une homotopie de ro f vers so g.
Remarquons que lorsque X et Y sont slc, § est analogue a un chemin
de f vers g, m, auncheminde r vers s, et ¢ au chemin obtenu en

composant point a point n et o.

Définition

La proposition précédente permet de définir la composée |r| o | f| des
classes d’homotopie |f| et |r| comme la classe d’homotopie [ro f].

11 est facile de vérifier que cette loi de composition munit I'ensemble des
classes d’homotopie d'une structure de catégorie que I'on notera

Htop.

11 est aussi aisé de montrer que la surjection canonique |1 : fi—— | f|
de Top sur Htop est un foncteur.

Les objets de Htop sont donc les espaces topologiques et ses fleches

sont les classes d’homotopie,

Les types d’homotopie
On dira que deux espaces topologiques X et Y ont le méme type
d’homotopie lorsqu'ils sont isomorphes dans Htop c'est a dire lorsqu'il

existe une application continue f de X vers Y dont la classe

d’homotopie | f| soit inversible dans Htop.
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Lemme 3.2.2

Tout espace topologique X a le méme type d’homotopie
que le cylindre unité de base X, I X.

Plus précisément, les classes d’homotopie des applications
px st x) ——x et no . x+—> (0, x) sontinverses

I'une de l'autre dans Htop.

Tout d’abord, on a évidemment : Py O My = IX.
1 1 X—> 1 X
s,t,x —— st,x’

11 est facile de vérifier que h est une homotopie de n 0O Py vers 1I X

Reste a vérifier |noo pX| =1 Soit h: {

lxl'

Proposition 3.2.3

Si f et g sont deux applications continues de X vers Y,
la donnée d'une homotopie ® de f vers g entraine la

donnée d'une conjugaison u de mf vers mg.

(]

Soit, pour tout point x de X, u m(x} = <<I>X>

Puisque (Dx: t ——> @ (t, x) est un chemin de Y de source f(x) et

de but g (x), u ® (9 est une fleche de ®Y de f(x) vers g (0.

1l faut montrer que, pour toute fleche (y) de T X de source y et de

. -1

but z, wg.() = (ud) z) (nlf.<y>> (u(b y)

Soit donc y un chemin de X de source x etde but y,

i , 01

P

C ] XX
0" Ix — 0, x

Posons :

z/i:X—)IX
I |x — Lx

L~ p:{1—>1x
X

/i@}l#/ t — t,x

Les chemins pz' * oy py et i, 0y sontmisen relation par

I 1 X — I X
A - .
{ s, t,x —_— pz st 15 vyt py st
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On adonc: (1) <pz' . (iOO\{) . py) = <i10y>

D’autre part, on a : tbopy = <I>y, <I>opz = <I>Z, <I>010 =f d>011 =g.

En appliquant 'r'tlcb a I'égalité (1) ci-dessus, on obtient :

7.0 = (v, @) (B.0) (v, @)

3.3 Espaces contractiles

L'espace topologique non vide le plus simple que I'on connaisse est le sin-
gleton (i.e. : espace topologique réduit a un point). Pour étudier 'nomoto-
pie, il semble naturel de rechercher les espaces topologiques qui ont le
meéme type d’homotopie qu'un singleton.

Un singleton étant un objet terminal dans Top, (voir Annexe) il est facile
de vérifier, en utilisant le foncteur surjectif |11 que c’est aussi un objet
terminal dans Htop.

Un espace topologique qui a le méme type d’homotopie qu'un singleton

sera donc aussi un objet terminal dans Htop.

Notation

Soient X et Y deux espaces topologiques et x I'un des points de X.

On notera Y—x l'application constante de Y vers X de valeur x.

Proposition 3.3.1

Soit un espace topologique X.
Les trois assertions suivantes sont équivalentes.
(i) X contient un point x tel que I'application
X—x soit homotope a l'identité de X.
(i) X est un objet terminal dans Htop.

(iii) X a le méme type d’homotopie qu'un singleton.

tité de X et soit Y un autre espace topologique, Y—x est évidemment

une fleche de Top. Soit alors f: Y — X une autre fleche de Top.

Soit x le point de X tel que X—x soit homotope a l'iden-
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Ona: X—xf = Y-=x et |[f|] = |1Xf| = |1X(| Ifl -

Drapres (i), \1X| = |X—=x|. Dou: |f] = |X=x||f] = |X—=xf] = |Y—=x|

(i) n’est qu'une conséquence immeédiate de (ii).
C’est purement catégorique ; voir l'annexe algébrique.

Espaces contractiles

Un espace topologique qui vérifie les assertions de la proposition précé-

dente est dit contractile.

Remarque
La condition (i) est celle qui sert le plus souvent a déterminer si un espa-
ce est contractile ou non. C’est la plus intuitive des trois et la premiére a

avoir été utilisée.

Exemples
Rappelons que 'on dit qu'une partie A de R" (ou, plus généralement

d'un espace vectoriel topologique E) est étoilée en un de ses points x,

si, pour tout point x de A, lesegment x,x, = X, * t(x-xo) tel

[

est contenu dans A.

Tout sous-espace étoilé d'un espace vectoriel topologique

est contractile.

Si A est un sous-espace étoilé en x ,

{IA—) A
0

t,x +——> xo tx-x

est une homotopie de A—x ) vers Iidentité de A.

0

Corollaire 3.3.2

Tout espace topologique contractile est simplement connexe. |

Soit X un espace topologique contractile. On a donc : = ‘ X—)XU‘

1
Il est aisé de voir que : T, 1, = 1y x etque: ﬁl(X—>x(7) = X (o(xo)).
1

D’aprées 3.2.3, il existe une application u de X vers 3:[1X telle que :
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YINE®MX (1) x—> Y
b= (o) (s w) = (v x) (o)

-1
L'application (x, y) ——> (u X ) (u y ) est donc un isomor-

phisme du groupoide banal X X vers ﬂ:lX

3.4 Homotopies invariantes sur des sous-espaces
Définition

Soient X et Y deux espaces topologiques, A un sous-espace de X et
if et g deux applications continues de X vers Y qui coincident sur A.

Une homotopie invariante sur A de f vers g est une homotopie @
de f vers g telleque: Vtel CD‘ f‘ g‘
tia A A

Deux applications continues r et s de X vers Y seront dites

A-homotopes si et seulement si :

- r et s coincident sur A. Autrement dit : r‘ s‘
A

A
- Il existe une homotopie invariante sur A de r vers s.

Les catégories Tt:p2 et H tm,

Soit Top2 la catégorie dont :

- les objets sont les couples (X, A) d’espaces topologiques tels que A
soit un sous-espace de X ;

- les fleches de (X, A) vers (Y, B) sont les fleches f de Top de source

X etde but Y telles que: flA)C B.

Proposition 3.4.1

La relation =~ définie sur les fleches de Top2 par:

r et s ont méme source (X, A) et méme but (Y, B)
=S <——
r et s sont A-homotopes

est une relation d’équivalence.

C'est une conséquence immédiate de 3.1.2.

56 Déformations et homotopies.

Notations

Si r est une fleche de Top2, on notera |r| sa classe d'équivalence
selon =~ Dans la pratique courante, toutefois, une méme application
continue peut servir a désigner plusieurs fleches de TOpZ. Par exem-
ple, soient f une application continue de X vers ,Y telle que : *
fIA)CB et A"CA . f estalors sous-jacente a au moins trois fleches
distinctes de Top2 , a savoir les fleches de (X, A) vers (Y, B), de (X, A)
vers (Y, B) etde (X, A) vers (Y, flA))

11 sera alors commode de désigner par ‘ f‘A la classe de la fleche de

(X.A) vers (Y,B) et par ,‘f,‘A' la classe de la fleche de (X, A) vers (Y, B.

On a alors le pseudo-résultat suivant :

Résultat 3.4.2

Pour tout couple (f, g d’applications continues de X vers Y
et tout couple (A, A) de sous-espaces de X telque: A‘ C A,

onaz|ff, = |o|, = |4, = |d,-

Proposition 3.4.3

Soient (X, A), (Y, B) et (Z C) trois objets de Top2 s
p et g deux fleches de Top2 de (X, A) vers (Y, B),
r et s deux fleches de Top2 de (Y, B) vers (Z, C).

Alors : |pl, |4ql, et ||, =|s], == [|rop|, [soaql,
Tout d’abord, on a : p‘ = q‘ et ; r‘ = s‘
A A B B
si bien que : (ro p)‘ = r‘ o p‘ = s‘ o p‘ = (so q)‘ .
A B A B A A

Soient & une A-homotopie de p vers q et n une B-homotopie de r
vers s. Comme dans 3.2.1, on définit alors ¢ : I X—— Z par:
Ot x) = m(td(t x). ¢ estune homotopiede rop vers soOgq.

De plus: VtEIL ¢t‘A =m0 6t‘A = nt‘B o p‘A = r‘B o p‘A‘
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Définition

La proposition précédente permet de définir la composée |p| 50 |r| 2
des classes |p| et | r|2 comme la classe d’homotopie |po r|2

11 est facile de vérifier que cette loi de composition munit I'ensemble des
classes d'une structure de catégorie que I'on notera Htop, o

11 est aisé de montrer que la surjection canonique |1 o P> |p\2 de
TOp2 sur Htop2 est un foncteur.

Rappelons que les objets de Htop2 sont les objets de Top2 et que ses
fleches sont les classes selon la relation =.

Les espaces topologiques munis d’une origine.

Soit Top, la plus grande des sous-catégorie de Top2 dont les objets
sont de la forme (X, {x), x€X.

On appelle Top, la catégorie des espaces topologiques munis d'une
origine.

Rappelons qu'une fleche f: (X, ) —— (Y, y) de cette catégorie
n’est rien d’autre qu'une application continue de X vers Y telle que :

o9 = y.

Notation
On note Htop, la sous-catégorie de Htop2 image de Top, par le fonc-

teur || . On notera |1 le foncteur de Top, vers Htop, induit par |1 5

Proposition 3.4.4

Soient f et g deux fleches de Top, , de méme source (X xo) et

de méme but (Y, yOJ‘ Alors ‘f‘ = ,‘g,‘_ —_— ﬁ1(ﬂ = :rtqu)

Soit ® I'homotopie invariante sur X, entre f et g. Pour tout lacet A
de X d'extrémité x o il est facile de vérifier que l'application continue

I 1 — X
|

met en relation les lacets fo A et go A
s,t —— dsAt
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3.5 Contractions et rétractions
Définition : contraction

Soit X un espace topologique. On appellera contraction de X une
application surjective et continue de X vers I'un de ses sous-espaces.
Si A est un sous-espace de X, une contraction f: X —» A sera

appelée contraction de X en A.

Remarque

Y :
Toute application continue f de X dans lui-mé f i
. A X—» fo <% x
me se factorise canoniquement par une contrac-

A
tion f comme le montre la figure. T
Dans la suite, on aura tendance a confondre f et la contraction f
Définition : contraction progressive
Soient X un espace topologique et A un sous-espace de X.

On dira qu'une contraction f de X en A est progressive lorsque

T'application de X dans lui-méme l;q o f est homotope a I'identité de X.

Proposition 3.5.1

Soient X un espace topologique et A un sous-espace de X.
Les deux assertions suivantes sont équivalentes.
(i) f est une contraction progressive de X en A.

(i) Laclasse [f] estun inverse a droite de |iA | dans Htop.

La démonstration est immédiate.

Corollaire 3.5.2

Un espace X est contractile si et seulement s’il existe une con-

traction progressive de X en I'un de ses points.

Proposition 3.5.3

Un espace X est contractile si et seulement s’il

existe une contraction progressive de X en un

sous-espace contractile.
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Un singleton étant contractile, la nécessité de la condition est évidente.
Le seul intérét de cette derniére se trouve dans sa suffisance.

Soient donc un sous-espace contractile A de X, l'inclusion iA de A
dans X et une application continue f : X———> A telle que i L, © f

soit homotope a IX. D’ou :

10 = Iodl = Jyo1,00 = [yon=sos = |0 x|

Exemple 3.5.4 : le peigne

Soit P le sous-espace de R? défini par:

\

E P=1 0 U 01U [Q({%} I)J

P est suggéré par la figure ci-contre.

Soit p; { . L’application

est une homotopie de I'identité de P vers
(t,x,y) —— x, 1-ty

. { I P — P
p. Lapplication p est donc une contraction progressive de P en {0} I
Ce dernier étant contrac-tile, P l'est également d’aprées la proposition

précédente.

Définition : rétraction
Soit X un espace topologique. On appellera rétraction de X une
con-traction dont la restriction a son image est I'identité de celle-ci.
Autr-ment dit : une contraction f: X ——» A est une rétraction si et
seu-lement si fo i L, = 1 n i L, A —— X étant I'inclusion canoni-
que.

Exemples de rétractions

1) On définit I'application r du carré unité de R?
vers { 1 UT {1}.

@ Pour tout point (x,y) de I I, telque ys= I- fx,
x, on définit r(x, y) comme le point d'intersec- |5 N \
tion de { 1 avec la droite de pente -1 qui O = I rx.gl

Ix{l}
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contient (x, y). Autremet dit: r(x, y) = (0, x+y).
(® Pour tout point (x, y) de I I, tel que y=I-x, on définit r (x, y)
comme le point d'intersection de I {1} avec la droite de pente -1 qui
contient (x, y). Autrementdit: r(xy = xty-1, 1)
1l est facile de vérifier que r, ainsi définie, est une rétractionde I I
vers { 1 UT {1}.
2) Une application constante (X—x) d'un espace topologique X vers
I'un de ses points est trivialement une rétraction.
3) Toute projection d'un espace vectoriel topologique est une rétraction.
Définition : rétraction progressive
Soient X un espace topologique et A un sous-espace de X.

On dira qu'une rétraction f de X en A est progressive lorsque l'ap-

plication de X dans lui-méme L0 f est A-homotope a l'identité de X.

Proposition 3.5.4

Si E est une partie convexe d'un espace vectoriel topologique,

toute rétraction définie sur E est progressive.

Soit r: E—»ACE une rétraction. Pour tout point x de E et tout
élément t de I, le vecteur tr(x) + (1-f) x est contenu dans E.
L'application h définiesur I E par: hi(t x) = tr(d + (1-t) x est
donc une application continue de I E vers E. Il est facile de vérifier

que h est une A-homotopie de I'identité de X vers l;q of.

Définition : espaces rétractiles
On dira qu'un espace topologique est rétractile s'il existe une rétrac-
tion progressive de X en I'un de ses points.

Remarque

Tout espace rétractile est contractile.

Les parties étoilées d'un espace vectoriel topologique, que I'on avait citées

comme exemple d’espace contractile sont en fait, rétractiles.
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Proposition 3.5.5

Un espace X est rétractile si et seulement s’il

existe une rétraction progressive de X en un

sous-espace rétractile.

Un singleton étant rétractile, la nécessité de la condition est évidente. Le

seul intérét de cette derniére se trouve dans sa suffisance.

Soient donc un sous-espace rétractile A de X, linclusion i Ly de A

dans X et une rétraction progressive f : X—— A.

En utilisant 3.4 2 et 3.4.3, ona:

A - ‘ IAOI‘A = ‘ lAOfOIAT‘A

P "iAo lef"x =:‘iAO(A_)X)Of"X=:‘(X_)X):‘X

Proposition 3.5.6

Si f est une rétraction progressive de X en A etsi g estune
rétraction progressive de A en B, alors g O f sera une rétrac-

tion progressive de X en B.

11 est facile de vérifier que g o f est une rétraction.
Soient ® I'homotopie invariante sur A entre lx et i,o f et E Tho-

motopie invariante sur B entre 1 A et iBo g.

11 est facile de vérifier que I'application W définie par ;
vie o] wtv=o@ty
Vit e [%, 1], Wt x) = E(2t1, f)
est une homotopie invariante sur B entre lx et iBo gof,

Proposition 3.5.7

Si f est une rétraction de X en A, alors, pour
tout point x de A, nl(f, x) est un morphisme

surjectif de groupes.
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Si f est une rétraction progressive de X en A,
alors, pour tout point x de A, nl[f,x) est un iso-

morphisme de groupes entre :rl(X, x) et :rl(A, X).

Soit donc x un point de A. Convenons que tous les lacets que nous

considérerons auront x pour extrémité et que nous noterons respecti-

vement nl[X), nl(A]. et nl(g]. pour nl(X, X), nl(A,x). et nl(g, X).

Tout d’abord, si f est une rétraction, pour tout lacet A de A, ona:

[foX = A ce quientraine que nl(ﬂ est surjectif.

Si f est une rétraction progressive de X en A, soit ® I'homotopie in-
variante sur A entre i O Sfet 1, Soit un élément (k)X de m (X) tel
que : (o)A ™ 0. O‘)x = (fo k)A . 1l est facile de vérifier que
I 1 — X
l'application continue A : met en relation les
s,t —> DdsAt
lacets lefok et A.

Dlot: (b, = (Lofon = m@).(fon, = m@).f), = @)

Exemple 3.5.8

Il n’existe aucune rétraction du disque unité D'

o 1
en sa frontiére S .

L'existence d’une telle rétraction entrainerait, d’aprés la proposition pré-

cédente, I'existence d'un morphisme surjectif de groupes de 0 sur Z.

Corollaire 3.5.9

Toute application continue du disque unité D' vers lui-méme

admet au moins un point fixe.

Rappelons qu'un point a, de D' estun point fixe d’'une application f

de D' vers lui-méme dés que: f (aa/ = a,

On va montrer que l'existence d’'une application continue de D" vers lui-

. e P s < . 1
méme sans aucun point fixe entraine I'existence d’'une rétraction de D
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en sa frontiere S°. Ceci établl, la conclusion sera une conséquence im-
meédiate de 3,5.6.

. N . . 1 .
Soit donc f une application continue de D" vers lui-
méme sans aucun point fixe.

Soit a un point de D'. Par hypothese, le vecteur
a f(a) nest pas nul. Il existe donc un unique réel

négatif T tel que I'extrémiié du vecteur CTa f(a) ap-
partienne a Sl. Notons cette extrémiié r(a).

Calculons ¢ en fonctionde a:

Par hypothese, 1= [0 r(a)H2 = [0a ?;af(a)H2
ce qui donne : Haf(a]H2§2 +2C Oa a fla) + H@HZ -1 =0

Le discriminant est égal a :

(0a aj@)* - foaf|aj@| + |aj@f
ou encore a : | af(a)'H2 (1 - HWHZ( 1 - cosZB) )
cette derniére expeession étant visiblement positive.

D’ou les deux valeurs suivantes de T :

2

0d af@ 40d af@"-odf]af@f |aJi@
| a sl

[

Z -

Examinons le signe de cette expression :

(Oa' m)z + \af(a)Hz(l . HOa'HZ) = (Oa' m)z‘

— 0d as@’-[odf|as@l |as@f = |od af@)

—— Oa a f(a) \fﬁ af(a)zf‘

odf| a f@f [ay@] = o
Puisque H@Hz - 1 est négatif ou nul, lorsque les deux valeurs de ¢
sont toutes deux non nulles, elles sont de signes opposés. La valeur

négative de T que nous recherchons doit donc s’écrire :

0a_aj@ 0a af@’-|oaf|a @ |a )
o @)

[

T -
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Comme, par hypothése, H m”z n'est jamais nul, il est facile de véri-
fier que l'application a ——> T est continue. Il en est de méme de
l'application r : a+— r(a).

D’autre part, en revenant a la définition géométrique de r(a). on voit
que, lorsque a appartient a s'. ona: ra) = a.

L’application r est donc une rétraction de D' en S'.
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4 Les limites de la théorie de Poincaré

On a vu au 3.3.2 que tout espace topologique contractile est simplement
connexe. Ce chapitre a pour but de montrer que la réciproque est fausse.
Pour cela, on donnera I'exemple le plus simple d’espace topologique sim-
plement connexe mais non contractile : la sphére s?.

Puis, a l'aide des notions introduites lors de I'étude de cet exemple, nous

évoquerons les théories de 'homotopie de dimension supérieure a 1.

4.1 Exemple : Le cercle S' n’est pas contractile

Ce résultat est une conséquence immédiate de 3.3.2 et de GF 24.

Dans cette section on en donne une autre démonstration. Cette derniere

présente l'avantage de pouvoir se généraliser aux sphéres S".

On traitera le cas de la sphere s? dans la section suivante.

Cette démonstration utilise quelques notions associées a une application
continue du cercle dans lui-méme telles les subdivisions du cercle subor-
données a cette application ou encore le degré de celle-ci.

Dans la suite de cette section, f désignera une application continue du

cercle dans lui-méme.

Définition
On appellera subdivision de s' subordonnée a f decardinal n une
. . _ _ . 1
suite finie 4 = {al. a4, @, a = al} de points de S° tels que,
- {al, Gyo s an} sont distincts.
- {a ,a, ..,a, a =a } sont ordonnés dans le sens direct.
1 2 n’ T+l 1

- pour chaque indice i, la longueur de I'arc f( [ai, am] ) est infe-

rieure a 1.

Remarque
Lexistence de telles subdivisions est garantie par la continuité de f et la

compacité de st
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Définition
Etant donnée une telle subdivision a4 de cardinal n, notons, pour

chaque indice i, A, larc de cercle de début f( ai) etdefin f( a,, )

contenu dans l'arc f( [ai, am] ) . Remarquons au passage que la su-

bordination de a a f entraine que l'arc f ( [ai, a, 1] ) est assez petit

pour oter toute ambigtiité a la définition de Ai‘ Gardons a l'esprit que
A, peut trés bien étre plus petit que f| ( [ai, aM] > .
On dira que Ai est nul s'il est réduit a un seul point, autrement dit si
f(ai) = f(ai+1>'
Lorsqu’il n'est pas nul, on dira que Ai est positif s'il est dans le méme
sens que [al , al_ﬂ] et qu’il est négatif sinon,
La suite <Ai> leion ST appelée I'image réduite orientée de a par
:f ou, en abrégé, la firo de a.
Définition
Soient 4 = {a ,a, ..a, a =a } une subdivision de S’ subor-
172 n’ Tnel 1

P . 1

donnée a f et z un pointde S\ (f(ai) )Isisn

Notons pos ( foa, z> le nombre d’arcs Ai positifs qui contiennent z

et neg( fa, z) le nombre d’arcs Ai négatifs qui contiennent z.

Notons : deg(ﬁ a, z) ;= pos (f, a, z) - neg(f, a, z>4

Indépendance du degré

Soient f, a4 et z comme ci-dessus. L'entier deg (f, a, z> ne

dépend nide a nide z.
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Notation
Dans la suite, «x > y > z» signifiera «les points x, y et z de s!

sont ainsi ordonnés dans le sens direct ».

Lemme 4.1.1

Soient f, 4 et z comme ci-dessus. Soit ¢ une permutation
circulaire de {1 ..... n}. Notons a0 := {aﬂd. Ay o a(m}_

Alors a0 est subordonnée a f et deg (Jf a, z> = deg (ﬁ ao, z>.

Les firode a etde doc sont identiques, d’ou la conclusion.

Lemme 4.1.2

Soient f, 4 et z comme ci-dessus. Soit b un point de
S1 \ f'l(z) et ne figurant pas dans a. Notons [1 la sub-

division de cardinal n+1 obtenue en rajoutant b a 4,

Alors : deg (j; a, z> = deg (j; b, z)

La subdivision 4 comporte évidemment un unique arc qui contient b ;

on le notera [ak . akﬂ]. Ceci étant posé il est facile de vérifier que la

iision b = {a.a, .. a, b e @, =a} r-
subdivisio: a. a, a b, a_, a. a =a est subo

donnée a f.

Soient respectivement (Ai> l<isn et les firode a et

( Bi ) Isisn+l
de b. 1l est facile de vérifier que :

- Isis k1, Bl_ = A;

i

- Bk est l'arc de cercle de début f( ak) et de fin f( b) contenu dans
larc f( [ak, b])

- Bk” est I'arc de cercle de début f( b) et de fin f( 4 ) contenu
dans l'arc f( [b,akﬂ] ).‘

- kt2<isn+l, B = A _;
i i1

68 Les limites de la théorie de Poincaré

En dehors des trois arcs Ak. Bk et Bkﬂ les f-irode a etde b coin-
cident. La seule différence possible entre deg (f, a, z) et deg (ﬁ h z)

provient donc de 'appartenance de z a un ou plusieurs de ces trois
arcs et du signe de ces derniers. Il nous faut donc examiner patiemment

tous les cas possibles.

Cas 1 : le point z n’appartient pas a Ak.

1;1 z€ Bk — zE Bk+1 et, de plus, Bk et Bk+1 sont de signes op-
posés.

a) Ak n’'est pas nul.

Puisque Bk contient z, il en est de méme de l'arc f( [ak, akﬂ] ) . qui

n’est donc pas réduit au point f| ( ak) . Si Ak était nul. f| ( [ak. akﬂ] )

seralt donc égal a st ce qui est faux puisque, par hypotheése, sa lon-

gueur est inferieure a 1.

[b) Supposons que Ak soit positif et que Bk soit positif.

A, positif et z£ A — f(ak) > f<ak+1> E
w23 1(0) > (o)
B, positifet z€ B, — f(ak> >z f(b)

Dot : f(ak> > f(akﬂ) >z f(b)

ce qui entraine que Bk+ ; est négatif et que z€ Bk+ e

c) Supposons que A . soit positif et que Bk soit négatif.
On a alors : f(b) >z f(ak> > f(akﬂ)

ce qui entraine que Bk+1 est positif et que z€ Bk+1'

d) Supposons que Ak soit négatif et que Bk soit positif.

On a alors : f(ak”> > f(ak) >z

ou z-> f(akﬂ) 9f<ak)

et donc : f(akH)%f(ak) > z%f(b);

ce qui entraine que Bk+ ; est négatif et que z€ Bk+ e
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e) Supposons que A . soit négatif et que Bk soit négatif.

On a alors : f(b) >z —)f(ak”)—) f(ak>

ce qui entraine que Bk+1 est positif et que z€ Bk+1‘

posés.

a) Ak n'est pas nul. (Méme raisonnement qu'au 1.1 a)
[b) Supposons que Ak soit positif et que Bk+ ; soit positif.
On a alors : f(ak> > f<ak+1> >z

ou z-> f(ak> > f(akﬂ)
donc : f(b) >z > f(ak> > f(akﬂ)
ce qui entraine que Bk est négatif et que z€ Bk.
c) Supposons que Ak soit positif et que Bk+ ; soit négatif.
D'ou : f(ak) > f(akﬂ> > z> f(b) ;
ce qui entraine que Bk est positif et que z€ Bk.

d) Supposons que Ak soit négatif et que Bkﬂ soit positif.
On a alors : f<ak+1> 9f<ak> >z

ou z-> f(akﬂ) > f(ak)
et donc : f(b) >z > f<ak+1>9 f<ak).
ce qui entraine que Bk est négatif et que z € BkA
e) Supposons que A . soit négatif et que Bk+1 soit négatif.
d’otr : f(ak”) > f(ak) 2>z > f<b) ;

ce qui entraine que B c est positif et que z€ Bk‘

1.2 ze Bk+1 = zE Bk et, de plus, Bk et Bk+1 sont de signes op-
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On peut résumer ce premier cas ainsi :
Lorsque le point z n’appartient pas a Ak. s'il appartient a I'un des

deux arcs Bk et B,ﬁ ; alors il appartient a l'autre et ces deux arcs sont

de signes opposés.

Dans ce cas, ou bien le point z n’appartient a aucun des deux arcs Bk
et Bk+1 et alors : pos(f. a, z) = pos(f, [l z)
et neg(_ﬁ a, z> = neg<_ﬁ b, z) :

ou bien le point z appartient a chacun des deux arcs Bk et Bk+ i et:

pos(f,b, z) = pos(f,n.z)+l et neg(fh. z) = neg(f,tl.z)+1.

On en conclut que lorsque le point z n’appartient pas a Ak, on a bien :
deg(f, a, z) = deg(ﬁll, z).
Cas 2 : le point z appartient a Ak.
2;1 ZEBk = z & Bk+1 et, de plus, Ak et Bk sont de méme signe.
a) Supposons que Ak soit positif.
H(4) > == 4(r)

b) >

Alors : f<ak) >z > f(akﬂ) et L5 f(ak)

dott : f(ak> >z —>f(b) —>f(ak+1)
La subdivision 4 étant subordonnée a f, l‘arc Ak ne peut pas conte-
nir S1 tout entier. Par suite : z & Bk+1'

b) Supposons que Ak soit négatif.

) > 5 ofa) 222

dott : f(akﬂ) 9f<b> > z> f(ak)

La subdivision 2 étant subordonnée a f, z & Bk+1'
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2:2 z$Bk == zE B, et de plus, A, et B sont de méme signe.
a) Supposons que Ak soit positif.

Alors : f(ak) >z > f(“;ﬂ) et

f(ak>—)f<b)% z
ou f(b)—)f(ak>9 z

d’ou : f(ak)—),f(b>—) z > f(akq)

ou:  f(b)> fla)>z> f(a,)
Dans les deux cas, z€ Bk+1 et Bk+1 est positif,
b) Supposons que Ak soit négatif.-
z> fla )> f[b
Alors : f(akﬂ> >z > f(ak) et ou 25 j<<:;_) fEaZ)
dot; f(am1)929f<ak)9f<b)

ou:  flag)> z>J(b)> f(a)

Dans les deux cas, z€ B et Bk” est négatif,

Ie+1

On peut résumer ce second cas ainsi :
Lorsque le point z appartient a Ak, il appartient a I'un des deux arcs
Bk et Bk+ , siet seulement s’il n’appartient pas a I'autre et I'arc auquel

il appartient est du méme signe que Ak.

11 est facile de vérifier que, dans ce cas, deg (ﬁ q, z) = deg (f, ]J z).

Lemme 4.1.3

Soient f et a comme ci-dessus. Soient z et z, deux points
- 1
distincts de S° \ ( f ( ai) )

-z >z
17 %2

1eisn tels que :

- Tarc [zl. 22] ne contient aucun point de <f< a, ) )lsisn

Alors : deg(f, a,z]) = deg(f, a,zz)
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'Si un membre Al_ dela firo de a contenait un seul des deux points z,
et z L alors l'arc [zl, 22] contiendrait I'une des extrémités f( al_> ou
S < a,, ) de Al_. Compte tenu de I'hypothése, pour tout membre Ai de la

“iro de 4, on a I'équivalence ; z EAl_ — z, EA{ D‘ou le résultat.

Lemme 4.1.4

Soient f et @ comme ci-dessus. Soient z et z, deux points

distincts de S' \ (j( ai> ) tels que l'arc [z], 22] con-

I<isn

tienne un unique point y de (f( ai) ) Iicn

Alors : deg(f, :1,21> = deg(f, ﬂ,22>

Soient k(1), k(2), ... k(p) les indices tels que : Vj, 1=j=p, f ak(ﬂ> =y
Soit (Ai> l<isn la firode a, Si pour tout indice i, f( ai) =y,
alors tous les A, sont nuis et : deg (f. a, 21) = deg (f, a, 22) =0
Si, pour un indice j, Akm estnul, alors: k(j+1) = k(j) +1.

On en déduit que si, pour tout indice j, A ) est nul, alors pour tout
indice i A estnul, et donc: deg (f, a, zl> = deg (f, a, z2> =0
On supposera dorénavant qu'’il existe un terme a, de a tel que :

j( ai> = y. Pour des raisons techniques, on suppose méme, quitte a
appllquer une permutatlon circulaire (cf 4.1.1), que : j( a, ) = U

On montre comme dans le lemme précédent que pour les indices i dis-
tincts de k(j) -1 et de k(j). on a I'équivalence z € Ai — z,€ Ai.
En tenant compte des A ) nuls, on se retrouve avec des couples d'arcs
) non nuls et bout-a-bout c'est a dire que tous les arcs

(A k(r) -1’ A I(r+s)
intermédiaires A 1 =t =s-1, sont tous nuls.

k(r+t)
On va montrer que les calculs de deg (f, a, z, ) et de deg (f, a, 22)

restreints a un tel couple d’arcs donnent le méme résultat.
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Notons, pour alléger, b := f ( Q-1 ) y = f ( ak),

d = f(ak(r+51+1 ) B = Ak(r}rl' C :=Ak{r+5}. u=z, vi=z,.
Notre hypothése se note alors: u > y > v.

On notera respectivement Bu et 5U les restrictions des calculs de

deg (f, a, z]) et de deg (f, a, zz> aux arcs B et C.

On va examiner successivement les quatre cas possibles.

a) B et C sontpositifs: b > y > d.
Puisque, par hypotheése, I'arc [u. v] ne contient ni b ni d, on a né-
cessairement: b > u > y > v.> d
Si bien que 6u = 6U = 1.

b) B et C sontnégatifs: d > y > b.
Puisque, par hypotheése, I'arc [u, v] ne contient ni b ni d, on a né-
cessairement: d > u > y > v > b.
Si bien que 5u = 6U = -1.

c) B est positifet C estnégatif: b > d > y ou d > b > y.
Puisque, par hypothese, 'arc [u, v] ne contient ni b ni d, on a né-
cessairement: d > b > u>y>v ou b>d>u>y-> v
Si bien que 5u = BU =0

d) B est négatif et C estpositif: y > b > d ou y > d > b.
Puisque, par hypotheése, I'arc [u. v] ne contient ni b ni d, on a né-
cessairement: u> y>v>d=>b ou u>y->v> b>d
Si bien que 6u = 6U =0

On en déduit le résultat.
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Proposition 4.1.5

Soient f une application continue de s' vers ', z un point
de S' et @ et b deux subdivisions de S' subordonnées a S

qui permettent de calculer deg (f, a, z) et deg (ﬁ I] z) .
Alors deg (f, a, z) = deg <f, 1.1 z)

Notons € la subdivision de S' obtenue en réunissant et en ordonnant
les termes de @ et de b. Remarquons qu’il peut trés bien exister des
termes de € qui figurent a la fois dans a et dans b.

Montrons que : deg (f, a, z) = deg (f, C, z).

Soit n le nombre de termes de € qui ne figurent pas dans a.

Soient -‘19 = a, ‘-‘11 I a:=c ntl subdivisions de S' obte-
nues par récurerence en construisant ‘ﬁM en rajoutant a ai un des
termes de € quin'y figurait pas.

D’aprés 4.1.2 ona; deg (f. ai+1’ z) = deg (f, ﬂi, z) ; 0=t =n-1.
D’ou : deg(f, a, z) = deg(f, c, z).

On montre de la méme fagon que ; deg (j; b, z) = deg (f: c, z).

D’ou le résultat.

Proposition 4.1.6

Soient f une application continue de s' vers S, z,
et z_ des points distincts de S1 et 4 = (a_ ) .

2 i J1sisn
une subdivision de S' snbordonnée a f qui permet

de calculer deg (ﬁ a, z, ) et deg (j; a, 22>.

Alors : deg<_ﬁﬂ.z1> = deg(f,‘ﬁ,22>.

Soient (f( aM()) ) tetep les points de (f< ai> ) leizn contenus dans
l'arc [z], 22]‘ On les suppose réordonnés de telle sorte que :
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2 > S(ag) > fag) > > S(a,) > 5
Si p =<1, onn'aqua appliquer 4.1.3 ou 4.1.4 pour obtenir le tésultat.

Si p=2, soitla suite ( yi> définie par :

Osisp
© Uy T 5 Y, g
- Pour un indice i 1sisp-1, y, est un point arbitrairement choisi

UCHE f(awu)]'

Le lemme 4.1.4 s’applique a chacun des couples ( Yy Yy, ) Os<isp,

de l'arc

si bienquelona: Vi O=isp, deg(f,‘a,yi) = deg(f,‘a, ym).

Et, de proche en proche, on obtient le résultat.

Définition
D'apres les deux précédentes propositions, on peut définir 'application
deg:TOp(Sl, Sl) ——> Z enposant: degf ;= deg (ﬁ -‘l,z)‘

ou I'on peut choisir arbitrairement a et z pourvu que deg ( fia, z)
soit défini.

Lemme 4.1.7

Notons Top'm ( s', st ) I'espace topologique que I'on obtient en
munissant Top ( st st ) de la topologie compacte ouverte.
L'application f ——> deg f induit une application localement

constante de Top ( s', s ) vers Z.

Soit f un point de Top, (Sl, s! ) Soient a4 = (a et z

i ) l<isn
tels que deg ( fa, z) soit défini. On va construire un voisinage ouvert
U de f dans Topw (Sl, st ) tel que a soit subordonnée a chacun de

ses points. Puis on construira un voisinage ouvert W de f dans U tel
que I'image réduite orientée de a par chacun de ses points soit as-

sez voisine de la f4ro de a pour donner la méme valeur lors du calcul

du degré.
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a) Construction de U.
La subdivision @ étant subordonnée a f, il existe, pour chaque indice

¢, un arc ouvert Oi, de longueur inférieure a 1 et qui contient I'arc
f([ai’ ai+1])‘

. — / \‘ =
Soient Ul_ = \[ai,ai+l], 0. et U : ﬂUt

11
11 est facile de vérifier que la subdivision a est subordonnée a chacun
des points de U.
b) Construction de V.
Soit un réel ¢ strictement positif et strictement inférieur a toutes les

longueurs des arcs [f(ai). z], l=<i=n.

l'arc ouvert centré en f ( ai> et de lon-

Notons ]f(ai> -g, f( ai> +¢e

gueur 2e.

Soient V’l = <{ai}. ]f(ai)+s, f(ai)—s[), Vo= ﬁV@ et V:= UnV.
c) Pour tout point g de V, deg(g, a, z) = deg (f, a, Z>~

Soit g un pointde V. Puisque g appartienta U, a4 est subordonnée
a g et deg (g, a, z) est défini.

Soient Ai un terme de la f-irode a et Bi le terme correspondant de la
g-iro de a. Posons : a:=f<ai> H b:=f<a&1) H c:=g<al,) H d:=g<aﬂ).
Si Ai contient z, alors Bj est du méme signe que Ai et contient z.
'Supposons que Ai soit positif. Par définition de ¢, on a:

a-¢e > a > a+te > z>b-¢> b > b+e.

Puisque g appartienta V, ona:

a-¢e > ¢c > a+e > z>b-ge>d> b+e

Bi est donc positif et contient z.

Si Ai est négatif, en permutant a et b d'une part, et ¢ et d d'autre

part , on montre de facon analogue que Bi est négatif et contient z.
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Si Al_ est nul, Bi ne contient pas z.

z> a-¢ > a> a+te

On a par définition de ¢ :
ou a-gs> a > ate > z

Puisque g appartient a V, onn’a que les quatre possibilités suivantes
z 2 a-e> c>d> a+te a-g > c>d>a+e > z
z D a-¢e>d>c>a+e a-¢e > d>c>a+e > z

On voit que dans tous les cas, Bi ne contient pas z.

Si Al_ est positif et ne contient pas z.
Si z n’appartient pas a Oi alors, puisque g appartient a U, z n’ap-

partient pas a Bi. Reste & examiner le cas ou z appartient a Oi.

- +
On a par définition de ¢ : z2a-e2 a> b bte

ou a-¢> a > b > b+te> z
Si Biestpositif.alors z>a-¢> c>d> b+e
ou a-g > c >d> b+te > z

Si B[, est négatif, )l est facile de vérifierque: a-¢ > d> ¢ > b+e¢

z>a-¢>d>c> b+e
ou a-¢ > d 2 c > bt+te > z

On voit que dans tous les cas, Bi ne contient pas z.

si bien que l'on a :

On déduit aisément de ce qui précede que : deg (g,il, z) = deg (f,‘:l, z) .

Proposition 4.1.8

Si deux applications continues de s! dans S' sont homotopes,

elles ont le méme degré.

D’apreés 3.6.2, une homotopie entre deux éléments f et g de Top (X, V)
n’est autre qu'un chemin de Topm ( s', st ) de début f et de fin g.

L’application « deg » étant localement constante, le résultat est immédiat.

Corollaire

s' nest pas contractile.
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Si S' était contractile, Iidentité 1 , serait homotope a une certaine ap-
S
plication constante s'— Xy D’apres la proposition précédente, ces deux

applications devraient avoir le méme degré. Or il est facile de vérifier

quedeg(lsl> =1 etque deg(Sl—>xo) =0.

4.2 La sphére & n’est pas contractile.

A la différence du cercle, la sphére est simplement connexe (1.20). On va
montrer qu'elle n’est pourtant pas contractile.

Commencons par définir les objets qui joueront le role que tenaient les

arcs dans la section précédente.

Définitions simplexes formels

s 1 2,3 .
Considérons un élément <Xo‘ X, X2) de (S7) . Soit det(xo, X, x2) le
déterminant de la matrice formée des coordonnées des trois points Xg

X et X, rangés dans cet ordre.

‘Autrement dit : det( X, X, Xz) = det ( Ox,. Ox;, Ox, )
Lorsque l'on applique a (xo, xp x2) une permutation de signature po-

sitive comme, par exemple, (XO, x, xz) — (x], X, xo), cela ne

change pas son déterminant.

On définit I'ensemble des 2-simplexes formels de $* comme le quo-
3

tient de ( s? ) par l'action du groupe CF; des permutations de si-

gnature positive.

Etant donné un 2-simplexe formel a = (Xo‘ X

’xz) de 32, on

1

pose deta := det( X0 X x2> .

On dira que 1 est dégénéré si deta = 0.
On dira que 1 est positif s’il n’est pas dégénéré et si deta > 0.

On dira que 4 est négatif s'il n'est pas dégénéré et si deta <O.

Définition opposé d’un 2-simplexe
. _ o 2 P
Sia = (xo, X Xz) est un 2-simplexe formel de S°, on définit

-4 enposant: -a := (X“[O] s Xy xam) oul o estun élément de
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signature négative du groupe des permutations O o

11 est facile de vérifier que le signe de I'opposé d’'un 2-simplexe formel est

T'opposé du s(gne de ce dernier.

Parmi ces 2-simplexes formels, il en existe certains qui sont « assez pe-

tits » pour délimiter un triangle sphérique.

Définition : 2-simplexes concrets
Hoa o . 2
Soit a (xo, X, x2) un 2-simplexe formel de S°.

On notera [a] T'enveloppe convexe de {xo, xl, XZ}, c'est a dire le
plus petit des convexes de RrR® qui contiennent ces trois points.

Lorsque @ est non dégénéré, [a] n'est autre qué le triangle de som-

mets XO, xl et x2.

Lorsque le diameétre de [{!] est trop petit pour qu’il contienne I'origi-
ne, c'est a dire lorsque [a] est contenu dans une demi boule ouverte
de la boule unité, on peut projeter [.1] sur $% a partir de l'origine.
On note alors (d) I'image de [2] par cette projection.

Lorsque 4 est non dégénéré, (3) n'est autre qué le triangle sphérique

sous-tendu par [4].

Lorsque (a) est défini, on dit que a4 est un 2-simplexe concret.

11 est facile de vérifier que (-a) = ().

Définition : 2-simplexes géométriques
Pour des besoins qui apparaitront plus bas, (démonstration de la pro-
position 4.2.6) on restreint cette derniére définition. On dira qu'un 2-

sim-plexe concret a est géométrique lorsque la longueur du plus

grand des cotés de (1) n'excede pas 1.
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Définition Les faces d’un simplexe : c6tés et sommets.
Soit a = (Xo' X xZ) un 2-simplexe formel de s%
Les points Xo’ X1

Les couples de points (xo X ) (xl, X, ) et (x2 A ) seront ap-

et x, seront appelés les sommets de .

pelés les cotés de a.
Les cotés d'un 2-simplexe sont des couples, non des ensembles a deux
éléments, Ainsi le couple (xo, X, ) n‘est pas un coté du 2-simplexe a
de la définition précédente. a

Lorsque le 2-simplexe a = (xo s X x2) est géométrique, on peut as-
socier a chacun de ses trois co6tés un arc orienté qui est porté par lI'un

des cotés du triangle sphérique (a).

Dans le cas du cercle, on a utilisé un résultat tellement évident qu’on ne
I'a méme pas mentionné. A savoir :
Soient deux arcs [a.b] et [c.b]. assez petits pour étre orientés et

ayant b pour borne commune.

Alors les points a et ¢ sont situés du méme coté de b si et seulement

si les deux arcs [a.b] et [c.b] ontméme sens.

Le lemme suivant va établir un résultat analogue, quoiqu'un peu moins

évident, pour la sphére.

Lemme 4.2.1

Soient a et b deux 2-simplexes géométriques non dégénérés
de S2 qui ont un c6té commun. Posons a4 = (xo. X x2) et

b= (xo. X, Xs) ; leur coté commun est le couple (Xo' X, )

Alors les points X, et X, sont situés du méme c6té du plan en-

gendré par l'arc (XO, xl) si et seulement si 4 et b ont méme

signe.

Quelques remarques s'imposent :

A
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- Le plan (affine) engendré par I'arc (xo, X, ) n’est autre que le plan

(vectoriel) engendré par les vecteurs Ox; et Ox,
- Dire que deux points x, et x, sont situés du méme co6té d'un plan
L revient a dire que le segment de ligne droite qui relie X, a X, ne

rencontre pas le plan L.

Soit, pour tout point ¢ de I x, défini par : Ox, := tOx, + (1-9 Ox,.
L'ensemble des X, n’est autre que le segment de ligne droite qui relie X,

a Xy Soit, pour tout t, 3[ = (Xo' X Xt>' Par multilinéarité, on a :

detda = tdetd + (1-0 det b.

I —— |deta, deth]

L’application o:
PP {t —_— detat

est donc strictement mono-

tone On a donc :
«deta et deth sontde signes opposés »
—— «3I s€EI; detas = 0»
< «il existe un point s de I tel que le point X du segment de li-
gne droite qui relie X, a X, appartient au plan engendré par

les vecteurs Ox0 et Ox1 »

Définition : triangulations de &
On appelle triangulation de s? un ensemble fini A de 2-simplexes
géométriques non dégénérés positifs de s? qui vérifie :
- La réunion de tous les triangles (a) lorsque a décrit A redonne SZ.
- Si deux éléments distincts a et [J de A\ vérifient : (ﬂ) n (1]) = J,
alors -d et b ont exactement un coté commun et (A) n (IJ) est égale
a 'arc défini par ce coté commun.

Une propriété fort utile des triangulations de s? s'énonce ainsi :

Lemme 4.2.2

Si (a. b) estle coté d'un élément d'une triangulation A de 82 s

alors (b, @) sera le coté d'un autre élément de A et d'un seul.

La démonstration, purement géométrique, est laissée au lecteur.
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Définition image d’'un 2-simplexe formel par une application
Soient f une application (pas nécessairement continue) de S* vers S°

et a = (Xo N xz) un 2-simplexe formel de S°.
Le 2-simplexe formel (f( XO) . S x, ). Sf( x2> ) sera appelé I'image
de a par f etseranoté fa)
L'image d'un 2-simplexe formel non dégénéré de s par une application
peut trés bien étre dégéneéré.
De méme I'image d'un 2-simplexe géométrique de s par une applica-
tion n’est pas toujours géométrique,
Définition image d’une triangulation par une application
Soient f une application (pas nécessairement continue) de S vers §*

et A unc triangulation. L'ensemble { fa); a € 7\} de 2-simplexes
formels sera appelé I'image de A par f et seranoté f ( A )

L'image d'une triangulation par une application n’est pas toujours une

triangulation.

Définition triangulation subordonnée a une application conrtinue

Soit f une application continue de s% vers S°.

On dira qu'une triangulation 7\ est subordonnée a f lorsque, pour

tout élément a de A, le diamétre de 'ensemble f(1) n'excéde pas 1.
Lorsqu'une triangulation 7 est subordonnée a une application continue
. puisque, pour tout élément & de 7, ona : (f(@) C f@), tous les
2-simplexes formels de s qui appartiennent a  f (7") sont géo-
meétriques. On peut alors associer a f (;\) une famille de triangles
sphériques qui jouera le méme réle que les iro de la section précédente.
L'image par une application f d'une triangulation A subordonnée a f
n'est pas forcément une triangulation. En effet les triangles sphériques

de la famille associée a f (7‘) peuvent étre affreusement enchevétrés.

A

A
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Définition : le degré (1)

Soient ¥ un ensemble fini de 2-simplexes géométriques de s? et z

un point de s? qui n'appartient a aucun des cotés des éléments de ¥

0  On note pos (*l' z) le nombre d'éléments [ de ¥ non dégénérés,
positifs et tels que z appartienne a l'intérieur du triangle ().

0 On note neg (f z) le nombre d’éléments [ de f non dégénérés,
négatifs, et tels que z appartienne a l'intérieur du triangle (f).

0 On pose enfin : deg (‘l’ z) = pos (‘l’ z) - neg <+ z).

Définition : le degré (2)

Soient une application f continue de s? vers SZ, une triangulation

A subordonnée a f et un point z de s* qui n'appartient a aucun des

cotés des éléments de  f <7'\>

On pose : deg(f, A, z) = deg(f(?-‘). z).

Proposition

deg (_ﬁ A, z) est indépendant de z.

Pour les besoins de la démonstration, on introduit la définition suivante.
Définition déplacement des sommets d’un ensemble de 2-simplexes

Soit A un ensemble de 2-simplexes formels de s*.

On appellera dépl t des ts de A une application ¢
de A" vers S~

Si a = (a, b, c) est un élément de A\, on définit I'image de a par
- ¢ rcomme le 2-simplexe formel (q)(a). o(b), q{c]) . 11 sera noté ).

L'ensemble { §a); a € 7—‘.} sera appelé I'image de A\ par ¢ et sera
noté ¢ (7“) .

Lorsque tous les éléments de A-sont géométriques, on dira quun dé-
placement ¢ des sommets de 7\ est raisonnable lorsque tous les
éléments de ¢ (7‘) sont géométriques.

Définition : le degré (3)

Soient une triangulation 7\, un déplacement raisonnable ¢ des

sommets de A et un point z de s? qui n’appartient & aucun des
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cotés des éléments de ¢ (7‘) .

On pose : deg<¢, A, z) = deg(q)(?-‘), Z)

Comme pour l'image d’'une triangulation par une application, et pour les
meémes raisons, l'image d’'une triangulation par un déplacement de ses
sommets est en général trés loin d’étre une triangulation, méme si le

déplacement est raisonnable.

Lemme 4.2.3
Soient A une triangulation, ¢ un déplacement raisonnable des
sommets de A et {21. Zy e zn} n points de s qui n'appar-

tiennent a aucun des cotés des éléments de ¢ (7‘)

11 existe alors un autre déplacement raisonnable des sommets de

A que l'on notera v, calculé a partir de ¢ et de {zl. Zys oo zn}

tel que : Tous les éléments de y (7—\) sont non dégénéreés ;

Pourtout i, 1<i=<n, deg( oA, Zi) = deg( P A, zl_)

On fait subir a4 chaque élément dégénéré ¢(d) de ¢(7’\) une transforma-

tion qui consiste, en écartant légerement I'un de ses sommets, a faire de
D un 2-simplexe @) non dégénéré et assez étroit pour que (y®) ne

contienne aucun des n points {z 1 2y e z"}.

Ce faisant, on veille, en écartant les sommets, a ce que, pour tout élé-

ment non dégénéré ¢ (a) de ¢(ﬁ> , P(@) soit non dégénéré et vérifie :

Vi zE€W@) —— z€h®)

1l est facile de vérifier que 1 satisfait aux conditions requises.
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Lemme 4.2.4

Soient A\ une triangulation et ¢ un déplacement raison-
nable des sommets de A Soient z et z, deux

points distincts de s? qui n'appartiennent a aucun des

cotés des éléments de (¢ (7") ).

Alors deg(q), A, zl> = deg<¢, A, 22).

Etape 1

Dans le cas ol aucun des éléments de ¢ (7‘) n'est dégénéré,

deg(d), A, Zl) = deg(q), A, 22).

Préliminaire 1.1

Dans le cas o1 aucun des éléments de ¢ (7") n'est dégénéré,
st m|zz) <1
Si on note [zl, 22] I'arc de grand cercle le plus court
qui joint z 4z, [Zl, 22] contient exactement un
point, que I'on notera x, qui appartient a I'un des co-
tés de I'un des éléments de (¢ (7‘)) sans en étre un

sommet,

alors deg (¢, ;", z1 > = deg (¢, ﬁ, 22 )

Soit { ( a,. bi) ilsis p} I'ensemble de tous les cotés associés a x.

Par hypothése, pour chaque indice i, 1=i=p,ona:
il existe un point c, de S? tel que c = (ai, bi, cl_) appartienne a A
x appartient a I'arc [¢ @, ¢(b) ]

A étant une triangulation, d’apres 4.2.2, il existe pour chaque indice i,
1=isp, un point dl_ de S* tel que DI = (bl_, a, dl_) appartienne a .

Posons f := {(I)(t’): lsisp} @] {(IJ(D) lsisp}
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Par définition de ¥, [Zl, 22] ne rencontre aucun des cotés des trian-

gles de ¢ (?‘) \ £ Ceci entraine que si I'un de ces triangles contient

I'un des points z ou z, alors il contiendra I'autre. On en déduut que
deg( ¢(7")\*F, zl> = deg( ¢(7")\‘F. 22>
Puisqu'évidemment deg ( oA, %{) = deg < ¢ (7") \ £ zk) + deg( £ Zk>

il nous reste & montrer que : deg (’F, z ) = deg <‘F. 22>
On va montrer en fait qu'en notant, pour chaque indice i, 1=i<p,
(51 = {q:(c’) ¢(hl)}, ma: deg(@fwi,zl) = deg((‘Bi,zz>

Soit donc un indice i. Ecrivons respectivement a,b, ¢, d, &, c et d
pour a, bl_. <, dl_, (5[_, c et D,. Notons C := () et D:= (¢(d).

Tout d’abord I'hypotheése (H) entraine :
(@) T'un au moins des points z et z, appartient a I'un des triangles
C et D.

(b) chacun des triangles C et D contient au plus | un des points

z et z,-
Ceci acquis, 'on peut, pour des raisons évidentes de symétrie, se rame-
ner aux deux cas suivants : 1) 2] € C\D et z, eD\C ;

2) zle‘icuD et ZZEDOC.

On a déja: deg((ﬁ zl) = 1; deg((‘B, 22> = I;
Soit P le plan engendré par l'arc ( ol ¢(b}) .

On montre facilement que les points z et ¢(c) sont du méme coté de P
et qu'il en est de méme des points z, et ¢(d). Pusque, d’'apres (H), z
et 2, sont situés de part et d'autre de P, il en est de méme des points

b(c) et ¢(d). D’apres 4.2.1, les 2-simplexes ¢() = (¢(a), ob), ¢(c)) et
o) = (q)(a}, ob), q){d)) sont donc de signes opposés. On en déduit

que ¢@) et ¢@ sont de méme signe et donc que ;
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deg <(‘5. zl) = deg <(5. Zz) = =+

Cas 2) Ici,ona : deg ((’B, zl) = 0 et deg ((5, 22> € {-2,0, 2}

On montre facilement que (H) entraine que les points 2, dlc) et o(d)
sont du méme co6té de P. D’apres 4.2.1, les deux 2-simplexes

h©) = (¢(a), ob), ¢(c)) et - o) = (¢(a), ob). ¢{d)) sont donc de
méme signe. On en déduit que ¢) et ¢@) sont de signes opposés et
donc que : deg(‘ﬁ, zl) = deg(dS, ZZ) = 0.

Montrons I'étape 1. Il est facile de vérifier qu’il nous est loisible de relier
les points z et z, par une suite finie {zl =X X, . XS 22} de

points de 52 tels que chacun des couples (xl_, xm) vérifie 'hypothese
(H) du préliminaire. En appliquant ce dernier, on trouve :

Vi deg(q), A, xi> = deg<¢‘ A, X )

Si bien que de proche en proche, on obtient :

deg(q), A, zl> = deg<¢, 7", 22).

Ceci établi, on peut passer a I'étape suivante. Soit v le déplacement

raisonnable des sommets de #\ construit a partir de ¢, de z et de z,

en appliquant 4.2.3. En appliquant I'étape 1 & v, on obtient :
deg(q), ﬁ. zl) = deg(w, 7“, zl> = deg(w, ﬁ. 22) = deg<¢. 7“, 22>.

Proposition 4.2.5

Soient une application f continue de s% vers S% une triangu-
lation A subordonnée a f et un point z de s? n’appartenant

a aucun des cotés des éléments de f (7")

Alors deg <f, A, z> est indépendant de z.

Puisque A\ est subordonnée a f, le déplacement des sommets de 7
induit par f est raisonnable. On lui applique alors 4.2.4.

Etant données une application f continue de s% vers S$* etune trian-
gulation A subordonnée a f, on peut donc définir le nombre entier

deg (f, A ) comme suit :
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deg(f, i‘) = deg(f, A, z)

ou z est un point de s que I'on peut choisir arbitrairement pourvu

qu’il n’appartienne a aucun des cotés des éléments de f (?‘) .

Proposition 4.2.6

Soient f une application continue de s® vers S
et A et D deux triangulations subordonnées a f.

Alors : deg(f, ?'\) = deg(f,B)

Lermme

Dans le cas o D est obtenue a partir de /A en y ajoutant un

sommet. on a : deg(_/: ;"> = deg(f35>

Explicitons : Soient A une triangula-
tion et a un point de S2 qui n'est pas
T'un de ses sommets. Deux cas peuvent
se présenter selon que a appartient
ou non a lI'un des cotés de A. Sur la
figure ci-contre, on a représenté le pre-
mier cas en vert et le second en violet.
Dans le premier cas, soient (Xo - X% )
et (x3 s Xy xl) les deux éléments de

A dont le coté commun [xl, xz] con-

tient a. On construit D a partir de A

en retranchant de ce dernier les deux

€léments ci-dessus et en ajoutant au résultat (Xo’ a, xz), (Xo’ xl, a)
(x3 . X, a) et (x3 . a xl)
Dans le second cas, soit (XO X )3) l'élément de A dont « l'intérieur »

contient a. On construit > a partir de /A en retranchant de ce der-

nier
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I'élément ci-dessus et en ajoutant au résultat (xo, a, xz), (xo, xl, a) et
(a, X, Xz) . On voit ainsi que 7 et B, et par suite f(“) et f@) ne

different entre eux que par, au plus, six éléments. Remarquons que
puisque fla) est contenu dans les images d'un (ou de deux) triangle(s)
sphérique(s) associés a des éléments de 7, B est subordonnée a f.
'Un calcul simple montre que six triangles sphériques associés a six 2-
simplexes géométrtques ne sont pas assez grands pour couvrir la sur-
face entiére de la spheére. II existe donc un point z de s qui n’appar-

tient a aucun des six (au plus) triangles sphériques associés aux élé-
ments de ( f(?‘) u f(?—‘)) \ ( 5™ n r) )

Puisqu’on a évidemment ; deg <f, A, z) = deg (_ﬁ B, z). le lemme
est une conséquence de 4.2.5.

On démontre la proposition a I'aide du lemme en uilisant la méme dé-

marche que dans la démonstration de 4.1.5.

Proposition 4.2.7

Pour toute application continue f de 52 vers 82 , il existe au

moins une triangulation de 82 subordonnée a f.

Tout d’abord, il faut remarquer que I'ensemble des triangles sphériques
pleins et fermés constitue un systéme fondamental de voisinages de s%.

Puisque f est continue, chaque point x de S2 appartient donc a l'in-
térieur d'un triangle Tx tel que le diameé!re de f (Tx) n‘excéde pas 1.
S2 étant compacte, on extrait du recouvrement {T I XE SQ} le sous-
recouvrement fini {Ti tlsis p}. Soit {x/ s lsjs q} I'ensemble de
tous les points d'intersection des cotés des Tl y compris les sommets
de ces derniers. Il est facile de vérifier qu'il existe une triangulation A
dont I'ensemble des sommets est {xj s lsjs q} . Puisque, par cons-

truction, tout triangle sphérique associé a un élément de #\ est conte-

nu dans un Ti, A est subordonnée a A
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Définition : le degré d’une application continue de 82 vers 82
D'apres les deux propositions précédentes, on peut définir le degré
d'une application continue f de 82 vers 82 comme l'entier relatif
deg < WAEAY > ot A est une triangulation de 82 que l'on peut choisir
arbitrairement pourvu qu'elle soit subordonnée a f.

On a I'analogue de 4.1.7 :

Lemme 4.2.8

Notons Topm ( SZ, s? ) I'espace topologique que I'on obtient en
munissant Top ( s s? ) de la topologie compacte ouverte.
Lapplication f > deg f induit une application localement

constante de Top_ (SZ. s ) vers Z.

La démonstration reprend point par point celle de 4.1.7 :

Soit f un point de Topm ( s% s? ) . On va montrer qu'a tout couple
(7", z> tel que deg (f, A, z> soit défini, on peut associer un voisinage
U de f dans Top (SQ, s ) tel que 7\ soit subordonnée a chacun de
ses points. Puis on construira un voisinage ouvert W de f dans U tel
que l'image de #\ par chacun de ses points soit assez voisine de [ (7")
pour donner la méme valeur lors du calcul du degré.

Soient donc A et z tels que deg (f, A, z) soit défini.

a) Construction de U.
7 étant subordonnée a f, il existe, pour chaque élément a de 7, un

ouvert OJ de S* dont le diamétre a une longueur inférieure a 1 et qui

contient f((.i)). Soient U, = <(.1),On) et U := ﬂU,,'
aEn
Puisque 7\ est fini, U est un voisinage de f. Il est facile de vérifier que

A est subordonnée a chacun des points de U.

b) Construction de V.
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Notons 7! I'ensemble des cotés des éléments de 7. Si ¢ estun
élément de 7"1 , onnotera (c) I'arc de grand cercle qui lui est associé.

On notera d((c) z) la distance entre (c) et z.
Soit un réel ¢ strictement positif et strictement inférieur a tous les
nombres d(c) z), c € AL
Soit, pour tout élément ¢ de Al . B la bande paralléle a (c) centrée
en (c) et de largeur 2e.
/

Posons : WE = \(r), Bt>, W = ﬂwl et V:i=UnNW.

cen!
1l est facile de vérifier que, pour tout élément a de 7\ et tout élément g
de V, ona: z€E€(fla) —— 2z€E(gR)

D’ou le résultat.

Théoréme 4.2.9

Si deux applications continues de s% dans S sont homotopes,

elles ont le méme degré.

‘La démonstration est la méme que celle de 4.1.8.

Corollaire

‘ S2 n’'est pas contractile.

‘La démonstration est la méme que celle du corollaire de 4.1.8.
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5 Revétements

L’étude des revétements est un bon exemple d’utilisation de la théorie de
Poincaré. En résumé, c'est uue classe d’applications continues p, assez
slmples pour étre déterminées a un homéomorphisme prés par le mor-
Chemin faisant nous rencontrerons d’autres exemples d’espaces topolo-

giques non simplement connexes : les espaces projectifs réels.

5.1 Généralités et exemples

A seule fin de simplifier les propos, on introduit les définitions suivantes,
Définitions (vocabulaire)

Soient p : Y — X une application continue et A une partie de X,
On dit qu'une partie B de Y est une p-copie de A lorsque la restric-
tion de p a B induit un homéomorphisme de B sur A.

On dit qu'une famille {Ba}aEA de parties de Y est une pile lorsque

ses membres sont deux-a-deux disjoints.

Définition

Soit X un espace topologique. La donnée d'un revétement au-dessus
de X consiste en la donnée d'une application p: Y—» X conti-
nue, surjective et qui vérifie la propriété suivante :

iTout point de X admet un voisinage ouvert U dans X tel que ﬁl(U)

soit la réunion des membres d'une pile de p-copies ouvertes de U.

Cette propriété peut aussi s’énoncer en termes de recouvrement.

11 existe un recouvrement ouvert { Ua} cn de X tel que, pour
as

tout indice a,

- p’l (U ) soit la réunion disjointe d'ouverts { \ de Y,
(REV) <

a, b } beEB
- larestriction de p achaque V b induise un homéomor-
a,

phisme de Va, , Sur UaA
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Premiers exemples

1) L'identité d’'un espace topologique ou, plus généralement, tout homé-
omorphisme, est un revétement au-dessus de son espace d’arrivée.
2) Si X est un espace topologique et si {cp Y — X} est une
a a acA
Y, — X
famille d'homéomorphismes de but X, alors JagA

yy  — 4,(v,)

a

est un revétement au-dessus de X. Un tel revétement est dit trivial.

R — s!

que nous avons ren-
t +——> (cos2at, sin 2xt)

3) L'application p: {
contrée au GF 24, lors du premier calcul du groupe fondamental de

st

Dans ce cas, le recouvrement ouvert {U } de S' ne com-
alaea
porte que deux membres, U1 et U2 , et,pour 1<sis<2, p’KUi) est

la réunion d'une pile dénombrable de copies de Ui.

1 1
4) Soit, pour n€N, n>1, h : S S . On prend comme
n 6 —— no
recouvrement de S1 les deux ouverts UO = Sl\{O) et U1 = Sl\ {m}
. -1 _ 2k 2(k+1)
ona: nt{u) = T [ S5 ]
N Osk=n-1
. -1 - 2k 2(k +1)
et: h (Ul) ](7-1)7;. (T—l)n[
Osk=n-1

Proposition 5.1.1

Soient {XI }jEJ

et une application p: Y —— HXJ .
ic

une famille d’espaces topologiques

Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(i) p estunrevétement ;

(i) Pour tout indice j, pJ p'l<%) — XJ
est un revétement.

Posons : Y := p'I(X,)‘ Remarquons que l'ona: Y = HY"
J J ¥ J
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(i) = (i) Soit un indice j. On voit immédiatement que, puisque p
est surjective et continue, il en va de méme pour p]

Soit x un point de Xj . D’aprés (i), il existe un voisinage U de x dans
1X et une pile (ﬁa)a@q de p-copies ouvertes de U telle que :

p' W =HEA 0,  Soit U =UNX.

a

] 1 ~
On a: U)j = = U

ply) = phony =TI, 0Y)
acA

De plus, la restriction de pj a chaque Ua n YJ n’est autre que la res-
triction a ﬁa n Y; de 'homéomorphisme induit sur U o Par p;: c'est
donc un homéomorphisme de ﬁa n Y’ sur LL
Le point x étant arbitraire, p]_ est un revétement. Lindice J étant ar-
Ibitraire, on a (ii). ’
(i) = (i) 11 est facile de vérifier que p est surjective et continue.

Soit x un point de X. Soit j I'unique indice tel que XJ contienne x.

D’apres (ii) x admet un voisinage ouvert UJ dans X] tel que p’l U/)
soit la réunion des membres d'une pile de p, -copies ouvertes de UJ .
[G est aussi un ouvert de X et toute p -copie de UJ est aussi une p-

copie de UJ Le point x étant arbitraire, p est un revétement.

Quitte a restreindre ainsi un revétement au-dessus d'un espace topologi-
que X aux composantes connexes de X, on pourra se limiter a I'étude

des revétements au-dessus d’espaces topologiques connexes.

Lemme 5.1.2

Si p: Y—» X est un revétement, alors I'application

X —> Card (p'l(x]) est localement constante.

Soit x , un point de X. Puisque p est un revétement, il existe un
ivoisinage U de x dans X et une pile (f](JaEA de p-copies ouvertes de
U dont la réunion redonne p’l(u,

Ceci enraine que : V x€ U, Card (p'l(x)) = Card A.
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Définition
Soit p :Y—» X un revétement au-dessus d'un espace topologique X

connexe. D’apres le lemme précédent, Card (p'llx)) est constant sur X

On appelle nombre de feuillets de p la vateur dé Card (p'l{x)) pour

un point quelconque x de X.

Exemples
On va donner des exemples de différents revétements
au-dessus de I'espace topologique stvs'-

Comme on I'a mis en évidence dansla figure ci-contre, Lo
slv st présente trois parties disjointes remarquables : S'vs

0 Le point commun aux deux cercles (trés grossi dans lafigure) : le nceud.
0 Deux arcs de cercles

Les figures ci-dessous présentent les espaces de définition de divers reve-
tements au-dessus de I'espace topologique s'v S'. Les revétements eux-
meéme sont suggérés par la conven(ion suivante :

Un revétement applique les points « grossis » sur le nceud de s'v stet

. B 1 ol N
chaque arc coloré sur 'arcde S v S de la méme couleur.

o OO O

Les revétements des exemples 1 et 2 ont deux feuillets, ceux des exem-
ples 3 et 4 en ont trois, celui de I'exemple 5 en a un nombre dénombra-
ble. L'exemple 6 est en fait un contre-exemple. Tous les voisinages du
neeud de S'v S', sauf S'v S' lui-méme, présentent, lorsqu’on les prive
du noeud, quatre composantes connexes. Pour qu'une application f de

Y vers Slv S1 ait une chance d’étre un revétement, il faut donc que cha-
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que fnoeud de Y admette aussi un voisinage « a quatre brins ».

L'exemple 6 ne remplit pas cette condition.

Définition
Soient p :Y——» X un revétement et f: Z—— X une - x""
application continue. On appelle remontée de f suivant {'J l‘r}
p une application continue ]' 1 Z—— Y telle que : - ’T‘ Y

poJ = f

Proposition 5.1.3

Soient p: Y ——» X un revétement, Z un espace topologique
connexe et f;Z-——> X une application continue.
Deux remontées f‘ et fg de f suivant p qui coincident en un

point de Z sont égales.

Soient donc deux remontées f] et fg de f suivant p qui coincident
au point z, de Z Notons M := {ZEZ.‘ _/N"](z) = f;(z)}, M contient z,
et n'est donc pas vide. Puisque fl et fi sont continues, M est fermé.
Montrons que M est aussi ouvert.

Soit z un point de M. Posons y := fl(z) = fg{z) et x:= ply) = fl2

Puisque p est un revétement, x et y admettent respectivement des
voisinages U et V tels que V soit une p-copie de U.
Soit W = fl'l W) N fQ’l (V). 1l est facile de vérifier que W est un voi-

sinage de z contenu dans M.

M est donc un of non vide de I'espace connexe Z Dou: M=_Z.

La composition de deux revétements n’est pas toujours un revétement.

On a toutefois le résultat suivant.

Proposition 5.1.4

Soient X, Y et Z trois espaces topologiques et f: X—— Y et
g: Y—— Z deux applications continues.

Si g et gof sont des revétements alors f sera un revétement.
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Soient y un pointde Y et z:= g(y), Il est facile de vérifier que, puis-
que g et go.f sont des revétements, z admet un voisinage U dont
les images réciproques par g et g o f sont respectivement des piles de
g-copies et de (g o f)-copies de U. Désignons par V le membre de cette
pile de g-copies de U qui contient y et par {Wa} wn la sous-pile de la
pile des (g 0 f)-copies de U dont les membres contiennent un élément

de f . (y). On voit alors facilement que, pour tout indice a, Wa est

une f-copie de V et que f'l(V] = UWa .
acA

Lemme 5.1.5

Un revétement p:Y—» X est ouvert et fermé.

Soient U un ouvertdc Y, y,un élémentde U et x:= p(y),

Puisque p est un revétement, y admet un voisinage ouvert U1 tel que
la restriction de p a U1 soit un homéomorphisme de U1 sur un ouvert
Vde X. Ilest donc clair que p (Uﬁ Ul) est un voisinage ouvert de x
dans V, donc dans X, contenu dans p(U) Cette construction étant

vraie pour tout élément de p(U), ce dernier est un ouvert.

Soient F un fermé de Y et x un point adhérent a p (F). Puisque p
est un revétement, il existe un voisinage ouvert U de x, une famille
(ya)aeA d’éléments de p’1 (%) et une famille (f]a) wea d'ouverts de Y

tels que :
- Pour tout indice a, ya appartient a p’1 x)

1 _ ~
- plw = [0,
acA - -
- la restriction de p a chaque Ua induit un homéomorphisme de Ua
sur U.
Le point x étant adhérenta p (F), ona: UN p(F) = @
et: UNpF) = @ = FnN Hﬁa = plwnF =0

agA -
= 3 bEA; FﬂUb:@.

La restrictionde p a U b étant un homéomorphisme de U p Sur U et

x étant adhérent a p (F), Y, est adhérent a FN INJb et, par suite, a F.
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Ce dernier étant fermé, il contient Yy On en conclut que x = p(yb}

appartient a p(F).

5.2 Revétements et foncteurs de Poincaré.
Proposition 5.2.1

Soient p :Y——» X un revétement, f et g deux applications

continues de Z vers X et m une homotopie de f vers g.

Pour toute remontée [ de f suivant p, il existe une unique re-

montée n de n suivant p qui est une homotopie de début f.

Si, de plus, n est invariante sur une partie A de Z, il en sera

de méme pour 7.

La démonstration de la premiere partie se calque sur celle du lemme 1
de GF 24. Il n'y a qu'a 'y remplacer st par X, R par Y et h par n.
Montrons la seconde partie. Soit z un point de A. Par bypotheése,

m (I {2z) estréduita un seul point x de X. L'image du connexe I ({z}
par 7 est donc un connexe contenu dans p’1 (®. Puisque p estun
revétement, p’l (0 est totalement discontinu. Le connexe 7 (I {2}

de p_l () est donc réduit a4 un seul point. Le point z ayant été choisi

arbttrairement dans A, I'homotopie 1 @st invariante sur A,

Rappel
Si Z est un espace topologique, et si z est I'un de ses points, on note
'r'tl (Z]z I'ensemble des fleches de '7':1 (2 de source z ou, sil'on préfere,

I'ensemble des classes des chemins de Z de début z.

Proposition 5.2.2

Si p Y—» X estun revétement, alors, pour tout point y
de Y, le morphisme de groupoides 'J'rl p induit une bijection

de nl(Y)y vers nl(X]p(y).
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Corollaire 1

Pour tout point y de Y et tout chemin y de X de début p(y)
il existe un unique chemin y de Y de début y qui est une

remontée de y suivant p.

C’est une application de la proposition précédente au cas ou Z est I'es-
pace topologique réduit a un seul point.

Soit y un point de Y. Notons v l'application de 'T'EI(Y)y vers 'J'tl (X)p{y)
induite par T p,

Soilt (y) un élément de T, [X]p[y} Drapres le corollaire précédent, il existe
un élément y de ﬁl(YJy telque: y poy.Dou: Y(y)=(po ) = Q).
L'application vy est donc surjective. Montrons qu’elle est injective.
Soient (A) et ( ) deux éléments de 'T'[l(YJy tels que : ®p.(A\) = 7p( )
11 existe donc une homotopie A invariante sur {0, 1}, de début pOh
etde fin po Drapres la proposition précédente, il existe une unique
homotopie A invariante sur {0, 1}, de début A telle que: po A=A
Soit v lafinde A. Puisque poA = A pov= po Dautre part,
A étant invariante sur {0, 1}, le début de v coincide avec le début de
A c'est a dire y. D’aprés le corollaire précédent, ona: v= . Les che-

mins A et sont donc mis en relation par A. Dou: = (),

Corollaire 5.2.3
Si p Y —» X est un revétement, alors :

0 Le morphisme de groupoides 7, p est surjectif.
0 Pour tout point y de Y, le morphisme de groupe de

nl(Y, y) vers nl(X, p(y)) induit par 'frlp est injectif.

La démonstration est immédiate.
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Corollaire 5.2.4

Si p Y—» X est unrevétementet si Y est
connexe par arcs alors l'indice de n l(Y) dans

nl[X) est égal au nombre de feuillets de p.

Trois remarques s'imposent. D'une part, Y étant connexe par arcs, X
I'est aussi : les groupes nl(Y] et nl()ﬂ sont donc tous deux définis.
D‘autre part le corollaire précédent permet d'identifier nl(lﬁ avec un
sous-groupe de nl[X). Enfin, X étant connexe par arcs, il est connexe

et le nombre de feuillets de p est défini.

Soit y un pointde Y. On ale

diagramme commutatif ci-con- / r
tre. Les quatre applications ver- \ \
ticales y sont induites par les I

applications qui, a une classe

1 = T
de chemins, associent sa fin, Le l 1
3

fait que bX et bY soient sur-

jectives provient de I'hypothése

1 1
selon laquelle X et Y sont con- f\ 1 \ l
Y

nexes par arcs. Les deux appli-

cations ¢ et wu y sont induites

par la restriction de 'J'tl p. D’aprés la proposition précédente, ce sont des
Ibijections.

Rappelons que l'indice de 'J'tl p J'EI[Y, y)) dans nl(X, ply)) n'est autre
que le cardinal de I'ensemble quotient de la relation d’équivalence ®
définie sur nl(X, ply) par l'action a gauche de 'fl:lp (nl(Y, y)) .
Rappelons aussi que le nombre de feuillets de p est par définition le
cardinal de p™ (py).

On définit la relation d’équivalence ® sur bY'1 (p’l (p(y}) a partir de ®

et de la bijection wu. Les relations ® et ® ont le méme ensemble quo-
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tient. Grace aux propriétés algébriques que wy hérite de 'ftl p. il est fa-
cile de vérifier que ® équivaut a la relation d'équivalence définie sur

bY'1 (p'l (p{y)) par l'action a gauche de J\TI(Y, y). 1l est facile de montrer

que cette derniére relation équivaut a son tour a celle définie par la sur-

ection by,

On va pouvoir maintenant calculer d’autres groupes de Poincaré non tri-

viaux ; ceux des espaces projectifs réels.

Rappel les espaces projectifs réels
Soit n un entier naturel nn nul. On appelle « espace projectif réel de
dimension n» lensemble des droites vectorielles de R™'.

On note cet ensemble RP",

1l est facile de vérifier que IRP" est en bijection avec I'ensemble quo-
tient de la relation d'équivalence ® définie sur la sphére S™ par :

X ® x —— x = *x_,
1 2 1 2

On munit alors RP" de la topologie quotient de cette relation.

11 est facile de vérifier que la surjection p,: S" —» RP" associée a

la relation d’équivalence ® est un revétement a deux feuillets.

Corollaire 5.2.5

Pour toui entier naturel n supérieur ou égal a 2,
n z/
% (RP") = Zoy

i [ (RP") /
D’apres le corollaire 5.2.4 Card L ! J =
Jmpfa(s"))
Puisque, d'aprés GF 24. la sphére S" est simplement connexe, on a ;
TP (n (S")) = 0 etdonc: n](]RP") ~ = (IRP'")
rr P, (n](sn) 1
Diou: Card (:rrl(]RP'”)) =2 et: n(RP") = Z4, .

Corollaire 5.2.6
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o Fixons un point z » de S'. Les deux arcs d'extrémi-tés
z, et -z 0 étant simplement connexes, il n’existe que
s =l
-z deux éléments de (S ) de bornage (z , - ZJ sont
z, Zy T & 0
B les classes de chemins contenus dans ces arcs.

Soient (o) et (B) ces deux éléments de 'TEI(SIJ
D’aprés 5.2.2, nl(]RPl, kS ZO) est égal a I'image par 'T'clpl du sous-grou-
poide H de Tﬁ(Sl) formé des classes de chemins dont ies bormes ap-
partiennent a { z,. - Zo}'
: . 1 1

11 est clair que H est engendré par nl(S .Zo) s nl(S s -zo) . (@) et (B).
Pour tout lacet A d’extrémité z v " A est un lacet d’extrémité - z 0

o 1 _ 1
Dot : TP, (nl(S s ZOD TP, (nl(s , ZOD

- .. - .. -1
Ona: -a=f donc: ip(@ = (pa) = (p-a)=(pF) = Hp®"
1 . 1 .

|Au total o (IRP ,x Zo) est engendré par wp, (nl(S s zo)) et nlpl(cx).
Drautre part, si on note (R) le générateur de nl(Sl, Zo) , (-R) estle

o 1 , .
générateur de nl(S s -zo) etlona: .
@F) = ) =B @) - (@) = EIE
11 est alors facile de conclure que LN (IRPI. + Zo) est un groupe cyclique,
engendré par 'Tilpl(oc> et dont le sous-groupe 2 T (]RPI, + Zo) est égal

a P (nl(sl, ZDD qui lui-méme, d’aprés 5.2.3 , est isomorphe a Z.

1 N
us (]RP L+ ZU) est donc somorphe a Z,

Proposition 5.2.7

Soient p Y —» X un revétement, X, un point de X et Y,

un point de p’1 (x 0) . Soient Z un espace topologique connexe

par arcs et localement connexe par arcs, f;Z——> X une ap-

plication continue et z , un point de f ! (x 0) .
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Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe une remontée f de f suivant p avec; f (zo) =Y,
~
W %7 (12 2,) < &P (r1:s5)

L'implication « (i) = (ii) » est une conséquence immédiate de I'égalité

« % f = ®p o % J» qui elle-méme résulte de la définition de J et de
la fonctorialité de 'ril. L'intérét de la proposition réside dans la récipro-
que. Montrons donc « (ii) = (i) ».

a) Définissons une application f.

On a le diagramme ci-dessous. Si on le prive de f, on obtient un

diagramme commutatif, % (2]
i
Le fait que bZ soit surjective provient ; E i g
s
de I'hypothése selon laquelle Z est p izl \
connexe par arcs. On va montrer : . L1 ¥ ! o .
Pour tout couple ((y) (6)) d’éléments ﬂ:llfly.a €= =|I= = “‘(?J‘fo
£l 1 14,
. - “y X
de nl(ZjZO, bZ<y> bz(ﬁ) 1 + I
— boulERS®) = bvES®) P
y¥ W vV T _f/,‘ K
= 4
b,G) = b,® ¢
ERVONS Z, ; = (M) *( ¥ X
= 3meEn(zz) )= 0@ b

— 30y e nl(Z, zo) soobywtERSM) = byl RS (<x>.<a>)
= by (T () 7))
Par hypothése, 7, f (nl(Z, 20)) C mp (nl(Y, HOD Dot :
b,() = b®) = I)Em(Yy ) b HSE) = b’ (i () 7, A0)
= 30 en vy bow wIG = by (WiED () ¢ v HRA)
= b,y wf O
Grace a ce qui précede et a la surjectiviié de bz’ il est facile de montrer

et 5 . . L~ _ 1.
I'existence d'une application f : Z—— Ytelle que : f bz = bY yooRS

La commutativité du diagramme donne ;
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_ 1. _ 1. _ . _
p b, = pb v #f = b yy #f = b ®f = fb, .

La surjectivité de bZ entraine alors l'égalité p f = f
b) Montrons que f est continue.

Soit z un point de Z. Il existe un voisinage ouvert U de x = f{z) dans
X et une p-copie U de U quicontient y = J(2). Puisque Z est lo-
calement connexe par arcs, il contient un voisinage ouvert V de z,
connexe par arcs, et tel que f[V) C U,

On va montrer que f‘V = pu,"o f.

Soit z' un autre potnt de V. Par définition, f(z) est la fin d’'un che-
min y de Y, de début Yy qui est 'unique remontée suivant p d‘un

chemin y de X, de début X, et de fin f(z), arbitrairement choisi.

Puisque V est connexe par arcs, z et z' sont les bornes d'un chemin n
de V. On peut donc choisir pour y le composé & ® (forn), ou d

est un chemin de X de bornage (XO' x).
Puisque f[V) C U, l'unique remontée suivant p de fomn de début y
n’est autre que plf'l o fon.
D’autre part, soit § l'unique remontée suivant p de 9§, de début Yy
Par définition de f, la finde § n'est autre que y.
Le composé § (pu.’l o fo n) est donc défini et se trouve étre une
remontée de d ® (fom) suivant p de début y o D’apres l'unicité
d'une telle remontée et la définition de f, lafinde § ¢ (pu,’l o fo n),
i -1 . - 5 .

8 1 ,

soit Py (f[z)) est égale a f(z))

On a donc montré f‘V = pl[’I O f. J estdonc continue sur V et

en particulier au point z. Ce dernier étant arbitraire, f est continue.

En illustration de cette proposition, voici un résuitat plus concret :
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Corollaire

Pour toute application continue f de s% vers ]RZ, il existe un
i 2 B Y o= -
point X, de S° tel que: f(xo) f( Xo) .

Avant de démontrer ceci, étudions le cas élémentaire de la dimension 1.

Corollaire 5.2.8

Pour toute application continue f de s' vers R, il existe un
) 1 . = -z
point z, de S tel que: f(zO) = f( 20).

Raisonnons par I'absurde en supposant qu'‘il existe une application con-
tinue f de S' vers R telle que: Vz€E s, f(z) = f(z). Dans ce cas,
soit g l'application de S1 vers R définie par: g (z) := f(z) - f(-2).
L'application g est donc tout a la fois continue, partout non nulle et
telle que: Vze s!, gz =-glz.
Une telle application ne peut exister. En effet :

Toute application continue g de s' vers R, telle que :

vze s, g(z) = -g(-z). s’annule en au mohs un point de st
Soit z, un point de s, si g(zo) = 0, on a fini.

Sinon soit A I'un des deux arcs de S’ dont les bornes sont z, et - 2z
Puisque g est continue, g (A) est un connexe de IR, autrement dit un
intervalle, qui contient les deux nombres distincts et opposés g (zo) et

g(— Zo)‘ g (A) contient donc O,

Corollaire 5.2.9

Pour toute application continue f de s* vers ]RZ, il existe un
. 2 . =
point x, de S” telque: f (xo) = f ( xo) .

Raisonnons par l'absurde en supposant qu'‘il existe une application con-
tinue f de s? vers 1R2, telle que : Vx€& s, fJ = f(-x). Dans ce cas,

soit g l'application de S vers S' définie par: g := M
X) - =X
Puisque VY x€& SZ, g (J = -g(x), g induit une application continue g
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de IRP2 vers ]RP1 qui, a une paire (x, -x) de points antipodaux de SZ;
associe la paire (g ), - g(x]) de points antipodaux de Sl .

Notons respectivement p, et P, les surjections canoniques de s' sur
g
(Sz xo) —_— (SI, zo)

h r
Le diagramme ci-contre dans la catégorie 2 l t

des espaces topologiques munis d'une ori- RE? % REY <2
. (RE?, wx ) —s (", 22, )
gine est commutatif. D’apres 5.2.5 et 5.2.6, g

RP' et de S*sur RP®. Choisissons un

. 2 - -
point X, de S” et notons EN g(xo).

le morphisme de groupes n l"é équivaut a un morphisme de Z/ZZ vers
Z. Son image est donc réduite a 0 et ‘g remplit la condition (ii) de
5,2.7. D’apres ce dernier résultat, il éxiste une remontée h de ‘g sui-
vant P, A priori, rien ne prouve que hp2 = g. C’est pourtant le cas.
En effet h Py et g sont des remontées de G P, suivant p A qui coin-
cident en X, D’aprés 5.1.3, on a donc : hp2 = g. Cette égalité im-

plique que, pour tout point x de S2, g = g(-x). Ceci contredit

la définition méme de g et, par suite, l'existence de f.
5.3 Classificaton des revétements.
La démarche esposée dans cette section est suggérée par le corollaire :

Corollaire 5.3.1

Soient X un espace topologique connexe par arcs et loca-

lement connexe par arcs et deux revétements connexes par

arcs p :(Y, yo) e (X, Xo) et q:(Z, zo) e (X, xo).

Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(i) II existe un homéomorphisme 1 : (Y, y 0) e (Z, ZU)
telque: qy = p.

0 %4 (1(2 7)) = 5 (x(Y.y,))

L'implication « (i) = (ii) » est une conséquence immeédiate de la foncto-

rialité de 7. L'intérét de la proposition réside dans la réciproque.

Montrons donc « (ii) = (i) ».
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Puisque X est localement connexe par arcs, il est facile de vérifier que
Y et Z le sont aussi. D’apres 5.2.7 et 5.1.3 appliquésa p eta q.

il existe un unique couple (y, ) d’applications continues telles que :
: (Y,yoj—> (Zzo} 9t (Zzo)—>(l’,y0). qy = p et pp= q
peoy = p ey = 1,

e = q Yo =1,

Introduisons un peu de vocabulaire pour simplifier les énoncés,

D’ou : { Donc, d’apres 5.1.3, {

Définition : revétements munis d’une origine équivalents

Soient p :(Y, yoj —» (X, XO) et g :(Z, zo) E— (X, Xo) deux reve-

tements munis d'une origine.

On dira que p et g sont équivalents lorsque :

Q p et g sont des revétements au-dessus du méme espace topolo-
gique muni d’une origine [ X, X, )

u] 11 existe un homéomorphisme 1 : (Y y 0) e (Z‘ z 0) tel que :
qy = p.

Définition : sous-groupe associé a un revétement

Soit un revétement muni d’'une origine p : (Y. y o) — (X. xo)

On appelle « sous-groupe associé » a p le sous-groupe 'J"[l p (nl(Y, y 0)}

de nl(X, x0> .

Le corollaire précédent dit que pour certains espaces topologiques munis

d’une origine (X, xO). deux revétements munis d'une origine connexes

par arcs au-dessus de (X, xo) sont équivalents si et seulement s'ils ont
le méme sous-groupe associé.

On est donc amené a tenter de classifier certains revétements, modulo la
relation d’équivalence ci-dessus, au moyen de leur sous-groupe associé.
Commencons par préciser le sens de I'adjectif « certains » que nous avons
employé deux fois ci-dessus. Dans une premiére approche, on introduit

la définition suivante.
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Définition
On notera Lca0 la sous-catégorie pleine de Top0 dont les objets sont
les espaces topologiques connexes par arcs, localement connexes par
arcs et munis d'une origine.
En particulier, on dira donc qu'un revétement muni d'une origine
D :(Y yo) E— (X, Xo) est un LC‘a0 -revétement dés que (Y, yo) et
(X, xo) sont des objets dc Lcao
Pour que I'on puisse classifier les Lcao—revétements au-dessus d'un objet
(X, x 0) de Lcao au moyen de leur sous-groupe associ€, il est nécessaire
de pouvoir exhiber un tel revétement qui soit associé a un sous-groupe
H de n](X, xo) choisi a I'avance.
La premiére question a laquelle on va répondre est la suivante :
Quelle propriété supplémentaire doit posséder un objet (X Xo) de Lca0
pour qu’il admette un Lcao revétement dont le sous-groupe associé est

nul ? Remarquons que d’aprés 5.2.3, le sous-groupe associé a un reve-

tement p : (Y, y o) e (X. Xo) connexe par arcs est nul si et seule-

ment si Y est simplement connexe.

Sous-espaces topologiques semi--simplement connexes.

On dira qu'un sous-espace A d'un espace topologique X est semi-

simplement connexe dans X lorsqu'il vérifie les deux propriétés

équivalentes suivantes.

* Tout lacet A d’extrémité x contenu dans A est x-homotope dans X
au lacet constant d’extrémité x.

* Soit iA: A &—— X l'injection canonique. Pour tout point x de A,

le morphisme de groupes i (A, x| —> nl(X, x) est nul.

Proposition 5.3.2

Soient X un espace topologique et A un sous-espace de X
semi-simplement connexe dans X.
Tout sous-espace B de A est, lui aussi, semi-simplement

connexe dans X.
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L'injection canonique iB se factorise a travers i

i, comme dans le diagramme ci-contre.

Le résultat est donc une conséquence immédia- Be—3Ac—3 X
i

te de la fonctorialité de 7, A

Exemples

Tout sous-espace simplement connexe d'un espace topologique X y est
semi-simplement connexe.

Tout sous-espace d'un espace topologique simplement connexe X y est
semi-simplement connexe.

Notons, pour un point a de R?, Ca le cercle de centre a et de rayon 1.

Si |a| >1, Ca est semi-simplement connexe dans R\ {(0, 0)}.

Si |a| <1, Ca n'est pas semi-simplement connexe dans R\ {(0, 0)}.

Définition

On dira qu'un espace topologique X est local

t semi-simpl t
connexe lorsque chaque point x de X admet un voisinage UX semi-

simplement connexe dans X.

Remarque
Draprés 5.3.2, un espace topologique X est localement semi-simple-
ment connexe si et seulement s’il admet un systéme fondamental de voi-

sinages semi-simplement connexes dans X,

Exemples d'espaces localement semi-simplement connexes

0 Tout espace topologique simplement connexe est évidemment locale-
ment semi-simplement connexe.

0 Le cercle S et le plan privé de son origine sont tous deux localement
semi-simplement connexes sans pour cela étre simplement connexes.

0 Le sous-espace de R? formé de la réunion des cercles de '

rayon 1/n etde centre (1/n, 0), n décrivant IN* est con-

nexe par arcs et localement connexe par arcs sans étre lo-
calement semi-simplement connexe. En effet, le point (0,0)
n'y afmet que des voisinages qui contiennent des cercles entiers et qui

ne peuvent donc remplir la condition requise.
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Proposition 5.3.3

Si un espace topologique X admet un revétement p: Y —» X

simplement connexe, alors X est localement semi-simplement

connexe.

Soit X, un point de X. Soit UO le voisinage de x, dont I'image réci-
proque par p est égale a la réunion d'une pile de p-copies. Soit x un
point de Uo' Soit A un lacet d’extrémité x contenu dans Uo' Soit en-
fin y un point de prl(x}‘

Notons alors # le lacet d’extrémité y obtenu en composant A avec
I'inverse local de p défini dans la p-copie de Uo qui contient y. Puis-
que Y est simplement connexe, on a : /)t> = (o). Donc en notant (i)
la classe de A dans nl(X, x). ona; () = mp. ‘21f> = (o).

Théoréme 5.3.4

Un objet (X, xO> de Lcao admet un Lcao-revétement sim-

plement connexe p :(Y. y 0) — (X Xo) si et seulement

si X est localement semi-simplement connexe.

La proposition précédente montre la nécessité de cette condition.

Donnons-nous un espace topologique X con- ,_lm ‘+__) ','_ngx
nexe par arcs, localement connexe par arcs y:r ’
et localement semi-simplement connexe et |

construisons un revétement simplement Y] &;D
connexe et connexe par arcs. |

Remarquons que, si p :(Y, yo) e (X xg) ¥ I - x

est un tel revétement, d’aprées 5.2.2, on a le diagramme ensemblistement
commutatif ci-dessus.

La bijectivité de by provient de la simple connexité de Y.
{0

Tout revétement p de (X. Xo) simplement connexe et connexe par arcs

doit donc étre ensemblistement équivalent & bx . Il nous reste donc a
0
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construire une topologie sur 'J'tl (X}X qui en fasse un espace simplement
0
connexe et connexe par arcs et qui fasse de bx un revétement,
0

=mX e u =b :X —X
X 0

Notons pour slmplifier X( . o)

0 °
Remarquons que, puisque X est localement connexe par arcs et locale-
ment semi-simplement connexe, il admet, d’aprés 5.3.2, un systéme
fondamental U de voisinages qui sont a la fois connexes par arcs et
semi-simplement connexes dans X.

Soit (y) un élément de '5((0) ; soit x lafinde (y).

Pour tout voisinage U de x appartenant a U, on définit :

Uy = Wt tmernm, .

U<Y) est donc une partie de ’5((0) contenant (y) et contenue dans LLO'1 ).

(1) La restriction de u, a Um induit une bijection de U(v) sur U.

La surjectivité provient du fait que U est connexe par arcs et I'injectivi-

té, du fatt que U est semi-simplement connexe dans X.

@ vmERU. Uy = Yy

Soit y la finde (n). Rappelons les deux faits élémentaires suivants :
VO ERM, (Gem) e ()= e ()
VOERL, e = (Mem)e (! e )

Les inclusions U,y < Uy e Uy < Yy

nent respectivement du premier et du second de ces faits.

provien-

On peut aussi formuler ce résultat comme suit :

@ vme Yo Y% = Y-

3 Si U, N U, @, alors U, = .
) o e T o )
C'est une conséquence immeédiate du résultat formulé précédemment.

Ys

(4) Pour tout couple (UM V(a)) o U et V appartiennenta U , tel

que U<Y> n V({s> = J, pour tout €lément (e) de U(y> Al V<6>,

et pour tout élément W de U contenant la fin de (g) et contenu

dans UNV, W<E) C U<v> n V<ﬁ>
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De facon évidente, ona: WCU = WE c U D’autre part, d’aprés

(e) [ON
(1),ona : (¢ € U, NV = U U et

o W e w = Vo
La conclusion vient immédiatement.

- -1
Notons V := {U(v>| uel, (e u, [U)}.

D’apreés le précédent point, puisque U est un systéme fondamental de
voisinages,V posseéde les propriétés d'un tel systéme.
Munissons donc 32(0) de la topologie engendrée par V
Soient x un point de X, U un voisinage de x appartenanta U et

o= -1
A {Uw Ie v O b
11 est clair que uO’1 () est égal a la réunion des membres de VUA 11 est
facile de vérifier que les points (1) et (3) ci-dessus entrainent que VU est
une pile de u, -copies de U. U étant un systéme fondamental de voisi-

nages, on peut en conclure que u

- ’)’({0 —> X est un revétement.

)

X{o) est connexe par arcs,

Notons ;o le point de X( qui est la classe du lacet constant en X,

0}
Soient (y) un point de 3'({0) de fin x et y l'un de ses représentants.
Notons, pour tout point t de I, v, = % t] . On va montrer que
¥:it— ¥ est une application continue de I vers 5({0).

[Notons, pour tout couple (r;s) de points de I,

- Si rss, Vine T Y[r,s]
- Si r= s,yr_)s = (}(r,s]}i

Remarquons que, pour tout couple (r; s) de pointsde I, ona:;
W) e M) = 09 -

Soient t un point de I et U<n)

D’aprés (27, U<'1> = U(‘n)' D’autre part, d’aprés (1), U contient y(t)

Puisque y est continu, il existe un voisinage [r. s] de t dans I tel

un élément de V  qui contient -

que y[r.s]C U
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[D’aprés I'égalité ci-dessus, on a : Gy = ) e, € UM.
v

Donc, d’aprés (27), U(\',) = Um‘

Puisque, pour tout point t' de [r, s]. (1) = @)+ @_,) limage

de [r, s] par 7 est contenue dans la u -copie U(y> de U,

Le voisinage U(n de vy étant choisi arbtrairement dans un systéme

)

fondamental de voisinages, ‘T est continue en t,

Tout point de 3'((0) est donc relié a ;0 par un chemin.

’5({0] est simplement connexe.

Soit (A) un élément de nlC}}(o)' ;0) et soit A l'un de ses représen-
tants Notons .\ := Uy A Avec les notations introduites ci-dessus,

A et X sont deux remontées de A suivan( Uy qui coincident en O.
D'aprés 5.1.3,ona: A = X. En particulier : ;0 =AD =X =M.
lAutrement dit 'frluo (A) est égal a I'élément neutre de ™ (X, xo) .

D'aprés 5,2.3, (A) est donc égal a I'élément neutre de ™ (3’((0). Xo) .

(A) étant arbitraire, ™, (X(o}’ %) est réduit a son élément neutre.

Définition
Si (X. XO) est un objet de Lcao localement semi-simplement connexe,

on appelle revétement universel de (X, xoj le Lcao—revétement sim-

plement connexe, LLO : (3‘((0) s ;0) _ (X, XOJ construit au
théoréme précédent.
Ce théoréme permet de montrer le résultat plus puissant qui suit :

Théoréme 5.3.5

Soit (X, xo) un objet de Lcao qui admet un revétement universel

Uy : (3'({0} ;0) — (X xo) .

Pour tout sous-groupe H de = 1(X’ xO) , il existe un Lcao-revéte-
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ment de (X, xo) , soit u,: (XH s y0) e — (X, xOJ , dont le
sous-groupe associé est égal a H.
De plus u, se factorise de la facon ci dessous ou SH est un

revétement. ES'((O) ;o;I G_H» ES‘(H , yq:] T» EX XOJ

w ) = w (o)

On définit sur X = 7 (X)Xo la relation : (y) ~ (8) —— e (6)’1 cH

o}

On laisse au lecteur le soin de vérifier que le fait que H soit un sous-
groupe de ™ (X, XO) entraine que la relation ~ est une équivalence.
Notons 32H T'espace topologique obtenu en munissant le quotient de la
relation ~ de la topologie quotient induite par celle de 3(‘(0).
sur 5{1—1 . Rappelons que BH est conti-

Notons 9H

la surjection canonique de 5((0)
nue et ouverte.

Puisque, par définition, pour tout couple ((y). (6)) d’éléments de 3(( op 01
a: 0, ) = SH(é) = u, () = u, (), l'application u, induit une ap-
plication continue et surjective u, F(H —» X telle que : U =, SH.
Pour tout élément U(‘O deV, BH [ U(“I)) est une u.H—copie de U
C’est une conséquence immeédiate de I'égalité U=y, 0, et du fait

que U<y> soit une uo—copie de U.
1 1 - -1 2
Pour tout élément U de U et tout élément ((y) (6)) de (uo (UJ)
ullp) N Oully) = @ = 0y(ly) = oyly)

[D’apres (2') de la précédente démonstration, 0, (UM) neo, (U«\)) = O
entraine que I'on peut supposer que ; 0, @) = SH(iS).
lAutrement dit : il existe un élément (A) de H tel que; (y) = (A) * (d)
[Un élément de 6, (U<v>) est de la forme 6, ((y) . (n)) , donc est égal a
6”(0\} °(d) (n}) qui, par définition de 0, estégala (-J”(<6) . (n))
Tout élément de SH (U@)) appartient donc a SH (U@ ,  On montre

I'inclusion inverse de la méme maniére.
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Les deux faits précédents permettent de montrer facilement que u,, est

un revétement.
La connexité par arcs de X, est une conséquence immédiate de la con-

nexité par arcs de 3(( ol et de la continuité et de la surjectivité de 0,

ey (% 0,(%))) =
Soit (1) un élément de H et soit A l'un de ses représentants. Avec les

notations introduites lors de la précédente démonstration, soit & 1l'uni-

que remontée de A suivant u, de début ;0' 11 est facile de vérifier

que SH % est l'unique remontée de A suivant Uy de début GH( Xo)’

Puisque la finde X est (), la fin de GHX est BH(O\.)) = QH( Xo)'

0, % est donc un élément de nl(XH, (-)H( Xoj) et () =T u,
((0,7))

est un €lément de 7 Uy, (nl(—X B QH( Xo) ))l

Réciproquement, soient (A) un élément de nl(XH, 9H< XOJJ et A
lI'un de ses représentants Posons A := Uy A . Par un raisonnement
analogue au précédent et avec les mémes notations, on obtient :

A = 0,% En particulie.r ; eH( xOJ = AD = 0, %) =06, ((x))
Autrement dit : 7, u, ((/\)) =\ € H

0 H est un revétement

Soit (y) un élément de §(O Rappelons que :

)
b, (0,0) = {W w1 eH
Donc: 6, (eH (Um )) {tye et 1 mer ; (yeH]
u.
o)
rEH
D’aprées (3) de la précédente démonstration, la famille { UO»

-

U sont respectivement une
) P

est une eHcopie de BH (U(v>) .

ile. De plus, pui U, t 0
une pile. De plus, puisque U, e H(

uo—copie et une uH—copie de U, UO»)'("()
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On obtient alors le théoréme de classification des revétements au moyen
de leur sous-groupe associé,
Le corollaire suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur, justifie

l'appellation de revétement universel.

Corollaire 5.3.6
Soit (X, Xo) un espace topologi-

Y-y,

que muni d'une origine qui ad- > N
-~
met un revétement universel u Y u P q
-~
~ ~ -~
X
de (X{o}' 0) sur (X.xo). o )
Alors pour tout Lca-revétement [X(o)’ %o ,.I w > (X Xo)
0

q: (Y. yo) —_—» (X Xo)’ il existe

& . % . -
un revétement u : (X(O), 0) e (Y, yo) avec : U'o qu

Théoréme 5.3.7

Soit (X, X 0) un espace topologique mnni d'une origine qui ad-
met un revétement universel.

La correspondance entre un Lca revétement de (X, Xo) et son
sous-groupe associé induit une bijection entre, d'une part,

0
classes d‘équivalence des Lca-revétements de (X. Xo),

I'ensemble des sous-groupes de :rrl(X.x) et, d'autre part, les

C’est une conséquence immédiate de 5.3.1 et de 5.3.5.

Tous les espaces considérés étant connexes par arcs, on peut se deman-
der ce que devient cette classification lorsque I'on « oublie les origines ».
Oublier les origines revient a identifier les revétements connexes par arcs
et munis d'une origine au-dessus de (X, x0) dont les applications sous-

jacentes sont les mémes et qui ne different que par leurs origines.
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Corollaire 5.3.6

Soit (X, Xo) un espace topologique muni d'une origine qui ad-

met un revétement universel Uyt (X(o)’ Xo) e (X, Xo) .

Soient qa,: (ZI, 21)  — (X xoj et a: (22, 22) e — (X Xo)

deux Lca-revétements de (X, xo) .

Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(i) Les sous-groupes de L8 (X, xo) associés a a, eta a, sont
conjugués dans T (X, xoj.

(i) q, et a, sont respectivement équivalents & deux Lca-revéete-
ments p: (Y. yl) —» (X, Xo) et p,: (Y, yZJ —» (X xo)
de (X. X b dont les applications sous-jacentes sont les mé-

mes et qui ne different donc que par leurs origines.

(i) = (i) | D'apres 5.3,6, il suffit de montrer que les sous-groupes as-
sociés aux deux revétements, p , = P, du (ii) sont conjugués dans
ul (X. Xo) . Les groupes nl(Y, yl) et n1<Y. y2) se déduisent I'un de
l'autre par une conjugaison associée a une fleche (y) du groupoide Y,
de début Y, et de fin Y, Les sous-groupes de T (X, xo) associés a
P, eta p, se déduisent donc I'un de l'autre par la conjugaison associée
al'élément p(y) du groupe ™ (X, XOJ .
) Soient deux sous-groupes H et H' de S (X, xo) qui se dé-

duisent I'un de l'autre par une conjugaison associée a un élément (1) de
u (X, xo) . Notons q: (Z Zo) e — (X Xo) et q': (Z, z'o) E— (X‘ xo)
les revétements respectivement associés a H et a H'. par 5.3.5.

D’apres 5.3,6, il suffit de montrer (ii) pour g et q’.

La translatton a gauche Ty : X{o} =

vérifie ; BH(y> = SH(é) — 0, Ty (yy = BH‘TO» ).

X, — X, =Xy

induit donc une bijection ¢ de Z sur Z' telle que : ¢6H =0t

K a0y
11 est facile de voir que : V (n) € 3'({0], Ty (Um) U e

} s
ot 00,(Uy) = 0 (Uy) = 0 (U )
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On en déduit que ¢ est un homéomorphisme de Z sur Z'. On laisse
au lecteur le soin de vérifier que ¢’ ¢ q.

En posant : z, = ¢’1 z’o les deux revétements connexes par arcs et
munis d’'une origine au-dessus de [ X, Xo)‘ q: (Z, zo) —_—» (X. Xo) et
q’ ¢: (Z, z 1) e (X. xo) ne difféerent que par leurs origines et ont

respectivement H et H’ pour sous-groupes associés.

5.4 Revétements et actions de groupes

Définition (Rappel)

Soient un groupe (G, ,) et un espace topologique Y.

La donnée d’'une action continue de G sur Y consiste en la donnée
d'un morphisme ® de G vers le groupe des homéomorphismes de Y
dans lui-méme.

Lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion, on écrit gy pour ®(g) (y).
et on dit que G agit (continument) sur Y,

Onaalors: V(g9 .y €EG G Y, (gg)y=9g@y et l,y=y
La relation ®G définiesur Y par: y ®G Yy <= 31geG: y=gy
est une équivalence.

Pour tout point y de Y, soit Gy := gy: gE€G laclassede y mo-
dulo ®G‘ On appelle Gy la G-orbitede y.

On note Y/G l’espace topologique constitué de I'ensemble des G-orbi-
tes de Y muni de la topologie finale de la surjection canonique g G as
sociée a ®G’ qG Y —»Y/G.

On dit que G agit librement sur Y si, pour tout élément g de G,
on a : (Hye Y:y-= gy) = g =1G.

On dit que G agit transitivement sur Y si, pour tout couple (yl, v, 2]

d’éléments de Y, il existe un élément g de G tel que: y, =9y,

A titre d’exemple, le groupe abélien sous-jacent a un espace vectoriel to-
pologique V agit continument, librement et transitivement sur V via les

translations.
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Dans cette section, on établira d‘abord la condition nécessaire et suffi-
sante que doit remplir un revétement p: Y ——»X pour étre la sur-
jection canonique associée a 'action d'un groupe G sur Y.

Puis, réciproquement, on établira la condition nécessaire et suffisante
que doit remplir 'action d'un groupe G sur Y pour que la surjection

canonique associée, qG : Y —» Y/G, soii un revétement.
Pour commencer deux remarques s’imposent :

Remarques

Lersqu'un groupe G agit sur un espace topologique Y, chaque homéo-
morphisme ¢ de Y dans lui-méme qui est I'image d’'un élément de G
par l'action de G sur Y vérifie : .V = dg ou 4 est la surjection
canonique associée a I'action dc G sur Y.

De plus, pour tout point y de Y, Tl'actionde G sur Y induit une ac-

tion transitive de G surla G-orbite de y c'est a dire sur q 671 (qG(y)) .

Définition

Soit une surjection continue p: Y-——— X. On appelle automor-
iphisme de p tout homéomorphisme ¢ de Y dans lui-méme qui
vérifie: py = p.

L'ensemble des automorphismes de p muni de la composition usuelle

est un groupe que I'on note Aut p.

Remarque

Dans le cas ou 9" Y —» Y/G, est la surjection canonique associée a
I'action d’'un groupe G sur Y. I'image de cette action est un sous-groupe
de Aut g G- On en déduit facilement que 'action usuelle de Aut q G Sur
Y induit une action transitive de Aut g . sur chaque « fibre » g GJ(q G{y))
de q &
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Proposition 5.4.1

Pour qu’une surjection continue donnée p: Y——X
puisse étre identifiée a la surjection canonique associée a

T'action d'un groupe G sur Y, il faut que Aut p agisse

transitivement sur chaque « fibre » prl(p(y)) de p.

C'est une conséquence immeédiate des romarques précédentes.
Définition
On dira qu'une surjection continue p: Y ——» X est normale lors-

que, pour tout point x de X, Aut p agit transitivement sur p’1 (.

Proposition 5.4.2

Soient X un espace topologique et p : Y —» X une surjec-
tion continue, normale et ouverte. Soit q: Y—» Y/ (Autp) la

sur-jection canonique associéea ®
Aut p

Alors il existe un homéomorphisme ¢ : X——> Y/ (Autp) tel
que: q = ¢p.

Puisque p est normal, on a, pour tout couple (yl. y2] de points de Y,
Pr) =ply) — qly) = qly,) -

11 est facile d'en déduire qu'’il existe une bijection ¢ : X—— Y/ (Autp)
telleque: q = ¢ p.

Soit V unouvertde X. V= p(p'l(Vj) = ¢V = q(p’l(V)). p’l(VJ étant
un ouvert de Y et g étant ouverte, ¢ (V) est un ouvert de Y/ (Aut p).
En interchangeant p et g d'une part, et ¢ et ¢'1 d‘autre part, un rai-

sonnement analogue montre que ¢ est continu.

Exemples
QSoit p: HYa —» X le revétement trivial associé a la famille d'ho-
a€A
méomorphismes {q)a: Ya —_ X}aEA .

Le groupe Aut p est isomorphe au groupe des bijections de A dans
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lui-méme. Si o est une telle bijection, il est facile de vérifier que

. — v
a a
a€A a€A est un automorphisme de p

Uy > 0y, 0 (v,)

a

aSoit p : R —» S' le revetement du cercle du 1.24. Il est facile de
vérifier que les automorphismes de p ne sont autres que les transla-
tions de pas entier et donc que le groupe Aut p est isomorphe au
groupe (Z, +).

0Soit p, S' — 5 RP' le revetement usuel a deux feulllets, Aut P,
est isomorphe a Z/ZZ'

Corollaire 5.4.3

Pour tout revétement connexe p: Y—»X.

Autp agit continument et librement sur Y.

C’est une conséquence immédiate de 5.1.3."

Proposition 5.4.4

Soient X un espace topologique connexe et localement connexe
par arcs et p :( Y, yo) —»( X, xo) un revétement connexe de X.
Les cing assertions suivantes sont équivalentes.
(i) 'r'rlp (nKY. yo)) est normal dans nl<X. xo)
(i) Pour tout point y de Y, 7p (n I(Y, y)) est normal dans
Jrl(X, p(y)),
(ili) Pour tout élément Lyl, yZ) de Y tel que: p [yll =p (yzl.
wp (nl(Y, yl)) = @p (nl(Y, yZD .
(iv) p est normal.
(v) Si q:Y—»Y/(Autp) désigne la surjection canonique
associée a ®Autp, alors il existe un homéomorphisme

¢: X—— Y/(Autp) telque: g = ¢ p.
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Remarquons que X est connexe par arcs, que, puisque p est un homé-
omorphisme local, Y est localement connexe par arcs et donc que Y est

connexe par arcs.
(iv) => (i) | 1 suffit de montrer que pour tout élément (A) de n1(Y. ya)
et tout élément ( ) de nl(X, Xo)‘ (Y em pMe() € 7p (nl(Y, yOD.
D'aprés 5.2.2, il existe un unique élément (y) de 7Y, de début Y, tel
que : T p(y) (). Notons y lafinde (y) Ona: py = p[yo) = X,

lp étant normal, il existe un élément y de Autp telque: y(y) = Yo+
(Ve p® () = Hp(@ 0 m) = & Eow (40
ip (T (7 00+ )

Puisque ()" * ()« (1) appartienta x,(Y.y). T () 09+ @) ap-
partient a nl(Y, y 0),

(i) = ()] Soient (A) un élément de n1<Y. y) et () un élément de

nl(X, p(y)) . Y étant connexe par arcs, il existe un élément (y) de 'frlY

de début y, etdefin y
Oeiwpme() = mpet e ((Fpoe O kpeT)
N CPICREN IO X
C(mpO ) cm PO 7 p0)
(y'edw p()e() peutdonc sécrire sous la forme :
AP e @ @) @) )
on: a€ nl(X, xo), B e nl(Y, yO).
wp (nl(y, yo)) étant normal dans (X, XOJ, il existe un élément (v)
de m(Y.y,) telque: ()i pOye() = Tp(6) o)+ @)
Dou: ()i pO)e() € %p(n(Y.y))
(i) = (iii) | Y étant connexe par arcs, il existe un élément (y) de %Y

de début y, et de fin Y, - Ona:
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'f;lp(,rl(x yz)) C #oph) e }'rlp(nl({ yz)) . p&! c 'T'[lp(n](y, yzD ?.2.7 appliqué a w..Et a ¢! donne I?S deux inclusions f:'i—dessous:
 (30r)) < 30 () o (7)) > 3 (1)

La premiére inclusion provient de la normalité de 7, p (n I(Y. yz)) etla
Y étant connexe par arcs, RIY contient un élément (y) de début y o et

seconde est évidente. On montre de facon analogue que :
de fin Y-

() © (v
M Soient pl H (Y,yl) el (Xx) et pz: (Y,yz) ——d (X,x)

deux « localisations » de p. D’aprés 5.2.7 et (iii), il existe une remontée

T pln €ENH

Soit (A) un élément de = 1(Y’ y 0).

W de p, suivant p, etuneremontée ¢ de p, suivant p telles que '7'tlp(y>’1 *EHpMFH PO = TP (@J * e (Y)) € %p (n(Y, yl))
W) =y, et oly) = y,. Dapres (1), % p@)' * % p@)* % pé) € #p (nl(Y,ygD = H.
Puisque p et p, admettent tous deux p comme application sous-ja- () étant arbitraire, ona: p@y' e H 7 p) C H

cente, il est facile de vérifier que y appartient a Aut p et que ¢ =1p'14 D'aprés (1), 1l existe un élément ( ) de nl(Y, yl) tel que nl p® =‘]‘tl PO

- .. . . 1 . . -1
(v) <> (iv)| C’est une conséquence immédiate de 5.1.5, 5.4.1, 5.4.2 Drou: Tl pae % @) Tﬁrllp ) . % pG)e HpC) e % ph)
(545 = Ep(®e O 67) €hp(x(vy)) = B
(h) étant arbitraire, ona: % p¢) * H * 7 p(y)’l C H.

Définition (rappel) 1l est facile de conclure que 7, p(y) € NH

Sofent G un groupe et H I'un de ses sous-groupes. Soit ©: NH —» NH H la surjection canonique. D’apres (2), la

. — . b -
Soit N(H) = {g €G: gHg HJL' N(H) est un sous-groupe de G. correspondance | —> (y) ——> © (ﬁl p (y)) associe un élément de

De plus N(H) est le plus grand sous-groupe de G contenant H et N H H aun élément de Aut p, Montrons que cette correspondance

dans lequel H est distingué. définit une application de Aut p vers NH H

On appelle N(H) le normalisateur de H. . ..
Soient (y) et (3) deux éléments de 7Y de début y, et de fin Y.

Proposition 5.4.5 On a évidemment : (y) = ((y) d (6)-1) * (d)
Soient X un espace topologique connexe et localement connexe Dot : 7 p(y) = T p({r)*®) J * m p(d) ou: ™ p ((y) * (8) ) € H,
par arcs et p .‘(Y, yo) —»(X, Xo) un revétement connexe de X. Donc: © ('T'El p m) =0 (}tl p ({,)')
Notons: H := mp (:rrl(Y, yOD ’
Notons E l'application ainsi définie de Aut p vers NH H
Alors Aut p est isomorphe a N(H)/H . = est un morphisme de groupes.
Soit ¢ un élément de Aut p. Soit y, = lp(yo). Soient 1y et ¢ deux éléments de Aut p. Soient (y) et (3) deux élé-
.. . ments de 7, Y de début et de fins respectives ¢ (y ) et ¢ (y)
. wp (nl(Y,y,)) = %p (nl(Kyo)) ! Yo p by et o ly,

On peut composer (j) et 7,y (9) On obtient I'élément (y) * Ty () de
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début y, et defin yo¢ (yo) .

Par définition, on peut poser : E (y O ¢) ¢) ('ftl p ( ) my (6)))
Dou: =@od) = O(%p ) *0(Hp(Hw®))
=W e(Hpow®) = Ew * O([p®)

EW) * EQ)

Ker =z = ly

a) Si ¢ € Ker E, alors w(yo) = Yy

Soit (y) un élément de ﬁlY de début Y, et de fin w(yol.

'y € KerE  — @(R1p<‘{))=0 — #®p{y €H
— @y e nl(Y, yo) (€15.2.2) — Wly) = y,
b) D’aprés a) et 5.4.1, ¢ = ly‘

Z est surjective.

Pour tout élément (y) de 7Y de début y, et de fin Y, tel que ;
00 €N R () = ()

%lp(nl@’, yl)) est égal a I'image de 'J"tlp (nl(Y, yOD par la conjugaison
associée a 7, p(y) Sice dernier appartient a N(H) on a donc bien
I'égalité ci-dessus.

D'apres 5.2.2, tout élément de N(H) est de la forme T, p (). D'aprés
I'égalité ci-dessus et 5.2.7, il existe un élément ¢y de Aut p tel que ;
w(yo) =y Donc pour tout élément 7 p(y) de N(H), il existe un
élément y de Autp telque; Z(y) = © ('frl P (y}) .

Corollaire

Lorsqu'un revétement p de X par Y est normal et admet H

pour sous-groupe associé, Aut p est isomorphe a Jt](X, X, /H

Dans ce qui précéde, on est parti de la donnée d’'un revétement p de X
par Y pour définir le sous-groupe Aut p du groupe Aut Y des homéo-

morphismes de Y dans lui-méme. On se pose maintenant le probléeme
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réciproque : quelles propriétés un sous-groupe donné G de AutY

doit-il vérfier pour étre le groupe des automorphismes d'un revétement ?

Définition
Soient Y un espace topologique et G un groupe qui agit sur Y.
On dira que G feuillette Y lorsque :
‘Tout point de Y admet un voisinage U tel que la famille { gU: g EG}
soit une pile. (i.e.: gU N gU = & — g=g)

Proposition 5.4.6

Pour tout revétement p:Y—»X, le groupe Aut p feuillette Y |

Soient y un pointde Y, x = p(y. V le voisinage de x qui admet une
pile {Ua}aeA de p-copies. Soit U le membre de la pile qui contient y.
Soient ¢ et ¢ deux éléments de Autp telsque; yU N ¢ U = &. 1l
existe donc un couple [yl, y2) de points de U tel que (yll = ¢ (y2).
On a donc : p(yll = p(yz]‘ Puisque U est une p-copie, y =y, et
donc : (yl) = ¢ [yI). Puisque Aut p agit librement sur Y, ¢ =¢.

Proposition 5.4.7

Si un groupe G feuiillette un espace topologique Y, alors la sur-

jection canonique q: Y —» Y/G est un revétement normal.

Side plus Y est connexe, G = Aut q.

Soit x un point de Y/G. Choisissons un point y de q’l (¢). Par hypo-
these, il existe un voisinage U de y tel que {g U:g EG} soit une pile.
D’apres les définitions de g et de la topologie de Y/G, il est facile de
vérifier que g (U) est un voisinage de x et que qu (q (U)) = UgU.
La restriction de q a U est injective. e
Soient Y, et Y, deux points de U tels que : q{yl) = q(yz),
11 existe donc un élément g de G tel que : y, =9y, € Ungu
Puisque {g U: gEG} est une pile, g = 1G et donc Y, = Y-
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11 est facile d’en déduire que la restriction de g a chaque g U est injec-
tive. Puisque g est continue et ouverte, chaque g U est une g-copie de
q (U). Le point x étant arbitraire, g est un revétement.

Le groupe G agit transtivement sur chaque q'l (q (x))‘ Il en va de méme
de Aut g puisque ce dernier contient clairement G. g est donc normal.

Si Y est connexe, G = Aut q
Soient ¢ un élément de Aut g et y un pointde Y. Puisque l'on a
q ¢ (y) = q (y), il existe un élément 9y, de G telque; ¢ (y = 9y, Y-

Puisque Aut g contient G et agit librement sur Y (cf5.4.3), ¢ = g¢ y

G contient donc Aut g et, par suite, lui est égal.

Exemple 1 : les espaces projectifs réels

Soit P, S" —» RP" la surjection canonique, On avuau 5.2.5 que
A n ~ Z,

p, est un revétement et que :rrl(]RP ) AZ

Appliquons 5.4.5 : il est facile de vérifier que, dans ce cas, H=0, et
. = n /4
donc que : Aut p, = N(H) nl(]RP ) =~ /ZZ

Puisque I'identité de S" et la restriction 2 S” de 'homothétie x —— —x
appartiennent évidemment a Aut p,, onen conclut que ce dernier ne

contient que ces deux éléments.

Exemple 2 : les espaces lenticulaires.

Soient m et n deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2.

2
L'application (g, v) ——> e " 1 définit une action du groupe
vaz sur s2"7! qui feuillette st

On a considéré la sphére s*"! comme la partie de C" définie par :
{0 n) €T [T o =1

N = 2n-1
a) Soit W : {(vl s D) €S

Il Vn v = O}
n
Tout point v de W admet un voisinage U tel que la famille

{g U:g EZmZ jL soit une pile.
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W est un ouvertde S

Notons Q" := (r1 e rn) € R, " | r2 2

ro+..+r° =1
1 n

n
W est homéomorphe a (Sl) Q" par l'application qui a chaque com-
posante complexe v, de chaque point v de W, associe son argument
et son module. Identifions donc W a cet espace. Notons que I'action

de Z/ , sur > gidentifie a :

(g, ((91 seeB), r)) — ((61 n % v B W %-), r)

Soit u = ((el , ..‘.Gn), r) un point de W. Soit, pour chaque indice i
Ai un arc de cercle ouvert, centré en 91 et dont la longueur est strtcte-
ment inférieure a %‘ Soit U:= A1 An Q"

11 est facile de vérifier que U est un voisinage de u dans 2L tel que
la famille gU: g EZ';HZ soit une pile.

2n-1

Soit maintenant w un point quelconque de S Choisissons arbi-

tralrement un point u de W. Il est facile de vérifier que :

- il existe une rotation W de C" telle que: u =W (w) :

- W induit un homéomorphisme de S>™ ' sur $*™' ;

- V(g 2 ZmZ R g¥ (2 = Wtg 2.

Soit U le voisinage ouvert de u dans S tel que gU: gEZ/mZ

soit une pile. ‘P’I(U] est alors un voisinage ouvert de w dans 82”_1 et

g L (R g EZmZ est une pile.

Définition
2n-1

L’espace topologique quotient de 'action de % sur S définie

ci-dessus est appelé espace lenticulaire. Notons-le Lent (m, n).

Corollaire 5.4.8

nl(Lent(m, n)) = Z/mZ |

2l s Lent (m n) est
un revétement normal et %7 -, = Autq. Lasphére $2™! ¢tant

D’apres 5.4.7, la surjection canonique gq: S

connexe par arcs, Lent (m, n) I'est aussi. Le groupe = 1(Lent(m n]) est



Topologie algébrique 127

donc défini. Appliquons 5.4.5 a q. Puisque S est simplement

connexe (GF 20) le sous-groupe H de Jtl(Lent (m, n]) associé a q est

réduit 4 0. D’ou le résultat.

Exemple 3

L'actionde Z sur R dcfinie par les translations feuilllette R.

Pour associer une pile a un point donné t de R, il suffit de choisir un
intervalle I, centré en t et de longueur strictement inférieure a 1, puis

de considérer les translatés de I

Corollaire 5.4.9

Le groupe fondamental du tore est isomorphe a (Z, +) (Z, +).

Le tore T2 peut étre décrit comme le quotient de I'action de (Z,+) (Z, 1)

sur le plan R R définie par : ((j, k), (s, t)) —> (s+j, t+19.

En généralisant un peu 'exemple 3 ci-dessus, il est facile de vérifier que
cette action feuillette le plan. D’aprés 5.4.7, la surjection canonique

q : R2 e ’12 est un revétement normal et Aut q ~ (Z, +) (Z, +).
Le plan R? étant simplement connexe, le sous-groupe associé¢ a q est
réduit a 0. D’apres le corollaire de 5.4.5, n 1(’12) est isomorphe a Aut q
etdonca (Z +) (Z. ).
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6 Complexes cellulaires

6.0 Quelques rappels

Proposition 6.0.1 : topologie finale

Soient E un espace topologique, X un ensemble e( f une appli-

cation de E vers X. Notons TE la topologie de E.

® La famille U e = {U C f(E | fI(U) 1S TE} est une topolo-
gie sur f(E). Deplus f:E—— (f{E), U f'E) est continue.

e U B est la plus fine des topologies de f(E) qui rendent f con-

tinue.

¢ Pour tout espace topologique F et toute application u de f(E)

vers F, u: (f(E), U 42 —— F est continue si et seulement

si uf est continue.

Définition
La topologie U 1B est appelée topologie finale de f,

L’espace topologique (f{E). U fE) sera noté Im f.

Définition

Soient X un ensemble, E = {Ea ra€e A} une famille d’espaces topo-

logiques et F = {fa : Ea e — X} une famille d’applications.

On définit la topologie finale de la famille F comme la topologie fi-

nale de I'application f: H Ea —> X dont la restriction a chaque Ea
acA

est fa. Autrement dit, la topologie finale de la famille F = {fa ;a€e A}

est la fa-mille des parties U de X contenues dans la réunion des ima-

ges des fa et dont I'image réciproque par chacune des fa est un ou-
vert de Ea.
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Définition : topologie faible associée a une famille de sous-espaces.
Soient (E,T) un espace topologique et A une famille de parties de E
dont les membres recouvrent E. On définit la topologie faible associée
a A comme la topologie finale de la famille des inclusions des mem-
bres de A. Autrement dit : une partie U de E est un ouvert de la to-
pologie faible associée a A si et seulement si pour tout membre A de
A, UN A estouvert dans A.

On notera cette topologie T A

11 est facile de vérifier que TA est plus fine que T.

Définition : Topologie engendrée par les compacts
Soient (E,T) un espace topologique et K la famille des parties com-
pactes de E, Lorsque K recouvre E, comme par exemple lorsque E

est séparé, on appelle TK la topologie engendrée par les compacts.

Rappels

(ET) et [E,TK] ont les mémes compacts. TK K = TK .

T et TK induisent la méme topologie sur chacun de ces compacts.
Si (E.T) estlocalement compact alors T et TK sont égales.

Une partie Fde E est fermée dans TK si et seulement si cha-

cune de ses traces sur les membres de K est un membre de K.

Les démonstrations relévent de la topologie générale et ne présentent

aucune difficulté. On les laisse donc au soin du lecteur.

Rappel : Carrés cocartésiens
Le carré commutatif ci-contre d'une catégorie C est AL, B
cocartésien si et seulement si pour tout couple (f, g)
de fleches de C telles que : fb = g, il existe une uni- cl lr
C D

—

que fleche u de C telleque: g = us et f = ur 5
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utrement dit, avec nos conventions, on a le A L) B
diagramme commutatif ci-contre. Cl i
S
Remarques
d C——D

Q En général, étant donné un couple (b, ¢
de fleches de méme source d'une catégorie 9
C, il n'existe pas de couple (r, s) qui X
permette de compléter (b, ¢) en un carrré cocartésien.

o Donnons-nous un couple (b, ¢) de fleches de méme source d'une
catégorie C, Alors, sile couple (r, s) compléte (b, ¢) en un carré
cocartésien, il en sera de méme de tous les couples de la forme

(fr, fs) ou f est une fleche inversible de C.

=] Réciproquement, si deux couples distincts (r, s) et (', s’) com-

pléetent (b, ¢) en un carré cocartésien, alors il est facile de vérifier

qu'il existe une fleche inversible f de C telle que: r,s) = (f, f5)

Dans la catégorie Ens des ensembles, comme dans la catégorie Top des
espaces topologiques on peut toujours compléter un couple de fleches

de méme source en un carré cocartésien.

Proposition 6.0.2

Soit un couple (b, ¢) d‘applications de méme source.|
11 existe alors un couple (r, s) d'applications qui

compléte (b, ¢) en un carré cocartésien dans Ens.

Soient donc b: A——> B et ¢: A—— C deux applications de mé-

me source. Considérons la relation d’équivalence engendrée sur BLI C

x = b(a)

y = c(a)

Soit B bLI C le quotient de cette équivalence et soient les deux appli-
c

parlarelation ®: x ® y <—— 3 aEA: { -
cations i : B—— BLIC et i . : C— B1IC qui sont
B b, ¢ C b, c

respectivement obtenues en composant la surjection canonique associée
a I'équivalence ci-dessus et les deux injections canoniques associées a

BLIC. 1l est facile de vérifier que le carré (b, c, iB. i C) est commutatif.
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Il reste & montrer qu'‘il est cocartésien.

Soient donc deux applications f et g telles que
Ifb = gc, Lapplication fllg: BIIC—— X
est alors compatible avec I'équivalence ci-dessus.
Elle se factorise alors par une unique application
u:B b]/_[CC —> X. Le diagramme ci-contre

est donc commutatif.

Définition
L'ensemble B bLI C est appelé somme amalgamée de b et c.
, C

Proposition 6.0.3

Soient b: A—— B et ¢: A——— C deux applications conti-
nues de méme source. Si on note respectivement B et C les
ensembles sous-jacents & B et C, il existe sur B 11 C une
topologie, notée B b], [CQ, telle que le carré (b, c, iy Lcc) de la fi-
gure ci-dessus, qui est cocartésien dans Ens; soit cocartésien

dans Top.

11 suffit de définir B bLI C comme la topologie quotient de la relation
, C

d’équivalence dont B 11 C est le quotient.

, C

Proposition 6.0.4

Considérous une catégorie C et le diagramme commutatif de fle-

- e
ches de C ci-contre. A S5 —5Ek

1) Si les deux carrés qui le composent bl rl ul
sont tous deux cocartésiens, alors le

. ) ) B ——D—>F

carré composé sera cocartésien.

2) Si le carré composé est cocartésien, et si la fleche s est un

épimorphisme alors le carré de droite sera cocartésien
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1) La démonstration s’ef- A cC s c_¢ S E
fectue en construisant la fi-
gure ci-contre en trois €ta- b r

pes successives :

a) On se donne les deux B D - F
carrés ainsi que les deux S T~ .
fleches f et g. (fleches en

trait plein)

b) Le fait que le carré de gauche soit cocartésien entraine, a partir des
fleches fe et g, l'existence et I'unicité de la fleche h (en grands poin-

tillés) telle que le diagramme obtenu soit commutatif.

c) Le fait que le carré de droite soit cocartésien entraine, a partir des
fleches f et h, l'existence et l'unicité de la fleche x (en petits poin-
tillés) telle que le diagramme obtenu soit commutatif.

A < c <

2) Le fait que le carré com-

posé soit cocartésien en- -
b

traine, a partir des fleches

If et gs., l'existence et B _ b

l'unicité de la fleche x (en
petits pointillés) telle que :
xts = gs et xy = f.

s étant un épimorphisme, celadonne: xt = g.

On va s’intéresser a des cas trés particuliers de carrés cocartésiens que

nous rencontrerons un peu plus loin.

Proposition 6.0.5

Soit le carré ci-contre ou les fleches hori- E —— EIIF
zontales désignent les inclusions usuelles ul l ullv
et les fleches verticales des surjections.

1l est cocartésien si et seulement si v est R <> RLS

bijective.

'Supposons le carré cocartésien. Puisque ullv est surjectif, v l'est
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également. Soit f: R—— E. E > ELIF

Le carré étant cocartésien, il existe ul
une application x:RIIS ——EILIF
telle que le diagramme ci-contre soit
commutatif. On en déduit que

XS v = 1F et donc que v est in-

jective.
u
Supposons v bijective. Soient f et l
g deux applications f: R—— X
et g: RIIS——X avec g‘E=fu

Soit x := f1I ‘%F v

x(ullv) = (quFU'I)(uHU) =(fuL[g‘FU'1U) = q

L1
E

Définition : espaces topologiques normaux
On dit qu'un espace topologique est normal lorsque deux fermés dis-

joints y admettent toujours des voisinages disjoints.

Proposition 6.0.6

Le quotient d'un espace topologique normal

par 'un de ses fermés est séparé.

Soient X un espace topologique normal et A 1'un de ses fermés.
Soient qA(xl) et qA(X2> deux points distincts de X/A. Deux cas peu-
ivent se présenter : soit (1) X, € X\A et X, € X\A,

soit (2) xIE X\A et x, € A;
Dans le cas (1), puisque A est fermé, X, et X, admettent respectivement
des voisinages V} et Vz qui ne rencontrent pas A ; puisque X est nor-
mal, il est séparé ; on peut donc supposer, quitte a les restreindre au-
tour de X, et de X,, que: VI n V2 = (J; il est alors facile de vérifier
que: V.= qA'l (qA(Vi)) (i=1,2) etdonc que qA(VI) et qA(Vz) sont respec-

tivement des voisinages de g A(x]) etde g A(x2) qui, de plus, sont disjoints.
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Reste le cas 2. Rappelons que A et {xl} sont fermés ; puisque X est
normal, A et {xl} admettent des voisinages disjoints que I'on notera U
et V' il est alors aisé de voir que qA(V) et qA(U) sont respectivement

des voisinages des points qA(xI) et qA(xz) qui, de plus, sont disjoints.

6.1 Structure cellulaire sur un ensemble

Notations
Pour tout entier naturel non nul n, onnote D" la boule unité de R".
Autrement dit : D := {xe R" | H XH < 1}‘

s
Rappelons que p'= [—l. l], que la frontiere 9D" de D" est s™l et
que son intérieur, que l'on note Don. est égal a { xER" | H xH < 1}
ou encore a D"\ ™.

. 0 ._ 00 _ 0 ._
Par convention, D := {0}, D := {0}, oD = Q.

Définition : n-cellule d’'un ensemble

Soit E un ensemble.

Pour tout entier naturel n et toute application ¢ de D" dans E, on
définit respectivement l'intérieur et la frontiére de ¢ comme les res-
trictions de ¢ a l'intérieur D" de D" et a la frontiere S™' de D".
On notera respectivement £ et o ces deux applications.

Un plan de cellule de dimension n de E est une application c¢ de

D" dans E telle que :
- € soit injective.
- Imc = lmE 11 Im dc Autrement dit: ¢ = E 11 dc.

On introduit la relation ® sur I'ensemble des plans de cellule de E :
b ® c «—= a) dimc = dimb
b) En posant n :=dimr il existe un homéomorphisme
6 de D"sur lui-méme tel que : 9(15") = D" et

b= co.

11 est facile de vérifier que ® est une relation d’équivalence.
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Une description cellulaire de dimension n de E est une classe

d’équivalence de plans de cellule modulo la relation ®.

Lorsque deux plans de cellule définissent la méme description cellu-
laire, leurs intérieurs et leurs frontiéres (et par suite, eux-mémes) au-
ront des images identiques. Les images d'une description cellulaire, de
son intérieur et de sa frontiére sont donc toutes trois parfaitement
définies.

Une cellule de dimension n de E (en abrégé : n-cellule) est I'image

d'une description cellulaire.

Remarque
Drapres la convention ci-dessus, les images de l'intérieur et de la fron-

tiere d'une O-cellule sont respectivement un point et I'ensemble vide.

Définition : description cellulaire réguliére
On dit qu‘une description cellulaire d'un ensemble E est réguliére
lorsqu'elle admet un plan c injectif. 1l est facile de vérifier que tous les

plans d'une description cellulaire réguliére sont injectifs.

Définition : Structure de complexe cellulaire
La donnée d'un complexe cellulaire sur un ensemble E consiste en
la donnée d’'une famille X de descriptions cellulaires de E telle que :
(CC0) X soit non vide.
©cy E = [[me.
ceX
(CC2) Pour tout membre b de X de dimension n, Im db soit la ré-
union disjointe des images des intérieurs de menbres de X de
dimensions au plus égales a n-1.
Autrement dit: VbeX, 3ZC X | a)VcEZ, dimec < dimb -1

b) Imab = HlmE
cEZ

Définition

Dans un complexe cellulaire (E, X), il existe une bijection entre X et

la famille des images de ses membres. appelée 'ensemble dcs cellules
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de (E, X). Une cellule d'un complexe cellulaire donné a donc une des-

cription cellulaire bien définie.

On identifiera donc abusivement cellule, description cellulaire et plan

de cellule.

Si C est une cellule d'un complexe cellulaire (E, X) associée au plan

o
de cellule r, onnote 9C := Imdc et C := ImE.

Proposition 6.1.1

Un complexe cellulaire comporte au moins une O-cellule.

Si un complexe cellulaire donné comporte une 1-cellule, alors, d’apres

(CC2), il comporte au moins une O-cellule.

'Un complexe cellulaire qui ne comporte aucune O-cellule ne comporte

donc aucune 1-cellule.

De méme, (CC2) entraine que lorsqu'un complexe cellulaire donné ne
comporte aucune cellule de dimension inférieure ou égale a n-1, il ne
comportera aucune n-cellule.

'Un raisonnement par récurrence montre alors qu'un complexe cellulaire

qui ne comporterait aucune O-cellule ne comporterait aucune cellule et

ne remplirait donc pas (CCO)

Exemples et contre-exemples
1 Tout ensemble E admet une structure triviale de complexe cellu-
laire. C’est celle induite par la famille de tous les singletons de E.

2 Fixons un point z, de Sl. Soit a :tr—)2nt+zo. {zo} et a sont

des cellules de S' de dimensions respectives O et

1. Il est facile de vérifier que la famille { {zo} s n}
munit S' d'une structure de complexe cellulaire.

Remarquons que la 1-cellule a n'est pas réguliére.

A
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Fixons un point 20 de Sl, Soient a et b les deux

chemins « naturels » d’extrémités 2, et -z X Ce

sont des 1-cellules réguliéres de st 2

(<)
(=)

La famille {{zo}, {z). . 11} munit S’ d'une struc- b

ture de complexe cellulaire,

[
n

Lorsque l'on rajoute un troisieme point, on obtient
un autre complexe cellulaire qui comprend trois 0- %, Zg

cellules et trois 1-cellules réguliéres. b

Soit I'ensemble E constitué par I'image des chemins
suivants de R? Dt 2t1,0); t—— (0, 2t-1).

Bien que ces derniers soient des 1-cellules de E, ils
ne le munissent pas d'une structure de complexe cellulaire. La

condition (CC1) n’est pas renplie.

En revanche, les quatre chemins t+— (t-1, 0),
t—— (t.0); t——> (0, t1) et t—>(0, 1)

munissent E d'une structure de complexe cellulaire.

Ajoutons a E le chemin t+—— (t, t-1) ainsi que le
triangle plein {(x, ylosx=s1 -1=sy=0, y= 1—x}

qui constitue une 2-cellule. Soit F l'ensemble ainsi
obtenu. Soit ¢ la famille constituée par les cing O-cellules (les cinq
points), les cinq 1-cellules (les cing segments) et la 2-cellule (le trian-

gle). (F, €) est un complexe cellulaire.

Soit A la famille constituée par, d’'une part, tous les singletons de
Sl, et, d’autre part, I'identité de D®. A estun com-
plexe cellulaire sur g qui comporte une infinité de 0-

cellules, aucune 1-cellule et une seule 2-cellule.

Soit Si(o la demi-spheére de S des points a abscisse négative

ou nulle. Soit I'application f1 de D* vers Sis définie ci-apres :

0

@e
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si a estun point de D?, identifié au disque équatorial d’abscisse
nulle de S, soit I'axe des s porté par le diameétre de o qui con-
tient a; on a représenté a par une pastille bleue sur la figure 2 ;
on définit f1 (a) (pastille rouge) comme le point d'intersection entre
s% et la droite passant par les points a et (1, 0, 0).

Soit I'application f2 de Siso vers S° définie ci-aprés : si b est
un point de Siso , on dessine la figure 3 dans le plan défini par
l'axe des abscisses et le rayon de s? qui contient b ; on a représenté
b par une pastille bleue sur la figure 3 ; on définit f2 (b) comme le
point de s? dont T'angle avec I'axe des abscisses est le double de
celui de b. Il est facile de vérifier que f1 est bijective et que la res-
triction de f, & S1_\ (0,-1), (0, 1) est injective.
L'application f2 o _f'l est donc une 2-cellule non réguliére de s%;

jointe au singleton (1, 0, 0) elle forme un complexe cellulaire de 32 .

fig 2 fig 3

10 Soient, pour tout entier non nul n, An (respective-

ment : Bn] T'arc des points a ordonnées positives

(respectivement : a ordonnées négatives) de I'ellipse

centrée a l'origine de grand axe horizontal de lon-
gueur 2 et de petit axe vertical de longueur % Soit A = -L1 0.
Sur la figure, on peut voir de haut en bas, Al, A2, AS’ A4. Aw, B4,
Bs' 82 et Bl. Soient, pour tout entier non nul n, Kn (respective-
ment : Ln) la région du plan ayant pour frontiére An U An+1 (respec-

tivement : Bn U Bn+1 ). Sur la figure, on peut voir de haut en bas,
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K. K,. K, Ls‘ L2 et Ll. Munissons ces divers ensembles de plans
de cellules injectifs de fagon a en faire des cellules réguliéres de D~

La famille  ci-dessous est un complexe cellulaire de o

{{(_1’ o)} {(t.0)} Aw} v {A”}n(ﬂN* v {B"}nEN" v {'K”}HGN* v {Ln}new*

Définition : dimension d’'un complexe cellulaire

Soit (E, X) un complexe cellulaire. Considérons la partie DX de N
constituée des dimensions des membres de X. Si D}C admet un
plus grand élément, soit n, on dira que (E, X) est de dimension n.

Sinon, on dira que (E, X) est de dimension infinie.

Définition
On dira qu'un complexe cellulaire (E, X) est fini ou dénombrable

lorsque la famille X est finie ou dénombrable.

Définition : n-squelette d’'un complexe cellulaire

Soient (E, X) un complexe cellulaire de dimension k et n un entier
au plus égal a I

Notons X" la sous-famille formée des menbres de X de dimension n.
Notons X" la sous-famille formée des menbres de X de dimension
au plus égales a n.

On définit le n-squelette de (E, X) comme la partie de E, que l'on note

skn(E, X), obtenue par la réunion (disjointe) des images des intérieurs

des menbres de X",

Autrement dit : sk™(E, X) := Hlm .
ceX
dimesn
Remarque

Une définition équivalente d'un complexe cellulaire (E, X) est obtenue
en remplacant la condition (CC1) par les trois conditions suivantes :

(CCla) E = Ulmt
ceX
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(CC1b) Pour tout couple (tl. cﬁ d’éléments de X de méme dimension
Imtl n Imt2 = Imac1 n Imatz.
(CClc) Pour tout couple (rl, rﬁ d’éléments de X avec dim €< dim g,

Imc1 r‘]Imv:2 = J — Imv:1 [ Imacz.

L'équivalence entre ces deux définitions est une conséquence immédiate
de (CC2).

Définition
Un sous-complexe cellulaire d'un complexe cellulaire (E, X) est un
complexe cellulaire (A, ) tel que A soit une partie de E et J une
sous—famille de X.
Exemples
¢ Pour tout complexe cellulaire (E, X), (skn(E. X), X est un sous-
complexe cellulaire de (E, X).
¢ Si C est une cellule d'un complexe cellulaire (E, X), notons X c la
famille des membres de X contenus dans C. Alors (C, XC) est

un sous-complexe cellulaire de (E, X).

Proposition 6.1.2

Si (A, ) est un sous-complexe cellulaire d'un complexe
cellulaire (E, X) alors, pour toute cellule C de (E, X),

les trois assertions suivantes sont équivalentes.
) CNA=Q (i) CCA. (i) C € Y
(i) = (iii)| (@) et (CC1) appliqué a (A, 9) entrainent qu’il existe une

cellule C de U telle que énc = o Puisque U C X, (CC1)ap-
pliqué a (E, X) entraine alors que C = C’. Dou (iii).

Les implications (iii) = (ii) = (i) sont immeédiates.

Définition : topologie associée a un complexe cellulaire
Soit un complexe cellulaire (E, X). On appelle topologie associée a
(E, X) la topologie (de E) finale de la famille X, vue comme une fa-

mille de plans de cellule.
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L'espace topologique associé au complexe cellulaire (E, X) sera noté
[E X].
Remarque

11 est facile de vérifier que deux familles équivalentes de plans de cellule

engendrent la méme topologie associée.

La proposition suivante donne des exemples d’ouverts de la topologie as-

sociée a un complexe cellulaire. Mais, attention, il y en a d’autres !

Proposition 6.1.3

Soit (E, X) un complexe cellulaire, Si C est une de ses cellules
qui n’est contenue dans aucune autre cellule, alors son intérieur
)

C estun ouvert de [E, X].

Remarquons qu'une cellule d'un complexe cellulaire peut trés bien étre
contenue dans la frontiére d'une autre cellule de plus grande dimension.
Soit C une cellule qui n’est contenue dans aucune autre cellule. II est
facile de vérifier que son intérieur CD ne rencontre aucune 'itutre cellule.
Si ¢: D" —— C est le plan de cellule de C, ! ((3] = D" est un ou-
vert de D" Si b: D™—— C' est un autre plan de cellule, on a :
11(C) = HCN ) = @. KYC) est un ouvert trivial de D™

Puisque les images réciproques de CD par les plans de cellule de (E, X)

o
sont toutes ouvertes, C est un ouvert de [E, X].

Corollaire 6.1.4

L'intérieur d‘une eellule de dimension n d'un complexe

cellulaire de dimension n est un ouvert.

Définition : frontiére potentielle
On appelle frontiére potentielle de rang n d'un complexe cellulaire
(E, X) une application d de s"! dans E dont Iimage est la réunion

d’intérieurs de cellules de X de dimensions au plus égales a n-1.
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Exemples
0 La frontiere (bien réelle) de tout plan de n-cellule d'un complexe cellu-

laire est une frontiére potentielle de dimension n de ce dernier.

0 Toute application constante d'une sphére unité de dimension arbitraire
vers une O-cellule d'un complexe cellulaire est une frontiére potentielle

de ce dernier

0 Tout couple de O-cellules d'un complexe cellulaire est I'image d’exacte-
ment deux frontiéres potentielles de dimension 1 de ce dernier.

0 Plus génaralement, si ¢ : D" — E est un n-plan de cellule d'un
complexe cellulaire (E, X), et sionnote p la projection de S"sur D",
P (X Xy XX ) ey (X X s X)) alors cp est une fron-

tiere potentielle de dimension n+1 de (E, X).

La proposition suivante peut s’énoincer de facon imageée :
Lorsqu’on rajoute de la chair a un squelette d'un complexe cellulaire,

on obtient un nouveau complexe cellulaire.

Proposition 6.1.5

Soient (E, X) un complexe cellulaire et d une e D
frontiére potentielle de dimension n de (E, X).
- b c
Notons 1 liinclusion de S"'dans D" et F
PN n
I'image de b. E i E H,D

Alors (El IDDU. XU {FHh Dn}) est un complexe cellulaire dont
L, L

(E, X) est un sous-complexe.

Le carré commutatif de I'’énoncé, cocartésien par définition, se décompo-
se en le diagramme commutatif ci-dessous dont le carré du haut est, lui
aussi, cocartésien par définition. 6.0.5 montre que ¢ est un plan de

cellule de ELIDDD . Puisque E est contenu dans ELIDD“, tout plan de
L L

cellule de E est un plan de cellule de E]_Ith
L
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n-1

et pt s Posons X, := X U {FL[D D”}.
L

D"Il
dll1 X, vérifie évidemment (CCO).

L

FILI D" Un coup d’ceil au diagramme ci-
i dessus convaincra le lecteur que
[‘F 1 X, verifie (CC1), L'hypothése selon
0
LI D

n

E —> E ]_IDD"i E laquelle d est une frontiére poten-

tielle de (E, X) entraine immédiatement que X, vérifie (CC2).

Proposition 6.1.6

Avec les mémes hypothéses et notations que dans la proposition
précédente, en munissant respectivement E et E]_[nDn des to-
L
pologies associées a (E, X) eta (EL[DD" XU {FLLD”D , si
L L
on suppose de plus que la frontiére potentielle d est continue,

alors le carré commutatif de I'énoncé précédent est cocartésien

dans la catégorie des espaces topologiques.

11 suffit de montrer que si une application f de E lL[ﬂ D" vers un espace
topologique Z est telle que fc: D" ——Z et f ;E : E—— Z soient
continues, alors elle est continue.

Puisque fLE est continue, pour tout plan de cellule ¥ de X, fx= fLE ¥
est continue. Puisque, de plus, fr est continue, on en conclut que,
pour tout plan de cellule v de X U {t} fu est continue. Par défini-

tion de la topologie associée a (ELLD“ XU {FLID Ul}) , [ est continue.
| "

Notations : famille de frontieéres potentielles
Afin de généraliser 6.1.5 et 6.1.6 a des familles quelconques de fron-

tieres potentielles, on utilisera les notations suivantes,

Soient (E, X) un complexe cellulaire et ¥ une famille de frontiéres
potentielles de (E, X).

n(f) -1

Pour tout membre [ de f, notons S sa spheére de définition et

Dn(f) la boule dont cette sphére est la frontiére.
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Notons Uf I'application de H 501 H Y
fe fe s <& I[0
—>
vers E qui, a un élément s de g las- & fef
socie f(s). Soit E+F la somme amalgamée UIJ UF
fer fef
de Uf et de Hl.f E c E,
fef fef i "

Comme dans 6.1.5, pour tout membre [ de ¥, il existe une injection

de Im f I_lf p'® mfll 5" dontla composition avec [ L11, que
%

o
nous noterons [ , est un plan de cellule de Eﬂ: de frontiere f.

Notons enfin ;F = {E | feq:}

Proposition 6.1.7

Soient (E, X) un complexe cellulaire et £ une famille de frontié-
res potentielles de (E, X). Avec les notations précédentes on a :
(Eﬂ,, XU i:) est un complexe cellulaire dont (E, X) est un
sous-complexe.

Si de plus la topologie [E, X] rend tous les membres de f
continus, alors la topologie associée a (E“F, XU '.P rend le

carré commutatif précédent cocartésien dans la catégorie des

espaces topologiques.

La démonstration de la partie ensembliste ne présente aucune difficulté.

La partie topologique se montre de la méme facon que 6.1.6.

6.2 CW-complexes
Définition
Un CW-complexe sur un ensemble E est un complexe cellulaire
(E, X) tel que :
(CW1) La frontiére de chacune de ses cellules soit égale a la réunion
(disjointe) d'un nombre fini d'intérieurs de cellules de moindres
dimensions.

(CW2) La topologie qui lui est associée soit séparée.
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La proposition suivante fournit les exemples usuels de CW-complexes.

Proposition 6.2.1

Si un complexe cellulaire (E, X) vérifie (CW1) et est de plus muni

d'une topologie T séparée qui rend tous les plans de cellule de

X continus, alors (E, X) est un CW-complexe,

Puisque tous les plans de cellule sont continus, la topologie associée a
(E. X) est plus fine que T. Puisque cette derniére est séparée, la topo-
logie associée a (E, X) le sera donc aussi.
Définition
La donnée d'un S-complexe sur un ensemble E consiste en la donnée
d'un complexe cellulaire (E, X) et d’'une topologie T sur E séparée
qui rend tous les plans de cellule de X continus.

Un quasi-CW-complexe est un S-complexe (E, T, X) qui vérifie (CW1).

Remarque

Un CW-complexe, muni de sa topologie, est évidemment un quasi-CW-

complexe.

Rien n'indique que la topologie d'un quasi-CW-complexe (E, T, X) coin-

cide avec la topologie associée a (E, X).

Examinons I'exemple 10 ci-dessus. La cellule A est une 1-cellule qui

n’est contenue dans aucune autre cellule, D’apr:s 6,1.3, son intérieur

est un ouvert de la topologie associée a (D2,35) sans étre un ouvert de la

topologie induite par R sur D>

Reprenons les autres exemples du 6.1.

1 C’est un CW-complexe dont la topologie associée est la topologie
discrete.

2, 3, 4 Puisque les applications «, §§ et y sont continues, d’aprés 6.2.1,
tous les trois sont des CW-complexes dont les topologies asso-
ciées coincident avec la topologie usuelle de st

5 Ce n‘est méme pas un complexe cellulaire.
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6,7 Tous les plans de cellules étant continus, d’apres 6.2.1, ces deux
complexes cellulaires sont des CW-complexes. Il est facile de véri-
fier que leurs topologies associées coincident respectivement avec
les topologies induites par R? sur E et F.

8 (Dl. A) ne vérifie pas (CW1). Ce n'est donc pas un CW-complexe.

9 C’est un CW-complexe dont la topologie associée coincide avec la
topologie usuelle de s%

10 On vient de votr que c’est un CW-complexe dont la topologie as-
sociée est strictement plus fine que la topologie usuelle de foud

La dénomination « CW-complexe » provient de la terminologie anglaise.

Dans cette langue, les complexes cellulaires qui vérifient (CW1) sont dits

« closure finite », soit en abrégé « CF-complexes ». D’autre part, la topo-

logie finale associée a une famille d’applications s’appelle « weak topolo-

gy ». 1l semble que les premiers chercheurs qui étudiérent ces notions se
donnaient un espace topologique séparé (X,T) connu a I'avance, puis un
complexe cellulaire sur X vérifiant (CW1) et dont la topologie associée
coincidait avec T. Ils appelérent ces espaces topologiques « enrichis »

des »CF-W-complexes ». Puis, a 'usage, ils abrégerent.

Proposition 6.2.2

Tout plan de cellule d'un S-complexe (E,T, X) est fermé.

Soit ¢: D" —— E un tel plan de cellule. Par hypothése, t est conti-
nue. Limage par ¢ d'un compact de D" est donc compacte dans T.
Cette derniére étant, par hypothése, séparée, I'image par ¢ d'un com-
pact de D" est donc fermée dans T. Tout fermé de D" étant compact,

c est fermé.

Corollaire 6.2.3

Soient (E.T, X) un S-complexe et C l'une de ses cellules munie
du plan de cellule ¢ : D" —— E.
(i) C et aC:=Im dc sont fermés dans T.

- o . : . : n 2 c e
(i) ¢ induit un homéomorphisme de D" sur C, considéré
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comme sous-espace topologique de T.

(iii) C est l'adhérence de C0 .

iv) Si T / est une autre topologie sur E telle que (E,T / . X)
soit un quasi-CW-complexe, alors T et T / induisent la

méme topologie sur C.

(i) provient immédiatement de 6,2.2 et du fait que D" et aD" sont fer-
més dans D"

(ii) Puisque ¢ est fermé, E I'est aussi. E induit donc sur le sous-
espace topologique ImC de T une application bijective, continue et
fermée, c'est a dire un homéomorphisme.

(iii) D’aprés (i), C est un fermé qui contient Ca . Si F est un autre fer-
mé qui contient é e (A est un fermé de D" qui contient D"

Donc = (BH=D"e FD t((,] (F]) = C. C est donc lI'adhérence de CD

(iv) Notons respectivement C et c les espaces topologi-
ques induits sur I'ensemble C par les topologies T etT / / \

Les deux fleches obliques du diagramme commutatif ci- c —— ¢

contre sont des surjections continues qui, d’aprés 6.2.2, sont en outre
fermées. Il est facile d’en déduire que l'identité du bas est elle aussi

continue et fermée et qu'elle est donc un homéomorphisme.

Le résultat suivant est trés souvent utilisé. Il permet de caractériser faci-
lement les fermés d'un CW-complexe, et donc de décrire aisément sa to-
pologie. Le lecteur remarquera que dans les démonstrations relatives aux

CW-complexes, on utilisera les fermés bien plus souvent que les ouverts.

Corollaire 6.2.4

Dans un complexe cellulaire (EX) qui vérifie (CW2), une partie
de E est fermée si et seulement si ses traces sur les cellules de

(E, X) sont toutes fermées.

Draprés 6.2.2 et 6.2.3, pour une partie M d'une cellule C de X munie

du plan de cellule ¢, les trois propriétés suivantes sont équivalentes.
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(i) M est fermée dans [E, X] ; (ii) M est fermée dans C;

(iif) c (M) est fermée.

(i) —— (i) provient de ce que C est fermée dans [E, X]:

(i) < (iii) provient de ce que ¢ est continue et fermée.

Une partie F de E est fermée si et seulement si pour tout plan de cel-
lule ¢ de (E, X), c'l(F) est fermée, c'est a dire, d'aprés ce qui précede,

si et seulement si pour toute cellule C de (E, X), FN C est fermée.

Corollaire 6.2.5

Si (E, T, X) estun S-complexe fini, alors T = [E, X]

(E, X) est un CW-complexe.

(E, X) étant fini, il vérifie trivialement (CW1). D’apres 6.2.1, (E, X) est un
CW-complexe. Puisque (E.T, X) estun S-complexe,ona:T =< [E, X].

Onaaussi: T = [E, X].

Si F est un fermé de [E, 3(] chacune de ses traces sur un membre de
X en est un fermé, et donc, d’aprés 6.2.3 (iv), un fermé de T ; puisque
(E, X) est fini, F, égal a la réunion finie de telles traces, est égal a une

réunion finie de fermés de T et est donc un fermé de T.

Corollaire 6.2.6

La topologie associée a un CW-complexe est

engendrée par ses compacts,

Pour les définitions et les propriétés d'une topologie engendrée par ses

compacts, se reporter a la section A2.2 de 'annexe.

Soit (E, X) un CW-complexe. Il suffit de montrer que tout fermé de
[E. X]K est fermé dans [E, X]. Par définition, un fermé de [E, X]K

est une partie de E dont la trace sur cbhaque compact K de [E kS ]

est fermée dans K. En particulier, la trace d'un fermé de [E X]K sur
cbaque cellule C de X est fermée dans C.

Daprés 6.2.4, un fermé de  [E, 3€]K est donc fermé dans [E, X].
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Proposition 6.2.7

Si (A, ) est un sous-complexe cellulaire d'un CW-complexe
(E. X) alors A est fermé dans [E, X].

D’apres 6.2.4, il nous faut montrer que la trace de A sur chacune des
eellules de (E, X) est fermée. Soit donc C une telle cellule.

On rencontre trois cas :a) ANC=J; b)AN CD =J;0) T=ANC=ANJC
Dans le cas a), AN C est clairement fermée. Dans le cas b), d’aprés
6.1,2, AN C = C qui est fermée d’'aprés 6.2.2. Il reste donc le cas ¢).

Puisque (E, X) vérifie (CW1), il existe un nombre fini de membres de
k k

X, soient {Ci}lsisk. tels que : 9C = I—IICi = LJlCi.
i= i=

Soient { if):1=sjs= msk} les m indices tels que AN (i 7

Coim . Draprés 6.1,2, pour tout indice j, ona: (2) Cl_

Dott: (1) = ANC = ]r_n[(Am c"im) c U(Amcw)
el

j=1

o C ANcC.

2 = U(A”Cim) c ANC.
J=1

m

m
Donc: ANC = JL:JI(AnCWJ = JL:JICW.

ANC est donc la réunion d'un nombre fini de fermés de (E, X) et, par

suite, est fermée.

Proposition 6.2.8

Une partie compacte d'un CW-complexe ne rencontre

qu'un nombre fini d'intérieurs de cellules.

On va raisonner par I'absurde. Supposons qu'’il existe une partie com-
pacte K d'un CW-complexe (E, X) qui rencontre un nombre infini de
cellules de X. Il existe alors une famille dénombrable {én} dinté-

neN
rieurs de cellule disttincts qui rencontrent tous K.

K contient alors une partie dénombrable M := {Xn}nE]N dont chaque

o
€élément x est contenu dans l'intérieur de cellule Cn .

150 Complexes cellulaires

(1) Pour toute cellule B de X, M N B est fini.

D’aprés (CW1), B est égale a la réunion (disjointe) d'un nombre fini
d'intérieurs de cellules. Puisque chacun d'entre eux ne peut contenir

plus qu'un seul élément de M, M N B est fini.

On en déduit immédiatement :

(2) Pour toute partie P de M et toute cellule B de X, PN B est fini.
Puisque [E, X] est séparé, toute partie finie de E en est un fermé.
D’aprés 6.2.4 et (2) ona; (3) Toute partie P de M est fermée.

et (4) Toute partie P de M est fermée dans M.

11 est facile d’en déduire : (5) M est un sous-espace discret de [E X]

D’apres (3), M est un fermé. M étant contenu dans un compact, M est
un compact. Une partie compacte et discrete étant finie, M est fini.

D’ou une contradiction avec la définition de M.

Voisinages tubulaires d’une partie d’'un CW-complexe.

Rappels : Voisinages tubulaires d’une partie de R".
Soient A une partie de IR" et ¢ un réel strictement positif. Dési-

gnons par Bl(a, ¢) la boule ouverte de IR" de centre a et de rayon «.

Posons TE(A] = UB(a, €).
acA

TE(A) est évidemment un voisinage ouvert de A. On l'appelle le voisi-

nage tubulaire de A de rayon .

On va construire un analogue des voisinages tubulaires pour les CW-

complexes.
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Construction 6.2.9

Soient A une partie d'un CW-complexe (X, X) et ¢ une appli-
cationde X dans R’.
On construit une famille N¢ . (A) | c €X de parties de X qui,

entre autres propriétés remarquables que nous établirons et

utiliserons par la suite, vérifie :

- pour tout plan de cellule b de X NM (A) est un ouvert
de Im b, qui contient AN Imb ;

- si I'on note, pour un entier naturel n, N;‘(A) la réunion
des N¢,h (A) | dimb=n , alors: N;‘(A) C Ng Y
de plus, pour tout plan de cellule b de dimension inférieure
ou égalea n de X N;:(A] NImb = NM A):

- si I'on note N¢ (A) la réunion des N . A teX alors

)
Nq) (A) est un voisinage ouvert de A dans X, X .

On va procéder par récurrence sur la dimension des cellules.
lAmorcons la récurrence en posant ; Ng(A] = AN skO(X, X) ; autre-
ment dit : N;:(A] est I'ensemble (éventuellement vide) de toutes les O-
cellules de (X, X) contenues dans A.

On suppose que pour tout plan de cellule b de dimension n de X,

N@b (A) est connu, qu’il contient AN Imb et qu'il est ouvert dans Im b.

On suppose de plus que, pour tout plan de cellule b de dimension in-

férieure ou égale a n de X, N;(A] NImb = N (A).

[
Soit ¢ un plan de cellule de X de dimension n+1.
Soit W 'homéomorphismede 1, 0 S" sur D™\ {0} qui généralise
les coordonnées cylindriques a la dimension n+1.

= ¢ 2-1 _ S
Onpose N, (4) := (T, (¢ (A))) Ut lll(l, L-ge)  ac (VY (A]))
D’aprés I'hypothése de récurrence, N"; (A) est un voisinage ouvert de

A N sk"(X, X) dans sk'(X, X). Daprés les propriétés élémentaires des

n+1.

CW-complexes, W ( 1, 1-¢(c) ac! (N;)l (A))) est un ouvert de D
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11 est facile de vérifier qu'il est saturé pour c. On en déduit facilement
que N¢.c (A) est un voisinage ouvertde A N Imc dans Imrc.

Soit b un plan de cellule de dimension inférieure ou égale a2 n de X ;
par construction, N;”] A NImb = N: (A) N Imb; dapres I'hypo-
these de récurrence, N(:” (A)NImb = NM (A), Si ¢ estun plan de
cellule de X de dimension n+1, on déduit de ce qui précede, de la dé-
finition de NM (A) et des propriétés élémentaires des complexes cellulai-
res que N;‘” (A) NIme = N (A

,,C
De plus, il est facile de vérifier que ; Ng A) C N‘;J'1 A

Dans I'exemple ci-contre, ona A~ — —
supposé que ¢ €tait constant; | : -\’*'[h _ _\ / \

Ime.

pour toutes les 2-cellules.

N¢,: (A) est ici composé de
E(T‘D( ¢! (A))) et de deux voi-
sinages a ses extrémités.

P = n
0sons N¢(A) U N‘p (A)
nelN

On voit aisément que, pour tout élément ¢ de X, NJA} NImc = Nm @A).
Puisqu’on a montré par récurrence que, pour tout plan de cellule ¢ de

X, N¢ . (A) est un ouvert de Im ¢, N¢(A) est un ouvert de [X, X].

Remarque

Dans la construction précédente, on a supposé que les rayons des tubes,
c'est a dire l'application ¢, étaient donnés a I'avance. Rien n’empéche,

en fait, de construire ¢ en méme temps que la famille {qut‘ A)| rE)ﬁ},

Proposition 6.2.10

Un CW-complexe est normal.

Soient (X, X) un CW-complexe et A et B deux de ses fermés disjoints.
On va construire par récurrence un voisinage tubulaire de A et un au-
tre de B qui seront disjoints.

On utilisera les mémes notations que dans la construction précédente.
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Pour amorcer la récurrence, il suffit de constater que N0 (A) et NO (B

sont évidemment disjoints.

Soit n un entier naturel. Supposons que l'on a construit :

- Une application ¢ de X dans IRi H

- Deux familles Ncpb A beX™ et N¢b B bEX™ telles que ;

n n =
N¢{A) ﬂNq)(B) = @.

Soit ¢ un plan de cellule de X de dimension n+1.

a) Par hypothese, NI'(4) N NI'(B) = @ ; ac! () et ac’! (N9(B)
sont alors des ouverts disjoints de la frontiere S" de D! ;  puisque
(X, X) est un CW-complexe, 9c (N:(A]) et oc’! (N(’;(B)) sont respecti-
vement réunion d’un nombre fini d'ouverts de la forme dc' (Nq) 2 A ) et
oc! (N¢ b B); on peui donc trouver un réel positif non nul ¢ tel que :

w ( L1-¢  oc (N;‘(A))) nw ( Li-e ot (Ng(B))) =9

Ib) n:-l[A) et ¢! (B sont deux fermés de Dml. donc sont des compacts ;

puisqu’ils sont disjoints, on montre facilement qu’il existe un réel positif

non nul § o (la distance entre r'l(A] et ¢! (B) tel que, pour tout réel
<5, T,(c'(4) et T,('(B) sont disjoints.
c) En choisissant ¢ (c) := min (e 60), les deux parties de D! suivan-
0-1 B IR
tes T (£7) U ‘11(1, 1-¢(c)  oc (Nw[A)))
0.1 -1 n
et T (£7B) U W(L1-¢0 o (NB))

sont disjointes. Puisqu’elles sont saturées pour c, on en déduit que

- 0.1 _ -1 gn
N @) c(TM(c (4) u \P(l,l oc) e (N¢(A])D
et N, (B) i= E(Tqm(t_l(B)) Uw(ni-ge ot (N;'[B))D
sont eux aussi disjoints,

d) Soit ¢ un plan de cellule de X ;

Si dimc < n, Ny 4 NnIm¢ = Ny N Im¢ ;

si dime = ntl, N} "4 NIm¢ = N, ()N Im¢ ;
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On a les mémea relations avec B. On déduit de ce qui précede que pour
tout plan de cellule ¢ de X ; N;”l(A) n N;”l(B] NImt = @;
On en conclut que ; N;”](A] n N;”l(B) =0

On a donc construit par récurrence une application ¢ de X dans IRi

et les voisinages N¢(A} et Nw(B) qui sont disjoints,

6.3 Constructions élémentaires dans les CW-complexes.
La classe des CW-complexes est stable pour un certain nombre d’opéra-
tions : sous-complexes, ajout de cellules, produit cartésien, quotient par

un sous-complexe, suspension...

Chacune d’elles permet d’obtenir, a partir d'un ou de plusieurs CW-com-
plexes, un nouveau CW-complexe ainsi que certaines applications telles
les projections liées a un produit cartésien ou la surjection liée a un quo-
tient. Pour établir la continuité de ces applications, on aura recours au

lemme suivant :

Lemme 6.3,1

Soient deux CW-complexes (X, X) et (Y, U'] et une application
f: X——> Y telle que I'image par f de toute cellule B de X
soit contenue dans une cellule C de U,
Les deux assertions suivantes sont équivalentes.
() f:[X. X]—— [Y. Y] estcontinue.
(ii) Toutes les applications fB : B— C induites par les
restrictions de f a chacune des cellules B de X sont

continues.

@) = () est évidente. Montrer (ii) = (i) revient, d’aprés 6.2.4, a montrer :

Pour tout fermé F de Y et toute cellule B de X,
f'l (A N B est fermé dans B

Par hypothése, il existe une cellule C de Lj avec ; f(B)C C.
I | _ _ -1
Dou; f'(H NB -f(Fnc)nB = (Fﬂc).
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Puisque F estun fermé de Y, FN C est un fermé de C.

Puisque fB est continue, fB'l (Fr'] C) est fermé dans B,

Sous-complexes

Théoréme 6.3.2

Si (A, ) est un sous-complexe cellulaire d'un CW-complexe
(E.X) alors la topologie associée a (A, J) coincide avec la

topologie induite sur A par celle de (E, X).

Notons respectivement T{ et T les topologies associées a (E, X) et
a A et TX ‘A

On va montrer qu'une partie F de A est fermée pour TU si et seule-

Y
la topologie induite sur A par celle de (E, X).

ment si elle est fermée pour Tk‘ ‘
Dapres 6.2.3 (iv), T.. et T

Y X ‘A
cune des cellules de . Autrementdit: VCe [, T

induisent la méme topologie sur cha-

K‘c - TU‘c

Supposons F fermée pour T 11 existe alors une partie H de E,

xla
fermée pour TX ettelleque: F= HNA.
Pour toute cellule C de J, FNC = HNC est un fermé de T ‘ =T ‘

- Xlc Jlc
D’aprés 6.2.4, F est fermée pour TLI .

Réciproquement, supposons F fermée pour TU'

Rappelons que d’'aprés 6.2.4, A est fermée dans TX' Pour que F soit
feemée dans Tk‘ % il suffit donc qu’'elle soit fermée dans TX' c'est a

dire, d'aprés 6,2.4, que ses traces sur les cellules de (E, X) y soient
toutes fermées. Soit donc C une telle cellule.

Comme dans la démonstration de 6.2.7, trois cas se présentent :
a) FNC=0; b) FNC =J; ¢) @=FNC=FNJC.

Dans le cas a), FN C est clairement fermée. Dans le casb), AN C = J;

daprés 6.1.2 C est un membre de J. FN C est donc un fermé de C.
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Dans le cas ¢), on montre comme dans la démonstration de 6.2.6, qu‘il

existe un nombre fini de membres de X, soient {Ci} P tels que :

lsis

N k
Vi FNC =0 et: FNC = Uch_.
i bt i

P

Pour tout indice i, on a alors: AN éi = ; dapres 6.1.2, Ci est donc

un membre de L} : FN Ci est donc fermée dans Ci , et donc dans TX..

k
FNC = U FN Ci est donc fermée dans TY

i=1

Corollaire 6.3.3

Tout sous-complexe cellulaire d'un CW-complexe

est un CW-complexe.

Soit (A,) un sous-complexe cellulaire d'un CW-complexe (E, X). 1l est
facile de vérifier que (A, m « hérite » (CW1) de (E, X). D'autre part, avec

les notations de 6.2.8, puisque Tk‘ est séparée, T Test aussi ;

x ‘A
d’apres 6.2.8, TLI est séparée et (A, g) vérifie donc (CW2).

Ajout de cellules

Lorsque 'on « remplume » un squelette d'un CW-complexe, on obtient

encore un CW-complexe.

Proposition 6.3.4

Soient (E, X) un CW-complexe et ¥ une famille de frontiéres
potentielles continues de (E, X). Alors, avec les notations de
.

6.1.7, (E+F XU ’F) est un CW-complexe.

B
Tout d’abord, d’aprés 6.1.7, [Eﬂ., XU sl:] est la topologie « somme

amalgamée » de [E, X] et de la topologie de H Dnm. En se reportant
fef
a la définition des sommes amalgameées de la section 6.0, le lecteur véri-

fiera facilement que, sil'on note =: ELI H D"(n

fef
tion qui définit E+’F' les parties de E# de la forme = (ULIV), ou U et

4 E++‘ la surjec-
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V sont respectivement des ouverts de E, X etde H D"m, consti-
fef

tuent une base de voisinages ouverts de la topologie de EﬂF‘

n(f)

On en déduit facilement que, puisque E et H D"’ sont séparés,

=3

.
E++‘ est lui aussi séparé. (Eﬂ;, XU il:) remplit donc (CW2).

o
Pour montrer que (Eﬂ:, XU FF) remplit (CW1), il suffit de montrer :

Pour tout membre [ de # derang n, limage de f, quin'est autre
o
que l'image de la frontiere de [, est la réunion d'un nombre fini

d'intérieurs de cellules de X de dimensions au plus égales a n-1.
Soit donc un membre [ de ¥. Puisque c'est une frontiére potentielle, il
suffit d'établir que son image ne rencontre qu'un nombre fini d'intérieurs

de cellules de X. Puisque [ est continue, son image est compacte ; la

proposition 6.2.8 permet d‘achever la démonstration.

Produit cartésien
L’étude des produits cartésiens de CW-complexes nécessite les quelques

résultats élémentaires ci-dessous.

Rappels

Notons, pour un élément ¢ de 0,1, E)E 1" homéomor-

phisme du cercle de rayon ¢ sur le carré conentrtque /

de coté 2e. YA
6‘;(x)

Notons, pour tout entier n strictement positif, P 'le

pavé unité de R" ; autrement dit P' := k_l' 1 -L1 - 1)

n

Notons 6E B I’homéomorphisme de la (n-1)-sphére de rayon ¢ sur le

(n-1)-cube conentrique de coté 2¢ défini de la méme facon que 9g .

La famille 9E n le € 0,1 induit un homéomorphisme @)" de la

boule unité D" sur le pavé unité¢ P qui vérifie : © (9 D) = 9 P".
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Pour tout couple (p, ) d’entiers strictement positifs, ona : P° P1= P
soit @ = © 1o (e CRE
pa ptq P

(l>p 4 est un homéomorphisme de D” D7 vers DP ",

Puisque : a1 = 9p” P4 U P’ 9P’ on obtient :

(M o Tep"Y = 90" DI U D’ oD7;

-1
P

@) o 1(pPY = pP DP9,
pq

Proposition 6.3.5

Soient E et F deux ensembles. Si b et ¢ sont respectivement

des plans de cellule de E et de F de dimensions p et g, alors

(b c)o <I>p+q'1 est un plan de cellulede E F.

P"'q-l
Drapreés (1), ona: b(SP) = (b(sp'”) c(Dq)) U (b(D”) c(s‘”))

|Autrement dit : Im abd (Imob  Imc)U (Imb Im o)

Posons b= (b c)o @

D’apres (2) : S = (ﬁ ;) o €I>p+q'1. Puisque I? et ; sont injectives

b Test aussi. Il est facile de vérifier que Imadb N Imbd = @

Proposition 6.3.6

Soient (E, X) et (F.1) deux complexes cellulaires.

Soit XOIy == (b c)otbm'l | beX c€y, dimb=p.dimc=q .
Alors (E F, x0O J) est aussi un complexe cellulaire.

Les cellules de XDV UJ ne sont autres que les partiesde E F
de la forme B C oﬁ B et C sont respectivement des cellules
de X etde L.

Si (E, X) et (F,U) vérifient (CW1) alors (E F, X[JU) vérifie-
ra aussi (CW1).

Si (E. X) et (F, 1) sont des CW-complexes alors (E F, xOuy)

sera aussi un CW-complexe.
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La démonstration de la partie ensembliste de cette proposition ne pré-
sente aucune difficulté. On la laisse au lecteur apres lui avoir rappelé
que, si B et C sont respectivement des cellules de X et de U, alors :
(1) B Cesiune cellule de X @B =B C

3) a(B O (B C)U (B 40).

La partie topologique est une conséquence immédiate de 6.2.1.

Définition
Etant donnés les deux CW-complexes (E, X) et (F, L}] on appelle pro-
duit cartésien de (E, X) et de (F.1) le CW-complexe (E F, x0O 0.
On le note : (E, X) (F. 1).

Remarque

La topologie définie sur E F par (E, X) (F, 1) esten général plus fine
que le produit des topologies associées a (E, X) eta (F, L))

Autrement dit: (E.X) (F,J) » E X JORUAN

En particulier, méme si, d'aprés 6.2.5, E, X et F,1J sontengendrées
par leurs compacts, E, X F.J n'est en général pas engendrée par

ses compacts.

Proposition 6.3.7
EX FY = (Ek F,LJ)K.

Pour les définitions et les propriétés d'une topologie engendrée par ses
compacts, se reporter a la section 6.0.

D'aprés 6.2.3,si B et C sont respectivement une cellule de X et une
cellule de U, alors (E.X) (F.J) et E X F.J induisent

la méme topologie sur B C.
o EX FY = (EX F,L’(c).
K

Soient T un fermé de (EX) (FY) et K uncompactde EX FU .
Si L est un compact de EX FU quicontient K etsi TN L
est un fermé de L alors TN K est un fermé de K.

Si tel est le cas, TN L et, par suite, TNK = (TN L) NK sont compacts.
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D’ot1 la conclusion.
Construisons L Il existe un compact KE de EX etun compact KF
de F1 tels que K soit contenu dans KE KF. D’aprés 6.2.8, quitte

a agrandir KE et KF, on peut supposer qu'il existe p cellules de X

et g cellules de LJ' soient B, . et C. ., telles que :
i lsisp J lsj=q
KE = UBi et: KF = UCJ Si bien que I'on a :
Isi=p I1=j=q
k c kK, K, ¢ |JB ¢, =1L
Isi=p
1= j=q

L, union finie de compacts, est compact.

Puisque T est fermé dans (EX) (FU) ., alors, pour tout couple d’in-
dices (i,j), il en va de méme de Ti)_ = TN Bi Cj . D’apres la re-

marque, Tl_l_ est fermé dans EX FYJ . Puisque TN L = UTU

Isi=p
1=j<q

TN L, union finie de fermés, est fermé dans E, X F.J ., doncdans
L. D’apres le point précédent, TN K est un fermé de K. Puisque T et

K sont arbitraires, on a (1).

%) ( EX FRY )K s (EX FDY
Soient T un fermé de ( EX EJ )K et B C une cellulede X1,

D'aprés 6.2.3, B C estun compactde (E, X) (F. 1) donc dapres
(1), un compact de ( EX EY JK etdoncde EX EJ .

TN (B O estdonc un compactde EX FU . Dapres la remarque,
TN (B O estaussi un compactde (E, X) (F. 1) . Puisque B C est
arbitraire, d’aprés 6.2.4, T est fermé dans (E, X) (F, I:I) .

T étant arbitraire, on a (2).

Proposition 6.3.8

Soient (E X) et (F,1J) deux CW-complexes. Alors les projections
usuelles P E F—>»E et P E F —» F deviennent
des applications continues respectivement de (E, X) (F. 1)
sur E X etde (E.X) (FRY) sur FU) .
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11 est facile de voir que p, et p. vérifient les hypotheses de 6.3.1.

Quotient par un sous-complexe

Remarque

Considérons le complexe cellulaire de I'exemple 6 de la sec-
tion 6.1 et ajoutons-lui la 1-cellule constituée par le chemin *—

c: t—> (t, t-1). Notons (E, £) le complexe cellulaire ain- 7
si obtenu, A limagede ¢ et A {0,-1)}, {1,OL c. A A

est évidemment un sous-complexe cellulaire de (E, f).

(E\A, £\R) n’est pas un complexe cellulaire : par exemple,le . |

segment [0,1[ {0} ne peut pas étre une cellule.

Le complexe cellulaire qui se rapproche le plus de (E\A,£\A)
est obtenu en «réduisant » A a un seul point.

On appelle ce complexe cellulaire le « quotient de (E, £) par
an.

Définition : complexes cellulaires quotients

Soient respectivement (X, X) et (A, A) un complexe cellulaire et I'un
de ses sous-complexes cellulaires.

Notons X/A := (X\A) Ll {xw), ou X, figure un point abstrait. et

q,: X —»X/A la surjection dont les restrictions a X\A eta A sont
respectivement l'identité de X\A et l'application de A sur {x }.

Notons enfin X/A := q,0c lceX

Remarquons que X/A a méme cardinal que I'ensemble (X \ A) LI {xx}.

Proposition 6.3.9

Soient respectivement (X, X) et (A, A) un complexe cellulaire

qui vérifie (CW1) et I'un de ses sous-complexes cellulaires.

a) (X/A, X/ 7“) est un complexe cellulaire qui vérifie (CW1).

b)  X/A, X/A est égale a la topologie finale de la surjection
q,: XX —» X/A
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La démonstration de a) est purement ensembliste et ne présente au-
cune difficulté. On la laisse au lecteur. Il ne faut pas oublier de vérifier
que les membres de X/A sont des plans de cellule. Montrons b) .
Notons T la topologie finale de q,- Un plan de cellule de X/A est de
la forme a0 ou ¢ estun plan de cellule de X. Puisque, par défini-
tion, T rend g , continue, elle rend également continus tous les plans
de cellu;le de X/A. T est donc moins fine que X/A, X/A .

D’autre part, par définition de X/A, X/A , pour tout plan de cellule ¢
de X, q,c est continu. Donc, par définition de X, X , lapplication
q,: XX —» X/A X/A estcontinue. X/A X/A est donc

moins fine que T et donc égalea T.

Proposition 6.3.10

Soient (X, X) un CW-complexe et (A, A) I'un de ses sous-com-

plexes cellulaires. Alors (X/A, 3&/7‘) esr un CW-complexe.

Rappelons tout d’abord que, d’aprés 6,2.7, A est fermé ; d’autre part,
d’aprés 6.2.10, (X, X) est normal. D’aprés 6.0.6, la topologie finale de
a, est séparée. Enfin d'aprés le résultat précédent, X/A, X/A est

égale a cette derniére.

Suspensions

Rappel : suspensions d’espaces topologiques
Soit E un espace topologique. On définit la sus-
ipension de E comme le quotien(de E [ parla
relation d’équivalence consistant a identifier E {0}

aun pointet E {1} a un autre point.

On note S(E) cet espace topologique.

Remarque

EIp E %: o/
Ona: S(E) E 0 E |
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Rappel : suspensions d’applications continues
Soit f: E——> F une application continue. Il est facile de vérifier
que l'application f 1I : E I —— F I induit une application
continue de S(E) vers S(F) que I'on note S(f).

Rappel

Pour tout entier naturel n, S(S") = SnH.

Proposition 6.3.11

Tout CW-complexe (X, X) induit sur S(X)

une structure de CW-complexe.

De plus, la topologie associée a cette struc-

ture est la méme que celle de S(X).

Munissons I de la structure de CW-complexe définie par {0}, {1}, I .

11 est facile de vérifier que (X oy, x0O {O}) et (X (13, XO {13 ) sont
des sous-complexes du CW-complexe (X, X) I= (X 1, xO oL{1L 1 )
On définit S((X, X) comme le résultat des deux quotients successifs de
(X, X) I par (X o, XO o ) puis par(X 1y, xXO )

D’aprées 6.2.5, la topologie usuelle de I coincide avec I, {0}, {1}, I
D'aprés A2.2.3, la topologie de X, X I est engendrée par ses com-

pacts. Elle coincide donc avec la topologie de (X, X) I .

1l est alors facile de montrer la seconde assertion grace a 6.3.9 et 6.3.10.

6.4 Le groupe fondamental d'un CW-complexe.
Dans cette section, on va voir que le groupe fondamental d'un CW-com-

plexe ne dépend que de son 2-squelette.

Puis, a partir d'un groupe G donné, on construira un CW-complexe de

dimension 2 dont le groupe fondamental sera isomorphe a G.

On va commencer par « boucher des trous en collant des rustines ».
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Considérons par exemple I'espace topologique E = [—l, IIZ \ {(0 O)} Dans
la figure ci-apres, on a plongé E dans R®. Rappelons que : L8 (E) = Z.
On bouche le trou de E en collant le disque unité D% le long du cercle

x de E de centre (0. 0) et de rayon %
L’espace topologique D? \){ E ainsi ob-

tenu est homéomorphe au sous-espace
de R® évoqué dans la figure ci-dessus

et formé de la réunion de E et de la

demi-spheére creuse de centre -(0. 0) et
de rayon % 11 est facile de voir que tout lacet de D’VE peut étre res-
%

serré en contournant le trou de E par la demi-spheére. D?VE est done
x
simplement connexe, c'est a dire qu'il n’est pas troué. La proposition

suivante généralise ce procédé.

Proposition 6.4.1

Soient X un espace topologique connexe par arcs, n un entier
au moins égal 2 2, o une application continue de S’ vers X
et X, un point de Im o.

Soit N(x)) := {nl(o. 2.0 | ze o'l(xl), M emn G xl)}

Désignons par [N(x])] le sous-groupe normal de = (X, x)) en-

gendré par N(x,).

X, x /
Alors n (D"VX, x) = nl( ‘)/ .
e ! /[N (Xl )]
i ’;,T\ Soit y o le point de I'image de D" dans
L_“J D"V X qui correspond au centre de D"
o

' Notons A := (DH\G/XJ \ {yo)

et B:= (D”\!x)\x.
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11 est facile de vérifier que A et B forment un recouvrement de Van

Kampen et que AN B est égal a l'image de D0 "\ {0} dans D"VX.
o

(1) 1l existe une rétraction progressive f de A en X. telle que
(AN B) soit contenu dans U(S"'l) .
1

Soit r la rétraction de D™\ {0} en Sn'1 définie par : z+——> HZ‘

®: (t, 22— (I-0)z+ trz est une homotopie de lidentité de D™\ {0}
ivers r, invariante sur S*!. r est donc une rétraction progressive.

r 1 lx induit la rétraction progressive f de A en X de I'énoncé.

o
B est homéomorphe a D n qui est notoirement simplement connexe.
|AN B contient X, - Dans la suite, tous les lacets de AN B seront sup-
posés avoir X, pour extrémité et, donc, les foncteurs de Poincaré seront
supposés étre « localisés » en conséquence. Soit le sous-ensemble M de

m (A) # 7 (B) défini par :

M = {q)AiBA((}L)]oq)BiAB(()L)’I] | e nl(AﬂB}}

D’apres le théoréme de Van Kampen, = I(D“ \0/ X) est canoniquement
isomorphe au quotient de nl(A] * nl(B] par le sous-groupe distingué
engendré par M.

D’apres (2), nl(B) est réduit a 0, sibien que nl(A) * :rtl(B) et M sont
respectivement réduits a = 1(A] et a {i BA(()»}) | Me=n L (ANB }
Rappelons que i BA((A}) est la classe dans nl[A) d'un lacet A de ANB.

IAppliquons maintenant nl(rf). Drapres (1) et 3.5.6, nl[ri) est un iso-

morphisme de nl(A) sur nl[X). On en conclut que nl(D"VX) est iso-
o
morphe au quotient de nl(X) par le sous-groupe distingué engendré par

nl[ri).M. Il reste a montrer que : nl(n‘).M =N.

L'élément r\:l[r/)‘ ()»)A de :tl(r/)‘M estégala (if o )»)X. En fait f o A est
de la forme ro A, un lacet de S"'l identifié dans D"V X au lacet
o

coroi de o(S™') Au total, x . (A), = mo.(roh.
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Puisque A était choisi arbitrairement dans ANB, ona: =« 1(rf].M CN.

n-1

Réciproquement, soit ~ unlacet de S°  dextrémité r(xl).

Posons A Hr X, H C’est un lacet de AN B d’extrémité x , qui véri-
fie: roA= On a donc, comme précédemment : nl(n‘). (k}A =m0 ()

Onadonc: N C nl(ﬁ).M.

Corollaire 6.4.2

Soient X un espace topologique connexe par arcs, n un entier

au moins égal a 3 et ¢ une application continue de S vers X.

Alors : R (Dn\“/X) ~ nl(X],

Pour tout entier n supérieur ou égal a 3, S™ est simplement connexe.
(cf. 1.20). On en déduit que, dans ce cas, N(x) = (0). Dot le résiltat.

Remarque
Comme on le voit dans 'exemple suivant, I'image des rustines n'est pas
tout-a-fait fidele. Contrairement a une véritable rustine qui, pourvu
qu’elle soit assez grande, peut boucher plusieurs trous, la «rustine to-
pologique » ne peut en boucher qu'un seul.

X — Prenons pour X un plan percé de deux trous et pour o
- f"‘r / un chemin circulaire & un seul tour de X tel qu’il entoure

les deux trous. Rappelons que : nl(X) ~ Z%* Z, La pro-

. s P . 2 - Z+7Z/ - N
B ‘f// position précédente donne : T (D \!X) * /Z y/A
>

q
. . 2
- On peut aussi s’en convaincre en remarquant que D’ Vx
o

Yve se rétracte progressivement en 'ensemble Y figuré ci-

contre qui lui-méme est homéomorphe a un cylindre

On va maintenant coller tout un paquet de rustines.

A
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Proposition 6.4.3

Soient X un espace topologique connexe par arcs, n un entier

au moins égal a 2, oq : q€Q une famille d’applications con-

tinues de S™!vers X et X, un point de X.

Désignons par o l'application continue de H (S"’I {q}) vers
a0

X induite par la famille oq P qEQ .

Soit x = xq: q€Q une famille de chemins de X dont cha-

que membre a pour source X, et pour but un point de Im oq‘

Désignons par N(x) la partie de 7 (X, x) formée des €léments

delaforme: (x)» w0 () * ()" on () decrit n) (S") et
q décrit Q.
Désignons par N(x) le sous-groupe normal de ™ (X Xo) en-

gendré par N(x),

Alors : :tl( H(Dn {q}) \G/ X) ~ M XNx
qe9

- f?-l"
T i

fig1 fig 2 fig 3

Dans la figure 1 ci-dessus, on a pris pour o, 4 €Q une famille de
quatre chemins circulaires dans un plan percé de cinq trous. On s’y

réferera sous le terme « I'exemple ».
Soit, pour chaque élément g de Q. Y, le point de I'image de D" {q}

dans C H(Dn {q}) ) \u/ X qui correspond au centre de D"
qQ

Si, en procédant comme dans la proposition précédente, on considére les

ouverts A := (H(D" {q})) \c{ X\ yq 1 qEQ
a0
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et B := (H(D" {q})) VX o\ x

=)
on s’apercoit que leur intersection peut trés bien ne pas étre connexe
par arcs, ce qui rend inopérant le théoréme de Van Kampen. Dans
I'exemple, (v. fig 2) AN B est ainsi homéomorphe a la réunion disjointe
de quatre demi-sphéres percées. Pour contourner cette difficulté, on va
relier les rustines entre elles d'une facon qui laisse invariants les grou-
pes fondamentaux. Choisissons pour cela, pour tout élément g de Q,
un chemin injectif 6q de I'image de D" {g} dans ( H(D" {q))) \({ X

a0

composable avec xq.

On construit 'espace topologique Y a partir de la réunion disjointe
T
(( (v {q})) Vx| 11 (]_[ (r {q}))
q€Q q€0Q
en y procédant aux identifications suivantes :
- pour tout élément g de @ et tout élément t de I, (¢, O, g) et xq(t);

- pour tout élément s de I, tous les éléments de la forme (0, s, g) ;

- pour tout élément g de Q et tout élément s de I, (1, s, g) et 6q(s},

Dans I'exemple, Y est homéomorphe a la figure 3. Notons z_le point

0

de Y quicorrespond a (0, 1, g). Dans I'exemple, z, se situe au-dessus

de x . Y serétracte progressivement en H(Dn {q}) V X dune
? =2 ¢

facon analogue a celle détaillée dans I'exemple 3 de la seetion 3.5, si
bien que :
us
nl(Y,zoj ~ nl((H(D {q)))\c/X,xO
qe0
Posons ; A := Y\ yq: qEQ -

et B = Y\X _-;?""J

La figure ci-contre illustre la si-

tuation dans l'exemple.

11 est facile de vérifier que A et B forment un recouvrement de Van
Kampen de Y.
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(1) nl(A,zo) = nl(X,xo).
Provient du fait que A se rétracte progressivement en X. Pour le mon-

trer en détail, considérons I'espace topologique Y1 obtenu a partir de

X L1 ( H (12 {q)) )en y procédant aux identifications suivantes :
q€9

- pour tout élément g de @ et tout élément t de I, (¢, 0, @) et xq(t);
- pour tout élément s de I, tous les éléments de la forme (0, s, q) ;

- pour tout élément g de @, tous les éléments de la forme (1, s, g).

Pour tout élément g de Q, soit T la rétraction progressive de

(X VD”) \ yq en X analogue a la rétraction i/ de la proposition
o.q

précédente. La famille rq : g €EQ induit une rétraction progressive

de A en Yl, 11 est facile de vérifier qu'’il existe une rétraction progres-
sive de Y1 en X qui transforme chaque r {g} en l'image de xq .

La proposition 3.5.6 permet de conclure.

(2) ™ (B) = 0.

Puisque D" est rétractile, il existe une rétraction progressive de B en

Y1 \ X, qui est homéomorphe a I'espace Y2 obtenu a partir de

H (I 0,1 {q)) en y identifiant, pour tout élément s de 0,1 , tous
a9

les éléments de la forme (0, s, g). 1l est facile de vérifier que Y2 est

rétractile. La proposition 3,5.6 permet de conclure.

(3) Notons Y t——(t 1,9 .

T (ANB z)) = % ()e (%s’”) @ * <Lq>'1
acQ
Soit, pour tout élément g de Q, la partie Cq de AN B quiy corres-
ponda [D" {q}) 11 (12 (q}) \ Y, - 11 est facile de vérifier que la fa-
mille Cq forme un recouvrement de Van Kampen. Puisque l'intersec-
tion Cq N C , de deux quelconques membres distincts de cette famille

est homéomorphe a 0,1, elle est simplement connexe, si bien que :
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n (ANB, z) = % n (C, z)
1 O qEQ] q 0

N,B Puisque, dans ce cas, le foncteur J est injectif, chacun des

™ (Cq, z,) s'identifie a un sous-groupe de n (ANB, z)) si bien que

I'isomorphisme du théoréme de Van Kampen devient une égalité.
11 est facile de vérifier que chacun des Cq se rétracte progressivement
en D"\ yq \ S"'l, espace qui, a son tour, se rétracte progressivement

S S o -1 -1
en %S" - D'ou1, pour tout indice q : = (Cq, zo) = (Lq} °n1(%S" . (I.()
IAppliquons le théoréme de Van Kampena Y:
Soit le sous-ensemble M de = (A, zo) * m (B, zo) défini par :
- . . -1

M : ¢AlBA(<)»))'¢BlAB((7»> ) | me nl(AﬁB, zo)

A, B,
D'aprés Van Kampen, (v, zo) - n1( Zo> * “1( ZO)MM

Draprés (2), nl(A, zo) * nl(B, z 0) et M sont respectivement réduits a
:rrl(A, ZO) eta i () | e nl(AﬁB. Zo) .
Soit r la rétraction progressive de A en X évoquée au (1).

n (4 z)/
/M

D’apres 3.6.4, =« 1 () induit un isomorphisme entre et

:rl(X, x(])
T M’
Daprés (3), = (.M = :ggnl 00 | 0 €60, Gs’“ QG ()'1

Dans la démonstration de la proposition précédente, on a vu que :

NI nl(%s"'l) @ = =, (oq).nl(S”'l) {@.

Par une démarche analogue, on montre que : =« 1 mMm.M = N (X)
n X X, x A z)/
pon: 1y = ) R N A
¥ X, xo)
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Remarque

Dans I'énoncé précédent, on a fait figurer une famille D" {gd:q€Q
de rustines de méme dimension, n. En fait, cet énoncé reste vrai si n
varie avec g, c'est a dire si I'on y remplace formellement n par une fa-

mille n = nq: q€Q dentiers au moins égaux a 2.

Corollaire

Soient X un espace topologique connexe par arcs, n(q): g€Q

une famille d’entiers au moins égaux a 3 et oq : gEQ une

n(q)-1

famille d’applications continues de S vers X.

. n(q)
Alors : nl(gn v X) ~ 9.

Corollaire 6.4.5

Le groupe fondamental d'un CW-complexe

ne dépend que de son 2-squelette.

Avant d’aborder la seconde partie, la remarque suivante est nécessaire.

Remarque

Dans la proposition précédente, contrairement a ce que laissent penser
les divers exemples et 'approche intuitive, on n’a pas supposé que l'ap-
plication continue o: Ss'—— X était injective. Examinons un exemple
dans lequel elle ne l'est pas. Considérons le cas ou X est le cercle s' et
ou o estlapplication 2:8+—— 20. Il est facile de vérifier que I'iso-

morphisme entre (s") et Z transforme N , en 2Z. Sibien que,

B I’ ars PRy n 1 y/ 4
d’apres la proposition précédente, L (D \é S) ~ Loy

Théoréme 6.4.6

Tout groupe G est le groupe fondamental

d'un CW-complexe de dimension 2.
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Rappel : groupes libres

Soit E un ensemble. On construit E' := {1} LI (E {1}) LI (E {-1})
puis I'ensemble E" des suites finies d’éléments de E'. Ony procéde
aux identifications suivantes :

- pour tout élément e de E, (1, (e, 1), ((e, 1), 1) et ((e, 1)):

- pour tout élément e de E, (1, (e, -1), ((e,-1), 1) et ((e, -1));

- pour tout élément e de E, ((e 1), (e, -1)), ((e -1). (e, 1)) et (1).
La concaténation des suites finies induit sur I'ensemble ainsi obtenu
une structure de groupe.

On appelle ce groupe le groupe libre engendré par E. On le note LE.
On confond usuellement un élément e de E avec la classe de la suite
a un élément ((e, 1)) Sibien que, dans L, e! = (e -1)

Plus intuitivement, on peut voir LE comme l'ensemble des produits

formels €€y e ou n estun élément de IN* et ou, pour cha-

que indice i soit e, soit ei'1 appartient a E.

Rappel

L, ~ %Z
eEE

Rappel : présentation d’un groupe

Soit (G, .) un groupe. La donnée d'une présentation de (G, .) consis-

te en la donnée d'un couple (K, R) ou :

- K est une partie génératrice de (G, .);

- R est une partie génératrice du sous-groupe du groupe libre LK
noyau de 'homomorphisme surjectif de groupes de LK sur (G, .)
qui, a un produit formel e . €y e d’éléments de K, associe la

valeur de leur produit dans (G, .).
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Remarque
Tout groupe (G, .) admet au moins la présentation triviale (G, Ker p) ou

p est I'homomorphisme surjectif canonique de groupes de LG sur G, ).

Montrons le théoréme.

Soit G un groupe. Soit (K, R) une présentation de G. On commence
par construire un CW-complexe de dimension 1 qui comporte une seule

O—cellule et autant de 1-cellules que d’éléments de K.

Soit d’abord (S', ) le CW-complexe de S' a une seule Ocellule de

I'exemple 2 de la page 136. Considérons ensuite la réunion disjointe

f sk, Sk ) ui constitue clairement un CW-complexe.
L J q p
k€K k€K

Soit (X, X) le quotient de ce CW-complexe par son O-squelette. D’aprés
les propositions 6.3.9 et 6.3.10, (X, X) est un CW-complexe et X est
composé d'une seule O-cellule que nous noterons x " et d'une famille

t ; k€ K de plans de 1-cellules indexée par K.

b
LA X = LK'
Construisons un recouvrement de Van Kampen de X. Considérons

pour cela, pour chaque élément k de K, le voisinage ouvert Uk de x

PP . = 1 1
dans Im e défini par ; Uk = 0. Y -l

Posons U := UUk' 11 est facile de vérifier que U est un ouvert de X.
kEK

De plus U est rétractile.

Soit I'application continue ¢ de I 0,4 U f&.1 vers 0,4 U 5,1
[ 1 1 —_ 1
définie par : 05 0.1 ; L 01
s, t — st s, t —> 1-s(1-1)

Soit, pour chaque élément k de K lapplication continue O de I Uk

vers U, définie par : ¢k(s, xo) =X
o o -1
VxE€lme . ¢ (s x)) = ck(‘p(s, £, (x)))

En se servant de I'application continue ® de I U vers U induite par

la famille ¢k ; k€K, il est facile de vérifier que U est rétractile.
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On pose enfin, pour chaque élément k de K, Vk = Im Y U.

11 est facile de vérifier que Vk est un ouvert de X et que, pour tout
couple (I, ) d’éléments distincts de K, Vk n Vl = U. En outre, pour
chaque élément k de K, en utilisant la sous-famille { ¢l ; lEK\ k} de
la famille déja rencontrée, il est facile de montrer que Vk se rétracte

progressivement en Im L

La figure ci-contre illustre un
exemple dans lequel K ne

contient que huit éléments.

Dans le cas général, on voit aisé
ment que { Vk . ke K} est un recouvrement de Van Kampen de X tel
que : - Pour chaque €lément k de K. = (V) = nl(Sl) =~ Z;

- Pour tout couple (i,) d'éléments distincts de K, nl(Vkﬂ Vl) =0.
Le théoréme de Van Kampen donne alors le résultat annoncé.
Rappelons trois résultats élémentaiures, surtout pour fixer les notations.
4Pour tout point 6 de s', soit 1e le lacet de S' dlextrémité 6, injectif
sur )0, 1[, qui parcourt S' dans le sens direct. Pour toute application

continue ¢ de S' dans un espace topologique E et pour tout

. 1
point 6 de S, nl(c,e).(le> = (oo 19). ! 1, s
4Pour tout lacet A d’un espace topologique E d’extré- N\l/i
mité x, il existe une unique application continue S

de S1 dans E telle que : %0) = x et A = %o 10. £
¢L’inverse de I'isomorphisme de groupes de nl(X] sur LK est engendré
par {k l—)(cko 10) I ke K}.

A tout élément r = I(1). k(2) ... klp) de R, on associe le lacet kr de
X, A= (ckm SRV (GMZ) 01) ¢ ...¢ (ck(p] 01). puis l'applica-

tion continue non injective o_ de S' dans X induite par kr.
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Considérons I'application continue ¢ de H(Sl {r)) vers X induite
rER

par la famille o : rER puis I'espace topologique H (Dl {r]) V X
" reR °
IAppliquons la proposition 6.4.3; puisque le point X, appartient aux

images de tous les membres de la famille g ER , on peut simplifier

les calculs. Enposant N :=  m (0, 0)(M) i () € m; (s'.0), rer,
. . 1 n X
on obtient : n (IERI (D {r}) \U/ X) ~ 1 %\I
T

11 est aisé de voir que I'isomorphisme de n l(X) sur LK transforme N

o . 1 Ly.
en R sibien que : nl(,]gl (D {r}) \“/X) -~ KR =G
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Conventions

Dans ce livre, on a utilisé les symboles suivants.

= Affecte au symbole situé tout de suite avant lui la valeur située

tout de suite apres.
—> Symbolise une application.

——>  Définit une application en donnant une image a tout élément de

son ensemble source.
—» Symbolise une application surjective.
——— Symbolise une application injective.
Tous les autres symboles utilisés sont soit standards soit définis de fagcon
explicite.
Dans les diagrammes commutatifs d’applications :
Oune fleche épaisse est donnée a l'avance,
Qune fleche fine est laissée au choix du lecteur,

Qune fleche en pointillés est déterminée par les fleches en trait plein.
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Rappels sur les catégories

On se borne a rappeler des définitions et des résultats élémentaires. Le

lecteur curieux pourra consulter avec profit [3]

Généralités

Définition

Une catégorie C est la donnée :
d’'un ensemble abusivement noté C ;
d'un sous-ensemble C°de C que l'on appelle, suivant lI'interpréta-
tion, I'ensemble des objets de la catégorie C ou I'ensemble des uni-
tés de cette méme catégorie ; on I'appelle aussi la base de C.
de deux surjections S et b de C sur c® appelées respectivement
source et but :
d'une application a valeurs dans C définie sur le sous-ensemble
AC deC C lui-méme définipar: AC := wv) €C ; bw =sw)

qui associe a tout élément (u, v) de AC le composé U U.

Ces applications doivent vérifier les relations suivantes :
sos =bos =s ;bob =sob = b:

svw) = s ; bow = bp) ; Ww = upw)

usu =u= bwu

Comme on va le voir dans les exemples, la notion de catégorie ne présen-
te un intérét que si on se place dans une généralisation de la théorie des
ensembles. Dans cette théorie généralisée, un objet donné peut a la fofs
posséder des éléments et appartenir a un autre objet. Le caractére récur-
sif de cette théorie la rend plus puissante mais aussi plus déroutante que

la théorie classique.
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Exemples

Soit E un ensemble. Soit la structure suivante sur E E;

€ B = (xx: xep; S %Y Y = 2
bty —— (x,x

11 est facile de vérifier que cette structure définit bien une catégorie.

Soit Ens l'ensemble de toutes les applications :

—Ens” est I'ensemble des identités, que I'on peut identifier avec I'en-
semble de tous les ensembles. (aie ! v’la la récursivité !)

—Si f: A—— B est un élément de Ens, la source et le but de f
sont respectivement 1 a et 1 B

— Le composé de deux éléments composables de Ens est le composé
classique de deux applications.

Cette structure définit bien une catégorie.

Orbite d’un objet
Soient C une catégorie et A et B deux de ses objets.
On dit que A et B appartiennent a la méme orbite lorsqu’il existe

une fleche de C, de source A, de but B et qui soit inversible.

La relation « appartiennent a la méme orbite » est une relation d’équiva-

lence sur I'ensemble des objets C Ode C.

Foncteurs

Soient deux catégories C et D

Un foncteur covariant ¢ de C {Un foncteur contravariant ¢ de C
vers D est une application de vers D est une application de C

C vers D telle que: vers D telle que :

—~¢ C°cD® —~¢ C% cD®

~Bo = ek g0 ey g0 =eby e =0y

- Vv EAC, oW o) = o) =V ) EAC, ) o) = paw)




Topologie algébrique 179

Objets particuliers d’une catégorie

Objets initiaux et terminaux
On dit qu'un objet X d’'une catégorie C est initial si, pour tout objet
B de C, il existe une unique fleche u de C, u:X—— B.
On dit qu'un objet X d'une catégorie C est terminal si, pour tout
objet A de C, il existe une unique flecche v de C, v:A—— X

Exemples

0 Dans la catégorie des ensembles, comme dans celle des espaces topolo-
giques, tout singleton (i.e.: ensemble réduit a un point). est un objet
terminal. En effet, pour tout objet A et tout singleton {x}, 1l existe
une unique fleche, a savoir I'application constante, de A vers {x}
Par contre un singleton n’est pas un objet initial dans la catégorie des
ensembles.

0Dans la catégorie des groupes, le groupe {O} est un objet initial et

terminal.

Proposition AA.1.1

Tous les objets initiaux (respectivement : terminaux) d’'une caté-

gorie appartiennent a la méme orbite.

Fleches particulieres d’une catégorie

Monomorphismes, épimorphismes et isomorphismes.
Soit f; A— B une fleche d'une catégorie C.
On dit que f est un monomorphisme si elle est inversible a gauche,

c'est a dire s'il existe une fleche u: B——> A telleque: uf = lA.

On dit que f est un épImorphisme si elle est inversible a droite, c'est

4 dire s'il existe une fleche v: B———> A telle que : fv = IB

On dit que f est un isomorphisme si elle est inversible.
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Groupoides
Définition

Un groupoide est une catégorie dont toutes les fleches sont inversibles.

Exemples

Groupes Un groupe est un gtroupoide a une seule unité.

Groupoides banaux Soit E un ensemble. On appelle groupoide ba-
nal de base E la structure de catégorie définie
sur E E dans le premier des exemples de caté-
gories.

Groupoides triviaux Un groupoide trivial est le produit cartésien d'un

groupe et d’'un groupoide banal.

Graphes d'une relation |Le groupoide banal E E induit sur la partie de
d‘équivalence. E E qu'est le graphe d'une relation d‘équivalen-
ce définie sur E une structure de groupoide dont
I'ensemble des unités est E tout entier.
Réciproquement, tout sous-groupoide du grou-
poide banal E E dont I'ensemble des unités est

E tout entier est le graphe d'une relation d‘équi-

valence définie sur E

Définition
Soit un groupoide G. La correspondance qui, a toute fleche g de G,
associe le couple (blg), Slg)) d'unités de G définit un foncteur covariant

de G vers le groupoide banal de base G°. On note usuellement ce

foncteur HG .

Proposition AA.2

L'image du foncteur ]_]G est le graphe de la relation

d‘équivalence définie sur G° par les orbites de G'.
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Produit libre de groupoides.

Donnons-nous une famille Jl Ga} ca de groupoides dont les bases sont
at
toutes des parties d'un méme ensemble et sont donc susceptibles d’avoir

des €éléments en commun,

Intuitivement, le produit libre d'une telle famllle est le plus petit groupo-

ide qui contienne tous ses membres en tant que sous-groupoides.

Proposition A1.1

Soient un ensemble X, une famille {U } de parties de X
alacA
telle que : U U,= X etune famille {Ga JlaeA de groupoides
acA
dont chaque membre Ga admet Ua pour base.

11 existe un groupoide sk Ga de base X tel que :
acA

- Pour chaque indice a, il existe un homorphisme de grou-

poides injectif ja: Ga ©—— % G dont la restriction a

a
aEA

Ua soit I'inclusion Ua — X

- Pour toute famille { fi G — H} de morphismes
a a acA

de groupoides, dont les membres coincident sur les inter-

sec- tions Ua n Ub. il existe un unique morphisme de groupo-

ides f:G—— H telque: Ya€ A, fo Jo = L

a) Les différentes structures de graphes sous-jacentes aux structures

de groupoide des Ga induisent une structure de graphe de base X sur

la réunion disjointe I I G,. Dans la suite, les mots « source » et « but »

acA
renvoient a cette structure de graphe et non aux diverses structures

des groupoides Ga.
Ib) Notons Ae’/; Ga l'ensemble des suites finies d’éléments consécutifs de
at

HGa, c’est-a-dire des suites dont chaque terme a pour source le but
acA
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du terme précédent. On peut voir o Ga comme l'ensemble des com-
posés formels d’éléments de HGG‘
acA
Remarquons que si (U, ..., u) estun élémentde ANG et si, pour
1 r aEA o
tout indice i, G 't désigne le groupoide auquel appartient u, alors
pour 2 =<i=<p lasourcede u, qui est aussi le but de U appartient

2 U Uy

1

On définit respectivement la source et le but d'un élément u de o Ga

comme la source de son premier terme et le but de son dernier terme.
Si deux éléments de on Ga sont tels que la source du second soit égale

au but du premier, on définit leur composé comme la suite obtenue en
les mettant bout a bout.

c) On identifie les éléments suivants de A~G
acA a

- Siun élément x de X appartient a Ua n Ub, on identifie les unités
ooa(x) et oob{x) associées respectivement a x dans les groupoides Ga
et GbA

- Siunélément u = (u,..., u) de MG comporte deux termes

1 P 0EA o
consécutifs u, et u., qui appartiennent au méme groupoide Ga,
on identifie u a (u], s U (ui. um) U
tient a partir de u en effectuant le produit formel (ui, u,

up) que 'on ob-

)

1

On montre de facon analogue a ce qui se fait dans le cas des groupes

que la ccmposition définie au b) sur ~m G“ induit sur I'ensemble obte-
a

nu apres ces identifications une structure de groupoide de base X que

1'on note %G .
aca ¢
On montre facilement que, pour tout indice a, I'injection de Ga dans

I I G _ induit un morphisme de groupoides j de G dans sk G .
a a a a
acA acA

Soit une famille { fa; Ga e H} ca de morphismes de groupoides,
as

dont les membres coincident sur les intersec(ions Ua n Ub’
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Cette famille induit une application f de o Gu vers H de la facon

suivante : si (U, ..., u) estun élément de ANG et si, pour tout indi-
1 P aEA o

ce i, Ga @ désigne le groupoide auquel appartient u, on définit I'image

de (ul. up] par f comme le produit dans H fa(u(u1) ....fa[p](up).

11 est facile de vérifier que si deux éléments de o Gu peuvent étre
identifiés, ils auront la méme image par f. Cette derniére induit donc

une application f de sk Ga vers H. On montre facilement que f est
acA

un morphisme de groupoides.

Définition

On appelle le groupoide sk Ga le produit libre de la famille Ga wen
acA

Exemple 1

Soient G et H deux groupoides dont les bases respectives,

Aet B, sont deux parties disjointes d'un ensemble X.

Alors G#% H ~ GLIH.

La démonstration est immédiate.

Exemple 2 le produit libre de deux groupoides banals
Soien( A et B deux parties d'un ensemble X tellesque: ANB = @.
et AUB = X.

1l est facile de vérifier que (A A) ~ (B B) est I'ensemble des suites
finies u = <(x1, yl), s (xp, yp]) déléments de (A A) LI (B B) tels

que, pour tout indice i, 1=i=<p-1,

-si (xi, yl) et (xiﬂ, yiﬂ) appartiennent tous deuxa A A oua B B,

alors y = x__ .
i i+1

-sinon, yi et xi+ , bien que différents en tant qu'éléments de ALl B,

1
correspondent au méme élément de AN B.

11 est facile de vérifier que I'on peut ldentifier (A A) % (B B) avec

I'ensemble des éléments <(X1’ yI), s (xp, yp)) de (A A~ (B B
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dont les termes appartiennent alternativemen(a (A A) eta (B B) et
qui ne comportent aucune unité (élément de la forme (x, x)) sauf s’ils

sont réduit a I'une d’entre elles.
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A2 Rappels de topologie générale.

On retrouvera ici des passages de la section 6.0, enrichis de quelques au-

tres résultats. Le lecteur insatisfait pourra consulter [9].

A2.1 L'espace topologique YX.

Rappelons que, dans le cadre ensembliste, YX désigne I'ensemble de
toutes les applications de X vers Y et que I'on a la correspondance ex-
ponentielle bien connue : YX Z YZX Z_ Plus précisément, I'applica-

tion @ (z — ) —> ((X,Z) — f7) {x)) est une bijection.
On va voir qu’il en est de méme pour certains espaces topologiques.

L’ensemble sous-jacent a v¥
Soient X et Y deux espaces topologiques. On notera Top (X, Y) l'en-

semble de toutes les applications continues de X vers Y.

La topologie compacte ouverte

Soient X et Y deux espaces topologiques.

Si A et B sont respectivement des parties de X etde Y, soit (A, B,
la partie de Top(X, Y) définie par :

'A,B)y = feTopX. Y): flA) C B

On appelle topologie compacte ouverte la topologie de Top (X, Y) la
moins fine qui contienne toutes les parties de Top (X, Y) de la forme
"K.,U ot K estun compactde X et U, un ouvertde Y.

On notera Y~ T'espace topologique constitué de Top (X, Y) muni de la

topologie compacte ouverte.

Théoréme A2.1.1 (correspondance exponentielle)

Soient X, Y et Z trois espaces topologiques tels que

X soit séparé localement compact et que Z soit séparé,
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z
Alors la bijection @ ; YX © —— yX Z induit une

x Z

bijection ® : Y — v* X

1) Soit f; X Z —— Y une application continue.
z —> y¥
Posons ¢ :
z > x——f x,z

Alors ¢ est continue.

11 est facile de vérifier que par définition de I'espace topologique v, ¢
sera continue si et seulement si pour tout compact K de X et pour

tout ouvert U de Y, ¢71 ( (K. U} ) est un ouvert de Z.

Solent donc K et U comme ci-dessus et z, un point de ¢'1< K U )

donc : f(K z, ) c U

f étant continue et K étant compact, il existe un voisinage V de z,
tel que : f<K V) cuU

|f étant continue, pour tout point x de K, il existe un voisinage VX de
7, et un voisinage WX de x tels que : f( WX VX) cu

K étant compact, il peut étre recouvert par un nombre fini W1 Wn

de membres du recouvrement WX K Soit, pour chaque indice i,
Vi le membre de la famille VX K tel que : f( Wi Vl) c U

En posant V := V1 n .. ﬂVn; on a bien f<K V) cu
lAutrement dit, V vérifie : ¢ (V)C < K, U' ou encore :

7 €vVC ¢'1(<K,U>).

Le point z, étant arbitraire, ' ( {K.,U) ) est un ouvert de Z,
Le couple (K, U) étant arbitraire, ¢ est continue.

2) Soit ¢; Z ——> < une application continue.
zZ X —> Y
Posons f :
z,x > ¢z x

Alors f est continue.
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Soient (xo. Zo) un pointde Z X et Wo un voisinage ouvert de
f(xo, Zo) dans Y.

L'application x ——> ¢(zo) (x) étant continue et X étant séparé lo-
calement compact, il existe un voisinage compact K de X, tel que :
0(Z) B C W,

lAutrement dit il existe un voisinage compact K de X, tel que :

¢(zo) € (K, WO;.

L'application ¢ étant continue, il existe un voisinage V de z, tel que :
o(V) C (K, W0>'

lAu total, il existe un voisinage compact K de x " et un voisinage V de

z, tels que : f(K V) c Wo' L'application f est donc continue au

point (xo, Zo) . Ce dernier étant arbitraire, f est continue.

Théoreme A2.1.2

z
La bijection @ : v — > v% X estun homéomorphisme.

‘Le lecteur trouvera ce théoréme et sa démonstration dans 9 ,p 263.

A2,2 Topologie engendrée par les compacts

Proposition A2.2.1 ; topologie finale

Soient E un espace topologique, X un ensemble e( f une appli-

cation de E vers X. Notons TE la topologie de E.

¢ La famille U e UCf(E)I fI(U) € TE est une topolo-
gie sur f(E). Deplus f:E—— (f(E), U J}E) est continue.

e U B est la plus fine des topologies de f(E) qui rendent f con-
tinue.

* Pour tout espace topologique F et toute application u de f(E)
vers F, u: (f(E),U f;E) —> F est continue si et seulement

si uf est continue.

La démonstration ne présente aucune difficulté, On la laisse au lecteur.
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Définition
La topologie U 1B est appelée topologie finale de f,
L'espace topologique (f(E), u fE) sera noté Im f.

Définition

Soient X un ensemble, E = {Ea ;ae A} une famille d’espaces topo-
logiques et F = {fa : Ea e X} une famille d’applications.

On définit la topologie finale de la famille F comme la topologie fi-

nale de I'application f: H Ea —> X dont la restriction a chaque Ea
acA

est fa. Autrement dit, la topologie finale de la famille F = {fﬂ sa€e A}
est la fa-mille des parties U de X contenues dans la réunion des ima-
ges des fa et dont I'image réciproque par chacune des fa est un ou-
vert de Ea.

o

éfinition : topologie faible associée a une fiamille de sous-
BRAGAS(E,T) un espace topologique et A une famille de parties de E

@

dont les membres recouvrent E. On définit la topologie faible associée
a A comme la topologie finale de la famille des inclusions des mem-
bres de A. Autrement dit : une partie U de E est un ouvert de la to-
pologie faible associée a A si et seulement si pour tout membre A de
A, UNA estouvert dans A.
On notera cette topologie T A

11 est facile de vérifier que T A ost plus fine que T.

Définition : Topologie engendrée par les compacts
Soient (E,T) un espace topologique et K la famille des parties com-

pactes de E, Lorsque K recouvre E, comme par exemple lorsque E

est séparé, on appelle TK la topologi drée par les pacts

Rappels A2.2.2

(ET) et (E,TK] ont les mémes compacts. TK K = TK .

T et TK induisent la méme topologie sur chacun de ces compacts.
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Si (E,T) estlocalement compact alors T et TK sont égales.
Une partie Fde E est fermée dans TK si et seulement si cha-

cune de ses traces sur les membres de K est un membre de K,.

Les démonstrations relévent de la topologie générale et ne présentent

aucune difficulté. On les laisse donc au soin du lecteur.

Proposition A2.2.3

Soient E un espace topologique séparé et engendré par ses
compacts et L un espace topologique localement compact.

Alors E L est engendré par ses compacts.

On va montrer que l'identité induit une application continue 1 de E L

vers (E L), .

1:E L—— (E L)K est continue si et seulement si, pour tout

compact K de E, :K L—— (E L)K est continue.

I‘K L
La nécessité de cette condition est évidente. Montrons sa suffisance.
Si, pour tout compact K de E, I‘K L est continue, alors d’aprés la
correspondance exponentielle (A2.1.1), pour tout compact K de E,
! (l]K est continue ; puisque la topologie de E est engendrée par ses

compacts, <I>'1(1): E — (E L)K L est continue ; a nouveau d’aprés

la correspondance exponentielle, 1 : E L—— (E L)K est continue.

Pour un compact fixé K de E, 1‘ 1 ©stcontinue siet seulement

K L—— (E L) est

si, pour tout compact C de L, I‘K o

continue.

On le démontre de la méme facon que le résultat précédent en remar-
quant que, puisque K et L sont respectivement compact et localement
compact, ils sont respectivement localement compact et engendré par

ses compacts.
|Au total, on a obrenu :
1:E L—— (E L) estcontinue si et seulement si, pour tout

compact K de E et tout compact C de L, lK c est continue.
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La derniére condition est remplie car E L et (E L)K ont les mémes

compacts et induisent la méme topologie sur chacun d’entre eux.

A2.3 Carrrés cocartésiens

Définition
Le carré commutatif ci-contre d'une catégorie C est A -2y
cocartésien si et seulement si pour tout couple (f, g)
de fleches de C telles que : fb = gc, il existe une uni- Cl lr
que fleche u de C telleque: g = us et f = ur. C —> D

Autrement dit, avec nos conventions, on a le dia- A L) B

gramme commutatif ci-contre. cl

Remarques

0 En général, étant donné un couple (b, ¢) de A
fleches de méme source d'une catégorie C, il 8

n’existe pas de couple (r, s) qui

permette de compléter (b, ¢) en un carrré cocartésien.

0 Donnons-nous un couple (b, ¢) de fleches de méme source d'une caté-
gorie C, Alors, sile couple (r, s) compléte (b, ¢) en un carré cocarté-
sien, il en sera de méme de tous les couples de la forme (fr, fs) ou f

est une fleche inversible de C.

0 Réciproquement, si deux couples distincts (r, s) et (1, s’) completent
(b, ¢) en un carré cocartésien, alors il est facile de vérifier qu'il existe

une fleche inversible f de C telle que: r,s) = (f, f5)

Dans la catégorie Ens des ensembles, comme dans la catégorie Top des
espaces topologiques on peut toujours compléter un couple de fleches

de méme source en un carré cocartésien.
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Proposition A2.3.1

Soit un couple (b, ¢) d‘applications de méme source.|
11 existe alors un couple (r, s) d‘applications qui

compléte (b, ¢) en un carré cocartésien dans Ens.

Soient donc b: A—— B et ¢:A—— C deux applications de mé-

me source. Considérons la relation d’équivalence engendrée sur B1I C

x = b(a)

y = c(a)

Soit B bI I C le quotient de cette équivalence et soient les deux appli-
c

parlarelation ®: x ® y «—— I aEA:

cations liB :B—— B b],_[cc et i, : cC——>B bI,_ICC qui sont
respectivement obtenues en composant la surjection canonique associée
a I'équivalence ci-dessus et les deux injections canoniques associées a
BLIC. 1l est facile de vérifier que le carré (b, c, iB. i C) est commutatif.

11 reste a montrer qu'‘il est cocartésien. A —b—) B

Soient donc deux applications f et g telles que cl
Ifb = gc, Lapplication fllg: BIIC—— X
est alors compatible avec I'équivalence ci-dessus.

Elle se factorise alors par une unique application
u:B bLI C —— X. Le dia-gramme ci-contre
, ¢

est donc commutatif.

Définition

L'ensemble B LI C est appelé somme amalgamée de b et c.
b, ¢
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Proposition A2.3.2

Soient b: A——— B et ¢: A——— C deux applications conti-
nues de méme source. Si on note respectivement B et C les
ensembles sous-jacents & B et C, il existe sur B LI C une
topologie, notée B bLICQ, telle que le carré (b, c, iB, LCC) de la fi-
gure ci-dessus, qui e'st cocartésien dans Ens; soit cocartésien

dans Top.

11 suffit de définir B 11 C comme la topologie quotient de la relation
b, ¢

d’équivalence dont B b]_[ C est le quotient.
,c

Proposition A2.3.3

Considérous une catégorie C et le diagramme commutatif de fle-

ches de C ci-contre. A S35 c -5

1) Si les deux carrés qui le composent bl rJ ul
sont tous deux cocartésiens, alors le

) | O —— D——>F
carre compose sera cocartésien.

2) Si le carré composé est cocartésien, et si la fleche s est un

épimorphisme alors le carré de droite sera cocartésien

1) La démonstration s’ef- A % e} ; E

fectue en construisant la fi-

gure ci-contre en trois éta- r

pes successives :

a) On se donne les deux B D - F
carrés ainsi que les deux s - -
fleches f et g. (fleches en

trait plein)

b) Le fait que le carré de gauche soit cocartésien entraine, a partir des
fleches fe et g, l'existence et I'unicité de la fleche h (en grands poin-

tillés) telle que le diagramme obtenu soit commutatif.
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c) Le fait que le carré de droite soit cocartésien entraine, a partir des également. Soit f: R—— E. E —— EUF
fleches f et h, l'existence et I'unicité de la fleche x (en petits poin- Le carré étant cocartésien, il existe ul lul_l v
tillés) telle que le diagramme obtenu soit commutatif. une application x;RLLS ELLF

A < c € R «—— RIIS

telle que le diagramme ci-contre soit

2) Le fait que le carré com-

posé soit cocartésien en- commutatif. On en déduit que x
r §
traine, a partir des fleches xl v = IF et donc que v est in-
If et gs, l'existence et
B 5 D T jective.

l'unicité de la fleche x (en g
petits pointillés) telle que : \ . Supposons v bijective. Soient f et

g deux applications f: R—> X

xts =gs et xy = f.
s étant un épimorphisme, cela donne: xt = g. et g: RLIS——X avec g‘E= Ju

On va s’'intéresser a des cas trés particuliers de carrés cocartésiens que Soit x := f1I U—l

nous rencontrons dans ce cours. En premier lieu, un procédé de cons- %F

truction treés souvent utilisé : le recollement de deux espaces topologi- x(ullv) = (f1LI g‘ U—l) (ullv) = (fu LI g‘ U*I v) = q 11 g‘ =g
ques. F F E F
Définition

Soient X et Z deux espaces topologiques, A un A LJ_) X

sous-espace de Z et j une injection continue de i
A dans X, On définit le recollement de X et de

Z le long de A ccmme la somme amalgamée de j 7 ¢ s zII X

A

et de l'inclusion i, de A dans Z. = 1 .
A —_ e [y sy
A e o

Lorsqu’il n'y aura pas d’ambiguité, on dé- x?

ZV X

signera cet espace topologique par Z \/{ X X A

Proposition A2.3.4

Soit le carré ci-contre o les fleches hori- E —— EIIF
zontales désignent les inclusions usuelles ul l ullp

et les fleches verticales des surjections.

1l est cocartésien si et seulement si v est R <> RIS

bijective.

Supposons le carré cocartésien. Puisque ullv est surjectif, v l'est
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Exemple 2 du chapitre 3

se[0,2x] .
tefo 3]

a) on déplace l'origine d'un quart de tour s=0

n,: S —> (-sins, coss)

b) s€[0,x] [0.7] — [-t m+t]

n+2ts_t

On applique une trans- s > g

formation affine

n: s —> (-sin(L;Zl s - t) - snt, cos(i’”f'[ﬂ s - t) >
¢ s€[m 2n] [m. 2n] —— [n-t 2m+t]
On applique une autre s — %Zt s -3t

transformation affine

nt:SD—)<—sin(%2ts-3t>—slnt, m(%ﬂs—St))
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