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Résolubilitépar desradicaux
1 GroupedeGalois d’un polynôme

Danscechapitre,touscorpsconsidéréssontdecaractéristiquenulle.SoientK une
corpset f un polynômedansK

�
X � .

Définition On appellegroupede Galois du polynômef surle corpsK le groupe
deGaloisG � E � K � où E estun corpsdesracinespour f surK. Il seranotéGK � f � .

Lemme Soit f � K
�
X � etM uneextensiondeK. Le groupeGM � f � estisomorphe

àun sous-groupedeGK � f � .
Démonstration Soit N un corps des racines pour f sur M. On a

N � M � a1 �	�
�	�
� an � où a1 �
�	�	�
� an sontlesracinesde f dansN. Le corpsE � K � a1 �	�
�	�
� an �
estun corpsde racinespour f sur K. Si σ � G � N � M � , alorssarestrictionà E estun
K � automorphismedeE carE estuneextensionnormaledeK. Soit ϕ;G � N � M ����

G � E � K � l’application qui associeà chaqueσ � G � N � M � sarestrictionà E. ϕ estun
homomorphismedegroupes.Il estinjectif carsi ϕ � σ ��� idE, alorsσ � ai ��� ai pourtout
i. Il enrésulteσ � idM. Ainsi G � N � M � estisomorpheà Im � ϕ � qui estun sous-groupe
deG � E � K � .

Soit f � K
�
X � et L � K � a1 �
�	�	�
� an � un corpsdesracinespour f sur K, où a1 �
�	�
�	� an

sontles racinesde f dansL. Tout σ � G � L � K � permuteles racinesde f . D’un autre
côté,deuxK � automorphismesσ etτ deL sontégauxsi, etseulementsi, σ � ai ��� τ � ai �
pourtout i. Ainsi le groupedeGaloisde f peutêtreregardécommeunsous-groupede
du groupedespermutationsdesesracines.Nousavonsalors

Lemme Soit f � K
�
X � . Le groupedeGaloisde f surK estisomorpheà un sous-

groupedu groupesymétriqueSn où n estle nombredesracinesdistinctesde f .

2 Polynômesrésolubleset leurs groupesdeGalois

Définition On dit qu’un polynôme f � K
�
X � estrésolublepar desradicaux si,

et seulementsi, les racinesde f dansun corpsdesracinespeuventêtreconstruitesà
partirdescoefficientsde f enunnombrefini d’étapesfaisantintervenir lesquatreopé-
rationsélémentaires� , � , � , � et l’extractionderacinesnièmespourdesentiersnaturels
appropriésn.

Il découledecettedéfinition,qu’unpolynômef � K
�
X � estrésolublepardesradi-

cauxsi, et seulementsi, il existedescorpsK0 �K1 �	�
�	�	�Km telsqueK0 � K, le polynôme
f estscindédansKm

�
X � et pour tout entier i entre1etm, le corpsKi estobtenuà par-

tir du corpsKi � 1, par l’adjonction d’un élémentαi � Ki qui vérifie αpi
i � Ki � 1 pour
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un certainentierspositif pi . En plus, nouspouvonssupposerles pi premierscar si
n � p1p2 �
�	� pk � 1pk, où les pi sontpremiers,et si α estuneracinenièmedea, on adjoint
α enadjoignantsuccessivementαp1 � � αp1 � p2 �
�	�
�	� ����� αp1 ��� �
�	� � pk � α.

Onseproposededémontrerle résultatfondamentalsuivant

Théorème f � K
�
X � estrésolublepar radicauxsi, et seulementsi, songroupede

GaloisGK � f � estrésoluble.

Définition SoitL uncorpset p unnombrepremier. Supposonsle polynômeXp � 1
scindédansL

�
X � . Cepolynômenepossèdequedesracinessimplescaraucunedeses

racinesn’estuneracinecommuneavecle polynômedérivé pXp � 1. Un élémentω � L
estune racine pième primiti ve de l’unité si, et seulementsi, ω �� 1 et estuneracine
du polynômeXp � 1. Lesracinespièmesprimitivesde l’unité sontdoncles racinesdu
polynôme

Xp � 1 � Xp � 1 ��������� X � 1 �
Théorème L’ensembledesracinespièmesprimitivesde l’unité dansL forme un

groupecycliqueengendréparn’importelaquelledecesracines.

Lemme Soit K un corpset p un nombrepremier. Si ω estuneracinepièmeprimi-
tivedel’unité dansuneextensiondeK, alorsle groupedeGaloisdel’extensionK � ω �
deK estabélien.

Démonstration Soit L � K � ω � et soientσ � τ � G � L � K � . σ � ω � et τ � ω � sontdes
racinesdupolynômeXp � 1. Il existedeuxentiersa etb telsqueσ � ω ��� ωa etτ � ω ���
ωb. Il enrésulte

� σ � τ ��� ω ��� σ � τ � ω ����� σ � ωb  �!� σ � ω ��� b �"� ωa � b � ωab

� � ωb  a �"� τ � ω ��� a � τ � ωa �#� τ � σ � a�����"� τ � σ �$� a�
cequi prouveσ � τ � τ � σ carL � K � ω � .

Lemme Soit K un corpset M un corpsdes racinessur K pour le polynôme
Xp � c � K

�
X � où p estun nombrepremier. Le groupede Galois de l’extensionM

deK estrésoluble.

Démonstration Le résultatesttrivial si c estnul. Supposonsc nonnul. Lesracines
du polynômeXp � c sont toutesnon nulles et distinctescar la seuleracinede son
polynômedérivé estnulle. Si α estuneracinede cepolynômeet si ω estuneracine
pième primitive de l’unité, alors les racinesde Xp � c sont α �ωα �ω2α �
�	�	�
�ωp � 1α. On
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a alorsM � K � α �ω � . Le corpsK � ω � estun corpsintermédiaireet estuneextension
normalede K car c’est un corpsde racinespour Xp � 1 sur K. Il en résulteque le
groupeG � M � K � ω ��� estunsous-groupedistinguédugroupeG � M � K � etquele groupe
quotientG � M � K �%� G � M � K � ω ��� est isomorpheà G � K � ω �&� K � . Or ce dernierestun
groupeabelien,il suffit alorsde prouver quele groupeG � M � K � ω ��� estabeliencar,
danscecas,la chaîne '

i (*) G � M � K � ω ���+) G � M � K �
seraitunechaînenormaleà facteursabéliendeG � M � K � .

M estobtenuàpartirdeK � ω � parl’adjonctiond’un élémentα vérifiantαp � c � K.
Ainsi, tout σ � G � M � K � ω ��� estparfaitementdéterminéparsonactionsurα. En plus
σ � α � estuneracinedeXp � c. Il enrésultequ’il existeunentiera tel σ � α �,� αωa. De
même,si τ � G � M � K � ω ��� , il existeunentierb tel queτ � α ��� αωb. Onaalors

� σ � τ ��� α ��� σ � τ � α ����� σ � αωb  
� σ � α � σ � ωb  � σ � α � σ � ω � b � cωaωb � αωab

� τ � σ ��� α ��� τ � σ � α ����� τ � αωa �� τ � α � τ � ωa ��� τ � α � τ � ω � a � cωbωa � αωab

cequi prouveσ � τ � τ � σ et G � M � K � ω ��� estabelien.

Lemme Soit f � K
�
X � et soit K -%� K � α � où αp � K pourun nombrepremierp.

Le groupeGK � f � estrésolublesi, et seulementsi, le groupeGK . � f � estrésoluble.

Démonstration Soit N un corps des racines pour le polynôme
f � X ��� Xp � c� sur K, où c � αp � K. N contientun corpsdesracinesL pour f sur
K et un corpsdesracinesM pour Xp � c sur K. Les extensionsN de K, L de K et
M de K sont toutesgaloisiennes.Les groupesG � N � M � et G � N � L � sont dessous-
groupesdistinguésde G � N � K � . En plus le groupeG � L � K � est isomorpheau groupe
quotientG � N � K �&� G � N � L � et le groupeG � M � K � est isomorpheau groupequotient
G � N � K �/� G � N � M � . M et N sontdescorpsdesracinespour le polynômeXp � c sur
K et L respectivement.Il résultedu lemmeprécédentqueG � M � K � et G � N � L � sont
résolubles.Or noussavonsquesi H estun sous-groupedistinguéd’un groupeG, alors
G estrésolublesi, et seulementsi H et G� H le sont.Ainsi G � N � K � estrésolublesi, et
seulementsi, G � N � M � estrésoluble.Demême,G � N � K � estrésolublesi, et seulement
si, G � L � K � estrésoluble.Mais G � N � M �+0 GM � f � et G � L � K �10 GK � f � .Il en résulte
queGM � f � estrésolublesi, et seulementsi, GK � f � estrésoluble.

MaintenantM estaussiun corpsdesracinespour le polynômeXp � c surK - , car
K -&� K � α � où α estuneracinedecepolynôme.Ainsi, le groupeGM � f � estrésoluble
si, et seulementsi, le groupeGK . � f � estrésoluble.Il en résultequele groupeGK � f �
estrésolublesi, et seulementsi, le groupeGK . � f � estrésoluble.

Théorème Soit f � K
�
X � . Si f estrésolublepardesradicaux,alorssongroupe

deGaloisGK � f � estrésoluble.
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Démonstration Si f estrésolublepardesradicaux,alorsil existeunesuiteK0 �K1 �	�
�	�	�Km

decorpstel queK0 � K, f estscindédansKm
�
X � et,pour i entre1 etm, Ki � Ki � 1 � αi �

avecαpi
i � Ki � 1 pourun nombrepremierpi . Le groupeGKm � f � estrésolublecarc’est

le grouperéduità l’identité deKm. D’un autrecôté,le lemmeprécédentmontrequele
groupeGKi � f � estrésolublesi, et seulementsi, le groupeGKi 2 1 � f � estrésoluble,et ce
pourtout i 3 0. Il enrésultequeGK � f �#� GK0 � f � estrésoluble.

Lemme Soit p un nombrepremier, K un corpset L uneextensiongaloisiennede
degrép deK. OnsupposequeK contientuneracinepièmeprimitivedel’unité. Alors il
existeα � L tel queL � K � α � etαp � K.

Démonstration Le groupeG � L � K � estun groupecyclique car sonordreestun
nombrepremier. Soientσ un générateurdecegroupeet ω uneracinepièmeprimitive
del’unité. Soit b � L � K et soit,pour i � 0 � 1 �	�	�
�	� p � 1,

α j � b � ω jσ � b�4� ω2 jσ2 � b�%�5������� ω 6 p � 17 jσp � 1 � b�
Cetélémentestparfoisappeléla résolvantedeLagrange. Nousavonsσ � α j ��� ω � jα j

pour j � 0 � 1 �	�
�	�
� p � 1,carσ � ω ��� ω, σ 8 σp � 1 � b�:9;� b etωp � 1 Il enrésulteσ � αp
j
 �

αp
j et parsuiteαp

j � K pour j � 0 � 1 �	�
�	�	� p � 1.Mais

α0 � α1 ��������� αp � 1 � pb

car ω j est une racinedu polynômeXp � 1 � Xp � 2 �<�=�=��� X � 1 pour tous les j non
divisiblespar p. Or pb � L � K car b � L � K et p �� 0 dansK. Il en résultequ’un
desélémentsα0 � α1 �	�
�	�
� αp � 1 appartientàL � K. Soit α � αi un tel élément.

�
K � α � : K �

divise
�
L : K ��� p. On en déduite

�
K � α � : K ��� p car p est premieret α �� K. Ainsi

L � K � α � avecαp � K.

Théorème Soit f � K
�
X � où K estun corpsdecaractéristiquenulle.Si le groupe

GK � f � estrésoluble,alors f estrésolublepardesradicaux.

Démonstration Soit ω uneracinepième primitive de l’unité où p estun nombre
premier. Le groupeGK 6 ω 7 � f � estisomorpheàunsous-groupedeGK � f � etestparsuite
résoluble.D’un autrecôté, f estrésolublepardesradicauxsurK si, et seulementsi, f
estrésolublepardesradicauxsurK � ω � carK � ω � estobtenueàpartirdeK paradjonc-
tion d’un élémentω qui vérifie ωp � 1 � K. Dèslors, on peutsupposerquele corps
K contientune racine pième primitive de l’unité pour tous les diviseurspremiersde
n � Ord � GK � f ��� .

Le résultatesttrivialementvrai pourn � 1 cardanscecas f estscindédansK
�
X � .

Supposonsla propriétévraiepour lesextensionsdont l’ordre du groupedeGaloisest
inférieurà n. Soit L un corpsdesracinespour f surK. L estuneextensiongaloisienne
deK etG � L � K �>0 GK � f � . Le grouperésolubleG � L � K � possèdeunsous-groupedistin-
guéH tel quele groupequotientG � L � K �/� H soit cycliqued’ordreun nombrepremier
diviseurden � Ord � GK � f ��� . Soit M le corpsdesinvariantsdeH. On a H � G � L � M �
etG � M � K ��0 G � L � K �&� H. D’où

�
M : K �%� Ord � G � L � K �%� H ��� p. Il enrésultequeM
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estdela formeM � K � α � pourunα � M qui vérifieαp � K. CommeGM � f ��0 H etH
estrésoluble,alorsGM � f �,� G � L � M � estrésoluble.L’hypothèsederécurrencemontre
que f est résolublepar desradicauxsur M. Les racinesde f setrouvent donc,dans
uneextensiondeM obtenueparadjonctionsuccessive deradicaux.Or M estobtenue
à partir deK par l’adjonctiondu radicalα, donclesracinesde f setrouventdansune
extensiondeK obtenueparadjonctionsuccessivederadicaux.f estalorsrésolublepar
desradicaux.


