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Résolubilite par desradicaux

1 Groupede Galoisd’'un polynéme

Dansce chapitre touscorpsconsidérésontde caractéristiquaulle. SoientK une
corpset f unpolyndmedansK[X].

Définition On appellegroupe de Galois du polyndémef surle corpsK le groupe
deGaloisG(E/K) ou E estun corpsdesracinespour f surK. Il seranotéGg (f).

Lemme Soit f € K[X] etM uneextensiondeK. Le groupeGy ( f) estisomorphe
aunsous-groupele Gk (f).

Démonstration Soit N un corps des racines pour f sur M. On a
N = M (ay,...,an) oUay,...,a, sontlesracinesde f dansN. Le corpsk = K (ay,...,an)
estun corpsde racinespour f surK. Si o € G(N/M), alorssarestrictiona E estun
K—automorphismele E carE estuneextensionnormaledeK. Soit$; G(N/M) —
G(E/K) I'application qui associed chaqueo € G(N/M) sarestrictiona E. ¢ estun
homomorphismeéegroupesl! estinjectif carsi ¢ (o) = idg, alorso (a;) = & pourtout
i. Il enrésultec = idy. Ainsi G(N/M) estisomorpheaIm (¢) qui estun sous-groupe
deG(E/K).

Soit f € K[X] etL = K(ay,...,an) un corpsdesracinespour f surK, ot ay,...,an
sontlesracinesde f dansL. Touto € G(L/K) permutelesracinesde f. D’'un autre
coté,deuxK —automorphismes ett deL sontégauxsi, etseulemensi, 6 (a) = 1(a)
pourtouti. Ainsi le groupede Galoisde f peutétreregardécommeun sous-groupele
du groupedespermutationgle sesracinesNousavonsalors

Lemme Soit f € K[X]. Le groupede Galoisde f surK estisomorpheaun sous-
groupedu groupesymétriqueS, ou n estle nombredesracinesdistinctesde f.

2 Polynémesrésolubleset leurs groupesde Galois

Définition Ondit qu'un polyndmef € K[X] estrésoluble par desradicaux si,
et seulemensi, lesracinesde f dansun corpsdesracinespeusent étre construitesa
partir descoeficientsde f enunnombrefini d’étapedaisantintervenirlesquatreopé-
rationsélémentaires-,—, x ,+ etl'extractionderacinesn'®™eSpourdesentiersnaturels
appropriés.

Il découlede cettedéfinition,qu’un polyndémef € K [X] estrésolublepardesradi-
cauxsi, etseulemensi, il existedescorpsKo,Ks,...,Kn telsqueKg = K, le polynédme
f estscindédansKy, [X] et pourtout entieri entreleim, le corpsK; estobtenua par
tir du corpsK;—1, par'adjonction d’'un élémenta; € K; qui vérifie a” € Ki_; pour
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un certainentierspositif p;. En plus, nouspouwns supposefes p; premierscar si
N = p1p2...Px_1Pk, Ol les p; sontpremiersgetsi a estuneracinen'*M¢dea, on adjoint
a enadjoignanisuccessiementaP?, (aP1)P2 _ (((aP1))..)P* =q.

Onseproposede démontreile résultattondamentakuivant

Théoreme f € K[X] estrésolublepar radicauxsi, etseulemensi, songroupede
GaloisGk (f) estrésoluble

Définition SoitL uncorpset p unnombrepremier Supposonte polyndmexP —1
scindédansL [X]. Ce polyndmene possédejuedesracinessimplescaraucunede ses
racinesn’estuneracinecommuneavecle polynémedérivé pXP-1. Un élémeniw € L
estuneracine p'®™€ primiti ve de I'unité si, et seulemensi, w # 1 et estuneracine
du polyndmeXP — 1. Lesracinesp©™eSprimitivesde I'unité sontdoncles racinesdu
polynéme

XPhyxP iy g X4l

Théoréme L'ensembledesracinesp'®MeSprimitivesde I'unité dansL forme un
groupecycligueengendréarn’importelaquellede cesracines.

Lemme SoitK uncorpset p un nombrepremier Si w estuneracinep'™primi-
tive del'unité dansuneextensiondeK, alorsle groupede GaloisdeI'extensionK (w)
deK estabélien.

Démonstration SoitL = K (w) et soiento,T1 € G(L/K). o(w) et T(w) sontdes
racinesdu polyndmeXP — 1. Il existedeuxentiersa etb telsquec (w) = w? et1(w) =
«P. Il enrésulte

(007) (@) = 0(1(w) =0 (o) = (0())" = (67)° = &

cequiprouvecoT=Too carL = K(w).

Lemme Soit K un corpset M un corpsdesracinessur K pour le polynéme
XP —c € K[X] ou p estun nombrepremier Le groupede Galois de I'extensionM
deK estrésoluble.

Démonstration Le résultatesttrivial si c estnul. Supposons nonnul. Lesracines
du polynémeXP — ¢ sonttoutesnon nulles et distinctescar la seuleracine de son
polynébmedérivé estnulle. Si a estuneracinede ce polynémeet si w estuneracine
p'eMe primitive de I'unité, alorsles racinesde XP — ¢ sonta,wa,w?a,...,wP~1a. On
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aalorsM = K (a,w). Le corpsK (w) estun corpsintermédiaireet estune extension
normalede K car c’est un corpsde racinespour XP — 1 sur K. Il enrésultequele
groupeG (M/K (w)) estun sous-groupéistinguédu groupeG (M/K) etquele groupe
quotientG(M/K) /G(M/K (w)) estisomorphea G(K (w) /K). Or ce dernierestun
groupeabelien,il sufiit alorsde prouver quele groupeG(M/K (w)) estabeliencar,
danscecas,la chaine

{i} S G(M/K (@) C G(M/K)

seraitunechainenormaleafacteursabéliende G (M/K).

M estobtenuapartirdeK (w) parl’adjonctiond’un élémentx vérifiantaP = ce K.
Ainsi, touto € G(M/K (w)) estparfaitementdéterminépar sonactionsura. En plus
o(a) estuneracinedeXP —c. Il enrésultequ'’il existeunentieratel o(a) = aw?. De
mémesit € G(M/K (w)), il existeunentierb tel quet (a) = awP. Onaalors

(coT)(a)=0(t(a)) =0 ((wa)

=0(a)o ((ob) =0o(a)o(w)° = cofel = aw®
(too) (@) =1(0(a)) =T(aw’)

=1(0)T(0?) = T(0) T(w)? = cwPei? = aw™

cequiprouecoT=To0 etG(M/K (w)) estabelien.

Lemme Soit f € K[X] etsoitK’ = K(a) ot aP € K pourun nombrepremierp.
Le groupeGk (f) estrésolublesi, et seulemensi, le groupeGy: (f) estrésoluble.

Démonstration Soit N un corps des racines pour le polynéme
f (X) (XP—c) surK, ot c=aP € K. N contientun corpsdesracinesL pour f sur
K et un corpsdesracinesM pour XP — ¢ sur K. Les extensionsN de K, L deK et
M de K sonttoutesgaloisiennesLes groupesG(N/M) et G(N/L) sontdessous-
groupeddistinguésde G(N/K). En plusle groupeG(L/K) estisomorpheau groupe
quotientG(N/K) /G(N/L) etle groupeG(M/K) estisomorpheau groupequotient
G(N/K)/G(N/M). M et N sontdescorpsdesracinespour le polyndmeXP — c sur
K etL respectrement.ll résultedu lemmeprécédengue G(M/K) et G(N/L) sont
résolublesOr noussavonsquesi H estun sous-groupelistinguéd’un groupeG, alors
G estrésolublesi, etseulemensi H et G/H le sont.Ainsi G(N/K) estrésolublesi, et
seulemensi, G(N/M) estrésoluble De méme G (N/K) estrésolublesi, et seulement
si, G(L/K) estrésoluble Mais G(N/M) = Gy (f) et G(L/K) = Gk (f).ll enrésulte
queGy (f) estrésolublesi, et seulemensi, Gk (f) estrésoluble.

MaintenantM estaussiun corpsdesracinespourle polynémeXP — ¢ surK’, car
K’ = K(a) oua estuneracinede ce polyndme.Ainsi, le groupeGy (f) estrésoluble
si, et seulemensi, le groupeGy: (f) estrésolublell enrésultequele groupeGk (f)
estrésolublesi, etseulemensi, le groupeGy: () estrésoluble.

Théoreme Soit f € K[X] . Si f estrésolublepardesradicaux,alorssongroupe
de GaloisGk () estrésoluble.
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Démonstration Si f estrésolublepardesradicauxalorsil existeunesuiteKg,Kz,...,Km
decorpstel queKo =K, f estscindédansKm [X] et,pouri entrel etm, K; = Ki_1 (a;)
avecal € Ki_1 pourun nombrepremierp;. Le groupeGy, (f) estrésolublecarc’est
le grouperéduital'identité de Ky,. D’un autrec6té,le lemmeprécédentnontrequele
groupeC; (f) estrésolublesi, etseulemensi, le groupeGy;_, (f) estrésolublegtce
pourtouti > 0. Il enrésultequeGk (f) = Gk, (f) estrésoluble.

Lemme Soit p unnombrepremier K uncorpset L uneextensiongaloisiennede
degré p deK. OnsupposeueK contientuneracinep'®™¢primitive del'unité. Alors il
existea € L telqueL = K(a) etaP e K.

Démonstration Le groupeG(L/K) estun groupecyclique car sonordreestun
nombrepremier Soientc un générateude ce groupeet w uneracine p'®™e primitive
del'unité. Soitb € L — K etsoit,pouri=0,1,...,p— 1,

aj= b+u)j0(b)+u)2j02(b)+ ...+w(P—1)JOP—1(b)

Cetélémentestparfoisappeldarésolvante de Lagrange. Nousavonso (aj) = wl qaj

pourj=0,1,...,p—1,carc(w) = w, o (6”1 (b)) =betw’ =11l enrésultes (GJP) =

aJP etparsuiteO(Jp € Kpourj=0,1,..,p— 1. Mais
Op+01+---+0p_1=pb

carw estuneracinedu polyndmeXP~1 4+ XP=24 ...+ X +1 pourtousles j non
divisiblespar p. Or ppe L—K carbe L — K et p # 0 dansK. Il enrésultequ’un
desélémentsig,0y,...,0p—1 appartieniL — K. Soita = a; untel élément[K (a) : K]
divise [L : K] = p. On en déduite[K (a) : K] = p car p estpremieret a ¢ K. Ainsi
L=K(a) avecaP e K.

Théoréeme Soit f € K[X] ou K estun corpsde caractéristiquaulle. Sile groupe
Gk (f) estrésolublealors f estrésolublepardesradicaux.

Démonstration Soit w uneracine p'¢™Me primitive de 'unité ot p estun nombre
premier Le groupeGy ) ( f) estisomorpheaunsous-groupele Gk ( f) etestparsuite
résolubleD’un autrecété, f estrésolublepardesradicauxsurK si, et seulemensi, f
estrésolublepardesradicauxsurK (w) carK (w) estobtenue partirdeK paradjonc-
tion d'un élémentw qui vérifie wP = 1 € K. Déslors, on peutsupposeruele corps
K contientune racine p'®™e primitive de I'unité pour tous les diviseurspremiersde
n=Ord (Gk (f)).

Le résultatesttrivialementvrai pourn = 1 cardanscecasf estscindédansk [X].
Supposonda propriétévraie pourles extensionsdontl'ordre du groupede Galoisest
inférieuran. SoitL un corpsdesracinespour f surK. L estuneextensiongaloisienne
deK etG(L/K) ~ Gk (f). Le grouperésolubleG (L/K) possédein sous-groupéistin-
guéH tel quele groupequotientG (L/K) /H soit cyclique d’ordre un nombrepremier
diviseurden = Ord (Gk (f)). SoitM le corpsdesinvariantsdeH. OnaH = G(L/M)
etG(M/K) = G(L/K)/H.D'ou [M : K] = Ord (G(L/K) /H) = p. Il enrésultequeM
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estdelaformeM =K (a) pouruna € M qui vérifieaP € K. CommeGy (f) ~ H etH

estrésolublealorsGy (f) = G(L/M) estrésoluble L’hypothésederécurrencenontre
gue f estrésolublepar desradicauxsur M. Lesracinesde f setrouventdonc,dans
uneextensionde M obtenuepar adjonctionsuccessie deradicaux.Or M estobtenue
apartirdeK parl'adjonctiondu radicala, donclesracinesde f setrouventdansune

extensiondeK obtenugparadjonctionsuccessie deradicaux.f estalorsrésolublepar
desradicaux.



