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Extensionsséparables
1 Degréde Galoisd’une extension

Touteslesextensionsconsidéréesdanscechapitreseront finies. Soit E uneexten-
siondeK, N etN

�
deuxclôturesnormalesdeE, I l’ensembledesK-isomorphismesde

E dansN et I
�
celui desK-isomorphismesdeE dansN

�
.

Théorème Card
�
I ��� Card

�
I
� � .

Démonstration N etN
�
sontdeuxclôturesnormalesdeE. Il existeunK-isomorphisme

σ deN surN
�
. Soitϕ; I ��� I

�
l’applicationdéfinieparϕ

�
u ��� σ 	 u. Il estfaciledeprou-

verquel’applicationϕ estbijective.DoncCard
�
I �
� Card

�
I ��� .

Définition On appelledegré galoisiend’une extensionE de K, le cardinalde
l’ensembledesK-isomorphismesdeE dansuneclôturenormaledeE.
La définition du degré galoisienne dépendpasdu choix de la clôturenormalede E
d’aprèsle théorèmeprécédent.Le degré galoisiende l’extensionE de K seranoté
E : K � .

Exemple
 �

: ����� 2.

Théorème Soit L uneextensionnormaledeK contenantuneclôturenormalede
E. Le degrégaloisien


E : K � estégalaucardinaldel’ensembledesK-isomorphismes

deE dansL.

Démonstration Soit J l’ensembledesK-isomorphismesdeE dansL. Nousavons
I � J. Réciproquement, tout σ � J peut être prolongé en un
K-automorphismeσ de L, car L est une extensionnormalede K. La restrictionde
σ àN estunK-automorphismedeN carN estuneextensionnormaledeK. Nousavons
σ
�
E ��� σ

�
E ��� σ

�
N ��� N. Il enrésulteque,σ est,enréalité,un K-isomorphismede

E dansN c.à.d.σ � I. D’où I � J.

Théorème Soit E
�
uneextensiondeK

�
. Si σ estun isomorphismedeE surE

�
tel

quesarestrictionσ àK estun isomorphismedeK surK
�
, alors


E : K ��� 

E
�
: K
� � .

Démonstration Soit N une clôture normalede E et N
�

une clôture normalede
E
�
. L’isomorphismeσ peutêtreprolongéen un isomorphismeσ

�
de N sur N

�
. L’ap-

plicationϕ qui associeà chaqueK-isomorphismeu deE dansN, le K
�
-isomorphisme

u
� � σ 	 u 	 σ � 1 deE

�
dansN

�
estbijective.Il enrésulte


E : K ��� 

E
�
: K

� � .
Théorème Si nousavonsK � L � E, alors


E : K ��� 

E : L ���  L : K � .
Démonstration Soit N uneclôture normalede E. Pour tout K-isomorphismeσ
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de L dansN, on note Jσ l’ensemblede tous les K-isomorphismesde E dansN qui
prolongentσ. Si σ � Jσ, alorsσ

�
E � estun corpsintermédiaireentreσ

�
L � et N. Soit

Iσ l’ensembledestouslesσ
�
L � -isomorphismesdeσ

�
E � dansN. Nousallonsprouver

queIσ et Jσ ont le mêmecardinal.Considéronsl’application f ; Iσ ��� Jσ définiepar
f
�
u ��� u 	 σ. Il est facile de voir que f est injective. Elle estaussisurjective; car si

u
� � Jσ, u

�
peuts’écriresousla formeu

� � f � u � 	 σ � 1 � , carσ peutêtreregardécomme

un isomorphismedeE surσ
�
E � . Or, nousavonsCard

�
Iσ ��� 

σ
�
E � : σ

�
L ��� et,d’après

le théorèmeprécédent,

σ
�
E � : σ

�
L ����� 

E : L � . D’où Card
�
Iσ ��� 

E : L � . Pourterminer
la démonstration,remarquonsque

�
Jσ � estunepartition de l’ensembleJ destousles

K-isomorphismesdeE dansN. Ainsi, nousavons
E : K ��� Card

�
J �
� ∑

σ
Card

�
Jσ ��� ∑

σ
Card

�
Iσ �

� ∑
σ


E : L ��� 

E : L ���  L : K �

Théorème Si E � K
�
a � , alors


E : K � est le nombredesracinesdistinctesde

Irr
�
a  K � .
Démonstration Soit N une clôture normalede E, I l’ensembledestous les K-

isomorphismesdeE dansN etA l’ensembledesracinesdistinctesdeIrr
�
a  K � dansN.

L’applicationdeI dansA qui associeσ àσ
�
a � estbijective.D’où


E : K �!� Card

�
I �
�

Card
�
A � .

Corollair e Si E � K
�
a � , alors


E : K ��" 

E : K � .
Théorème Si E estuneextensionfinie deK, alors


E : K ��" 

E : K � .
Démonstration Comme E est une extension finie de K, elle s’écrit

E � K
�
a1  $#%#$#$ an � . Si Ki � K

�
a1  $#%#$#$ ai � , alorsKi � Ki � 1

�
ai � . Démontronsparrécurrence

suri que

Ki : K ��" 

Ki : K � . Pouri � 1, la propriétéestvraiecarnousavons
K1 : K �!� 

K
�
a1 � : K ��" 

K
�
a1 � : K �!� 

K1 : K �
Supposonsle propriétévraiepouri et démontrons-lapouri & 1. Nousavons

Ki ' 1 : K ��� 
Ki ' 1 : Ki ��� Ki : K ��" 

Ki ' 1 : Ki ��� Ki : K ��� 
Ki ' 1 : K �

Par récurrence,nousobtenons
E : K �!� 

Kn : K ��" 
Kn : K �!� 

E : K �



I. El Hage www.les-mathematiques.net 3

2 ExtensionsSéparables

Soit E uneextensionof K.

Définition L’extensionE de K seradite séparablesi, et seulementsi,

E : K ���

E : K � .
Exemple

�
estuneextensionséparablede � .

Définition Un élémenta d’une extensionE de K seradit séparablesur K si, et
seulementsi, touteslesracinesdeIrr

�
a  K � sontsimples.

Exemple i estséparablesur � . ( 2 séparablesur ) .

Théorème UneextensionsimpleE � K
�
a � estséparablesi, et seulementsi, a est

séparablesurK.

Démonstration Soit

E : K �!� n � deg

�
Irr

�
a  k �*� . Nousavons

E estséparablesurK �!+-,/.  E : K ��� 
E : K �$0

+-, 
Irr

�
a  K � possèden racinesdistinctes�+-, 

touteracinedeIrr
�
a  K � estsimple�+-, 

a estséparablesurK �

Théorème Uneextensionfinie E deK estséparablesi, et seulementsi, tout élé-
menta deE estséparablesurK.

Démonstration Si E estséparablesurK, Alors nousavons
E : K

�
a �1��� K �

a � : K ��� 
E : K ��� 

E : K �� 
E : K

�
a �2��� K �

a � : K �
Or 

E : K
�
a �1��" 

E : K
�
a �2� et


K
�
a � : K ��" 

K
�
a � : K �

D’où 
E : K

�
a �1��� 

E : K
�
a �2� et


K
�
a � : K ��� 

K
�
a � : K �

et a estséparablesur K. Réciproquement,E s’écrit E � K
�
a1  $#$#%#$ an � car elle estune

extensionfinie deK. PosonsKi � K
�
a1  $#%#$#% ai � . NousavonsKi � Ki � 1

�
ai � , Irr

�
ai  Ki � 1 �

divise Irr
�
ai  K � et ai estséparablesurK. Il enrésultequeai estséparablesurKi � 1 et

Ki : Ki � 1 ��� 
Ki : Ki � 1 � pouri � 1  2  %#$#%#$ n. Il enrésulte


E : K ��� i 3 n

∏
i 3 1


Ki : Ki � 1 ��� 

E : K �
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cequi prouvequeE estséparablesurK.

Théorème del’élémentprimitif . TouteextensionséparablefinieE deK estsimple.

Démonstration Il suffit deprouverquel’ensembledescorpsintermédiairesentre
K et E estfini. Soit 4 cetensembleet I l’ensembledestouslesK-isomorphismesde
E dansuneclôturenormaleN. Soit h : 45��� P

�
I � l’applicationqui associeà L �64

le sous-ensembledeI définipar7
σ � I 8 σ

�
a �
� a pourtout a � L 9�#

Cetteapplicationestinjective; carsi L :� L
�
, et si a � L � L

�
, alorsa estséparablesur

K, cequi prouvequea estséparablesurL
�
. D’où

L
� �

a � : L
� �!�<; L � � a � : L

�>=@?
1 #

Ce qui précèdemontrequ’il existe un L
�
-isomorphismeσ de L

� �
a � dansN tel que

σ
�
a �A:� a. Or σ peut être prolongéen un K-automorphismeσ de N car N est une

clôturenormale.La restrictionσ B de σ à E estun K-isomorphismede E dansN qui
vérifie σ B � a ��� σ

�
a ��� σ

�
a �C:� a. Il en résulteσ B � h

�
L
� � et σ B 8� h

�
L � qui prouve

h
�
L �D:� h

�
L
� � . Pourfinir la démonstration,notonsquel’ensembleP

�
I � despartiesdeI

estfini carI estfini.


