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Extensionsséeparables

1 Degréde Galoisd'une extension

Toutesles extensionsconsidéréedansce chapitreseront finies. Soit E uneexten-
siondeK, N etN’ deuxcléturesnormalesdeE, | 'ensembledesK-isomorphismesle
E dansN etl’ celuidesK-isomorphismesle E dansN'.

Théoreme Card(l) = Card(l").

Démonstration N etN’ sontdeuxcléturesnormalesieE. Il existeunK-isomorphisme
odeN surN'. Soitd; | — I’ I'applicationdéfiniepar¢ (u) = oou. Il estfaciledeprou-
verguel’application¢ estbijective. DoncCard(l) = Card(l/).

Définition On appelledegré galoisiend’une extensionE de K, le cardinalde
I'ensembledesK-isomorphismesle E dansunecléturenormaledeE.
La définition du degré galoisienne dépendpasdu choix de la cléture normalede E
d'aprésle théorémeprécédentLe degré galoisiende I'extensionE de K seranoté
[E : K].

Exemple [C: R] = 2.

Théoréme Soit L uneextensionnormalede K contenanunecloéturenormalede
E. Le degrégaloisien[E : K] estégalau cardinalde 'ensembledesK-isomorphismes
deE dansL.

Démonstration SoitJ I'ensembledesK-isomorphismesle E dansL. Nousavons
I C J. Réciproquement, tout o € J peut étre prolongé en un
K-automorphismé de L, car L estune extensionnormalede K. La restrictionde
o aN estunK-automorphismeéeN carN estuneextensiomnormaledeK. Nousavons
o(E) CG(E) CG(N) = N. Il enrésulteque,o est,enréalité,un K-isomorphismele
E dansNc.adoel.Doul =J.

Théoréme SoitE’ uneextensiondeK’. Si G estunisomorphismeale E surE’ tel
guesarestrictiono aK estunisomorphismaleK surK’, alors[E : K] = [E’ : K'].

Démonstration Soit N une cléture normalede E et N’ une cléture normalede
E'. L'isomorphismeg peutétre prolongéen un isomorphismes’ de N surN'. L'ap-
plication$ qui associea chaqueK-isomorphismeau de E dansN, le K’-isomorphisme
U =gouoc~tdeE’ dansN’ estbijective. Il enrésulte[E : K] = [E" : K'].

Théoréme SinousavonsK C L C E, alors[E: K] =[E: L] x[L:K].

Démonstration Soit N une cléture normalede E. Pourtout K-isomorphismes
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de L dansN, on note J; I'ensemblede tous les K-isomorphismesle E dansN qui
prolongento. Si G € Jg, alors@ (E) estun corpsintermédiaireentrec (L) et N. Soit
ls 'ensembledestousles o (L)-isomorphismesle @ (E) dansN. Nousallonsprouver
guelgs et J; ontle mémecardinal.Considérond'application f;l; — J; définie par
f (u) =uoa. Il estfacilede voir que f estinjective. Elle estaussisurjectve; car si
U € Js, U peuts'écriresousla formeu’ = f (u’ 06‘1), caro peutétreregardécomme
unisomorphismeale E surG (E). Or, nousavonsCard (I5) = [0 (E) : o(L)] et,d’apres
le théorémeprécédentc (E) : 6(L)] = [E : L]. D'ou Card (I5) = [E : L]. Pourterminer
la démonstrationtemarquongjue (J;) estunepartition de 'ensemblel destousles
K-isomorphismesle E dansN. Ainsi, nousavons

[E:K]=Card(J) = ZCard (Jo) = ZCard (Is)

o

:Z[E:L]z[E:L]x[L:K]

Théoréme Si E = K (a), alors [E : K] estle nombredesracinesdistinctesde
Irr (a,K).

Démonstration Soit N une cl6ture normalede E, | I'ensembledestousles K-
isomorphismesleE dansN et A I'ensembledesracineddistinctesdelrr (a,K) dansN.
L'applicationdel dansA qui associeo ac (a) estbijective.D’ou [E : K] =Card () =
Card (A).

Corollaire SiE =K(a), alors[E: K] < [E:K].

Théoreme Si E estuneextensionfinie deK, alors[E : K] < [E : K].

Démonstration Comme E est une extension finie de K, elle s'écrit
E =K(ay,...,an). SiKi =K (ag,...,a), alorsK; = Ki_1 (). Démontrongarrécurrence
suri que[K; : K] < [K; : K]. Pouri = 1, la propriétéestvraie carnousavons

[Ki:K]=[K(ap) : K] < [K(a1) : K] = [K1 : K]

Supposone propriétévraie pouri etdémontrons-lgouri + 1. Nousavons

[Ki+1 : K] = [Ki+1 : Ki] X [Ki : K] < [Ki+1 : Ki] X [Ki : K] = [Ki+1 : K]

Parrécurrencenousobtenons

[E:K]=[Kn:K]<[Kn:K]=[E:K]
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2 ExtensionsSéparables

Soit E uneextensionof K.

Définition L'extensionE deK seradite séparablesi, et seulemensi, [E : K] =
[E : K].

Exemple C estuneextensionséparableleR.

Définition Un élémenta d’'une extensionE de K seradit séparablesurK si, et
seulemensi, touteslesracinesdelrr (a,K) sontsimples.

Exemple i estséparablsurR. v/2 séparablesurQ.

Théoréeme UneextensionsimpleE = K (a) estséparablei, et seulemensi, a est
séparablesurK.

Démonstration Soit[E : K] =n=deg(Irr (a,k)). Nousavons

[E estséparableurK] < [[E Kl=[E: K]]

< [Irr(a,K) posséde racinedistincte$
<= [touteracinedelrr (a,K) estsimplg
<= [aestséparablsurK]

Théoréme Uneextensionfinie E deK estséparablesi, et seulemensi, tout élé-
menta de E estséparablesurK.

Démonstration Si E estséparablesurK, Alors nousavons

[E:K(a)]x[K(a):K]=[E:K]=[E:K]
=[E:K(a)] x[K(a):K]

Or

[E:K@)] <[E:K(a)] et[K(@) K] < [K(a) : K]
D’ou

[E:K(a)]=[E:K(a)] et[K(a) : K] =[K(a) : K]
et a estséparablesur K. Réciproquementt s'écrit E = K (ay,...,an) carelle estune
extensionfinie deK. Poson; = K (a,...,a;). NousavonsK; = Ki_1 (&), Irr (&,Ki—1)
diviselrr (a,K) eta estséparablesurK. Il enrésultequea estséparablesurK;_; et
[Ki : Ki—1] = [Ki : Ki—1] pouri = 1,2,...,n. Il enrésulte

[E:K]:_ n[Ki:Ki_l]:[E:K]
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cequi prouve queE estséparablesurk.
Théoréme del’élément primitif . Touteextensionséparablénie E deK estsimple.

Démonstration Il sufit de prouver quel’ensembledescorpsintermédiairegntre
K et E estfini. Soit ¥ cetensembleet| I'ensembledestousles K-isomorphismesie
E dansunecléturenormaleN. Soith: & — P(l) I'application qui associea L € F
le sous-ensemblde| définipar

{oel / ao(a)=apourtoutacL}.

Cetteapplicationestinjective; carsiL # L', etsiae L — L', alorsa estséparablesur
K, cequi prouve quea estséparableurl’. D'ol

[L'(a):L']=[l(a):L'] > 1L

Ce qui précédemontrequ’il existe un L’-isomorphismeo de L’ (a) dansN tel que
o(a) # a. Or o peutétre prolongéen un K-automorphismé de N car N estune
cléturenormale.La restrictionc* de@ a E estun K-isomorphismede E dansN qui
vérifie 0* (a) =6 (a) = o(a) # a. Il enrésultec* € h(L') eto* ¢ h(L) qui prouwe
h(L) # h(L"). Pourfinir la démonstrationnotonsquel’ensembleP (1) despartiesdel
estfini carl estfini.



