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Equation généralededegrén
1 Equation dedegréen

Tous les corpsconsidérésdansce chapitreserontde caractéristiquenulle. Soit
b1 ��������� bs desélémentsd’uneextensiond’un corpsK.

Définition Ondiraquelesélémentsb1 ��������� bs sontalgébriquementindépendants
surK si, et seulementsi, cesélémentsnesatisfontaucunerelationdela forme

∑αi1i2 � � � isbi1
1
����� bis

s
� 0

àcoefficientsnonnuls.

Autrementdit, b1 ��������� bs sontalgébriquementindépendantssi, et seulementsi, ils
n’annulentaucunpolynômenonnul P

�
X1 ��������� Xs �	� K 
X1 ��������� Xs � à n indéterminées.

Exemple Si a esttranscendantsurK et b esttranscendantsurK
�
a � , alorsa � b sont

algébriquementindépendantssurK, carsi nousavons

∑
i � j αi � jaib j � 0

alors

∑
j


∑

i
αi ja

i � b j � 0

Mais b esttranscendantsurK
�
a � , d’où

∑
i

αi ja
i � 0 pourtout j

a estaussitranscendantsurK. Lesrelationsprécédentesimpliquentαi j
� 0 pourtout i

et tout j cequi prouvel’indépendancealgébriquedea etb surK.

Définition L’équationgénéralededegrén surun corpsK estuneéquationdela
forme

xn � an � 1xn ��������� a1x � a0
� 0

où lescoefficientsa0 � a1 ��������� an � 1 sontalgébriquementindépendantssurK.

SoitF � K
�
a0 � a1 ��������� an � 1 � et f

�
X � � Xn � an � 1Xn � 1 ��������� a1X � a0. Nousavons

f
�
X ��� F 
 X � et F � K

�
Y1 ���������Yn � corpsdesfractionsrationnellesen n idéterminées

Y1 ���������Yn et à coefficientsdansK. Soit u1 � u2 ��������� un les racinesde f dansun corpsdes
racinesF

�
u0 � u1 ��������� un � 1 � pour f surF .

Théorème u1 � u2 ��������� un sontalgébriquementindépendantssurK.
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Démonstration Sinon,soit

∑αi1i2 � � � inui1
1
����� uin

n
� 0

unerelationdedépendancealgébriquesurK. Posons

P
�
X1 ��������� Xn � � ∑αi1i2 � � � in X i1

1
����� X in

n

Cepolynômenonnul satisfait P
�
u1 � u2 ��������� un � � 0. Considéronsle polynôme

H
�
X1 ��������� Xn � � ∏

σ � Sn

P � Xσ � 1� ��������� Xσ � n ���
Le polynômeH est visiblementsymétrique.La théoriedespolynômessymétriques
nousapprendqu’il existeun polynômeuniqueQ

�
X1 ��������� Xn � dansK 
X1 ��������� Xn � tel que

H
�
X1 ��������� Xn � � Q

�
Σ1 ��������� Σn �

où Σ1 � Σ2 ��������� Σn sontlespolynômessymétriquesélémentaires

Σ1
� X1

� X2
��������� Xn

Σ2
� X1X2

� X1X3
� ������� Xn � 1Xn

Σ3
� X1X2X3

��������� Xn � 2Xn � 1Xn��
Σn
� X1X2

����� Xn

La relationP
�
u1 � u2 ��������� un � � 0 impliqueH

�
u1 � u2 ��������� un � � 0 etparsuiteQ

�
Σ !1 ��������� Σ !n � �

0 où Σ !i � Σi
�
u1 � u2 ��������� un � . Or Σ !i � ��" 1� i an � i. Il enrésulte

Q
��"

an � 1 � an � 2 � " an � 3 ��������� ��" 1� n a0 � � 0

Mais, lesélémentsa0 ��������� an � 1 sontalgébriquementindépendantssurK. Ceci implique
Q � 0 et parsuiteH � 0 et P � 0.

Corollair e Lesracinesu1 � u2 ��������� un sontdistinctes.

Démonstration Car si ui
� u j, alorsui

"
u j
� 0 estunerelationde dépendence

algébriquesurK satisfaitesparlesélémentsu1 � u2 ��������� un.

Théorème K
�
u1 � u2 ��������� un � � F

�
u1 � u2 ��������� un �

Démonstration Nousavons

F
�
u1 � u2 ��������� un � � K

�
a0 ��������� an � 1 � � u1 � u2 ��������� un �� K
�
a0 ��������� an � 1 � u1 � u2 ��������� un �� K
�
u1 � u2 ��������� un �
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car les coefficientsai peuvents’exprimeren fonctiondesracinesu1 ��������� un par l’inter-
médiairedespolynômessymétriquesélémentaires.

Théorème Le groupedeGaloisG dupolynômef estisomorpheaugroupesymé-
triqueSn.

Démonstration Il suffit deprouver queG estle groupeS
�
A � detoutelespermu-

tationsde l’ensembleA �$# u1 � u2 ��������� un % desracinesde f car ce groupede permuta-
tions est isomorpheau groupeSn. Soit σ � G. σ � S

�
A � car elle permuteles racines

u1 � u2 ��������� un de f . Réciproquement,soit t unepermutationdeA �&# u1 � u2 ��������� un % et soit

σ;K 
 u1 � u2 ��������� un � "(' K 
 u1 � u2 ��������� un �
l’applicationdéfiniepar

σ
�
g
�
u1 � u2 ��������� un ��� � g

�
t
�
u1 � ��������� t � un ���

σ estbiendéfiniecar tout élémentdeK 
 u1 � u2 ��������� un � s’écrit d’unemanièreunique
sous la forme g

�
u1 � u2 ��������� un � . Il est aisé de prouver que σ est un

K-automorphismedel’anneauK 
 u1 � u2 ��������� un � . Il peutêtreprolongéenunK-automorphisme
τ ducorpsK

�
u1 � u2 ��������� un � , corpsdesfractionsdel’anneauK 
 u1 � u2 ��������� un � . Il nousreste

àprouverqueτ estunF-automorphismedeK
�
u1 � u2 ��������� un � . Maisτ laissefixetoutélé-

mentai carai estunefonctionsymétriquedesracinesu1 � u2 ��������� un. Ainsi, τ appartient
augroupedeGaloisG de f surF .

Corollair e L’équationgénéralede degré n n’est pasrésolublepar desradicaux
pourn ) 5.

Démonstration Pourn ) 5, le groupedeGaloisdel’équationgénéralededegrén
estisomorphieà Sn qui estnonrésoluble.

2 Discriminant

Soit
xn � an � 1xn � 1 � ������� a1x � a0

� 0

l’équationgénéralededegrén suruncorpsK.

Définition Soit P � K
�
a0 � a1 ��������� an � 1 � et R un corpsdesracinessur P pour le

polynôme
f
�
X � � Xn � an � 1Xn � 1 ��������� a1X � a0

Le groupedeGaloisde f estisomorpheà Sn. Soit u1 � u2 ��������� un lesracinesde f dansR.
Onappellediscriminant de f l’élémentD � ∆2 où ∆ estl’élément ∏

i * j

�
ui
"

u j �+� R.
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Exemple Le discriminantdel’équationgénéralededegré2 surK est

D � ∆2 � � u0
"

u1 � 2 � a2
1
"

4a0

Théorème σ
�
∆ � �-, ∆ pourtout σ � G

�
R . P � .

Démonstration Nousavons

σ
�
∆ � � σ


∏
i * j

�
ui
"

u j � � � ∏
i * j

�
σ
�
ui � " σ

�
u j ��� � ε

�
σ � ∆ �-, ∆

où ε
�
σ � estla signaturedela permutationσ.

Corollair e ∆2 � P.

Démonstration Carσ � ∆2 � � σ
�
∆ � 2 � ∆2 pourtout σ � G

�
R . P � .

Théorème Le corpsdesélémentslaissésfixeparle groupealternéAn estP
�
∆ � .

Démonstration Soit L le corps des élémentslaissésfixes par An. Nous avons
An
� G
�
R . L � . L’extensionL de P estnormale,car An

� G
�
R . L � estun sous-groupe

distinguéde Sn
� G
�
R . P � . En plus, le groupede Galois G

�
L . P � est isomorpheau

groupequotientSn . An qui estun grouped’ordre2. Ainsi 
 L : P � � 2. L’élément∆ est
invariantparchaqueélémentdeAn carσ

�
∆ � ��, ∆ . Il enrésulte∆ � L et 
 P � ∆ � : P � � 2.

D’où L � P
�
∆ � .

3 Equation dedegré2

Cetteéquationestdela forme

x2 � bx � c � 0

Nousavonsu0
"

u1
� ∆ et u0

� u1
� b. En résolvantle systèmelinéaire/

u0
"

u1
� ∆

u0
� u1

� b

nousobtenons

u0
� " b � ∆

2
et u1

� " b
"

∆
2
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4 Equation dedegré3

Cetteéquationesdela forme

x3 � a2x2 � a1x � a0
� 0

Enposanty � x
" a2

3
, nousobtenons

x3 � px � q � 0

Le discriminantdecetteéquationest

∆ � " 4p3 " 27q2

SongroupedeGalois,identifiéà S3, estrésolubleet

S3 0 A3 0 # e %
estunechaînenormaleà facteursabéliensde S3. Il correspondà cettechaînepar la
correspondancedeGalois,la chaînesuivantedecorpsintermédiaires

P 1 P
�
∆ � 1 R

Le groupedeGaloisdel’extensionR deP
�
∆ � estA3. Mais A3 estun groupecyclique

d’ordre 3. Il est engendrépar le cycle
�
123� . Il en résulteque le groupede Galois

G
�
R . P � ∆ ��� estengendréparle P

�
∆ � -automorphismeσ deR qui vérifie

σ
�
u1 � � u2, σ

�
u2 � � u3 etσ

�
u3 � � u1

Ainsi, 
 P � ∆ � � u1 � : P
�
∆ ��� � 3 et R � P

�
∆ � � u1 � � P

�
∆ � u1 � .

Onappliquela méthodedela résolvantedeLagrange.Nousavons

β1
� u1

� zσ
�
u1 � � z2σ2 � u1 � � u1

� zu2
� z2u3

β2
� u1

� z2u2
� zu3

β3
� u1

� u2
� u3

Un calculassezcomplexenousdonne

β3
1
� � u1

� zu2
� z2u3 � 3 � " 27

2
q � 3

2 2 " 3∆

β3
2
� " 27

2
q
" 3

2 2 " 3∆

β1β2
� " 3p

Donc,u1 � u2 � u3 formentunesolutiondusystèmelinéairesuivant34 5 u1
� u2

� u3
� 0

u1
� zu2

� z2u3
� β1

u1
� z2u2

� zu3
� β2
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Pourrésoudrecesystème,nousdevonscalculerβ1 etβ2. Parmi lessolutionspossibles,
on choisitcellequi vérifie β1β2

� " 3p. La résolutiondu systèmelinéairenousdonne
alors

u0
� β1

� β2

3
, u1
� z2β1

� zβ2

3
etu2

� zβ1
� z2β2

3

Exemple Pourrésoudrel’équationdedegré3 suivante

x3 " 5x2 � 19x � 25 � 0

on posey � x
" 5

3
. Nousobtenonsl’équationsuivante

x3 � 32
3

x � 1280
27
� 0

Le discriminantdecetteéquationest

∆2 � " 4p3 " 27q2 � " 4 6 32
3 7 3 "

27 6 1280
27 7 2 � " 65536

D’où

β3
1
�98 4 8 2 3 � 1:(: 3

et β3
2
�98 " 4 8 2 3

"
1:(: 3

etβ1β2
� " 3p � " 32.Onendéduit

β1
� 4 8 2 3

"
1: et β2

� " 4 8 2 3 � 1:
cequi donne

u0
� β1

� β2

3
� " 8

3

u1
� z2β1

� zβ2

3
� 4

3

"
i

u2
� zβ1

� z2β2

3
� 4

3
� i

et

x0
� u0

� 5
3
� " 1

x1
� u1

� 5
3
� 3
"

4i

x2
� u2

� 5
3
� 3 � 4i
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5 Equation dedegré4

Cetteéquationestdela formesuivante

x4 � a3x3 � a2x2 � a1x � a0
� 0

Enposanty � x
" a3

4
, nousobtenons

x4 � px2 � qx � r � 0

Le discriminantdecetteéquationest

∆ � 16p4r
"

4p3q3 " 128p2r2 � 144pq2r
"

27q4 � 256r3

Le groupedeGaloisdecetteéquation,identifiéàS4, estrésolubleet

S4 0 A4 0 V 0 W 0 # e %
Où

V �;# e � u � � 12� � 34� � v � � 13� � 24� � t � � 14� � 23��% �W �&# e � u %
estunechaînenormaleà facteursabéliensde S4. Il lui correspond,par la correspon-
dancedeGalois,la chaînesuivantedecorpsintermédiaires

P 1 P
�
∆ � 1 L1 1 L2 1 R

Nousavons
G
�
R . P � ∆ �<� � A4, G

�
R . L1 � � V , G

�
R . L2 � � W

et 
 R : P � � 24, 
 R : P
�
∆ �=� � 12, 
 R : L1 � � 4, 
R : L2 � � 2
 L2 : L1 � � 2 � 
 L2 : P
�
∆ �=� � 6 � 
 L1 : P

�
∆ �>� � 3 et 
P � ∆ � : P � � 2

L1 estengendrésurP
�
∆ � parunélémentinvariantpartouslesσ � V . Maiscetélément

estmodifiéparaumoinsunélémentdeA4. Considéronsl’élémentθ � � u0
� u1 � � u2

� u3 � .
Cetélémentvérifie

u
�
θ � � � u1

� u0 � � u3
� u2 � � θ

v
�
θ � � � u2

� u3 � � u0
� u1 � � θ

t
�
θ � � � u3

� u2 � � u1
� u0 � � θ

Donc θ � L1. d’un autrecôté,σ � � 123�?� A4 et σ
�
θ �A@� θ ce qui prouve θ .� P

�
∆ � .

D’où L1
� P
�
∆ � � θ � � P

�
∆ � θ � . Le polynômeminimal deθ surP

�
∆ � estle polynôme

ayantcommeracineslesσ
�
θ � pourtoutélémentσ deA4

� G
�
R . P � ∆ ��� . Mais

A4
� / e � � 123� � � 124� � � 134� � � 234� � � 132� � � 142� � � 143� ��

243� � � 13� � 24� � � 14� � 23� � � 12� � 34� B
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Calculantcesimagedeθ, nousobtenons

θ1
� θ

θ2
� � u0

� u2 � � u1
� u3 �

θ3
� � u0

� u3 � � u1
� u2 �

Or cesimagessontlesracinesdel’équation�
x
"

θ1 � � x " θ2 � � x " θ3 � � x3 " b1x2 � b2x
"

b3
� 0

avec

b1
� θ1

� θ2
� θ3

� 2p

b2
� θ1θ2

� θ1θ3
� θ2θ3

� p2 " 4r

b3
� θ1θ2θ3

� " q2

Cetteéquationdedegré3 estappeléela résolvantecubique del’équationdedegré4.
Le polynôme minimal de θ sur P

�
∆ � est donc le polynôme

X3 " b1X2 � b2X
"

b3. θ1 et θ2 appartiennentà L1 car ils sontinvariantspar tousles
élémentsdeV � G

�
R . L1 � .

L2 estengendrésurL1 parunélémentdedegré2.Si λ � u1
� u2, alorsλ estinvariant

partouslesélémentsdeW maistransforméparl’élémentv deV carnousavons

v
�
λ � � u3

� u4 @� λ
�
u1
� u2

� u3
� u4

� 0�
Doncλ � L1 et λ .� L2. Il en résulteL2

� L1
�
λ � et la chaînedescorpsintermédiaires

devient
P 1 P

�
∆ � 1 P

�
∆ � θ � 1 P

�
∆ � θ � λ � 1 R

Pourcalculerlesracinesu1 � u2 � u3 � u4 enfonctiondeθ1 � θ2 � θ3, nousavons/ �
u1
� u2 � � u3

� u4 � � θ1

u1
� u2

� u3
� u4

� 0

Cesdeuxéquationsnousdonnent/
u1
� u2

� 2 " θ1

u3
� u4

� " 2 " θ1

Demême,nousavons /
u1
� u3

� 2 " θ2

u2
� u4

� " 2 " θ2

et /
u1
� u4

� 2 " θ3

u2
� u3

� " 2 " θ3

Le choixde 2 " θ1 � 2 " θ2 � 2 " θ3 doit satisfaire8DC " θ1 : 8DC " θ2 : 8 C " θ3 : � � u1
� u2 � � u1

� u3 � � u1
� u4 � � " q
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Nousobtenons

u1
� 1

2
8 C " θ1

� C " θ2
� C " θ3 :

u2
� 1

2
8 C " θ1

" C " θ2
" C " θ3 :

u3
� 1

2
8 C " θ1

� C " θ2
" C " θ3 :

u4
� 1

2
8 C " θ1

" C " θ2
� C " θ3 :

Exemple Soità résoudrel’équationdedegré4 suivante

x4 " 2x3 � 4x2 � 2x
"

5 � 0

Enposanty � x
" 1

2
, nousobtenons

y4 � 5
2

y2 � 5y
" 51

16
� 0

La résolvantecubiqueest
x3 " 5x2 � 19x � 25 � 0

Lesracinesdecetteéquationdedegré3 sont

θ1
� " 1 � θ2

� 3
"

4i etθ3
� 3 � 4i �

Nousavons C " θ1
�-, 1C " θ2
� 2 4i

"
3 �-, � 1 � 2i �C " θ3

� 2 " 3
"

4i �-, � 1 " 2i �
La condition8EC " θ1 : 8EC " θ2 : 8 C " θ3 : � � u1

� u2 � � u1
� u3 � � u1

� u4 � � " q � " 5

nousdonne2 " θ1
� 1 � 2 " θ2

� 1 � 2i et 2 " θ3
� 2i

"
1. Lesracinesdel’équationen

y sont

y0
� 1

2
� 2i � y1

� 1
2

"
2i � y2

� 1
2

et y3
� " 3

2
Onendéduitlesracinesdel’équationinitiale enx. Cesracinessont

x0
� 1 � 2i � x1

� 1
"

2i � x2
� 1 et x3

� " 1


