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Equation genéralede degren

1 Equation dedegréen

Tous les corps considérésdansce chapitreserontde caractéristiquenulle. Soit
bs,...,bs desélémentsd’'une extensiond’un corpsK.

Définition Ondiraquelesélémentdy,...,bs sontalgébriquementindépendants
surK si, etseulemensi, cesélémentse satisfontaucunerelationdela forme

z ailiz.,.isbill...bi; =0

acoeficientsnonnuls.

Autrementdit, bs,...,bs sontalgébriquemenindépendantsi, et seulemensi, ils
n’annulentaucunpolyndmenonnul P (Xy,...,Xs) € K [Xy,...,Xs] @n indéterminées.

Exemple Si a esttranscendargurK etb esttranscendargurK (a), alorsa,b sont
algébriguemenindépendantsurK, carsi nousavons

ZGi,jaibj =0
8]

alors
z ijai bl =0
] |

Mais b esttranscendargurK (a), d’ou

ijai =0 pourtout j
|

a estaussitranscendargurK. Lesrelationsprécédentesnpliquenta;; = O pourtouti
ettout j cequi prouwvel'indépendancealgébriquedea etb surK.

Définition L'équation généralede degrén suruncorpsK estuneéquationdela
forme
X'+an-1xX"+---fax+a =0

oulescoeficientsap,ay,...,an—1 sontalgébriquemenindépendantsurK.
SoitF = K (ag,ay,..-,an—1) et f (X) = X"+ an_1 X"~ 4 ...+ a;X + ap. Nousavons
f(X) € F[X] etF ~ K(Yy,...,Yn) corpsdesfractionsrationnellesen n idéterminées

Y1,...,Yn et a coeficientsdansK. Soit up,Us,...,U, lesracinesde f dansun corpsdes
racinesF (Ug,U,...,un—1) pour f surF.

Théoréme ug,Us,...,u, sontalgébriguemenindépendantsurK.
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Démonstration Sinon,soit
> Qliyip. ipUL...UN =0
unerelationdedépendancalgébriquesurK. Posons
P (X0, X) = ¥ Oy i Xq Lo X0
Cepolynémenonnul satishit P (u,Uz,...,un) = 0. Considéronde polynéme

H (Xq,...,Xn) = rLP(xc(l),...,xc(n))

Le polynémeH estvisiblementsymétrique.La théorie des polyndmessymétriques
nousapprendyu’il existeun polyndmeuniqueQ (Xi,...,Xn) dansk [Xy,...,Xn] tel que
H (X1,...,%1) = Q(Z1,...,Zn)

oUZ1,%,...,2, sontlespolyndmessymétriqueglémentaires

21=Xg+Xo+---+ X,
2o = X Xo+ XXz + - -+ + Xn1Xn
3= X1 XoX3+ - - + Xn—2Xn—1%n

Zn =X X2+ Xn

LarelationP (ug,Up,...,un) = OimpliqueH (ug,Uz,...,un) = 0 etparsuiteQ(Z,...,.2,) =
00U =5 (up,U,...,un). Or &/ = (—1)'an_i. Il enrésulte

Q(—an-1,an-2, — @n—3,-..,(—1)"ag) = 0

Mais, lesélémentsay,...,an—1 sontalgébriquemenindépendantsurK. Ceciimplique
Q=0etparsuiteH =0etP=0.

Corollaire Lesracinesus,us,...,u, sontdistinctes.

Démonstration Carsi u; = uj, alorsu; — uj = 0 estunerelationde dépendence
algébriquesurK satishitesparlesélémentsiy,uy,...,Un.

Théoreme K (ug,Up,...,Un) = F (Ug,U2,...,Un)
Démonstration Nousavons

F (ug,up,...,un) = K (ag,...,an—1) (Ug,U2,-.-,Un)
K (aOa---aan—laULUZ;---aUn)
= K (ug,Uz,...,Un)
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carles coeficientsg peuvents’exprimer enfonctiondesracinesus,...,u, parlinter-
médiairedespolyndmessymétriqueglémentaires.

Théoreme Le groupedeGaloisG du polyndmef estisomorpheaugroupesymé-
trique S,.

Démonstration |l sufiit de prouver queG estle groupeS(A) detouteles permu-
tationsde I'ensembleA = {uj,uy,...,un} desracinesde f car ce groupede permuta-
tions estisomorpheau groupeS,. Soit o € G. g € S(A) car elle permuteles racines
ug,Uz,...,un de f. Réciproqguemensoitt unepermutatiorde A = {uy,up,...,un} etsoit

0; K [ug,uz,...,un] — K [ug,U2,...,Un]
I'applicationdéfiniepar

0 (g(U1,U2,---,Un)) = g(t (Un) ..t (Un))

o estbien définiecartout élémentde K [ug,uy,...,un] S'écrit d’'une manieéreunique
sous la forme g(ug,up,...,us). Il est aisé de prouwer que o est un
K-automorphismeel’anneauK [ug,Us,...,Un]. Il peutétreprolongéenunK-automorphisme
T du corpsK (up,Ua,...,Un), corpsdesfractionsdel’anneauk [ug,up,...,un]. Il nousreste
aprouverquet estunF-automorphismeleK (uz,us,...,un). MaisT laissefixe tout élé-
menta; cara estunefonction symétriquedesracinesus,up,...,Un. Ainsi, T appartient
augroupede GaloisG de f surF.

Corollaire L'équationgénéralede degré n n’est pasrésolublepar desradicaux
pourn > 5.

Démonstration Pourn > 5, le groupede Galoisdel'équationgénéralededegrén
estisomorphiea S, qui estnonrésoluble.

2 Discriminant
Soit
X' a1 X"t fax+ag =0
I'équationgénéraladedegrén surun corpsK.
Définition Soit P = K (ap,a,...,an—1) et R un corpsdesracinessur P pour le

polynéme
f(X)=X"+an_ X"+ +aX+ao

Le groupede Galoisde f estisomorphea S,. Soituy,Us,...,U lesracinesde f dansR.
Onappellediscriminant de f I'élémentD = A2 ou A estl'élément [] (Ui — u;j) € R
i<j
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Exemple Le discriminantdel’équationgénéralaede degré 2 surK est

D =A% = (up—uy)? = a2 — 4ag

Théoréme o (A) = +£A pourtouto € G(R/P).

Démonstration Nousavons

o(t)=0 (n (ui- uj)> =[] (o) —o(u)) =£(0)A = =A

i<] I<J

ou €(o) estla signaturedela permutatioro.
Corollaire A? € P.
Démonstration Caro (A?) = o (A)* = A? pourtouto € G(R/P).
Théoreme Le corpsdesélémentdaissédixe parle groupealternéA, estP(A).

Démonstration Soit L le corpsdes élémentslaissésfixes par A,. Nous avons
Ay = G(R/L). L'extensionL de P estnormale,car A, = G(R/L) estun sous-groupe
distinguéde S, = G(R/P). En plus, le groupede Galois G(L/P) estisomorpheau
groupequotientS, /A, qui estun grouped’ordre 2. Ainsi [L : P] = 2. L'élémentA est
invariantparchagqueélémenteA,, carc (A) = +A. Il enrésulteA € L et[P(A) : P} = 2.
D'ou L =P(A).

3 Equation dedegré?2
Cetteéquationestdela forme
X2 +bx+c=0

Nousavonsug — u; = A etug + u; = b. Enrésohantle systémdinéaire

Up—Uui=A
U+ui=>b
nousobtenons
—b+A —-b—-A
Up = etu; =

2
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4 Equation dedegré3
Cetteéquationesdela forme
X+ X + aux+ap =0

a
Enposanty = x— 3 nousobtenons

X+ px+q=0
Le discriminantde cetteéquationest
A= —4p® - 27¢°
Songroupede Galois,identifiéa Sz, estrésolubleet
S$2A;2{e}

estune chainenormalea facteursabéliensde Ss. Il correspondh cettechainepar la
correspondancee Galois,la chainesuivantede corpsintermédiaires

PCP(A)CR

Le groupede Galoisdel'extensionR de P (A) estAs. Mais Az estun groupecyclique
d'ordre 3. Il estengendrépar le cycle (123). Il enrésulteque le groupede Galois
G(R/P(4)) estengendréarle P (A)-automorphisme deR qui vérifie

o(u1) =up, o(up) =uzeta(uz) =up

Ainsi, [P(A) (u1) : P(A)] =3 etR=P(A) (u1) = P(A,u1).
Onappliquela méthodedela résohantede LagrangeNousavons

B1 = U1 + 20 (Uy) + 2202 (Uy) = Ug + 2Up + ZUs3
B2 = Uy + ZUp + 2U3
Bz=U;+Ux+U3

Un calculassezomplexe nousdonne

27 3
B3 = (u1+ZU2+22U3)3: —5 0+ 5V-3

27 3
3—__ _ —
B3 = 2q 2\/ 3A

B1B2=—3p

Donc,us,uUp,us formentunesolutiondu systémdinéairesuivant

ur+ux+us=0
Uy + Z2Up + 22Uz = By
U1+22U2+ZU3=32
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Pourrésoudrece systéemenousdevonscalculerf3; et 2. Parmilessolutionspossibles,
on choisitcelle qui vérifie 3132 = —3p. La résolutiondu systémdinéairenousdonne

alors
_ [31-13:[32, Uy = 22[313-2[32 etu, = 251222[32

Uo

Exemple Pourrésoudrd’équationde degré 3 suivante

X3 —5x2+19x+25=0

5 L
onposey =x— . Nousobtenong'équationsuivante

32 1280
X3+ §X+ 7 =0

Le discriminantde cetteéquationest

3 2
N = —4p® - 2707 = —4 (%2> -27 (%’) = —65536

D'ou
B3 = (4(\/§+ 1))3 etpd = (—4(\/5—1))3
etB1B2 = —3p = —32.0nendéduit

3124(\/5—1) etfy = —4(\/§+1)

cequidonne
w— PitB_ 8
0T T3 T3
y CBitBe 4
! 3 3
B+ 4
Up = 3 —3+I

et

5
5 .
x1:u1+§:3—4|

5 .
x2:u2+§ =3+4i
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5 Equation dedegre4
Cetteéquationestdela formesuivante
X+ ap +a’ +aix+ap=0

Enposanty = x— % nousobtenons

X+ pl+agx+r=0
Le discriminantde cetteéquationest
A = 16p*r — 4p°q® — 128p?r2 + 144pgPr — 274" + 2563
Le groupede Galoisde cetteéquationjdentifiéa Sy, estrésolubleet
SiDA/DVDOWD {e}

ou
’ V ={eu=(12)(34),v=(13)(24),t = (14)(23)} W = {e,u}

estunechainenormalea facteursabéliensde . Il lui correspondpar la correspon-
dancede Galois,la chainesuivantede corpsintermédiaires

PCP(A)CL1CLCR
Nousavons
G(R/P(D)) ~ A4, G(R/L1) ~V, G(R/L2) ~W

et

[R:P]=24,[R:P(8)]=12,[R:L1] =4, [R: L] =2
[Lo:Li] =2,[L2: P(A)]=6,[L1: P(A)]=3et[P(A):P]=2
L, estengendré&urP (A) parun élémentnvariantpartouslesco € V. Mais cetélément

estmodifiéparaumoinsunélémenteA4. Considéronsélémentd = (ug+ uz) (U2 + Us).
Cetélémentvérifie

u(B) = (ur+uo) (Uuz+u2) =6
v(8) = (uz4uz) (Ug+u1) =B
t(e) = (U3+ U2) (U1+ Uo) =0
Donc 6 € L. d’'un autrecété,o = (123) € A4 et o(B) # 6 ce qui prouve 8 ¢ P(A).

D'ou L1 = P(A) (6) = P(A,8). Le polyndmeminimal de 8 sur P (A) estle polynéme
ayantcommeracineseso (6) pourtoutélémento deAs = G(R/P(4)). Mais

_ | &(123,(124),(134),(234),(132),(142),(143),
Pa= { (243),(13)(24),(14)(23),(12) (34) }
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Calculantcesimagede 6, nousobtenons
0,=6
82 = (Uo+ ug) (U1 + U3)
03 = (Up+ U3) (U1 + U2)
Or cesimagessontlesracinesdel’équation
(Xx—01) (x—82) (x—063) = X3 — b2+ box—b3=0
avec

by =61+62+63=2p

by = 016, + 6163+ 6,03 = p* — 4r

bz = 610,03 = —¢?
Cetteéquationde degré 3 estappeléda résolvante cubique del’équationde degré 4.
Le polyndbme minimal de 6 sur P(A) est donc le polynéme
X3 — b1 X? 4+ bpX — bs. 8; et 6, appartiennené L; carils sontinvariantspar tousles
élémentsleV = G(R/L1).

L, estengendréurlL; parunélémentedegré2. SiA = u; + up, alorsA estinvariant

partouslesélémentddeW maistransforméoarl’élémentv deV carnousavons

VA) =uz+us#A (Uur+uz+uz+us=0)

DoncA € Lj etA ¢ Lo. Il enrésulteL, = L1 (M) etla chainedescorpsintermédiaires
devient
PCP(A) CP(AB) CP(ABN)CR

Pourcalculerlesracinesus,uy,us,us enfonctionde84,6,,03, nousavons

(U1 +up) (Us+ug) =61
up+ux+us+us=0

Cesdeuxéquationsiousdonnent

U+ =+/—61
Uz+Uus=—/—061
De méme nousavons
up+uz=+—-6
U2+ Us=—/—02
et
Up+us =+/—063
Up+ Uz =—/—63

Le choix de+/—81,./—8,,./—83 doit satishire
<\/ —91) (\/ —92) (\/ —93) = (U1+ U2) (U1+ U3) (U1+ U4) =—q
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Nousobtenons
%(\/——BH —02+ —93)
e = 5 (V=81 V=8 /)
s ;(F+¢I-m)
=} (V)

Exemple Soitarésoudrd’équationde degré4 suivante

X =23+ 42 +2x—5=0

1
Enposanty = x— > nousobtenons

5 51
y4+§y2+5y—1—6—0

La résohantecubiqueest
X3 —5x2 4+ 19 +25=0

Lesracinesdecetteéquationde degré 3 sont
01 =-10,=3—-4ietb3=3+4i.

Nousavons

La condition
(\/——61) <\/——92) (\/——93) = (U1 +Up) (U + Ug) (U1 +Ug) = —q = =5

nousdonney/—8; = 1,,/—0; = 1+ 2i et\/—03 = 2i — 1. Lesracinesdel'équationen
y sont

1 . 1 . 1 3

Yo= §+2|;Y1= > -2y = 5 elys=—3

Onendéduitlesracinesdel’équationinitiale enx. Cesracinessont

Xo=1+2ix3=1—-2ixo=1letxg=—-1



