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Corps desracines
1 Intr oduction

Touslescorpsconsidérésdanscecoursserontdescorpscommutatifs.SoitK untel
corps.

Définition On dit qu’un corpsE estuneextensiondu corpsK si, et seulementsi,
K estun sous-corpsdeE.

Exemple
�

estuneextensionde � etde � .

Exemple � estuneextensionde � ���
2� .

Exemple � � �
2� estuneextensionde � .

Exemple Le corpsK � X � desfractionsrationnellesàuneindeterminéesurle corps
K estuneextensiondeK.

Définition On appelleéquation polynomiale sur K touteéquationde la forme
P � x �
	 0, oùP estpolynômeappartenantàK � X � .

Le degrédecetteéquationestle degrédu polynôme.Lessolutionsdecetteéqua-
tion P � x �
	 0 sontlesracinesdu polynômeP dansuneextensionE deK.

Exemple Uneéquationdedegré1 estdela formeax 
 b 	 0 où a � K � et b � K.

Exemple Une équationde degré 2 estde la forme ax2 
 bx 
 c 	 0 où a � K � ,
b � K et c � K.

Le but dececoursestderépondreauxdeuxquestionssuivantes:

Question1 : Ayantuneéquationpolynomialededegrén surun corpsK,
est-il possiblede trouver uneextensionE deK, danslaquelle,l’équation
possèdeunesolution?
Question2 : Dansle casoù l’équationpolynomialeP � x ��	 0 possèdeune
solutiondansuneextensionE deK, sousquellesconditionscettesolution
s’exprime-elle,àpartir descoefficientsdeP, à l’aide desquatreopérations
et desradicaux?
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2 Corps desracines

Soit K uncorps.

Définition une extensionE de K est un corps de ruptur e pour le polynôme
f � X ��� K � X � surK si, et seulementsi, E contientuneracinede f .

Exemple � estuncorpsderupturepourX3 � 2 sur � .

Théorème Si f � X � estun polynômeirréductibledansK � X � , alors f possèdeun
corpsderupturesurK.

Démonstration SoitM l’idéal deK � X � engendréparle polynômef . M estunidéal
maximalcarK � X � estun anneauprincipalet f estirréductible.Si E désignel’anneau
quotientK � X ��� M, alorsE estuncorps.OnpeutregarderK commeunsous-corpsdeE.
Pour voir ça, soit
p;K � X � ��� K � X ��� M la surjectioncanonique.La restrictionq de p à K estun ho-
momorphismenonnul car p � 1��	 1. Il enrésultequecethomomorphismeestinjectif
carsonanneaudedépartestuncorps.OnendéduitqueK estisomorpheàq � K � , cequi
permetd’identifierK etq � K � . Ainsi E devientuneextensiondeK. Soitα 	 X 	 p � X � .
Enécrivant

f � X �
	 a0 
 a1X 
�������
 anXn

nousobtenons

f � α �
	 a0 
 a1α 
�������
 anαn	 q � a0 ��
 q � a1 � p � X ��
�������
 q � an ��� p � X ��� n	 p � a0 ��
 p � a1 � p � X ��
�������
 p � an ��� p � X � � n	 p � a0 
 a1X 
�������
 anXn �	 p � f �	 0

DoncE estuneextensiondeK contenantla racineα de f .

Corollair e Tout polynômef � X ��� K � X � possèdeun corpsderupturesurK.

Démonstration Eneffet, toutpolynômef � K � X � sedécomposeenproduitdepo-
lynômesirréductibles.

Définition UneextensionE de K estun corps de décompositionpour un poly-
nôme f surK si, et seulementsi, f peutêtrescindédansE � X � c.d. il peutêtredécom-
poséenproduitdepolynômeslinéairesdansE � X � .

Exemple Le corps
�

estuncorpsdedécompositionsur � pourlepolynômeX2 
 1.
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Exemple Le corps � est un corps de décompositionsur � pour le polynôme
X2 � 1.

Théorème Tout polynômef � K � X � possèdeun corpsdedécomposi-tionsurK.

Démonstration On procèdepar récurrencesur le degrén de f . Si n 	 1, alorsK
estun corpsde décompositionpour f sur K. Supposonsle théorèmevrai pour tout
polynômededegrépluspetit quen et démontrons-lepour les polynômesde degrén.
D’aprèsle corollaireprécédent, il existe uneextensionE de K contenantuneracine
a de f . Le polynômeX � a divise f � X � dansE � X � . Nousavons f � X �
	!� X � a � g � X �
dansE � X � , avecdeg � g ��	 n � 1. L’hypothèsederécurrencenouspermetdetrouverun

corpsdedécompositionF pourg � X � surE. On ag � X ��	 k
i " n
∏
i " 2

� X � ai � dansF � X � et

f � X �
	#� X � a � g � X ��	$� X � a � k
i " n

∏
i " 2

� X � ai �
	 k
i " n

∏
i " 1

� X � ai �
dansF � X � où a1 	 a. Ainsi, F estun corpsdedécompositionpour f surK.

Définition Un corpsdedécompositionminimal pour f surK estappeléun corps
desracinespour f surK.

Exemple
�

estuncorpsdesracinessur � pourle polynômeX2 
 1.

Exemple � � �
2� estun corpsdedécompositionsur � pourle polynômeX2 � 2.

3 Adjonction

Définition Soit A estunepartied’uneextensionE deK. Le sous-corpsdeE en-
gendrépar K % A estappeléle corps engendrépar A sur K ou le corpsobtenupar
l’ adjonction de A à K. On dira alorsqueA estun systèmede générateursde K � A �
surK.
Notation Le corpsengendrépar A sur K seradésignépar K � A � . Si A est fini et si
a1 &(')'('(& an sontseséléments,alorsnousécrironsK � a1 &('(')'(& an � à la placedeK � A � .

Exemple Si A 	 /0, alorsK � A ��	 K.

Exemple
� 	*�+� i � .

Remarque UneextensionE deK peutavoir plusieurssystèmedegénérateurssur
K : ainsi �,� i �
	 � 	*�-� 1 
 i � .

Théorème Si A et B sontdeuxpartiesd’uneextensionE deK, alorsK � A % B ��	
K � A ��� B � .
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Démonstration Tout sous-corpsde E qui contientK & A et B contientK � A � et B.
Réciproquement,tout sous-corpsdede E qui contientK � A � et B contientK & A et B.Il
en résultequela famille de tousles sous-corpsde E contenantK, A et B estégaleà
celledetouslessous-corpsdeE qui contiennentK � A � etB. CeciprouvequeK � A % B � ,
qui estle pluspetit élémentdela premièrefamille,estégalà K � A ��� B � , qui estle plus
petit élémentdela seconde.

Corollair e K � a1 &)'('(')& an �
	 K � a1 &(')'('(& an . 1 �/� an � .
Théorème Tout polynômef � K � X � , possèdeuncorpsdesracinessurK.

Démonstration Soit E un corpsde décompositionpour f sur K. Ce polynôme
s’écrit sousla forme

f � X ��	 k
i " n

∏
i " 1

� X � ai �
dansE � X � . Soit S 	 K � a1 &('(')'(& an � . Il estfaciledevoir queS estun corpsdedécompo-
sition pour f sur K. Ce corpsde décompositionestminimal car, si R estun corpsde
décompositionpour f surK contenudansS, alors f s’écrit

f � X ��	 k 0 i " n

∏
i " 1

� X � bi �
dansR � X � . MaisR � X ��1 S � X � . Il enrésulteque f s’écritdedeuxmanièrescommepro-
duit depolynômeslinéairesqui sontirréductibles.L’unicité d’unetelle décomposition
impliquek 	 k 0 et 2 a1 &)'('(')& an 3 	42 b1 &(')'('(& bn 3 . D’où

R 1 S 	 K � a1 &)'('(')& an ��	 K � b1 &('(')'(& bn �51 R

cequi prouveR 	 S. S estun corpsdesracinespour f surK.

Théorème Si E estun corpsde décompositionsur K pour le polynôme f � X �6�
K � X � , alorsE contientun corpsderacinesuniquepour f surK.

Démonstration Si

f � X ��	 k
i " n

∏
i " 1

� X � ai �5� E � X �
estladécompositionde f commeproduitdefacteurslinéairesdansE � X � , alorsa1 & a2 &)'(')'(& an

sontlesracinesde f dansE etR 	 K � a1 & a2 &)'('(')& an � estuncorpsderacinespour f surK
commenousl’avonsvu. Si T estunautrecorpsderacinespour f surK, alors f s’écrit

f � X �
	 k 0 i " n

∏
i " 1

� X � bi ��� T � X �
Il enrésulte

f � X �
	 k
i " n

∏
i " 1

� X � ai ��	 k 0 i " n

∏
i " 1

� X � bi �5� E � X �
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L’unicité d’unetelle décompositionimpliquek 	 k 0 et2 a1 &)'(')'(& an 3 	42 b1 &(')'(')& bn 3
. Ainsi R 1 T et R 	 T carT estun corpsdedécompositionminimalpour f surK.

4 Degréd’une extension

Soit E uneextensiondeK. E peutêtremuni d’unestructuredeK-espacevectoriel
endéfinissantla multiplicationparun scalairepar� α & x �
7� αx

Définition On appelledegréde l’extensionE, la dimensiondeE en tantqueK-
espacevectoriel.Cedegréseranoté � E : K � .

Exemple � � : ���8	 2, 9(� ���
2� : �;:<	 2, � � : �;� estinfini.

Exemple � K : K ��	 1.

Définition UneextensionE deK seraditefinie si, et seulementsi, � E : K � estfini.
Elle seradite infinie dansle cascontraire.

Théorème de la multiplicati vité du degré Si E estuneextensiondeK et L est
un corpsintermédiaireentreK et L, alors� E : K ��	$� E : L �=� L : K � '

Démonstration Soit � xi � i > I unebasedu L-espacevectorielE et � y j � j > J unebase
du K-espacevectorielL. Nousallons prouver que � xiy j ��? i @ j AB> I C J estunebasedu K-
espacevectorielE.

C’est un systèmedegénérateurs: toutx � E s’écritx 	 ∑
i > I

aixi oùai � L pourtout

i � I. Or tout ai peuts’écrireai 	 ∑
j > J

bi jy j. Nousobtenons

x 	 ∑
i > I

aixi 	 ∑
i > I

D
∑
j > J

bi jy j E xi 	 ∑? i @ j AB> I C J

bi jxiy j
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C’est un systèmelibr e: Si ∑? i @ j AF> I C J
bi jxiy j 	 0 alors

∑
i > I

D
∑
j > J

bi jy j E xi 	 0

ce qui implique ∑
j > J

bi jy j 	 0 pour tout i � I car � xi � i > I est une base du

L-espacevectorielE. Mais � y j � j > J estunebasedu K-espacevectorielL, d’où bi j 	 0
pourtout � i & j �5� I G J.

La famille � xiy j � ? i @ j AB> I C J étantunebasedu K-espacevectorielE, nousavons� E : K ��	 dimK � E ��	 Card � I G J ��	 Card � I �
G Card � J �	 dimL � E �
G dimK � L �
	#� E : L �H� L : K � '
Corollair e Si (Ei)i " 1 @ I I I @ n estunesuitecroissantede corpsK 	 E0 1 E1 1 '(')'(' 1

En 	 E alors � E : K ��	$� En : E0 ��	 i " n

∏
i " 1

� Ei : Ei . 1 �
Démonstration Parunesimplerécurrence.


