I. El Hage www.les-mathematiques.net 1

Corpsdesracines

1 Intr oduction

Touslescorpsconsidérésiansce coursserontdescorpscommutatifs SoitK untel
corps.

Définition Ondit qu’'un corpskE estuneextensiondu corpsK si, et seulemensi,
K estunsous-corpsieE.

Exemple C estuneextensiondeR etde Q.
Exemple R estuneextensiondeQ (\/E) .
Exemple Q(\/i) estuneextensionde Q.

Exemple Le corpsK (X) desfractionsrationnellesiuneindeterminéesurle corps
K estuneextensiondeK.

Définition On appelleéquation polynomiale sur K toute équationde la forme
P(x) = 0, ou P estpolynémeappartenan K [X].

Le degréde cetteéquationestle degré du polyndme.Lessolutionsde cetteéqua-
tion P(x) = 0 sontlesracinesdu polyndmeP dansuneextensionE deK.

Exemple Uneéquationdedegré 1 estdelaformeax+b=0ouae K* etb € K.

Exemple Une équationde degré 2 estde la forme ax? + bx+c¢ = 0 ol a € K*,
beKetceK.

Le but de cecoursestderépondreauxdeuxquestionsuvantes

Question 1: Ayantuneéquationpolynomialede degrén surun corpsk,
est-il possiblede trouver uneextensionE de K, danslaquelle,l'équation
possedeinesolution?

Question2: Dansle casouI'équationpolynomialeP (x) = 0 possedeine
solutiondansuneextensionE de K, sousquellesconditionscettesolution
s’exprime-elle,a partir descoeficientsdeP, al'aide desquatreopérations
etdesradicaux?
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2 Corpsdesracines
SoitK uncorps.

Définition une extensionE de K estun corps de ruptur e pour le polynéme
f (X) € K[X] surK si, etseulemensi, E contientuneracinede f.

Exemple R estun corpsderupturepour X3 — 2 surQ.

Théoreme Si f (X) estun polyndmeirréductibledansK [X], alors f possédein
corpsderupturesurK.

Démonstration SoitM l'idéal deK [X] engendréarle polynémef. M estunidéal
maximalcarK [X] estun anneawprincipalet f estirréductible.Si E désignd’anneau
quotientK [X] /M, alorsE estuncorps.On peutregardek commeun sous-corpsleE.
Pour voir ca, soit
p; K[X] — K[X]/M la surjectioncanoniqueLa restrictiong de p & K estun ho-
momorphismeronnul car p(1) = 1. Il enrésultequecethomomorphismestinjectif
carsonanneauedépartestun corps.OnendéduitqueK estisomorpheaq(K), cequi
permetd’identifierK etq(K). Ainsi E devientuneextensiondeK. Soita = X = p(X).
En écrivant

f(X)=ap+aX+---+aX"

nousobtenons

f(a) =ap+aa+---+aa"
=q(ao) +q(a1) p(X) +---+aq(an) (pP(X))
= p(ao) + p(az) p(X) +---+ p(an) (P(X))"
(a0 +arX +-- - +anX")
(f)

n

p

p
=0

DoncE estuneextensiondeK contenanta racinea de f.

Corollaire Toutpolynémef (X) € K[X] possédein corpsde rupturesurkK.

Démonstration Eneffet, toutpolyndmef € K [X] sedécomposenproduitdepo-
lynémesirréductibles.

Définition UneextensionE de K estun corps de décompositionpour un poly-
némef surK si, etseulemensi, f peutétrescindédansk [X] c.d.il peutétredécom-
poséenproduitde polynémedinéairesdansk [X].

Exemple Le corpsC estuncorpsdedécompositiosurR pourle polyndmex? + 1.
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Exemple Le corps@Q estun corpsde décompositionsur Q pour le polynéme
X2—1.

Théoreme Toutpolynémef € K[X] possédein corpsde décomposi-tiorsurK.

Démonstration On procédeparrécurrencesurle degrén de f. Sin= 1, alorskK
estun corpsde décompositiorpour f sur K. Supposonge théorémevrai pour tout
polyndmede degré plus petit quen et démontrons-lgour les polyndmesde degré n.
D’apreésle corollaire précédent il existe uneextensionE de K contenanuneracine
ade f. Le polynébmeX — a divise f (X) dansE [X]. Nousavons f (X) = (X —a)g(X)
danskE [X], avecdeg(g) = n— 1. L’hypothésederécurrencerouspermetde trouver un

corpsdedécompositior pourg(X) surE. Onag(X) = kIF]n (X—a) dansF [X] et
i=2

i=n i=n
FX)=(X=-a)g(X) = (X-a)k[](X-a&) =k[](X-a)
] I
dansF [X] oua; = a. Ainsi, F estun corpsde décompositiompour f surK.

Définition Un corpsdedécompositiorminimal pour f surK estappeléun corps
desracinespour f surK.

Exemple C estun corpsdesracinessurR pourle polyndmeX? + 1.

Exemple Q (\/E) estun corpsde décompositiorsurQ pourle polyndmeX? — 2.

3 Adjonction

Définition Soit A estunepartied’'une extensionE deK. Le sous-corpsle E en-
gendrépar K U A estappeléle corps engendrépar A sur K ou le corpsobtenupar
I'adjonction de A a K. On dira alorsque A estun systemede générateursde K (A)
surk.

Notation Le corpsengendrépar A sur K seradésignépar K (A). Si A estfini et si
ay,...,an sontsesélémentsalorsnousécrironsK (ay,...,an) ala placedeK (A).

Exemple SiA=0, alorsK (A) =K.
Exemple C = R(i).

Remarque Une extensionE de K peutavoir plusieurssystéemede générateursur
K:ainsiR(i) =C=R(1+1i).

Théoreme Si A et B sontdeuxpartiesd’'uneextensionE deK, alorsK (AUB) =
K(A)(B).
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Démonstration Tout sous-corpgle E qui contientK,A et B contientK (A) et B.
Réciproquementput sous-corpsle de E qui contientK (A) et B contientK,A et B.II
enrésultequela famille de tousles sous-corpsie E contenanK, A et B estégalea
celledetouslessous-corpsleE quicontiennenK (A) etB. CeciprouvequeK (AUB),
qui estle plus petit élémentde la premiérefamille, estégala K (A) (B), qui estle plus
petitélémentdela seconde.

Corollaire K(ay,...,an) = K(a,...,an—1) (@n).
Théoreme Toutpolyndémef € K[X], possédein corpsdesracinessurK.

Démonstration Soit E un corpsde décompositiorpour f sur K. Ce polynéme
s’écritsousla forme

f(X) =kﬁ<x—a)

dansk[X]. Soit S= K (ay,...,an). Il estfacilede voir queS estun corpsde décompo-
sition pour f surK. Ce corpsde décompositiorestminimal car, si R estun corpsde
décompositiopour f surK contenudanssS, alorsf s’écrit

f(X)=wﬁ<x—bi)

dansR[X]. MaisR[X] C S[X]. Il enrésulteque f s’écritdedeuxmaniérexommepro-
duit de polynémesdinéairesqui sontirréductibles L'unicité d’unetelle décomposition
impliquek =K et{ay,...,an} = {b1,...,bn}. D'oU

RC S=K(ay,...,an) = K(by,...,bn) CR

cequiprouve R = S. Sestun corpsdesracinespour f surK.

Théoreme Si E estun corpsde décompositiorsur K pourle polynémef (X) €
K [X], alorsE contientun corpsderacinesuniquepour f surK.

Démonstration Si .
1I=n
f(X) =k[](X-a) € E[X]
I

estladécompositiomle f commeproduitdefacteurdinéairesdanskE [X], alorsay,ay,...,an
sontlesracinesde f danskE etR= K (az,ay,.--,a,) estuncorpsderacinespour f surK
commenousl’avonsvu. Si T estun autrecorpsderacinespour f surK, alorsf s’écrit

f(X)=k’T|_[(X—bi)eT[X]

Il enrésulte ) )
I=n 1I=n

f(X):krl(X—a):Hrl(X—bi)eE[X]
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L'unicité d'unetelle décompositionmpliqguek = k' et
{al,...,an} = {bl,...,bn}

.AinsiRC T etR=T carT estun corpsdedécompositiomminimal pour f surK.

4 Degréd’une extension

Soit E uneextensionde K. E peutétremunid’unestructurede K-espacevectoriel
endéfinissanta multiplication parun scalairepar

(0,X) = ox

Définition On appelledegré de 'extensionE, la dimensionde E entantqueK-
espacevectoriel.Cedegréseranoté[E : K].

Exemple [C: R] =2, [Q(\/?) :Q] =2,[R: Q] estinfini.
Exemple [K : K] =1.

Définition UneextensionE deK seradite finie si, etseulemensi, [E : K] estfini.
Elle seradite infinie dansle cascontraire.

Théoreme de la multiplicati vité du degré Si E estuneextensiondeK etL est
un corpsintermédiaireentreK etL, alors

[E:K]=[E:L][L:K].

Démonstration Soit (X)), unebasedu L-espacevectorielE et (yj), ., unebase
du K-espacevectoriel L. Nous allons prouver qUE(ijj)(i Delxd estune basedu K-
espacevectorielE.

€lx

C’estun systémede générateurs: toutx € E s’écritx= 3 ajx; olg; € L pourtout
i€l

i € 1. Ortouta peuts’écrirea; = 5 byijy;. Nousobtenons
jed

x=Y ax = bijyj | X = biixy;
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Cestun systemelibre: Si 5  bjjxy; =0alors
(i,j)elxJ

% (%b””') X =0

ce qui implique 3 bijy; = O pour tout i € | car (X, est une base du
jed

L-espacevectorielE. Mais (yj)jeJ estunebasedu K-espacevectoriell, d'ou bjj; =0
pourtout (i,j) € I x J.
La famille (Xiyj)(i el étantunebasedu K-espacevectorielE, nousavons

[E: K] =dimk (E) =Card(l x J) =Card(l) x Card (J)
=dim, (E) x dimk (L) = [E : L][L : K].

Corollaire Si (Ej)i=1,..,n estunesuitecroissantede corpsK = Eg C E; C ...
E,=E alors

N

[E:K]=[En:Eq] = _ n[Ei (Ei_q]

Démonstration Parunesimplerécurrence.



