
Espacesmétriquesconnexes
1 Intr oduction

La notiond’espaceconnexeva nouspermettredemodèliserle concept"d’un seul
tenant".Le rôle de cesespacesest, une fois encore,fondamentaleen analyseet le
champsd’interventionde cesensemblesesttrèslarge.On montreraen particulierici
commentle théorèmedesvaleursintermédiairessegénéraliseauxfonctionscontinues
sur un espacemétrique,puis l’on donneradescritèresde connexité, plus évidentà
manierquela connexité elle-même.

2 Espacesmétriquesconnexes

Danstout cechapitre(X,d) et (Y,d’) désignentdesespacesmétriques.

Définition On dira quel’espacemétrique(X,d) estconnexes’il vérifie l’une des
conditionséquivalentessuivantes.

1. Si X estréuniondedeuxouverts disjointsalorsl’un decesdeuxouvertsestvide
et l’autreégaleà X.

2. Si X estréuniondedeuxfermés disjointsalorsl’un decesdeuxfermésestvide
et l’autreégaleà X.

3. Si l’on considère
�
0 � 1 � muni de la topologiediscrèteet f : X ��� �

0 � 1 � une
applicationcontinue, alors f estconstantesurX.

4. Les seulsensemblesà la fois ouvertset fermésde X sontX lui mêmeet l’en-
semblevide.

Démonstration 1 � 2 estévidentparpassageaucomplémentaire.
1 � 3: Soit f unapplicationcontinuedeX dans

�
0 � 1 � . Alors

�
f � 1 	 0
 ; f � 1 	 1
�� repré-

senteunepartitiondeE endeuxouverts(ou deuxfermés)deE. Par conséquent,l’un
decesdeuxouvertsestvideet l’autreégaleàX toutentier, cequi impliquebienque f
estconstantesurX.
3 � 1: SoientU1 et U2 deux ouvertsde X qui définissentune partition de X. Soit
aussif : X ��� �

0 � 1 � définiepar f 	 U1 
�
 �
0 � et f 	 U2 
�
 �

1 � . f estcontinueet donc
constantesurX. Doncl’un desdeuxouvertsestvideetl’autreégaleàX toutentier.Cqfd
1 � 4: Soit U un sousensembleà la fois ouvertet fermédeX. Alors Uc est,lui aussi,
unsousensembleouvertet fermédeX. Mais U etUc définissentunepartitiondeX en
deuxouverts.X étantconnexeU estou videou égaleàX toutentier.
4 � 1: SupposonsqueU et V définissentunepartitionouvertedeX. Le complémen-
taire de U estalorségaleà V et réciproquementVc=U. U étantouvert , V estalors
fermé. De mêmeU estaussifermé.Mais X nepossèdepasdesousensembleà la fois
ouvert et ferméautrequel’ensemblevide et X. Donc l’un desdeux,U ou V estvide
l’autreégaleàX, cequi nousdonnele premierpoint.
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Définition On dira qu’un sousensembleU deX estun sousespaceconnexede
X ( ou unconnexedeX ) si U estconnexepourla métriqueinduite decelledeX.

Exemple Un intervalledeIRestconnexedansIR(munidesatopologiecanonique).
LesseulssousensemblesconnexesdeIRsontd’ailleurslesintervalles.

3 Application continuesur un connexe

Théorème L’image d’un connexe par uneapplicationcontinue estun sousen-
sembleconnexedel’espaceimagedecetteapplication.

Démonstration Onsuppososeici que(X,d) estunespacemétriqueconnexeetsoit
f : X ��� Y uneapplicationcontinuedeX dansY. Montronsque f 	 X 
 estun connexe
deY. Supposonsdoncqu’il existeunepartition

�
U1;U2 � de f 	 X 
 endeuxouverts.Po-

sonsV1 
 f � 1 	 U1 
 etV2 
 f � 1 	 U2 
 . LesdeuxouvertsU1 etU2 sontdesélémentsdela
topologieinduite sur f 	 X 
 etsontdoncdela formeU1 
 f 	 X 
�� O1 etU2 
 f 	 X 
�� O2

où O1 et O2 sont desouverts de Y. De plus, pour i=1,2, f � 1 	 Ui 
�
 f � 1 	 Oi 
�
 Vi.
Comme f estcontinue,on en déduitque les sousensemblesV1 et V2 sontdessous
ensemblesouvertsdansX. De plus,parconstruction,leur réunionrecouvreX et leur
intersectionestvide.

�
V1;V2 � estdoncunepartitiondeX endeuxouverts.CommeX

estconnexe,l’un decesdeuxouvertsestvideet l’autreégaleàX toutentier. Maisceci
impliquequel’image par f dechacundecesdeuxouvertsest,respectivementvide et
égaleà f 	 X 
 tout entieret doncquel’un desnosdeuxsousensembleU1;U2 de f 	 X 

estvideet l’autre égaleà f 	 X 
 . f 	 X 
 estalorsbienconnexe.

Théorème desvaleursintermédiair esSi uneapplicationf estdéfinieetcontinue
surun intervalle ]a,b[ deIR(où a et b sontdesréélsquelconquespouvantêtreégalesà
respectivement� ∞ et � ∞) , si deplusa’ et b’ sontdesélémentsde]a,b[ tel quea’<b’
alorspourtoutC ��� f 	 a ��
�� f 	 b ��
�� , il existec ��� a ��� b ��� tel que f 	 c 
�
 C.

Démonstration L’imaged’un connexe paruneapplicationcontinueestconnexe.
Or, lesintervallesdeIRsontlessousensemblesconnexesdeIR. Onendéduitdoncque
l’imagede[a’,b’] parf estun intervalledeIR. Toutélémentdecedernierpossèdantun
antécédentdans[a’,b’], Le théorèmeestdémontré.

4 Quelquescritèr esdeconnexité

Proposition Si un sousensembleU de X estconnexe, il enestdemêmede son
adhérence.

Démonstration Soit
f : U ��� �

0 � 1 �
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uneapplicationcontinue.(L’adhérencedeU estmuniedela topologieinduite decelle
de X et

�
0 � 1 � estmuni de la topologiediscrète). f estdonccontinuesur U. Mais U

étantconnexe,ceci impliqueque f estconstantesurU. On peutparexemplesupposer
que f vaut1 surU. Soit x un élémentde

U  U !
Supposonsque f (x)=0. Commef estcontinueet que

�
0 � estun ouvertde

�
0 � 1 � muni

de la topologiediscrète,f � 1(0) estun ouvert de l’adhérencede U contenantx. C’est
donc,enparticulier, un voisinagedex . Mais commex estadhérentà U , cevoisinage
intersectenécessairementU, et donc,parconstructiondecevoisinage,U possèdedes
pointsdontl’image par f estnulle.Cequi estabsurde,parhypothèse.Donc f " 1 sur
l’adhérencedeU etcetteadhérenceestdoncbelleet bienconnexe.Cqfd.

Proposition Soient 	 Ui 
 i # I une famille de sousensemblesconnexesde X tels$
i # I

Ui %
 /0 Alors: &
i # I

Ui estconnexe.

Démonstration NotonsU la réuniondes 	 Ui 
 i # I et supposonsqu’il existeuneap-
plicationcontinuef : U ��� �

0 � 1 � . Soita � X unpointdel’intersectiondes 	 Ui 
 i # I . La
restrictionde f àUi, i étantfixé dansI, estencoreuneapplicationcontinueà valeurs
dans

�
0 � 1 � . CommeUi est connexe, il s’en suit que f est constantesur Ui. On peut

supposer, parexemple,que f vaut0 surUi. Onauradonc f 	 a 
�
 0. i étantquelconque
dansI, f estalorsconstantesurchaqueUi ��' i � I. Mais l’égalité f 	 a 
(
 0 impliqueque
f estnulle surtoutUi ��' i � I et doncque f estnulle surU et doncconstantesurU. Ce
qui impliquequeU estconnexe.Cqfd.
Définition Soit x un élémentdeX. On appellecomposanteconnexede x la réunion
dessousensemblesconnexesdeX contenantx.

Proposition Soit x unélémentdeX.
– La composanteconnexedex estle plusgrandconnexedeX contenantx.
– La composanteconnexedex estunepartieferméedeX.

Démonstration La premièrepartiede la propositionestévidente,pardéfinitiondela
composanteconnexed’un point . La secondeparties’endéduitaussitôtcar, rappelons-
le, si un ensembleest connexe il en est de mêmede son adhérencequi de plus est
fermée. Doncsi U estle plusgrandconnexe deX contenantx, il estnécessairement
égaleà sonadhérencequi estaussiconnexeetqui contientaussix.

Proposition Soit 	)	 Xi � di 
)
 i # I unefamille d’espacesmétriquesconnexes.Alors Z,
l’espaceproduitdesXi estconnexepourla métriqueproduit.

Démonstration SoientO1 et O2 deuxouvertsdeZ nonvideset partitionnantsZ.
Fixonsi � I etnotonsΠi le projecteurdeZ surXi . Ona:Xi 
 Πi

	 Z 
�
 Πi
	 O1 
+* Πi

	 O2 

et Πi

	 O1 
�� Πi
	 O2 
,
 /0. Les projecteursétantdesapplicationsouvertes, Πi

	 O1 
 et
Πi

	 O2 
 sont desouvertsde Xi. Ils définissentdonc une partition de Xi en deux ou-
vertsdisjoints.Mais Xi étantconnexe,celaimplique,parexemple,queΠi

	 O1 
-
 /0 et
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Πi
	 O2 
(
 Xi. CelaimpliqueparailleursqueO1 
 /0 etO2 
 Z etqueZ estconnexe.

Réciproquement,lesprojecteursΠi étantcontinuessurZ pourla métriqueproduit
et la topologiedeXi , si l’on supposequeZ estconnexe,il enestdemêmedeXi .

Corollair e ICmunidel’une quelconquedesesnormesestconnexecommeproduit
deIRparlui même.

Corollair e IRn munidel’une quelconquedesesnormesestconnexe.

Définition Soientx et y deuxélémentsdeX. On appellechemin d’extrémités x
et y (ou chemin joignant x et y de X touteapplicationcontinuec : � 0 � 1�.��� X telle
quec 	 0
�
 x et c 	 1
(
 y.

Définition Ondiraque(X, /�
 estconnexepar arc si toutcoupled’élémentsdeX
peutêtrejoint parun chemin.

Proposition Si X estconnexepararcalorsX estconnexe.

Démonstration SupposonsdoncqueX n’estpasconnexe.Soit alors
�
U �V � , une

partition deX en deuxfermés.Soientaussix un élémentde U et y un élémentde V.
CommeX estconnexe pararc, il existeun cheminc : � 0 � 1�.��� X telle quec 	 0
-
 x
et c 	 1
,
 y. NotonsA 
 �

t �0� 0 � 1�21 c 	 t 
3� U � . CommeA estun sousensemblema-
joré de IR, il possèdeune borne supérieurque l’on note t0. Notons,d’autre part,
B 
 �

t �4� 0 � 1�51 c 	 t 
6� V � . B estun sousensembleminorédeIRet possède,parconsé-
quent,uneborneinférieurequel’on notet1. On a nécessairentt0 
 t1. Supposonsque
cenesoitpasle cas,alorst0 7 t1. Onpeutalorstrouverunréélt élémentde � t0 � t1 � . Mais
l’élémentc(t) deX nepeutalorsni êtreélémentdeU, ni deV. Cequi estimpossible.
NotonsT 
 t0 
 t1
T étantla bornesupérieuredeA, on peutconstruireunesuite 	 tn 
 n # IN d’élémentsdeA
convergeanteversT . Mais U étantferméet c continue, lim

n 8 ∞
c 	 tn 
 =c(T ) estélémentde

U. De même,on montreraitquec(T ) estélémentdeV. Mais U et V ont étésupposés
disjoints.Onaboutitalorsà unecontradictionetX estbienconnexe.

Remarque Attention,la réciproqueestfausse.
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