Espacesnétriques connexes

1 Intr oduction

La notiond’espaceconnee va nouspermettrede modeliserle concept'd’un seul
tenant".Le rble de cesespacesst, une fois encore,fondamentaleen analyseet le
champsd’interventionde cesensemblegsttréslarge. On montreraen particulierici
commente théorémedesvaleursintermédiairesegénéralisauxfonctionscontinues
sur un espacemeétrique,puis I'on donneradescritéresde conneité, plus évidenta
manierquela conneité elle-méme.

2 Espacegnétriques connexes

Danstout cechapitre(X,d) et (Y,d’) désignentlesespacesétriques

Définition Ondira quel’espacemétrique(X,d) estconnexes’il vérifie 'une des
conditionséquivalentesuivantes.
1. Si X estréuniondedeuxouverts disjointsalorsl’'un decesdeuxouvertsestvide
etl'autre égalea X.
2. Si X estréuniondedeuxfermés disjointsalorsl’'un de cesdeuxfermésestvide
etl'autre égalea X.
3. Sil'on considére{0,1} muni de la topologiediscréeteet f : X — {0,1} une
applicationcontinue, alorsf estconstantesur X.
4. Les seulsensembles la fois ouvertset fermésde X sontX lui mémeet I'en-
semblevide.
Démonstration 1 < 2 estévidentparpassagaucomplémentaire.
1= 3: Soit f unapplicationcontinuedeX dans{0,1}. Alors { f~1(0); f~(1)} repré-
senteunepartition de E en deuxouverts(ou deuxfermés)de E. Par conséquent,un
decesdeuxouvertsestvide etl'autre égalea X toutentier ce quiimpliquebienque f
estconstantesur X.
3= 1: SoientU; et U, deuxouvertsde X qui définissentune partition de X. Soit
aussif : X — {0,1} définiepar f(Uy) = {0} et f(U,) = {1}. f estcontinueetdonc
constantesurX. Doncl’'un desdeuxouvertsestvide etl’autre égalea X toutentierCqfd
1= 4: SoitU unsousensemble la fois ouvertetferméde X. Alors UC est,lui aussi,
unsousensembleuvertetfermédeX. Mais U et U® définissentinepartitionde X en
deuxouverts.X étantconnee U estou vide ou égalea X toutentier
4= 1: SupposonsgjueU etV définissenunepartitionouvertede X. Le complémen-
taire de U estalorségalea V et réciproquemenv°®=U. U étantouvert, V estalors
fermé. De mémeU estaussifermé.Mais X ne possédgasde sousensembléei la fois
ouvert et ferméautrequel’ensemblevide et X. Doncl'un desdeux,U ou V estvide
I'autre égalea X, cequi nousdonnele premierpoint.



Définition Ondira qu’'un sousensembld) de X estun sousespaceconnexede
X (ouunconnedeX ) si U estconnee pourla métriqueinduite decellede X.

Exemple Unintervalle deIR estconnexe dansiR (munidesatopologiecanonique).
Lesseulssousensemblesonneesde IR sontd’ailleurslesintenvalles.

3 Application continue sur un connexe

Théoréme L’image d’'un connee par une applicationcontinue estun sousen-
sembleconnee del'espacemagede cetteapplication.

Démonstration Onsuppososei que(X,d) estun espacenétriqueconnee etsoit
f : X — Y uneapplicationcontinuede X dansY. Montronsque f (X) estun connee
deY. Supposonsloncqu’il existeunepartition{U1;Uz} de f(X) endeuxouverts.Po-
sonsVy = f~1(U;) etV, = f~1(U,). LesdeuxouvertsU; etU, sontdesélémentsiela
topologieinduite sur f (X) etsontdoncdelaformeU; = f(X)NO; etU; = f(X)N O,
ol O; et O, sontdesouvertsde Y. De plus, pour i=1,2, f=1(U;) = f~1(O)) = V..
Commef estcontinue,on en déduitque les sousensembled/; etV, sontdessous
ensemblesuvertsdansX. De plus, par constructionjeur réunionrecouvreX et leur
intersectiorestvide. {V1;V»} estdoncunepartitionde X endeuxouverts.CommeX
estconnee,l'un decesdeuxouvertsestvide etl'autre égalea X toutentier Mais ceci
implique quel'image par f dechacunde cesdeuxouvertsest,respectrementvide et
égalea f(X) toutentieretdoncquel’'un desnosdeuxsousensemblédJ;;Us de f(X)
estvide etl'autre égalea f (X). f(X) estalorshienconnee.

Théoréme desvaleursintermédiair esSiuneapplicationf estdéfinieetcontinue
surunintenalle]a,b[ de IR (ou aetb sontdesréélsquelconquepouvantétreégalesa
respectiement—o et +) , sideplusa’ etb’ sontdesélémentge]a,b[tel quea’<b’
alorspourtoutC € [f(&),f(b')], il existec e [d,b] tel quef(c) =C.

Démonstration L'image d’un conne&e par uneapplicationcontinueestconnexe.
Or, lesintervallesde IR sontlessousensemblesonneesde IR . Onendéduitdoncque
'imagede[a’,b’] parf estunintervalledeIR. Tout élémenide cedernierpossedantn
antécédentlans[a’,b’], Le théoremesstdémontré.

4 Quelquescriter esde connexité

Proposition Si un sousensembldJ de X estconnee, il enestde mémede son
adhérence.

Démonstration Soit
f:U— {01}



uneapplicationcontinue.(L’adhérencale U estmuniedela topologieinduite decelle
de X et {0,1} estmuni dela topologiediscréte). f estdonccontinuesurU. Mais U
étantconnee, ceciimplique que f estconstantesurU. On peutparexemplesupposer
quef vautl surU. Soitx un élémentde

U\U.

Supposonsjue f(x)=0. Commef estcontinueetque{0} estunouvertde {0,1} muni
de la topologiediscrétef ~1(0) estun ouvert de 'adhérencede U contenanix. C’est
donc,enparticulier un voisinagede x . Mais commex estadhérenfiU , cevoisinage
intersectenécessairemeitd, etdonc,par constructionde ce voisinage U possedales
pointsdontl'image par f estnulle. Ce qui estabsurdeparhypothéseDonc f = 1 sur
I'adhérencele U etcetteadhérencestdoncbelle etbienconnee. Cqfd.

Proposition Soient(U;)iei une famille de sousensemblesonneesde X tels
(Ui # 0 Alors: | JU; estconnexe.
i€l i€l

Démonstration NotonsU la réuniondes(U;)i¢| et supposons|u’il existeuneap-
plicationcontinuef : U — {0,1}. Soita € X unpointdel'intersectiondes(U; )ic| . La
restrictionde f aU;, i étantfixé dansl, estencoreuneapplicationcontinuea valeurs
dans{0,1}. CommeU; estconnee, il s’ensuit quef estconstantesur U;. On peut
supposemarexemple,que f vaut0 surU;. Onauradonc f (a) = 0.i étantquelconque
dansl, f estalorsconstantesurchaquel;,Vi € |. MaisI'égalité f (a) = 0 impliqueque
f estnulle surtoutU;,Vi € | etdoncque f estnulle surU etdoncconstantesurU. Ce
qui impliquequeU estconnee. Cqfd.
Définition Soitx un élémentde X. On appellecomposanteconnexede x la réunion
dessousensemblesonnexesde X contenank.

Proposition Soitx unélémentde X.
— La composanteonneedex estle plusgrandconnexe de X contenank.
— La composanteonnee dex estunepartieferméede X.

Démonstration La premiérepartiede la propositionestévidente par définitiondela
composanteonneed’un point. La secondgarties’endéduitaussitbcar, rappelons-
le, si un ensembleestconnee il en estde mémede sonadhérenceyui de plus est
fermée. Doncsi U estle plusgrandconnexe de X contenank, il estnécessairement
égalea sonadhérenceui estaussiconnee et qui contientaussix.

Proposition Soit ((X,d;))ic; unefamille d’espacesnétriguesconnexes.Alors Z,
I'espaceproduitdesX; estconnee pourla métriqueproduit.

Démonstration SoientO; et O, deuxouvertsde Z nonvideset partitionnantsZ.
Fixonsi € | etnotond; le projecteudeZ surX; . Ona: X; = IM;(Z) =M;(01) UMN;(0y)
et M;(01) NM;(O2) = 0. Les projecteursétantdesapplicationsouvertes, M;(01) et
MM;(02) sontdesouvertsde X;. lls définissentdonc une partition de X; en deux ou-
vertsdisjoints.Mais X; étantconnexe, celaimplique, parexemple,quel;(O;1) = 0 et



M;(Oz) = X;. Celaimplique parailleursqueO; = 0 etO, = Z etqueZ estconnee.

Réciproquementges projecteurd; étantcontinuessurZ pourla métriqueproduit
etlatopologiedeX; , sil'on supposa&jueZ estconnee,il enestdemémede; .

Corollaire ICmunidel’'une quelconqualesesnormesestconnexecommeproduit
delRparlui méme.

Corollaire IR"™ munidel’'une quelconqueale sesnormesestconnee.

Définition Soientx ety deuxélémentgde X. On appellechemin d’extrémités x
ety (ou cheminjoignant x ety de X touteapplicationcontinuec: [0,1] — X telle
quec(0) = xetc(1) =vy.

Définition Ondiraque(X,0) estconnexepar arc sitoutcoupled’élémentsde X
peutétrejoint parun chemin.

Proposition SiX estconneepararcalorsX estconnexe.

Démonstration SupposonsloncqueX n’estpasconnee. Soitalors{U,V}, une
partition de X en deuxfermés.Soientaussix un élémentde U ety un élémentde V.
CommeX estconnee pararc, il existe un cheminc: [0,1] — X telle quec(0) = x
etc(l) =y. NotonsA = {t € [0,1]/c(t) € U}. CommeA estun sousensemblema-
joré de IR, il possédeune borne supérieurque I'on note tg. Notons, d’autre part,
B = {t € [0,1]/c(t) € V}. B estun sousensembleninoréde IR et possédepar consé-
guent,unéborneinférieurequel’on notet;. On a nécessairerth = t;. Supposonsgjue
cenesoitpasle cas,alorsty < t1. Onpeutalorstrouverunréélt élémentdel]to,t1[. Mais
I'élémentc(t) de X ne peutalorsni étreélémentde U, ni de V. Cequi estimpossible.
NotonsT =tg=t;

T étantla bornesupérieurale A, on peutconstruireunesuite (tn)nein d’élémentde A
cornvergeanteversT. Mais U étantferméet c continue, r![)noo c(tn)=c(T) estélémentde

U. De méme,on montreraitquec(T) estélémentde V. Mais U etV ont étésupposés
disjoints.On aboutitalorsa unecontradictionet X estbienconnee.

Remarque Attention,la réciproquesstfausse.



