Espaceamétrigues compacts

1 Intr oduction

La compacitéestune notion qui, tout commela complétude nouspermettrade
nousassureide I'existencede certainsobjetsmathématiquestlle permettraainsi de
prédirl’existencedela limite pourcertainessuitesou I'existencedesextremumspour
une fonction numérique Elle servirad’autre part a se rameney partantd’une situa-
tion présentantun caractéranfini” a unesituation“finie” etexploitable.Lesespaces
compactsontunegénéralisationdansle cadredesespacesopologiquesgdela notion
d’intervallesfermésetbornésde IR.

2 Notionsdebase

Danstout le chapitre,on seplacesur un espacanétrique(X,d) .O désignerdes
élémentgelatopologiesurX induitepard .

Notation | désigneraun ensemblequelconque(fini, dénombrableou indénom-
brable).

Définition Soit (Uj)ie; C P(X). Ondiraque(U;)iel estun recouvrementouvert
de X siVi € |,Uj € Oetque
X =Ju.

i€l
Remarque On parlerade recouvrementini (resp.dénombrableguelconque...3i
| estfini (resp.dénombrablequelconque...).

Définition On remarqueragu’un espacemétriqueest toujours séparé c'est a
dire quesi x ety € X, il existe toujoursdesouverts Oy et Oy tel quex € Oy, y €
OyetOxN Oy = 0. (Il sufiit de prendredesboulesouvertesd’un rayon sufisemment
petitautourdex etdey).

Définition On dira que (X,d) estun espacemétrique compactsi il vérifie: De
toutrecouvremenbuvertde X, on peutextraire un recouvrementini.(C.a.dsi

X= UUi
i€l
alorsil existelg Cl decardinalfini ettel que
X= U Ui).
i€|0

Onala definitionéquivalentesuivante;



Définition Ondira que(X,d) estun espacdopologiquecompactsi il vérifie: De
toutfamille (F);e defermé vérifiant

NF=0
i€l
, on peutextraireunesousfamillefinie d'intersectiorvide. (C.a.dquel’'on peuttrouver
lo C | decardinalfini ettel que
NF=0).

i€lp
Démonstration Soit (F)ie unesuitedeferméd’intersectiorvide. Alors, ona
(MR =UFR =0 =X.
i€l iel

(F%)ier estdoncunrecouvremenbuvertde X . On peutalorsenextraire un recouvre-

mentfini. Soitdoncly CI decardinalfini tel que
JFR=xX.
i€lp
Enrepassanaucomplémentairegn trouve I'égalité voulue:

(R =0

i€l

Corollaire Si (Fn)nein estunesuitedécroissantele fermésnonvidesde X com-

pactalors
ﬂ Fn # 0.

neiN

Démonstration Il sufit de prendrela contraposéeela propositionprécédentet
del'adaptera notrecasde figure (I=IN): Si pourunefamille (Fn)nen defermé,ona
pourtoutepartiefini o deIN :

(F#0

i€lp
(cequi estvraiici car(Fy)nen estdécroissantet
ﬂ F=F,
i€l
ouip=sup(i € lo}) alorsona

NF#0

ieIlN

Exemple Lesintervallesferméset bornésde IR sontdesespacesompactpourla
topologiedéfinieparla valeurabsolue.



3 Suitesdansun espacanétrique compact

Proposition Si (X,d) estun espacemétriquecompactalorstoutesuitede X pos-
sedeun pointd’accumulation

Démonstration En effet, onavu dansle courssurlesespacesétriquesquel’en-
0

sembledespoints d’accumulationd’une suite (X,)nein €Stdonnépar ﬂ {Xn;n>i}.
i=0
Posons
Fi = ({Xn;n>i})ien-

Lafamille F; estbienunesuitedécroissantdefermés nonvides.Et donc,parapplica-
tion dela propositionprécédentd;intersectiondetouslesélémentslecettefamille est
nonvide. L'ensembledespointsd’accumulatiordela suite(x,)nein €Stparconséquent
nonvide. Cqfd.

Enutilisantla proposition, on peutencoresxprimerla propositionprécédentsous
laforme:

Proposition (X,d) estun espacenétriquecompactlorstoutesuite (Xn)nein deX
possedeinesous-suiteonvergente,

On peutdoncaffirmer que toute suite dansun espacemétriquecompactpossede
unesoussuitecorvergente.

Remarque Onpourraitseposene problémedela réciproqueDonnonsnous(X,d)
unespaceanétriqueayantla propriété& Detoutessuitesde X, on peutextraireunesuite
convergente.Peuton alorsaffirmer que (X,d) estcompactida réponseestpositive et
estdonnéepasle Théoremeale Bolzano-Wierstrass.

Théoréme (deBolzano-WierstrasspPn a équivalenceentre:

— (X,d) estcompact.

— Detoutesuitede (X,d), on peutextraire unesous-suitecorvergente dansx.

Démonstration Le sensdirectvient d’étre prouvé.Pourla réciproqueja dém.se
décomposendeuxlem mes.:On considéredoncun espacanétrique(X,d) tel quede
toutesuitede X, on peutextraire unesous-suiteornvergente.

Lemme 1 Pourtoute > 0, on peutrecouvrirX parun nombrefini de boulesde
rayone > 0.
Démonstration Supposong|u’il existee > 0 tel quece nesoit paspossible Choisis-
sonsalorsx; dansX. B(x1,€) nerecouvrepasX . On peutdonctrouver x, dansX
n'appartenanpasa B(x;,€). Supposonsonstruitunefamille (X )ic—1..n de pointde X
telque

B(xi,€)
1

n



nerecouvrepasX . Onpeutalorstrouverxs1 dansX n'appartenanpasacetteréunion
ettel quelafamille (B(x;,€) )i=1..n+1 NerecouvretoujourspasX. On construitainsiune
suite(Xn)nen deX tel que,pourtouti, j € IN d(x;,xj)>¢. Cettesuitenepeut,parconsé-
gquent,avoir unesous-suiteorvergente. Ceciprouvele lem meparl’absurde.

Lemme 2 Donnonsnousun recouvremenouvert (Uj)ic; deX. Il exister>0 tel
quevx € X,Jix € 1 /B(x,r) C Uj, .

Démonstration Raisonnong nouveauparl’absurdeet suppososonguepourtout
r>0, il existex, € X tel queB(x;,r) n’estinclusedansaucundesU; oui € |. Enparticu-
lier, pouttoutn dansiN , onpeuttrouverx, tel queB(xn,%) n'estinclusedansaucundes
Ui oui € I. Cettesuite (xn)nein doit posséderpar hypothéseunesoussuite conver
gente (x(p(n))ngN. Notonsx € X salimite .(x estdoncaussivaleurd’adhérencede
(Xn)nein). Mais comme(U; )i estunrecouvremenouvert deX, il existeip € | tel que
x € Uj,. L'ouvertU;, estdoncunvoisinagedex. Pardéfinitiondelalimite d'unesuite:
pourtoute > 0, il existe N(g) € IN tel que {Xyn);n > N(g)} estinclus dansB(xe).
CommeU;, estouvert, on peutchoisire assezetit ensorteque B(x,€) soitcontenue
dansU;,. Soite ainsichoisis.Sin > N(g) ,x, €B(x,€). De plus,si n estassegyrand,on
améme:B(xn,%)c B(x,€) C Ui,, cequi contreditnotrehypotheseledépart.Cqfd.

Démontronsenfin le théorémede Bolzano-WierstrassChoisissonsin recouvre-
ment(Uj)ie; deX. Onsait,d’aprésle secondemme, qu'il existeunréélr>0 tel que
pourtoutx, B(x,r) soitinclusedansl’'un desU;. Le lemme1 appliquédansle casou
€ =r nouspermetd’affirmerl'existenced’unefamille (x;)i=1.., depointsde X telsque
(B(%i,r))i=1.n recouvreX. Mais pourtoutk=1..n,il existeiy € | tel queB(x,r)C Uj,.
La famille (U;, )k=1..n recouvrealorsX etdu recouvremeninitial, on a bienextrait un
recouvrementini .

Définition Le nombrer s’appellde nombredeLebesguedurecouvrementU; )ic; .

4 Sousespacesnétrique compacts

Définition Ondit d’'un sousensemblede(X, O) qu’il estcompacts'il estcompact
pourla métriqueinduite decelledeX.

Remarque Afin desimplifier'utilisation dessousespacesompactspn donnela
caractérisatiosuiante:

Proposition Onaéquvalenceentre:
— K estun sousespaceompactde X.
— Pourtoutefamille (U;)i¢ d’ouvertsde X tel que

KclJu,

iinl



il existelg C | decardinalfini tel que

KcJu.

iinlg

Démonstration Si (U)ic) estunefamille d’ouvertsde X, alors(U; NK)i¢| estune
famille d’ouvertsde K pourla métriqueinduite de X surK. Si K estcompact, etque
(UinK)ier estunrecouvremenouvert deK, onpeutenextraireun recouvrementini
etonauranécessairement

KcC U Ui
i€lp
ou Iy désigneunesouspartiefinie de l. Réciproquementi pour toutefamille (U;)i¢
vérifiant
KcC U Ui,
iinl
on peutextaire une sousfamille finie recouvrantK alors cela prouve que pour toute
famille d'ouvertde K (pourla métriqueinduite de X surK) et recouvrantk, on peut

extraire unesousfamille finie recouvrantK. K estdonccompactpourla métriquein-
duite.

Théoréme Toutcompactestfermé.

Démonstration Soit K un compactde X.(On peutavoir K=X).Montrons que K°
estouvert. Si K¢ = 0 alorsla dém.estterminée.Sinonsoitx € K°. CommeX estun
espaceseparé pourtouty dansk, on peuttrouver un ouvert Oxy contenant et un
ouvertOy contenany tel queOyy N Oy = 0. Mais onalinclusion

Kc |JOoy.

yeK

Lafamille (Oy)yek definitdoncunrecouvremenduvertdeK. De cerecouvrementon
peutextraire unrecouvrementini (Oy, )ic1..n . Posant

n
O = ﬂ Ox’yi
i=1

(qui estouvertcommeintersectiorfinie d’ouverts), on construitun ouvertde O conte-
nantx etdisjointdeK. OnmontreainsibienqueK® estouvertetdoncqueK estfermé.

Théoréme Toutfermédansun compactestcompact.

Démonstration SoientF un ferméet K un compactde X contenanf. Soit aussi
(Upier unefamille d’ouverts(ouvertspourla topologiede K) dontla réunioncontient
K. Lafamille {F°} U{Un; n € IN } estunrecouvremenbuvertde K. On peutdoncen
extraireunrecouvrementini deK (U;)ici, ou lp estunepartiefinie del . Mais alors

FclJu,

i€l



etF estcompactCqfd.
Théoreme Toutcompactestborné.

Démonstration SupposongueK, compactde (X,d) ne soit pasborné. Soit xg
un élémentde K. Pourtoutn € IN*, il existeun élémentx, de K appartenané 'en-
sembleB(xp,n + 1)\B(xo,n). La suite ainsi construitevérifie Vm,n € IN d(Xn,Xm) > 1
etnepeutavoir desuiteextraite corvergenteatomamm315Cecirentreencontradiction
avecle théoremede Bolzano-\\ierstras®t prouve notrethéoreme

Proposition
— Uneréunionfinie de sousespacesompactestcompacte.
— Uneintersectiomuelconqueale sousespacesompactsestcompacte.

Démonstration

— Soit (Kj)ie=1..n unefamille finie de sousespacesompactsSoit K la réunion
desélémentglecettefamille et (U;) jej unrecouvremenbuvert deK. Pourtout
i=1...n,(U;NKi) jes estdoncunrecouvremenbuvertdeK;. Maiscommechaque
Ki, estcompact, pourtoutip=1...n,0n peuttrouver un sous-ensembleni J, de
Jtel queK;, soitrecouert parla famille finie d’ouverts(U; N Ki)jejio. Mais la
famille {Uj; j € J,;io = 1...n} estfinie, extraitedela famille (U;) jc; etrecouvre
K. D’un recouvrementjuelconqueale K, on a extrait unrecouvrementini eton
aainsibienmontréqueK estcompact

— Soit (Kj)icer unefamille finie de sousespacesompactsCettefois ci K dési-
gneral'intersectiondesélémentsle cettefamille. Remarquonsout d’abordque
K estfermécommeintersectiomuelconquealefermés. De plus,pourtouti dans
I, K estinclusdansK;. DoncK estun sousensembldéerméd’un espaceompact
. C’'estdoncun espaceompact.

5 Continuité et compacité

Théoréeme fondamental L'image d’'un compactpar uneapplicationcontinueest
compacte.

Démonstration SoientK un compactde (X,d), (Y,0) un espacanétriqueet f :
X — Y uneapplicationcontinuede X dansY. Soit (U/)ic| unrecouvremenouvertde
f(K) (pourla métriqueinduitesur f(K) ...). Onadonc

f(K) =Jui.
i€l

Rappelongjuesi A etB désignentleuxensemblesjuelconquesleY alors

f~1(AUB) c =AU f~L(B).



Alors
K c f=H(f(K)) c fH(Ju) cJ FHw).
i€l i€l

Mais f étantcontinue chaquef ~1(Uj) NK estunouvertdeK (pourla métriqueinduite
deX surK).CommeK estcompact, on peutextrairedela famille (f~1(U;) NK)ig; un
recouvremenfini de K (f~1(U;) N K)iel, (oU lo estunesouspartiefinie del). Ona
alors,comme

f(A)Uf(B) = f(AUB),

f(K) c f(|J U nK) c Y f(EHu)nK)) c Y f(FHu)) ¢ YU
i€l i€lp i€lg i€lg
Et donc, du recouvrementnitial de f(K), on a extrait un recouvremenfini, ce qui
prouve que f (K) estcompact

Théoréme fondamental On considergR,| [). Soit f : X — IR uneapplication
continue deX danslR. Et soitK uncompactde X. Alors f(K) estbornéedansiR etf
atteindseshornessurK.

Démonstration Comme f estcontinueet queK estcompactf (K) estcompact
dansiR. Mais commetout compactd’un espacenétriqueestun sousensembléorné
de cetespacenétrique, on endéduitque f (K) estbornédansiR . Mais toutensemble
bornéde IR possedaine bornesupérieur(et une borneinférieur). Notonsa saborne
sup.On peutalorsécrire:Ye > 03x € K/a —¢ < f(x) < a. Enremplagant par $ et
cepouttoutn dansIN *, on construitunesuite (xn)nemn deK telle que:rli_r)rlc f(xn)=0a.

Maisla suite(xn)nen , €tantinclusedansuncompactpossedenesuiteextraitecorver
gente(Xym))nein €LSi nousnotonsx salimite, x estélémentdeK. Par continuitede f,
onar!i_r)n f(Xy(n)) = azf(Ai_r}n Xymn)) = f(x) etdoncf atteindbiensonmaximumenun
pointde K. On pourraitprocédeide mémeavecla borneinférieure.

Théoréme ( de Heine) On considéreencoredeux espacesnétriques(X,d) et
(Y,0). On supposeaussiqueX estcompactSoit f : X — Y uneapplicationcontinue
deX dansY. Alors f estuniformémentontinue.

Démonstration Soit f commedansl’énoncé du théoréemeSupposongjue f ne
soitpasuniformémentontinue surX (maisseulementontinue). Alorsil existee > 0
telquevn > 03x,y € Xtqd(x,y) < netd(f(x),f(y)) > €. Enparticulie; enremplagant
n par % on construitdeux suites(Xp)nein €t (Yn)nen tellesqueVn € INd(Xn,yn) <
% et d(f(xn),f(yn)) > €. CommeX estcompact,(Xi)nein €t (Yn)nen possedenties
soussuitescorvergentes(Xyn Jnein €t (Yy(n))nein dansX . Soientx ety les limites
respectiesde cesdeuxsoussuites.Par constructiordessuites(Xn)nein €t (Yn)nein, ON
peutaffirmerquex=y. De plus, commef estcontinueetquel’applicationd: Y xY —
IR estcontinue,l'applicationg: Y x Y — IR définie par g(x,y) = &(f(x),f(y)) est
continue surY x Y munidela topologieproduit eton peutécrire:

lim 3(f (Xg(n)), F(Yy(n))) = 8(F(x),f(y)) = 3(f(x),f(x)) =0>¢

n—oo



cequi estencontradictionavecnotrechoix de€. Donc,f estbienuniformémentonti-
nue.

6 Compacitéettopologie métrique produit

Théoréme (de Tychonor) Un produitfini d’espacemétriquecompactestcompact
pourla métriqueproduit.

Démonstration On considerda famille d’espacemétrique((X;,d;))i=1.k et

X= i|j><i,0|)

ou d désignela métriqueproduit. Il s’agit donc de montrerque (X,d) estcompact.
Pourcefaire,nousallonsconsidéreunesuite (X, )nein :(x%,...,xﬁ)nem deX etmontrer
gu’elle possédainesoussuite corvergente, ce qui, d'apréesle théorémede Bolzano-
Weierstrass nouspermettrade conclure.Tout d’abord, commeX; estcompact,de
la suite (x})nen, ON peutextraire une soussuite corvergente(x}ul(n))nem . La suite
(Xy1(n))neN :(xjﬂ(n),...,xfpl(n))ng,\, estdoncunesuiteextraitede (X,)nein €tla premiére
suitecoordonnédle cettesuiteestcorvergente Remarquonswssiquetoute suite ex-

traite d’'une suite corvergenteestcorvergenteet corverge versla mémelimite quela

suitededépartLa suite(xﬁl(n))nem estunesuitede X, etpossedeloncunesoussuite

convergente.Cettesoussuite estde la forme (XﬁJzOqu(n))nelN . De plus d’aprésla re-

marqueprécédentda SUite(Xizowl(n))nelN estunesuiteextraitede (xt)nein €tcorver-
geantdansX;. La suite (Xyzoy1(n))neiN :(X&JZOUJl(n)"“’XEJZOlle(n))”QN estdoncunesuite
extraitede (X,)nein - De plus,les deuxpremiéresuitescoordonnéesle cettesuite sont
convergentesn raisonemenparrécurrencaouspermetencoredetrouverk-2 appli-
; , C_ . 1 k

ca.t|onquI poun =3,..,k:IN = IN, tellesque(xwko...oq,.ll(n)7"‘7Xquo.4.oL|;|1(n))n€|N estgne
suiteextraitede (xn)nein €t pourlaquelletoutesles suitescoordonnéesontdessuites
convergentesCettesuiteextraite estdonccorvergente, Cqfd.

Remarque Cethéoremeestencorevrai dansle casou le produitestdénombrable.



