
Espacesmétriquescompacts
1 Intr oduction

La compacitéestune notion qui, tout commela complétude,nouspermettrade
nousassurerde l’existencede certainsobjetsmathématiques.Elle permettraainsi de
prédir l’existencedela limite pourcertainessuitesou l’existencedesextremumspour
une fonction numérique.Elle servirad’autre part a se ramener, partantd’une situa-
tion présentant“un caractèreinfini” à unesituation“finie” et exploitable.Lesespaces
compactssontunegénéralisation,dansle cadredesespacestopologiques,dela notion
d’intervallesferméset bornésdeIR.

2 Notions debase

Danstout le chapitre,on seplacesur un espacemétrique(X,d) .
�

désignerales
élémentsdela topologiesurX induitepard .

Notation I désigneraun ensemblequelconque(fini, dénombrableou indénom-
brable).

Définition Soit � Ui � i � I ��� (X). On dira que � Ui � i � I estun recouvrementouvert
de X si � i � I 	Ui � �

et que
X 
��

i � I

Ui 
Remarque On parleraderecouvrementfini (resp.dénombrable,quelconque...)si

I estfini (resp.dénombrable,quelconque...).

Définition On remarqueraqu’un espacemétriqueest toujours séparé, c’est à
dire que si x et y � X, il existe toujoursdesouverts Ox et Oy tel que x � Ox 	 y �
Oy et Ox � Oy 
 /0. (Il suffit de prendredesboulesouvertesd’un rayonsuffisemment
petit autourdex et dey).

Définition On dira que(X,d) estun espacemétrique compact si il vérifie: De
tout recouvrementouvertdeX, on peutextraireunrecouvrementfini.(C.a.dsi

X 
��
i � I

Ui

alorsil existeI0 � I decardinalfini et tel que

X 
 �
i � I0

Ui ��
Ona la definitionéquivalentesuivante:
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Définition On dira que(X,d) estun espacetopologiquecompactsi il vérifie: De
tout famille � Fi � i � I defermé vérifiant �

i � I

Fi 
 /0

, onpeutextraireunesousfamillefinie d’intersectionvide.(C.a.dquel’on peuttrouver
I0 � I decardinalfini et tel que

�
i � I0

Fi 
 /0 ��
Démonstration Soit � Fi � i � I unesuitedeferméd’intersectionvide.Alors, on a

�
�
i � I

Fi � c 
 �
i � I

Fc
i 
 /0c 
 X 

� Fc
i � i � I estdoncun recouvrementouvertdeX . On peutalorsenextraireun recouvre-

mentfini. SoitdoncI0 � I decardinalfini tel que

�
i � I0

Fc
i 
 X 

Enrepassantaucomplémentaire,on trouvel’égalitévoulue:�
i � I0

Fi 
 /0 

Corollair e Si � Fn � n � IN estunesuitedécroissantedefermésnonvidesdeX com-
pactalors

�
n � IN

Fn �
 /0 
Démonstration Il suffit deprendrela contraposéedela propositionprécédenteet

de l’adapterà notrecasdefigure(I=IN ): Si pourunefamille � Fn � n � IN de fermé,on a
pourtoutepartiefini I0 deIN :

�
i � I0

Fi �
 /0

(cequi estvrai ici car � Fn � n � IN estdécroissanteet�
i � I0

Fi 
 Fi0

ou i0=sup� i � I0 � ) alorson a
�

i � IN

Fi �
 /0

Exemple Lesintervallesferméset bornésdeIRsontdesespacescompactspourla
topologiedéfinieparla valeurabsolue.
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3 Suitesdansun espacemétrique compact

Proposition Si (X,d) estun espacemétriquecompact,alorstoutesuitedeX pos-
sèdeun pointd’accumulation.

Démonstration Eneffet, ona vu dansle courssurlesespacesmétriquesquel’en-

sembledespointsd’accumulationd’une suite � xn � n � IN estdonnépar
∞
�
i � 0

� xn;n � i � .
Posons

Fi 
�� � xn;n � i ��� i � IN 
La familleFi estbienunesuitedécroissantedefermésnonvides.Et donc,parapplica-
tion dela propositionprécédente,l’intersectiondetouslesélémentsdecettefamilleest
nonvide.L’ensembledespointsd’accumulationdela suite � xn � n � IN estparconséquent
nonvide.Cqfd.

Enutilisantla proposition, onpeutencoreexprimerla propositionprécédentesous
la forme:

Proposition (X,d) estun espacemétriquecompactalorstoutesuite � xn � n � IN deX
possèdeunesous-suiteconvergente.

On peutdoncaffirmer quetoutesuitedansun espacemétriquecompactpossède
unesoussuiteconvergente.

Remarque Onpourraitseposerle problèmedela réciproque.Donnonsnous(X,d)
unespacemétriqueayantla propriété: DetoutessuitesdeX, onpeutextraireunesuite
convergente.Peuton alorsaffirmer que(X,d) estcompact?La réponseestpositive et
estdonnéepasle ThéorèmedeBolzano-Weierstrass.

Théorème (deBolzano-Weierstrass)On aéquivalenceentre:
– (X,d) estcompact.
– De toutesuitede(X,d), on peutextraireunesous-suiteconvergentedansX.
Démonstration Le sensdirectvient d’êtreprouvé.Pourla réciproque,la dém.se

décomposeendeuxlem mes.:On considèredoncun espacemétrique(X,d) tel quede
toutesuitedeX, onpeutextraireunesous-suiteconvergente.

Lemme 1 Pourtout ε � 0, on peutrecouvrirX parun nombrefini de boulesde
rayonε � 0 .
Démonstration Supposonsqu’il existeε � 0 tel quecenesoit paspossible.Choisis-
sonsalorsx1 dansX. B � x1 	 ε � ne recouvrepasX . On peutdonc trouver x2 dansX
n’appartenantpasà B � x1 	 ε � . Supposonsconstruitunefamille � xi � i ��� 1 � � n depoint deX
tel que

n�
i � 1

B � xi 	 ε �

3



nerecouvrepasX . Onpeutalorstrouverxn � 1 dansX n’appartenantpasàcetteréunion
et tel quela famille (B � xi 	 ε ��� i � 1 � � n � 1 nerecouvretoujourspasX. Onconstruitainsiune
suite � xn � n � IN deX tel que,pourtout i, j � IN d(xi,x j)>ε. Cettesuitenepeut,parconsé-
quent,avoir unesous-suiteconvergente. Ceciprouvele lemmeparl’absurde.

Lemme 2 Donnonsnousun recouvrementouvert � Ui � i � I de X. Il existe r>0 tel
que � x � X 	�� ix � I � B � x 	 r ��� Uix .

Démonstration Raisonnonsànouveauparl’absurdeetsuppososonsquepourtout
r>0, il existexr � X tel queB � xr 	 r � n’estinclusedansaucundesUi où i � I. Enparticu-
lier, pouttoutn dansIN , onpeuttrouverxn tel queB � xn 	 1n � n’estinclusedansaucundes
Ui où i � I. Cettesuite � xn � n � IN doit posséder, parhypothèse,unesoussuite conver-
gente � xφ  n ! � n � IN . Notonsx � X salimite .(x estdoncaussivaleurd’adhérencede� xn � n � IN ). Maiscomme� Ui � i � I estunrecouvrementouvert deX, il existei0 � I tel que
x � Ui0. L’ouvertUi0 estdoncunvoisinagedex. Pardéfinitiondela limite d’unesuite:
pour tout ε � 0, il existe N � ε � � IN tel que � xφ  n ! ;n � N � ε �"� est inclus dansB � x 	 ε � .
CommeUi0 estouvert, on peutchoisir ε assezpetit ensortequeB � x 	 ε � soit contenue
dansUi0. Soit ε ainsichoisis.Si n � N � ε � 	 xn � B � x 	 ε � . De plus,si n estassezgrand,on
amême:B � xn 	 1n �#� B � x 	 ε �$� Ui0, cequi contreditnotrehypothèsededépart.Cqfd.

Démontronsenfin le théorèmede Bolzano-Weierstrass.Choisissonsun recouvre-
ment � Ui � i � I deX. On sait,d’aprèsle secondlem me, qu’il existeun réélr>0 tel que
pourtout x, B � x 	 r � soit inclusedansl’un desUi. Le lem me1 appliquédansle casoù
ε 
 r nouspermetd’affirmer l’existenced’unefamille � xi � i � 1 � � n depointsdeX telsque� B � xi 	 r �%� i � 1 � � n recouvreX. Mais pourtout k=1..n,il existe ik � I tel queB � xk 	 r ��� Uik .
La famille � Uik � k � 1 � � n recouvrealorsX et du recouvrementinitial, on a bienextrait un
recouvrementfini .

Définition Le nombrer s’appellelenombredeLebesguedurecouvrement� Ui � i � I .

4 Sousespacesmétrique compacts

Définition Ondit d’un sousensemblede(X,
�

) qu’il estcompacts’il estcompact
pourla métriqueinduite decelledeX.

Remarque Afin desimplifier l’utilisation dessousespacescompacts,on donnela
caractérisationsuivante:

Proposition Onaéquivalenceentre:
– K estun sousespacecompactdeX.
– Pourtoutefamille � Ui � i � I d’ouvertsdeX tel que

K � �
iinI

Ui 	
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il existeI0 � I decardinalfini tel que

K � �
iinI0

Ui 
Démonstration Si � Ui � i � I estunefamilled’ouvertsdeX, alors � Ui � K � i � I estune

famille d’ouvertsdeK pourla métriqueinduite deX surK. Si K estcompact, et que� Ui � K � i � I estun recouvrementouvert deK, on peutenextraireun recouvrementfini
eton auranécessairement

K � �
i � I0

Ui

où I0 désigneunesouspartiefinie deI. Réciproquement,si pour toutefamille � Ui � i � I

vérifiant
K � �

iinI

Ui 	
on peutextaire unesousfamille finie recouvrantK alorscelaprouve quepour toute
famille d’ouvert deK (pour la métriqueinduitedeX sur K) et recouvrantK, on peut
extraireunesousfamille finie recouvrantK. K estdonccompactpour la métriquein-
duite.

Théorème Tout compactestfermé.

Démonstration Soit K un compactde X.(On peutavoir K=X).MontronsqueKc

estouvert . Si Kc 
 /0 alorsla dém.estterminée.Sinonsoit x � Kc. CommeX estun
espaceséparé, pour tout y dansK, on peuttrouver un ouvert Ox & y contenantx et un
ouvertOy contenanty tel queOx & y � Oy 
 /0. Mais ona l’inclusion

K � �
y � K

Oy 
La famille � Oy � y � K definitdoncunrecouvrementouvertdeK. Decerecouvrement,on
peutextraireunrecouvrementfini � Oyi � i � 1 � � n . Posant

O 
 n
�
i � 1

Ox & yi

(qui estouvertcommeintersectionfinie d’ouverts), onconstruitunouvertdeO conte-
nantx etdisjointdeK. OnmontreainsibienqueKc estouvertetdoncqueK estfermé.

Théorème Tout fermédansun compactestcompact.

Démonstration SoientF un ferméet K un compactde X contenantF. Soit aussi� Ui � i � I unefamille d’ouverts(ouvertspourla topologiedeK) dont la réunioncontient
K. La famille � Fc �(' � Un; n � IN � estun recouvrementouvertdeK. On peutdoncen
extraireun recouvrementfini deK � Ui � i � I0 ou I0 estunepartiefinie deI . Mais alors

F � �
i � I0

Ui 	
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etF estcompactCqfd.

Théorème Tout compactestborné.

Démonstration SupposonsqueK, compactde (X,d) ne soit pasborné. Soit x0

un élémentde K. Pourtout n � IN ) , il existeun élémentxn de K appartenantà l’en-
sembleB � x0 	 n * 1��+ B � x0 	 n � . La suiteainsi construitevérifie � m 	 n � IN d � xn 	 xm � � 1
etnepeutavoir desuiteextraiteconvergenteatomamm15.Cecirentreencontradiction
avecle théorèmedeBolzano-Weierstrasset prouvenotrethéorème

Proposition
– Uneréunionfinie desousespacescompactsestcompacte.
– Uneintersectionquelconquedesousespacescompactsestcompacte.

Démonstration
– Soit � Ki � i ��� 1 � � � n unefamille finie de sousespacescompacts.Soit K la réunion

desélémentsdecettefamilleet � U j � j � J unrecouvrementouvert deK. Pourtout
i=1...n, � U j � Ki � j � J estdoncunrecouvrementouvertdeKi. Maiscommechaque
Ki0 estcompact, pourtout i0=1...n,on peuttrouverun sous-ensemblefini Ji0 de
J tel queKi0 soit recouvert par la famille finie d’ouverts � U j � Ki � j � Ji0

. Mais la
famille � U j ; j � Ji0 ; i0 
 1 ,- n � estfinie,extraitedela famille � U j � j � J etrecouvre
K. D’un recouvrementquelconquedeK, on a extrait un recouvrementfini et on
a ainsibienmontréqueK estcompact.

– Soit � Ki � i �.� I unefamille finie de sousespacescompacts.Cettefois ci K dési-
gneral’intersectiondesélémentsdecettefamille.Remarquonstout d’abordque
K estfermécommeintersectionquelconquedefermés. Deplus,pourtout i dans
I, K estinclusdansKi. DoncK estunsousensembleferméd’un espacecompact
. C’estdoncun espacecompact.

5 Continuité et compacité

Théorème fondamental L’image d’un compactpar uneapplicationcontinueest
compacte.

Démonstration SoientK un compactde (X,d), (Y,δ) un espacemétriqueet f :
X /10 Y uneapplicationcontinuedeX dansY. Soit � U 2i � i � I unrecouvrementouvertde
f � K � (pourla métriqueinduitesur f � K � ...).On adonc

f � K � 
��
i � I

Ui 
Rappelonsquesi A et B désignentdeuxensemblesquelconquesdeY alors

f 3 1 � A ' B �4� f 3 1 � A �5' f 3 1 � B �#
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Alors
K � f 3 1 � f � K �%��� f 3 1 ���

i � I

Ui �$� �
i � I

f 3 1 � Ui ��
Mais f étantcontinue,chaquef 3 1 � Ui ��� K estunouvertdeK (pourla métriqueinduite
deX surK).CommeK estcompact, onpeutextrairedela famille � f 3 1 � Ui �6� K � i � I un
recouvrementfini de K � f 3 1 � Ui �7� K � i � I0 (où I0 estunesouspartiefinie de I). On a
alors,comme

f � A �5' f � B � 
 f � A ' B � 	
f � K ��� f �8�

i � I0

f 3 1 � Ui �9� K �4� �
i � I0

f � f 3 1 � Ui �5� K �%�$� �
i � I0

f � f 3 1 � Ui �%��� �
i � I0

Ui 
Et donc,du recouvrementinitial de f � K � , on a extrait un recouvrementfini, ce qui
prouveque f � K � estcompact.

Théorème fondamentalOn considère(IR,| |). Soit f : X /:0 IR uneapplication
continue deX dansIR. Et soit K uncompactdeX. Alors f � K � estbornéedansIRet f
atteindsesbornessurK.

Démonstration Comme f est continueet queK estcompact,f � K � est compact
dansIR. Mais commetout compactd’un espacemétriqueestun sousensembleborné
decetespacemétrique, on endéduitque f � K � estbornédansIR. Mais toutensemble
bornéde IRpossèdeunebornesupérieur(et uneborneinférieur).Notonsα saborne
sup.On peutalorsécrire: � ε � 0 � x � K � α / ε ; f � x �=< α. En remplaçantε par 1

n et
cepouttout n dansIN ) , on construitunesuite � xn � n � IN deK telle que:lim

n > ∞
f � xn � 
 α .

Maisla suite � xn � n � IN , étantinclusedansuncompact,possèdeunesuiteextraiteconver-
gente� xψ  n ! � n � IN et si nousnotonsx salimite, x estélémentdeK. Parcontinuitéde f ,
ona lim

n > ∞
f � xψ  n ! � 
 α= f � lim

n > ∞
xψ  n ! � 
 f � x � etdoncf atteindbiensonmaximumenun

pointdeK. Onpourraitprocéderdemêmeavecla borneinférieure.

Théorème ( de Heine ) On considèreencoredeux espacesmétriques(X,d) et
(Y,δ). On supposeaussiqueX estcompact.Soit f : X /10 Y uneapplicationcontinue
deX dansY. Alors f estuniformémentcontinue.

Démonstration Soit f commedansl’énoncédu théorèmeSupposonsque f ne
soitpasuniformémentcontinuesurX (maisseulementcontinue). Alors il existeε � 0
tel que � η � 0 � x 	 y � Xtqd � x 	 y � ; ηet δ � f � x � 	 f � y �%� � ε. Enparticulier, enremplaçant
η par 1

n , on construitdeux suites � xn � n � IN et � yn � n � IN tellesque � n � INd � xn 	 yn � ;
1
n et δ � f � xn � 	 f � yn �%� � ε. CommeX estcompact, � xn � n � IN et � yn � n � IN possèdentdes
soussuitesconvergentes� xφ  n ! � n � IN et � yψ  n ! � n � IN dansX . Soientx et y les limites
respectivesdecesdeuxsoussuites.Parconstructiondessuites� xn � n � IN et � yn � n � IN , on
peutaffirmerquex=y. Deplus, commef estcontinueetquel’applicationδ : Y ? Y /10
IR estcontinue,l’application g : Y ? Y /10 IR définiepar g � x 	 y � 
 δ � f � x � 	 f � y ��� est
continue surY ? Y munidela topologieproduit et onpeutécrire:

lim
n > ∞

δ � f � xφ  n ! � 	 f � yψ  n ! �%� 
 δ � f � x � 	 f � y �%� 
 δ � f � x � 	 f � x �%� 
 0 � ε
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cequi estencontradictionavecnotrechoixdeε. Donc,f estbienuniformémentconti-
nue.

6 Compacitéet topologiemétrique produit

Théorème (deTychonov) Un produitfini d’espacemétriquecompactestcompact
pourla métriqueproduit.

Démonstration Onconsidèrela familled’espacemétrique �%� Xi 	 di �%� i � 1 � � k et

� X 
 k

∏
i � 1

Xi 	 d �
où d désignela métriqueproduit. Il s’agit donc de montrerque (X,d) est compact.
Pourcefaire,nousallonsconsidérerunesuite � xn � n � IN = � x1

n 	 ,- 	 xk
n � n � IN deX etmontrer

qu’elle possèdeunesoussuite convergente, cequi, d’aprèsle théorèmedeBolzano-
Weierstrass, nouspermettrade conclure.Tout d’abord,commeX1 est compact,de
la suite � x1

n � n � IN , on peutextraire unesoussuiteconvergente � x1
ψ1  n ! � n � IN . La suite� xψ1  n ! � n � IN = � x1

ψ1  n ! 	 -, 	 xk
ψ1  n ! � n � IN estdoncunesuiteextraitede � xn � n � IN etla première

suitecoordonnéedecettesuiteestconvergente.Remarquonsaussiquetoutesuiteex-
traited’unesuiteconvergenteestconvergenteet convergeversla mêmelimite quela
suitededépart.La suite � x2

ψ1  n ! � n � IN estunesuitedeX2 etpossèdedoncunesoussuite

convergente.Cettesoussuiteestde la forme � x2
ψ2@ ψ1  n ! � n � IN . De plus d’aprèsla re-

marqueprécédente,la suite � x1
ψ2@ ψ1  n ! � n � IN estunesuiteextraitede � x1

n � n � IN etconver-

geantdansX1. La suite � xψ2@ ψ1  n ! � n � IN = � x1
ψ2@ ψ1  n ! 	 -- 	 xk

ψ2@ ψ1  n ! � n � IN estdoncunesuite

extraitede � xn � n � IN . De plus,lesdeuxpremièresuitescoordonnéesdecettesuitesont
convergentes.Un raisonementparrécurrencenouspermetencoredetrouverk-2 appli-
cationsψi pour i 
 3 	 - 	 k : IN 0 IN, tellesque � x1

ψk @�� � � @ ψ1  n ! 	 -- 	 xk
ψk @�� � � @ ψ1  n ! � n � IN estune

suiteextraitede � xn � n � IN et pourlaquelletouteslessuitescoordonnéessontdessuites
convergentes.Cettesuiteextraiteestdoncconvergente, Cqfd.

Remarque Cethéorèmeestencorevrai dansle casoù le produitestdénombrable.
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