Espaceanétrigues complets

1 Intr oduction

Lesespacesompletgouentenanalysainréle fondamentalLa notiondecomplé-
tudeest,eneffet, al'origine dethéorémesussiimportantsquele théorémedu point
fixe entopologie(duqueldécoulentesthéoremed’inversionlocaleen calcul différen-
tiel etdeCauchy-Lipschitzlanda théoriedeséquationglifférentielles))e théoremele
Baire (toujoursenTopologie)(etduqueldécoulente théoremeale Banach-Steinhaus,le
théorémalel’applicationouverte...) etle théoremaleprojectiondeRieszdandathéo-
rie desespacedilbertiens...La pluspartde cesthéorémesontdesthéorémesl’exis-
tence(existenced’'un point fixe pourle théoremedu point fixe, existencede I'in verse
d’'unefonctionpourle théoremead’inversionlocale,existencedessolutionsa uneéqua-
tion différentiellepourle théorémeale Cauchy-Lipschitz...)C’estla notionde complé-
tudequi, engarantissanfexistenced’'unelimite pourunecertainecatégoriede suite,
permetde construirechacunde cesobjets.

2 Notionsdebase
Danstous cechapitre (X,d) désigneraun espacemétrique .
Définition Ondiraquela suite(X,)neiv €stde Cauchy dansX si elle vérifie:

Ve > 03N € INVnm> Nd(Xy,Xm) < €

Proposition Remarquongu’unesuitedeCauchyn’estpasnécessairemegbrver
gente maisqu’unesuitecorvergenteesttoujoursde Cauchy D’ailleurs:

Définition Un espacanmétriquesurlequelles suitesde Cauchysontcorvergentes
seraappeléespacecomplet

Exemple (IR,||) estunespaceomplet.

Exemple Sur(IQ,||), on définitla suitesuivante:

. 1 a
Soita€ IR™ug = 1etVn> Oupyry = E(U”Jr u—)
n

Cettesuiteestde CauchysurlQet corvergevers,/a, doncdivergedansiQ.

Remarque Ajoutonsquecettenotion de complétudedépendcomplétementle la
métrique choisiepour I'espaceet pasdu tout de satopologie.Ainsi, il estpossible
d’exhiberdesespacesnunisde deuxmétriquesdifférenteset qui induiront destopo-
logies équivalentes. Par contre,pour une desdeux métriquesles suitesde Cauchy
corvergeront,ce qui ne serapasle caspourl'autre. En I'occurence,on a la propriété



suivante.

Proposition SoientX un espaceet d;,d, deux métriqgueséquivalentes sur X.
Alors si (X, d;) estcomplet,il enestdemémede (X,dz).Deplus,toutesuitede Cauchy
convergentepourl’'un estsuitede Cauchycornvergentepourl’autre.

Définition Ondirad’unepartieU de X gqu’elle estun sousespacecompletde X
si elle estcomplétepourla métriqueinduite decellede X.

3 Propriétés
Proposition Toutsousensemblderméd’un espace&ompletestcomplet.

Démonstration Soit F un ferméde X et soit (xn)nein Unesuite de Cauchyde F.
Cettesuite estdonc corvergentedansX. Notonsx salimite. CommeF estun fermé
dansun espacanétrique,toute suite corvergentede pointsde F a salimite dansF .
Doncx estélémentdeF.

Proposition Toutsousespaceompletd’'un espacanétriqueestfermé.

Démonstration Notons(X,d) I'espacemétriqueet U la partiede X qui estcom-
pléetepourla métriqueinduite . Pourvérifier, dansun espacemétrique,qu’un sousen-
sembleestfermé, il suffit de vérifier quetoutesuitecorvergentede ce sousensemble
asalimite dansle sousensemble Prenonsgdoncunesuitecorvergente(x,)nein deU.
Commecettesuiteestcorvergente elle estde Cauchy. Mais notre sousensembldJ
étantcomplet,salimite estnécessairememtansU. On montreainsiqueU estfermé.

Définition Onappellediamétred’un élémen® de?(.X) le nombred(A)=supyxyead(X.y).
Remarque Le diametred’'unepartiede X peutétreinfinie.

La prop.suianteestparfoisutile dandesdémonstrationfaisantintervenirla com-
plétude.

Proposition Onsupposeue(X,d) estcomplet.Soit (Fy)nen Unefamille décrois-
santede fermésde X pourlaqueller!i_rp O(F,) = 0. Il existealorsun uniqueélémentx

deX telque (1) Fn = {x}.
neiN

Démonstration Soitdonc(F,)neiv Unefamille décroissantdefermésdontle dia-
métretendvers0 quandn tendversl'infini. Prélevonsdanschaquer, unélémentx, et
montrongyuela suiteainsiconstruiteestde Cauchy Soite > 0. Commerlim o(Fn) =0,
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il existeN dansIN tel quesin>N alorsd(F,) < €. Maisdonc,pardéfinitiondudiamétre,



sinetm sontplusgrandsqueN, d(x,,xm)<€, cequi prouve bienquela suiteestde Cau-
chy. Mais (X,d) étantcomplet,elle corvergeversun élémentx de X.

Il restea montrerquex estdansl’intersectiondesU;. Supposongjuece ne soit pasle
cas.|l existeraitalorsi dansiN tel quex nesoitpasélémenideU;. MaisU; étantfermé
dansun espacecomplet,il estcompletpour la distanceinduite. Doncla suite (Xn)n>i

qui estinclusedansU; et qui estde Cauchypourla distanceinduite surU; corverge
dansU;. Doncsalimite x estélémentdeU; ce qui estencontradictionavec notre hy-
pothéesaledépartDoncx estdansl'intersectiondesU;.

Proposition Tout produitfini d’espacesnétriqueg(X;j,d;) oui € | (etoul estun
ensembldini) completsestcompletpourla métriqueproduit (six=(% )iei ety=(¥)iel,
d(x,y)=supedi(xi.yi)).

Démonstration Soit (X,)nen Une suite de Cauchyde |" X. Notons(xrj})nem la
IS

jime suite coordonnéeComme (Xn)neiy €Stde Cauchypour d, pour € > 0 donné,il
existeN dansiN tel quequelquesoientn,m >N, onad(X,,Xm) < €. Pardefinitiondela
métriqueproduit, celaimplique, pourchacunedessuitescoordonnéessi n,m >N, on
adj(XerX[Jn) < &. Doncla jime suite coordonnéeestde Cauchydans(Xj,d;) et ce pour
toutj dansl. Commechaque(Xj,d;) estcomplet,chaquesuite coordonnee$x))nein
corvergeversunélémeni! deX . Montronsmaintenantuela suite(x,)nein Corverge
versx=(x)i¢. Soite > 0. Pourtouti dansl, on peuttrouver N; tel quesi n>N; alors
di(X,,X') < €. PosondN=sup,, {Ni}. PourceN la et pardefinitionde la métriquepro-
duit, ona: sin>N d(xy,X) < €.

Proposition IR" munidela métriqueproduitestcomplet.
Proposition Toutespacamétriquecompaci(X,d) estcomplet.

Démonstration Soit (X,d) un espacemétriquecompact et soit (xn)nein UNesuite
deCauchyde X.
Remarquongue si une suite de Cauchypossedaine soussuite corvergente, alors
elle estcorvergente:Soient (Xyn) )nen Une soussuite corvergentede (Xn)nen €t X
salimite. Soit aussie > 0 et n,m € IN. On a, en utilisant I'inégalité triangulaire,
d(X,%n) < d(X,Xg(m)) + d(Xg(m) ,%n). Mais, commexyn) )nein COMVergeversx , il existe
N(5) tel quesi m> N(5) alorsd(x,Xym)) < 5). De plus,comme(x)nein estde Cau-
chy, il existeN'(%) tel quesi n etm sontplusgrandsqueN’(5) alorsd(Xg(m)%n) < 5.
Mais alors,d(x,xn) < § + § = ¢, etcedésquen > sup(N,N’).
Noussommesnaintenanenmesuredetraiterla démonstratiomlenotreprop.:Comme
(X,d) estun espacenétriquecompactja propriétéde Bolzano-V\ierstrassnousauto-
rise a affirmer quela suitede Cauchy(xn)nein pOSsédeine soussuite corvergenteet
donc,d’aprésla remarqueprécédentequ’elle estcorvergente.



4 Theéoremedu point fixe

Soient(X,d) un espacenétrique.On s'intéressalanscettepartiea uneapplication
f: X—X.

Définition Ondit quexeX estun point fixe de f si f(X) = x.

Définition Soient(X,d) et (VY,0) deux espacesnétriques.Soit k un réél stric-
tementpositif. On dit quef : X — Y estlipschitzienne de rapport k si Vxy €
Xo(f(x),f(y)) <kd(xy). Sideplusk<1, ondit quef estcontractante.

Remarque Si f estlipschitzienneglle estcontinue.

Théoreme (du pointfixe) Si (X,d) estcompletet que f estcontractantelors f
possedein pointfixe dansX. De plus,ce pointfixe estunique.

Démonstration Soitxg unélémentde X. PosonspourtoutndansiN, x, = f"(Xp).
Onadonc,pourtoutn € IN xn+1 = f(X,). Supposonsguecettesuitecorverge versun
élémentx deX. Onaalors
lim xp+1 = Xx=lim f(X,) = f(lim x)=f(x)

n—oo n—oo N—o0

et donc x estun point fixe de f.(la troisiemeégalité provient de la continuitéde f
). Il s’agit doncde montrerque cettesuite estcorvergente, ou encore,commeX est
complet,qu’elle estde Cauchy

Mais pourtoutm,ndansiIN , on a, graceal'inégalité triangulaire

d(%nXn+m) = d(f"(%0), ™M (x0)) < d(f"(%0), ™4 (%0)) + ... +-d(F™™(x0), ™ (x0))

Commef estcontractanteyi € IN d(f™(xg), F™*+1(x0)) # k™d(xo, T (X0)).
Onaalors

d(%nXn+m) < K'd(X0, f (¥0)) +...k™ ™ d (0, F (%0)) = k(14 K+ .. £ K™ ™ Y d (%0, f (%0))

Onaalorsmontréque:d(Xn,Xn+m) < K"(3K%)d (xo, f (%))

Mais commef estcontractantek<1 etdonck™ — 0 quandn — +o. Poure>0 donné,
on peutalorstrouver N assezgyrandtel quesi n>N et m>0 k“(%)d(xo,f(xo)) <e.
Ceciprouve quela suite (x,)nein €stde Cauchy.

Montrons par I'absurdel’'unicité du point fixe. Supposonglonc que f ait deux
pointsfixesx ety. Commef estcontractantepnad(f(x),f(y)) < d(x,y) . Maiscomme
x ety sontdespointsfixesd(f(x),f(y)) = d(x,y). Encomparantesdeuxexpressions,
on aboutitimmédiatemmend unecontradiction.

Corollaire Si(X,d) estcompletetque f" estcontractantalorsf possedein point
fixe dansX. De plus,cepointfixe estunique.

Démonstration Comme f" estcontractanteil existe un élémentx de X qui est
pointfixede f". Mais alors f (f"(x) = f"(f(x)) = f(x). Donc f(x) estaussiun point



fixe de f". Mais d’aprésle théoremeprécédentle point fixe de f" estunique.Donc
f(x)=x.

5 LethéoremedeBaire

Définition  On dit qu’'un espacetopologique (Y,0) (ou un espacemétrique
(Y,d))estde Bair e si pourtoutefamille d’ouvert(Un)ne iy deY vérifiant:¥ne IN ,Up =
Y ,alors [ Up =Y.

neiN
Remarque Celarevientadire que(Y,0) estdebairesi pourtoutefamille defermé

d’intérieurvide alorsla réunionde cesfermésestencored’intérieurvide.
Théoréme (deBaire) Si(X,d) estunespacanétriquecompletalorsil estdeBaire.

Démonstration Soit (Uj)ie) Vérifiant: Vn € IN ,U, = X. Montrons que l'inter-
sectionde tout les élémentsde cette famille estdense dansX. Soit x un élément
de X. CommeU; estdense dansX, pourtouse > 0,B(x,e)NU; # 0 . Fixonsdonc
€ > 0.Commecetteintersectionestouverte (intersectionde deux ouverts), Il existe
ri > 0 etx; dansX tel que By (x1,r})C B(x,e)NUy # 0 . Posonsr1=inf(ry,5). On a
doncBs (x1,r1)C B(x,€)NU; # 0. Supposongetteconstructiorfaite al'ordre n, c’'est
adire quel'on supposerouvésn pointsx,...,xn de X et n réélsstrictementpositifs
r1,...,rn telsquepourtouti dans{1,..,n} ,Bs (Xi,r)C B(Xi—1,ri—1)NU; # 0 etr; < %(On
poserg = €). Montronsque l'on peutla continuera I'ordre n+1. CommeU,.; est
densedansX, B(xn,rn)NUn+1 # 0. Mais, commeprécedemmentetteintersectiorest
unsousensembleuvertde X. On peutdonctrouverry,, , > 0 tel queBs (Xnt1,n41)C
B(Xn,rn)NUn+1 # 0. Poson$nfinrn+1:inf(r{1+1,ﬁ) etonabieneffectuéla construc-
tion voulue.

Remarquonsnaintenantgue la famille (B(Xn,rn))neiv €Stune suite décroissantele

fermédontle diamétre tendvers0 quandn tendverslinfini. CommeX estcomplet,

ceciimpliqueque ﬂ B(Xn,rn) estunsingleton{x. } oux. estélémenideX . Mais X
neiN

est,parconstuctioréelémenide B(x,e) etdeU,Vn € IN. Donc

Xe € B(X,€)N (] Un
neiN
cequiimpliqueque
B(x€)N [ Un#0

neiN

etcommex ete sontarbitrairesgue ﬂ U, estdenseadansX.
neiN



