
Espacesmétriquescomplets
1 Intr oduction

Lesespacescompletsjouentenanalyseunrôle fondamental.La notiondecomplé-
tudeest,en effet, à l’origine de théorèmesaussiimportantsquele théorèmedu point
fixeentopologie(duqueldécoulentlesthéorèmed’inversionlocaleencalculdifféren-
tiel etdeCauchy-Lipschitzdansla théoriedeséquationsdifférentielles),le théorèmede
Baire(toujoursenTopologie)(etduqueldécoulentle théorèmedeBanach-Steinhaus,le
théorèmedel’applicationouverte...),etle théorèmedeprojectiondeRieszdansla théo-
rie desespaceshilbertiens...La pluspartdecesthéorèmessontdesthéorèmesd’exis-
tence(existenced’un point fixe pour le théorèmedu point fixe, existencede l’in verse
d’unefonctionpourle théorèmed’inversionlocale,existencedessolutionsàuneéqua-
tion différentiellepourle théorèmedeCauchy-Lipschitz...).C’estla notiondecomplé-
tudequi, engarantissantl’existenced’unelimite pourunecertainecatégoriedesuite,
permetdeconstruirechacundecesobjets.

2 Notions debase

Danstouscechapitre (X,d) désigneraun espacemétrique .

Définition Ondira quela suite
�
xn � n � IN estdeCauchy dansX si elle vérifie:

�
ε � 0 � N � IN

�
n �m � Nd

�
xn � xm �	� ε

Proposition Remarquonsqu’unesuitedeCauchyn’estpasnécessairementconver-
gente maisqu’unesuiteconvergenteesttoujoursdeCauchy. D’ailleurs:

Définition Un espacemétriquesur lequellessuitesdeCauchysontconvergentes
seraappeléespacecomplet.

Exemple (IR,| |) estunespacecomplet.

Exemple Sur(IQ,| |), on définit la suitesuivante:

Soit a � IR 
�� u0 
 1et
�

n � 0un
 1 
 1
2

�
un � a

un
�

CettesuiteestdeCauchysurIQet convergevers � a, doncdivergedansIQ.

Remarque Ajoutonsquecettenotiondecomplétudedépendcomplètementde la
métrique choisiepour l’espaceet pasdu tout de sa topologie.Ainsi, il estpossible
d’exhiberdesespacesmunisde deuxmétriquesdifférenteset qui induirontdestopo-
logies équivalentes. Par contre,pour unedesdeuxmétriquesles suitesde Cauchy
convergeront,cequi neserapasle caspour l’autre. En l’occurence,on a la propriété
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suivante.

Proposition SoientX un espaceet d1,d2 deux métriqueséquivalentes sur X.
Alors si (X, d1) estcomplet,il enestdemêmede(X,d2).Deplus,toutesuitedeCauchy
convergentepourl’un estsuitedeCauchyconvergentepourl’autre.

Définition On dira d’unepartieU deX qu’elle estun sousespacecomplet de X
si elle estcomplètepourla métriqueinduite decelledeX.

3 Propriétés

Proposition Tout sousensembleferméd’un espacecompletestcomplet.

Démonstration Soit F un ferméde X et soit
�
xn � n � IN unesuitede Cauchyde F.

CettesuiteestdoncconvergentedansX. Notonsx salimite. CommeF estun fermé
dansun espacemétrique,toutesuiteconvergentede pointsde F a salimite dansF .
Doncx estélémentdeF.

Proposition Tout sousespacecompletd’un espacemétriqueestfermé.

Démonstration Notons(X,d) l’espacemétriqueet U la partiede X qui estcom-
plètepour la métriqueinduite. Pourvérifier, dansun espacemétrique,qu’un sousen-
sembleestfermé,il suffit devérifier quetoutesuiteconvergentedecesousensemble
a salimite dansle sousensemble. Prenonsdoncunesuiteconvergente

�
xn � n � IN deU.

Commecettesuiteestconvergente,elle estde Cauchy. Mais notresousensembleU
étantcomplet,salimite estnécessairementdansU. OnmontreainsiqueU estfermé.

Définition Onappellediamètred’unélémentA de � � � � lenombreδ(A)=supx � y � Ad(x,y).

Remarque Le diamètred’unepartiedeX peutêtreinfinie.

La prop.suivanteestparfoisutile danslesdémonstrationsfaisantintervenirla com-
plétude.

Proposition Onsupposeque(X,d) estcomplet.Soit
�
Fn � n � IN unefamilledécrois-

santedefermésdeX pour laquelle lim
n� ∞

δ
�
Fn ��
 0. Il existealorsun uniqueélémentx

deX tel que �
n � IN

Fn 
�� x � .
Démonstration Soitdonc

�
Fn � n � IN unefamilledécroissantedefermésdontle dia-

mêtretendvers0 quandn tendversl’infini. PrélevonsdanschaqueFn unélémentxn et
montronsquela suiteainsiconstruiteestdeCauchy. Soitε � 0.Commelim

n� ∞
δ
�
Fn ��
 0,

il existeN dansIN tel quesi n>Nalorsδ
�
Fn ��� ε. Maisdonc,pardéfinitiondudiamêtre,
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si n etm sontplusgrandsqueN, d(xn,xm)<ε, cequi prouvebienquela suiteestdeCau-
chy. Mais (X,d) étantcomplet,elleconvergeversun élémentx deX.
Il resteà montrerquex estdansl’intersectiondesUi . Supposonsquecenesoit pasle
cas.Il existeraitalorsi dansIN tel quex nesoitpasélémentdeUi . MaisUi étantfermé
dansun espacecomplet,il estcompletpour la distanceinduite.Donc la suite

�
xn � n � i

qui estinclusedansUi et qui estde Cauchypour la distanceinduite surUi converge
dansUi . Doncsalimite x estélémentdeUi cequi estencontradictionavecnotrehy-
pothèsededépart.Doncx estdansl’intersectiondesUi .

Proposition Tout produitfini d’espacesmétriques(X i ,di) où i � I (et où I estun
ensemblefini) completsestcompletpourla métriqueproduit (si x=

�
xi � i � I ety=

�
yi � i � I ,

d(x,y)=supi � Idi(xi ,yi)).

Démonstration Soit
�
xn � n � IN unesuitede Cauchyde ∏

i � I
Xi � Notons

�
x j

n � n � IN la

j ime suite coordonnée.Comme
�
xn � n � IN estde Cauchypour d, pour ε � 0 donné,il

existeN dansIN tel quequelquesoientn �m � N, on a d
�
xn � xm �	� ε. Pardefinitiondela

métriqueproduit , celaimplique,pourchacunedessuitescoordonnées:si n �m � N, on
a d j

�
x j

n � x j
m��� ε. Donc la j ime suitecoordonnéeestdeCauchydans(X j ,dj ) et cepour

tout j dansI. Commechaque(X j ,dj ) estcomplet,chaquesuitecoordonnees
�
x j

n � n � IN

convergeversunélémentx j deX j . Montronsmaintenantquelasuite
�
xn � n � IN converge

versx=
�
xi � i � I . Soit ε � 0. Pourtout i dansI, on peuttrouver Ni tel quesi n>Ni alors

di
�
xi

n � xi ��� ε. PosonsN=supi � I � Ni � . PourceN là et pardefinitiondela métriquepro-
duit , on a: si n>N d

�
xn � x�	� ε.

Proposition IRn muni dela métriqueproduitestcomplet.

Proposition Tout espacemétriquecompact(X,d) estcomplet.

Démonstration Soit (X,d) un espacemétriquecompact et soit
�
xn � n � IN unesuite

deCauchydeX.
Remarquonsquesi unesuite de Cauchypossèdeunesoussuite convergente, alors
elle est convergente:Soient

�
xφ � n� � n � IN une soussuite convergentede

�
xn � n � IN et x

sa limite. Soit aussiε � 0 et n �m � IN. On a, en utilisant l’inégalité triangulaire,
d
�
x � xn �� d

�
x � xφ � m� �!� d

�
xφ � m� � xn � . Mais,comme

�
xφ � n� � n � IN convergeversx , il existe

N
� ε

2 � tel quesi m � N
� ε

2 � alorsd
�
x � xφ � m� �"� ε

2 � . De plus,comme
�
xn � n � IN estdeCau-

chy, il existeN # � ε
2 � tel quesi n et m sontplusgrandsqueN # � ε

2 � alorsd
�
xφ � m� � xn ��� ε

2.
Mais alors,d

�
x � xn ��� ε

2 � ε
2 
 ε, et cedésquen � sup

�
N �N # �$�

Noussommesmaintenantenmesuredetraiterla démonstrationdenotreprop.:Comme
(X,d) estunespacemétriquecompact,la propriétédeBolzano-Weierstrassnousauto-
riseà affirmer quela suitedeCauchy

�
xn � n � IN possèdeunesoussuiteconvergenteet

donc,d’aprèsla remarqueprécédente,qu’elleestconvergente.
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4 Théorèmedu point fixe

Soient(X,d) un espacemétrique.On s’intéressedanscettepartieà uneapplication
f : X %'& X.

Définition Ondit quex � X estun point fixe de f si f
�
x��
 x.

Définition Soient (X,d) et (Y,δ) deux espacesmétriques.Soit k un réél stric-
tementpositif. On dit quef : X %�& Y est lipschitzienne de rapport k si

�
x � y �

X δ
�
f
�
x� � f � y�(�) kd

�
x � y� . Si deplusk<1, on dit quef estcontractante.

Remarque Si f estlipschitzienne,elle estcontinue.

Théorème (du point fixe) Si (X,d) estcompletet que f estcontractantealors f
possèdeun point fixedansX. De plus,cepoint fixeestunique.

Démonstration Soitx0 unélémentdeX. Posons,pourtoutn dansIN , xn 
 f n � x0 � .
Onadonc,pourtoutn � IN xn
 1 
 f

�
xn � . Supposonsquecettesuiteconverge versun

élémentx deX. Ona alors
lim
n� ∞

xn
 1 
 x= lim
n� ∞

f
�
xn ��
 f

�
lim
n� ∞

xn � =f(x)

et donc x est un point fixe de f .(la troisièmeégalitéprovient de la continuitéde f
). Il s’agit doncde montrerquecettesuiteestconvergente,ou encore,commeX est
complet,qu’elleestdeCauchy.
Mais pourtoutm,ndansIN , on a,grâceà l’inégalité triangulaire:

d
�
xn � xn
 m�*
 d

�
f n � x0 � � f n
 m � x0 �+�, d

�
f n � x0 � � f n
 1 � x0 �+�-�.�/�0�1� d

�
f n
 m2 1 � x0 � � f n
 m � x0 �+�

Commef estcontractante,
�

i � IN d
�
f n
 i � x0 � � f n
 i 
 1 � x0 �+�43
 kn
 id

�
x0 � f � x0 �+� .

Ona alors

d
�
xn � xn
 m�, knd

�
x0 � f � x0 �+�-�5�0�/� kn
 m2 1d

�
x0 � f � x0 �+�*
 kn � 1 � k �.�/�0�1� kn
 m2 1 � d � x0 � f � x0 �+�

Ona alorsmontréque:d
�
xn � xn
 m �� kn � 1 2 km

1 2 k � d � x0 � f � x0 �+�
Mais commef estcontractante,k<1 et donckn & 0 quandn & � ∞. Pourε>0 donné,
on peutalorstrouver N assezgrandtel quesi n>N et m>0 kn � 1 2 km

1 2 k � d � x0 � f � x0 �+��� ε .
Ceciprouvequela suite

�
xn � n � IN estdeCauchy.

Montronspar l’absurdel’unicité du point fixe. Supposonsdonc que f ait deux
pointsfixesx ety. Commef estcontractante,onad

�
f
�
x� � f � y�(��� d

�
x � y� . Maiscomme

x ety sontdespointsfixesd
�
f
�
x� � f � y�+�	
 d

�
x � y� . Encomparantcesdeuxexpressions,

on aboutitimmédiatemmentàunecontradiction.

Corollair e Si (X,d) estcompletetque f n estcontractantealors f possèdeunpoint
fixedansX. De plus,cepoint fixeestunique.

Démonstration Comme f n estcontractante,il existe un élémentx de X qui est
point fixe de f n. Mais alors f

�
f n � x��
 f n � f � x�(�"
 f

�
x� . Donc f

�
x� estaussiun point
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fixe de f n. Mais d’aprèsle théorèmeprécédent,le point fixe de f n estunique.Donc
f(x)=x.

5 Le théorèmedeBaire

Définition On dit qu’un espacetopologique (Y, 6 ) (ou un espacemétrique
(Y,d))estdeBairesi pourtoutefamilled’ouvert

�
Un � n � IN deY vérifiant:

�
n � IN � Un 


Y , alors �
n � IN

Un 
 Y.

Remarque Celarevientàdireque(Y, 6 ) estdebairesi pourtoutefamilledefermé
d’intérieurvide alorsla réuniondecesfermésestencored’intérieurvide.

Théorème (deBaire) Si (X,d) estunespacemétriquecompletalorsil estdeBaire.

Démonstration Soit
�
Ui � i � I vérifiant:

�
n � IN � Un 
 X � Montronsque l’inter-

sectionde tout les élémentsde cette famille est dense dansX. Soit x un élément
de X. CommeU1 estdense dansX, pour tous ε � 0,B

�
x � ε �(7 U1 3
 /0 . Fixons donc

ε � 0.Commecetteintersectionestouverte(intersectionde deuxouverts ), Il existe
r #1 � 0 et x1 dansX tel queBf

�
x1 � r #1 �98 B

�
x � ε �+7 U1 3
 /0 . Posonsr1=inf(r #1, ε

2). On a
doncBf

�
x1 � r1 �$8 B

�
x � ε �+7 U1 3
 /0. Supposonscetteconstructionfaiteà l’ordre n, c’est

à dire quel’on supposetrouvésn pointsx1 � �/�0� � xn de X et n réélsstrictementpositifs
r1 � �0�/� � rn telsquepourtout i dans� 1 � �/� � n � ,Bf

�
xi � r i �98 B

�
xi 2 1 � r i 2 1 �(7 Ui 3
 /0 et r i  ε

2i (On
poser0 
 ε). Montronsque l’on peut la continuerà l’ordre n+1. CommeUn
 1 est
densedansX, B

�
xn � rn �+7 Un
 1 3
 /0. Mais,commeprécedemment,cetteintersectionest

un sousensembleouvertdeX. On peutdonctrouver r #n
 1 � 0 tel queBf
�
xn
 1 � rn
 1 �98

B
�
xn � rn �+7 Un
 1 3
 /0. Posonsenfinrn
 1=inf(r #n
 1,

ε
2n: 1 ) etonabieneffectuéla construc-

tion voulue.
Remarquonsmaintenantque la famille

�
B
�
xn � rn �+� n � IN est une suite décroissantede

fermédont le diamètre tendvers0 quandn tendversl’infini. CommeX estcomplet,
ceciimpliqueque �

n � IN

B
�
xn � rn � estunsingleton� x∞ � oùx∞ estélémentdeX . Maisx∞

est,parconstuctionélémentdeB
�
x � ε � et deUn

�
n � IN. Donc

x∞ � B
�
x � ε �!7 �

n � IN

Un

cequi impliqueque
B
�
x � ε �!7 �

n � IN

Un 3
 /0

etcommex et ε sontarbitraires,que �
n � IN

Un estdensedansX.
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