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Chapitre 1

Formulaires

1.1 Espaces topologiques

Catégorie Exemples
Ouvert Isom(E, F) avecE et F' Banach, dang€(E, F)
Fermé compact d’'un séparé
Borné compact d’'un métrique

Espaces projectifs

Complété d’Alexandrov d'un es-
pace séparé non compact, locale-
ment compact

Espaces compacts Produit de compacts

boule fermée d'un espace vectoriel
normé de dim finie

Cantor

Tapis de Sierpinski

Espaces projectifs

Cube de Hilbert

Ouvert connexe d’'un espace vecto-
riel normé

Boule

Espaces connexes par arc Image d’'un connexe par arcs par
une applicatiorC?

Tapis de Sierpinski, eponge de
Menger

Ensembles de Julia

SO(n), SU(n)

Produit de connexes
Espaces connexes Image d’'un connexe par une appli-
cationC®

Espaces de Montel. (métrisablg
compact équivaut a fermé bomé R™, C"
H(Q) avec() ouvert deC

n

2Borné au sens des espace vectoriel topo-
logiques.

Espace complet R™, C", LP(Q)

Boule unité fermée du dual d'un
espace séparable pour la topologie
faible

3 Cube de Hilbert

Espace métrisable

Localement connexe par arcs

Localement compact




1.2 Equivalents en I'infini
1.2.1 Séries

u, etv, suites réellesl,, = > 7 cup, Vi, = > ok SiU, — U, R, =
U-U,,siV, —=V,R =V -V,.

Hypothése | Conclusion
Up >0 V,, converge
Uy, Uy, R, ~ R},
U,, converge
Upn > 0,u, >0
Uy, = 0(ty,) U, diverge
V,, diverge U, ~V,

1.2.2 Intégrales

f etg définies suta, +oo[ intégrables sufa, x| pour toutz > a.

| ON SUPPOSE QUH EST POSITIVE]

On def|n|tF = [T f(t)dt etG(z) = [ g(t)dt. Si F aune I|m|te entoo on
définit Ry (x f f(t)dt, etsiG aune I|m|te ent-oo on définitR, (z) = [° f(t)dt.
Alors on a les résultats suivant au voisinagetde :

[ f)dt =

=t | yptote

[P f)dt < +00 { g=0(f) = faR g(j)gt(g)ste
~ [ g(t)dt existe
g~ f= { R, ~ R;)

1.3 Dérivation de limites

E et F des espaces vectoriels normé&squvert deF, ( f,,) suite d’applications de
U dansF’ différentiables.



Hypotheses

Conclusions

fn convergeant simplement vefs
les D f,, convergeant uniformémer
vers une certaine application de
U dansL(E, F),

—

o f différentiableetD f = ¢

e Pour toutC convexe borné- U
la convergence dg, . vers fc est
uniforme

e Silesf, sontC' alorsf estC!.

U connexeF Banachdzy / f,,(xo)
convergeyx 3V, voisinage dex tel
que la suite de® f,, |y, soit de Cau-
chy pour la métrique définie par

d(f,9) = supzev, [l f(2) — g(2)||

(ie la suite desD f,, converge nor-
malement sur un certain voisinag
de tout point)

e

Alors il existe f de U dansF tel
que:

e f est dérivable en tout point

e la suite desf,, converge versf
(simplement)

e toutx possede un voisinagdg, tel
gue les convergences gig et D f,,
estreints d/, soient uniformes.

e Silesf, sontC!, f I'est aussi.

1.4 Lindispensable sous le signe intégral

X muni d'une mesure:, (E,d) un espace métriqud. : E x X — C, F(t) =

Jx £t @)dp(x)

Hypotheses

Conclusion

Pour toutt 'applicationz — f(¢, z) est mesurable
Pour presque tout la fonctiont — f(¢, ) est continue e
Il existe g L' telle que pour tout et presque tout |f (¢, z)| <

g(z)

F est continue eff'.

Pour toutt I'applicationz — f(¢,x) est mesurable

Pour presque tout la fonctiont — f(¢, z) est continue suf/
Pour tout compacik de E il existe g L! telle que pour tout
dansK et presque tout | f (¢, z)| < g(=).

F' est continue suf.

I estun ouvert d® ou deC “

Pour presque toutz — f(t,x) estL!

Il existe N négligeable tel que pour tout ¢ N la fonction
t +— f(t,x) est dérivable (resg.! ) °.

Pour tout compack de E il existe une fonctiory L' telle que
pour toutt dansk et toutz ¢ N |3 (¢,2)| < g(x).

2Hypothese facile a retenir; il s'agit de pouvoir définir une dérivée au se
plus commun, ie dérivée d’une fonction d’'une variable réelle ou complexe!

bAttention! Dans le cas d’un ouvert d@ on parle de dérivabilité au sens

complexe, et pas de différentiabilité en voy@htomme uriR-espace vectoriel !

Pour toutt la fonctionz —

3L (t,x) estL!

F est dérivable (respC?),
P Fy

de dérivéef, L (t,z)dx.

nsle

E estun ouvert d® ou un ouvert d&.

Pour presque toutz — f(t, z) estL!

Il existe N négligeable tel que pour tout ¢ N la fonction
t — f(t,x) estCF,

Pour tout compack’ de E ettoutj € [1, k] il existe une fonction

g(L)l telle que pour tout dansK et toutz ¢ N \%(t,x)\ <
g(z).

Pour toutt la fonctionz +—
J
L (t,x) estL!

F estC*, et pourj € [0, k|

MFE _ 5 f
57— XW(t,l’)d(E




1.5 Convergence d'une série a termes positifs

Hypothése | Conclusion
Critere de D’Alembert
Upa1/Un — L <1 Série converge
Upt1/Up — L >1 Série diverge
Critére de Cauchy
limsup/u, = L <1 Série converge
limsup\/u, = L >1 Série diverge
Critere de Raabe-Duhamel
=1-a/n+0(1/n?),a > 1| Série converge
=1-a/n+0(1/n?),a <1 | Sériediverge

Un+1
Unp
Un41
Unp

1.6 Convergence d’une série semi-alternée

Un = Ef:[:oun, U=1limU,, R,=U-U,

Hypothése | Conclusion
Critére de Leibnitz
(en,) Suite décroissante], > u,, converge
€n — O: Unp (_1)n€n Rn < |an+1|
Méthode d’Abel, dans un Banach
(en,) Suite décroissante], > u,, converge
(an) ) 32N a, bomé | R, < |anyi
en, — 0,u, =€ an

1.7 Les séries entieres

Soit) " a, 2™ une série entiérey son rayon A sa fonction somme.

Hypothése Conclusion

Formule d’Hadamard

(avecl/0 =

_ 1
R= limsup|an|1/™

etl/oo = 0)

Critere de D’Alembert

a, non nul a partir d’'un certain ran

J
an+1/(ln tend versL R= 1/L

Théoréme de Césaro

(b,,) suite réelle> 0, (a,) suite
réelle, > b, divergente, a,
o(b,) ou a, =~ b,, R rayon de
convergence d&_ b, 2"

A(xz) = > ana™ sur] — 1,1[ bien
défini, B(xz) = > bya™ sur]—1,1]
bien défini,a = o(b) = A = o(B)

enR,a~b=>A~BenRk




1.8 Densité, approximation

Théoréme de Stone

K compactA sous-algébre unitaire de I'algelt® (K, R). Si A sépare
les points, alors! est dense dan8’ (K, R) pour la norme infinie.

Théoréme de Stone, version complexe

K compact,A sous-algebre unitaire de I'algebf® (K, C) stable par
passage au conjugué. 3isépare les points, alotd est dense dans
C°(K, C) pour la norme infinie.

Théoréeme de Weierstrass

K compact deR, I'ensemble des polyndmes dedansR est dense dan
I'ensemble des fonctions continues AedansR pour la convergence
uniforme.

pas valable pour les polynémes d’'un compactdgansC!
Théoréme de Lusin

Uy

f mesurable d®™ dansC, dont le support est inclus dans un ensemble
de mesure finie. Alors pour tostl existe g continue suiR™ égale af

sauf sur un ensemble de mesure, bornée en module panp | f|.
f mesurable bornée d@™ dansC, dont le support est inclus dans Un

ensemble de mesure finie. Alofsest limite simple presque partou
d’'une suite de fonctions continues et bornées (par la méme borne).
Ck(R™,R) @ est dense darG*(R", R).

—

aEnsemble des fonction&* a support compact de™ dansR.
Sip # 0o, C°(R™,R) est dense dank? (R™).
Sip # o0, les classes des fonctions en escalier a support compact sont

denses dang?(R").
Les classes des fonction®® a support compact sont denses dans I'en-

semble des fonctions d&™ deR dansR tendant ver$) en-+oo et en
—OQ.




1.9 Trigonométrie

Formule Preuve
cos(x) = Re(e'™) = &4 Définition.
sin(xz) = Im(e"”) = “——=— _ _

cos' = —sin (z — ) = (x — ie"®)
sin’ = cos
eixe—ix =1

cos® + sin® =1

3Im > Ominimal/

cos(0) = 1, donc sicos(R™) > 0
sin 1, sin(x) > sin(a), donc

cos(m/2) =0
cos(x) + xsin(a) décroit, or
cos(x) + zsin(a) — oo
Par défr = 2infcos~1(0) NR**
m >0 continuité decos
/2 =4 el = —1, corollaire de ci-dessus.
elﬂ' —
e 2im — pério

cos etsin 27 pério

Arccos(x) + Arcsin(z) = 11/2

Dérivée nulle + valeur efi

FormuledeM oivre

(cos(z) + isin(z))" = cos(nx) + isin(nz) |

INT _ ,iT
e =€

Formulesdelinarisation

cos(c) — cos(d) = —2 sm(cgd) sin(<54)

sin(c) + sin(d) = 2sin(
sin(c) — sin(d) = 2 sin(

cos(a)cos(b) = 5(cos(a+ b) + cos(a — b)) | cos(z) = 5 (e + ¢~ **)(développer)
sin(a)sin(b) = 2 (cos(a — b) — cos(a + b)) sin(x) = cos(x + m/2)
sin(a)cos(b) = ;(sm(a +b) + sin(a — b)) | (apprendre la méthode, non le résultat)
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(b) sin(a) combinaison linéaire des
formules de linéarisation
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a) sin(z) = cos(x + 7/2)
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a) b devient— b
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
cos(c) + cos(d) = 2 cos(Z9) cos(59) Formules ci-dessus, plus

c=a+bd=a—->b
puis
sin(x) = cos(x + 7/2)

Retenircos(a) cos(b), cos(a+b), cos(a)+cos(b) devrait suffire, modulo I'entrainement

pour retrouver le reste.



1.10 Trigonométrie hyperbolique

cosh(x) = %

T

sinh(x) = ¢ mge_
tanh(x) _ stnh(x)

cosh(z)
— cosh(z) __ 1
COtanh(‘r) ~ _sinh(z) — tanh(z)

cosh(x + y) = cosh(x)cosh(y) + sh(z)sh(y)
sinh(z +y) = sinh(z)sinh(y) + cosh(z)sinh(y)
cosh(x)? — sinh(x)? =1
cosh(2xz) = cosh(x)? + sinh(z)?
cosh(2z) = 2cosh(r)? — 1
sinh(2x) = 2sinh(x)cosh(x)
cosh(x) = }fgi avecu = tanh(x/2)
sinh(z) = 2%

1.11 Leschangements de variable magiques dans le cal-
cul de primitive

f(z) = cos(x)"sin(x)™ 2ln+ 1= u = sin(z)
2lm + 1 = u = cos(x)
Linéarisation.
f(z) = F(cos(x), sin(z)) f paire = u = sin(x)
F e R(X) f impaire = u = cos(z)

f T — périodique = u = tan(Ilz/T)
sinonu = tan(z/2), cos(xz) = L:Zz
sin(x) = %, dr = %

F(x,vax +b) u=+vaxr+b
F(x,vax? +bx + c) a>0=>u=+Vax?+br+c—azx
F(z,vVaz?+ bz + c) a<0= (z,Vax?+bx +c)
parcourt un bon d’ellipse
on parametre pour que
x Soit uncos dew et

vazx? + bx + cunsin dewu
n/az+b _ njaztb
F(a, \/Z£+d) u={/cerd

1.12 Primitives usuelles

Sauf mention contraire, les primitives sont valables sur I'ensemble de définition.



f(z) 7 f(w)du | Précisions |
aF1T
x® e a €] — oo, —1[U]1, 00|
1/x In|x|
0T ezm a e C*
cos sin
sin —cos
tan —In|cos(z)|
cotan(Remarque :cotan(x)=1/tan(x) In|sin(z)]
1/cos Inltan(z/2 + 7/4)]
1/sin In|tan(z/2)|
1/cos? tan
1/sin? —1/tan
1/(sin(x)cos(x)) In|tan(z)|
tan? tanr —x
ch sh
sh ch
th(x) In ch(z)
coth(x) In|sh(z)]
1/sh(x) In|th(xz/2)|
1/ch(x) 2Arctan(e®)
th(z)? x — th(zx)
1/(sh(z)ch(x)) In|th(z)|
1/ch? th
1/sh? —coth
1/(z% + a®) Larctan(z/a) a#0
1/(z% — a®) o ln|Zte | a#0
1/(a® — 2?) Largth(z/a) a#0,x<a
1/Va2 +a In|x + Va2 + a
ouargsh(xz/\/a) a>0
ouargch(—x/v/—a)siz > /—a a<0
ou —argch(z/\/—a) siz < \/—a a<0
1/va? — z? arcsin(z/|al) a#0
m a\/tf—7 a0
I, =1/(1+2%)" b1 = opme + (20— 1)y
L,=1/(1-2*)" 2nlyny1 = qame + (20— 1)y

Pour une primitive de fraction rationnelle réelle décomposée en éléments simples,
on a besoin d'intégrer des termes endj)(cx + d)™ (facile), des éléments en (ii)
m et des éléments en (ii@%. Pour (i), c’est facile. Pour (ii), il suffit
de penser a reformuler + dx + e en(x + d/2)? + £, et d’appliquer le formulaire
ci-dessus avec un changement de variable L\/‘lf/“ et par I'une des formules du
tableau ci-dessus. Pour (iii), il suffit de rééctire-b eni (z +b+ (p—b) — (p—1)),
chacun des deux quotients obtenus s’intégrant sans peine par (ii) ou parce que de la

formew’ /u™ (cf log ouu—"+1).

1¢ étant positif du fait que le discréminant du polynéme est négatif.
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1.13 Dérivées

La plupart des dérivées s’obtiennent en utilisant le fait que la dérivéecdg—!

estl.

FLEMMARD

fle) | f(2)
In(ax) fraclt
eaa: a eam
x° ax® !
cos(ax) —a sin(ax)
sin(ax) a cos(ax)
tan(ax) cos(az)?

- T
Aresin(z) e
Arccos(x) Niers
Arctan(x) ﬁ

cosh(x) sinh(x)

sinh(x) cosh(x)

tanh(x) tanflgz)Q
cotanh(x) Sh ()
argsinh(zx) 1112
argcosh(x) ILI
argtanh(z) 1fx2

1.14 Différentielles

Application

Différentielle

E, F Banach

Isom(E,F) — Isom(F,E)

p:f= [}

#C>® ¢'(u)(h) = —u~"thu™!

™ (u) (R, . ..
= (1" Y peo, W ohoyouT 0 hg@y 0. howm © ul=

s han)

1.15 développements limités

Le développement limité de desin et decos découlent directement de leur défi-
nition. Pareil poukosh, sinh.
La plupart des autres développements limités suivant s’obtiennent grace a la for-
mule de Taylor-Youn@?. Toutefois, le développement limité di&-ctan s’obtient par
intégration, ainsi que ceux dércsin, Arctanh, Argsinh. Le développement limité
de Arccos s'obtient a partir de celui ddrcsin par Arccos(x) + Arcsin(z) = 11/2.

11




e =1+2 4+ 2+ 2+ .42 +0a"))
2 e 6 2Zn
cosh(x) = 1+ & + 4 + G + .. + oy + 0@ )
sinh() = § + %5 + & + - (guray + O@>)
. 3 5 Int1
sin(r) =z — & + & 4+ ...+ (—1)"(;1+1 i + O(2?"?)
cos(z) =1— fg—f + i—? — o ()" + O(=*1?)
Inl+z)=z—%2 +% — L 4 4+ (-1)""2"/n+ O@"1)
ln(l—x)z—x—%—%—%— ——+O(m”+1)
(1+2)*=14az+ 22,2 4 alozDle2). (o "+1)x +O(a™t)
Arctan(a) = s — LT3 55 18 b e O
; _ z3 1.3.2° | 13527 | 1.3.5.7.2° 1.3.5.. ‘..(Qn 1)a?" T ont3
Aresin(z) =2+ 35+ 555 + 567 T Sidse Tt sas e T O® )
Arccos(x) =11/2 — Arcsin(x)
— 3 5 7 nFT T3
Argth(z) =z +2°/3+2°/5+2"/T+ ...+ 2*" T /(2n 4+ 1) + O(x*"1?)
3 .3.2° n1.35.7....(2n—1).a™" 7! n
ArgSh( ) =T - 23"_3 + 12?4_3/;’) + ...+ (_1> 2.4.6....(.277,.(227,4»1) + O(.’IJQ +3)

Attention, le développement limité drcsin(x) est “irrégulier”, au sens ou le terme
enz ne suit pas la méme formule que les termeg¥mn! !

1.16 Espace<L?(X)etLP(X), ou LL(X) et L%.(X)

LP est égal &P quotienté par la relation "étre égales presque partout"Pesont

des espaces de Banaéli( X) est un espace hilbertien réel pdytg) = [ fg, Lz (X)
est un espace hilbertien complexe pofily) = [ fg.
Hypothése Conclusion
fie L MGy filly, < Tl fill,
p; € [1, 0] (inégalité de Holder)
Dicn /i =1
Vn|fn.(z)] < |g(x)| presque partout felrLr
gerLr fn — fdanslLP
fn(x) — f(x) presque partout | (convergence dominée de Lebesguie)
p<p et L c LP
X de mesure finie

12




1.17

Transformée de Fourier

hypothese conclusion
g(z) = fx)e'™” 9(t) = f(t — @)
9(@) = flz—a) g(t) = f(t)e "
g(z) = —ixf(x) f différentiable
g L 7(5) = a(@)
fIt 7O = [ T dp(w)
f CO
1 llog < M1£1
fL x = [ f(t)e™ du(t)
etfL! est continue et égale fapresque partout
fL? fL%:
6a(f) = 24 F(t)e = du(t)
Théoréme lima 400 0a(f) = f (dansL?)
de (f — f isomorphisme dé&.? dansL?,
Plancherel défini surL' N L? par la formule ci-dessus €
prolongé sutl.? par densité FLEMMARD)

1.18 Série de Fourier - cag 2r-périodique

hypothése conclusion
nez f(n) =5 [T f(t)e
f(n) =< flun > (un(t) = emt)
neN D, =% . u;(noyau de Dirichlet)
neN K, = 1" ! D, (noyau de Féjer)
neN sn(f) => 1. f(i)u; (Somme de Fourier
Sn(f) = f * Dy,
on(f) =3 s:(f) (somme de Fejer)
Un(f) = f*x Ky
fLT Théoréme de Dirichlet
f admet une on(f)(z)

dérivée a droite
et a gauche en

- %(limtﬁaz,t<wf(t) + limt—>w,t>mf(t))

feL*T) fel?="L1*7)
(f — f isomorphisme dé2(T') dansi?)
sn(f) — fdansL*(T)
e n [on (Dl < 171
(Th. de Fejer) on(f) — f uniformément
fLr v llon(HIl, < IF1,
p < o0 on(f) — fdansL? (Th. de Fejer)

13



1.19 Lesl1001 formules dont vous révez

Formule

Preuve

+ 1 _ O
dhe1 0% = ¢

Formule de Parseval (théorérd@ sur la série de
Fourier de l'identité suf—II, II|

S 0ol /py = oo py k-iéme nombre premier

Voir partie??

(14 7)™ — e” pourx réel.

(1 4 %)n — en In(z/n) — 6n(x n+o(I/n)) _ e

Formule de Stirlingn! ~ (2)"v/2IIn

oo
n!:/ e tndt
0

(preuve par récurrence sur par une intégratior
par parties (théoréme?) sur [0, z] et en faisant
tendrex vers+oo)

changement de variable= ¢/n

—+oo
n! = nn-‘rl/ en(ln(u)—u)du
0

Il suffit alors d'appliguer le théorén?.

(_1)11—1

ZnZl n

n(2)

N ()" T
UN Zn:l n
uis écrirel /n = [} tn—1
b N W "
puis >, _, (—t)" 1 = ’f;f) puis passer a |
limite, par exemple par convergence uniforme

sur

un ensemble de mesure finie

1.20 Espaces preéhilbertiens

Espace préhilbertien réel \

Espace préhilbertien complexe \

2 2 2
[z +yl” = ll=[I” + [yl |

Iz +ylI* = llzl” + llyll” + 2Re(< aly >)

Inégalité de Schwartz

| <aly> [ <[]yl \

| <zly> ] <[] llyl

Inégalité de Minkowski

le+yl <Tel+yl
Cas d'égalité » ety positivement liés

Cas d'égalité = ety positivement liés

[+ yll < ]l + [lyll

Fo

=

mule de polarisation

<zly>=1
< zly >=

—~

q(z+y) —q(x) —q(y))
(¢z +y) —q(z —y))

ST

= 1(g(z +y) — qlz — y) +ig(z — iy) —ig(x + iy)

<aly>= 1Y Pglx +ily)
< zly >

En dimension finie, il existe une base orthonormale

1.21 Espaces de Hilbert

On suppose quér;);c; est une base hilbertienne.

14



Relation de Parseval
2
]I =32, (x]z)*
<zly >=), < x|z, ><ylr; >
T=) i <zlwi >,
Relation de Parseval
2
zl” = 32 |(z]a:)?
<zly>=>, <xlr; > <ylr; >
T=) e <zlwi>w;

1.22 Espaces euclidiens

Espace euclidien Espace hermitien
f* adjoint def f* adjoint def
< f(@)ly >=<z[f*(y) > < fl@)ly >=<z[f*(y) >
MatB(f*) =t MatB(f) MatB(f*) = tMatB(f)
det f* =det f det f* =det f
f symétrique sif* = f f hermitien sif* = f
f orthogonal (ies O(E)) f unitaire (iee U(E))
sif*f=ffr=1d sif*f=ffr=1d
= < f(@)|f(y) >=<zly > = < f(@)|f(y) >=< =[]y >
= |f@)] = [l= = |f@)| = [l=
f orthogonal est direct
(le€ O(E))si
det f >0
<= conserve l'orientation d’'une bade

1.23 Reéduction en dimension finie - propriétés de ma-

trices particulieres
Matrice M de type(n,n), associée a I'endomorphisnfe E = K", polyndme
caractéristiqgue®, multip(\) ordre de multiplicité de\ dansP. Dans beaucoup de cas,

la réduction dans une base orthonormale est basée sur le fait que I'orthogonal d’'un
espace stable est stable.
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diagonalisable

<= 3 base de vecteurs propres
~— F = reSpx(f) ker(f — /\I)
<= P scindé etlimker(f — AI) = multip()\)
<= 3Q € GL,(K)/QMQ~* diagonale

trigonalisable

(Jordan)

< P scindé
<= 3Q € GL,(K) Q= MQ triang. sup.
<= 3Q € GL,(K) Q' MQ triang. inf.
= 3Q € GL.(K) Q"' MQ = @M,
Y| 0 o ... 0

0o XN 1 0

avecM; = 0 . .0
0o ... 0 X\ 1 0
0O ... ... 0 XN 1
0 ... ... ... 0 XN
Ddiagonalisable
!
= 3‘(D’N)/{ Nnilpotente

M=D+H,DH =HD

M symétrique réelle

diagonalisable dans une base orthonormale
i.e.3Q € 0,(R)/QMQ~! diagonale

—1
M, N symétriques réelle 3Q € GL,(R)/ { g]]\\{g—l 3;:332::2
Spr (M) >0
M antisymétrique Spr(M) C {0}, Spc(M) C iR
réeele rang(M) pair, M? symétrique
30 € 0,(R)/Q~'MQ = (0) ® M,
(0) matrice nulle de la taille du noya/;, antisymétrique?2, 2)
M réelle 3Q € 0,(R) QMQ~! = ®M; @ N;

commutant avetM

avecM; = (\;) (matrice(1,1)) et

a; —bi
Ni - bl a;

M orthogonale (réelle)

det M = £1, Spr(M) C {-1,1}

M unitaire (complexe)

|det M| =1, |Spe(M)| =1

M hermitienne

Spc(M) C R, 3Q € U,(C)/Q~'MQ diagonale

M, N hermitiennes,

3Q € GL,(C)/QMQ~! diagonale

Spc(M) > 0 etQNQ~! diagonale
M complexe M et M simultanément diagonalisables
commute aveéM dans une base orthonormale
M réelle Décomposition ALU
Vr e [1,n] A(L,U)/ Ltriang. inf.,Sp(L) =1
detMp 412 # 0 U triangulaire supérieured = LU
A symétrique réelle A = R'R avecR triangulaire inférieure
Sp(A) >0 inversible, décomposition de Cholesky

M; diagonalisables
commutant deux a deux

Les M; sont simultanément diagonalisables.

K alg. clos,

M; commutant a2

Les M; sont simultanément trigonalisables
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1.24 Fonctions holomorphes

courbe=application continue de, b] dan
chemin=applicatio”! pm dela, b] dansC

sC

Hypotheses

Conclusion

1 mesure complexe (donc finie) s, 2
ouvert deC, ¢ : X — C mesurable,
HX)NQ =10

dp(x)
¢(z)—=

ze [y est holomorphe

I'" courbe, 2 complémentaire dd™
I([a, b))

Tt

z € Q — Indr(z) = 5= | 1= Indr
constant sur les composantes connexes
Q, nul sur la composante connexe non b
née (ndr(z) nombre de tours dE autour
dez)

5

Ty et T'y courbes, [T (t) — T2(t)]
D2 (2)].

<

I chemin fermé dan®€ ouvert, f € H(Q)
z € Q,z ¢ T, Indr nulle hors de

Indrl (0) = Indr‘2 (O)
S

f(2)Indr(2) ; It—z dt

24

f € H(Q) D(«,r) disque inclus dan€

Théoreme de Cauchyf. développable en
série entiere subD(z,r) f = Y. a,(z —
x)" Estimateurs de Cauchy|f (z)| <

nlsup |f]

f C? deQ ouvert dansC [, f nulle pour
tout P triangle (ou sur touP carré de cotég
perpendiculaires aux axes)

/ holomorphe suf) (théoreme de Morera

f non constante holomorphe sur un ouv|
connexe

Z(f) = f%0) na pas de point d'ac{
edumulation,vz €  on peut écrirevt €
Qf(t) = (t — 2)™g(t) avecg holomorphe
non nulle enx

Q ouvert connexd¢ € H(Q\ {a})

Trois cas :

- singularité artificielle er

- péle dordrem € N ena, ie f —
Sy =4y holomorphe suf2; par défi-
nition Res(f;a) = ¢;.

- singularité essentielle en

f holomorphe sui} ouvert privé des;;
en nombre fini ouf admet des pélesf
chemin fermé ne passant pas par lgs
Indr(z) = 0 pour toutz dansQ*

o o f(t)dt =3, Res(f;z;) Indr(z;)

f € H(Q),D(a,7) C Q,T cercle orienté
positivement centré surde rayon-

Le nombre de zéros dé—w dansD(a, r),
comptés avec multiplicités, est I'indice g
w par rapport a la courbgo I

) ouvert connexef < H(Q) f non
constantex € € m ordre du zéro de

f—f(z)enx

f Induit sur un certain ouvefit contenant
2 une application surjective d& sur un
ouvert W telle que chaque point d&

autre quef(x) ait exactemenin antécé-
dents dang’

f etgdansH(QY) D(a,r) C Q |f(z) —

f etg ont méme nombre de zéros avec m

9(2)| <lg(z)| suréD(a, r)

U

tiplicité dansD(a,r).

17

de



1.25 Propriétés deG groupe fini de cardinal n

Hypothéses Conclusion
G cyclique tout s-g est cyclique
G cyclique,d|n il existe un unique s-g de cardinglc’'est{r € G/z? = 1} = {24 /x € G}

n premier G=7Z/nZ

H s-g deG |G = |G/H]|[H]

H<aGK<G KcCcH H/K «1G/K,G/H ~ (G/K)/(H/K)
p premier,p divisen Th. de Cauchy p divisen, 3z € G/ o(xz) = p
FLEMMARD

1.26 Reconnaitre un group&~ d’ordre n

On notera que les critéres ci-dessous couvrent immédiatement lescas, sauf
n=12.

Hypotheses Conclusion
n premier G~7/nZ
tout élément G~ (Z/27)1
est d’ordre< 2
n = 2p avec dH C G
p premier G~7/2Z x H
ouG ~7/27Z x H
(groupe diédraD,,)
Sous-groupe d’indice A, groupe
Sm alterné
n = pq siqg # 1(p)
p etq premiers alorsG ~ Z/nZ
p<gq sinon deux cas :
-G~7Z/nZ

-G ~Z/qZ %y L/pZ
aveco(¢(1)) = pdanszZ/qZ
(un seul produit semi-direct non trivia
possible, a isomorphisme pres)

n=3~8 (Z/27.)% ouZ/8Z
abélien Z]27 x 7./AZ
n = 8 non abélien diédralD,
ou quaternions
n = p?, p premier G ~7/p*ZouG ~ (Z/pZ)?

18



1.27 Etude d’'un groupe abélien finiG

Card(G) = IIp;" Existence de
H;, C G de cardp]® garantie,

Décomposition primaire G iso-
morphe au produit deH;

unigue
Décomposition cyclique G iso-
morphe au produit de&/n;Z avec
FLEMMARD 1< 711‘712‘713‘ . |’I7,l (Tll) suite des
invariants deGG (existence et uni
cité)

1.28 Etude d’'un groupe finiG

G simple Existence deV <1 G
G=17Z/pZ dJH/HNN ={1} N\HN =G
avecp pour I'un des(N, H) possibles avec
premier ? N < G
Non Oui
Groupe Etude Peut-on imposeH <1 G?
alterné du Alias :V(h,n) € H x N hn = nh?
A, avec | quotient| Oui Non
n>4? Produit Produit
direct semi-direct
N x H N xH
par conjugaison
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1.29 Anneaux

Type d’anneau

Propriétés

Exemples

Formule de Newton
seulement pour des
éléments qui commutent

L(E, F)

Commutatif

a associé & implique (a) = (b)

C*>= (9, R) avect) ouvert deR"

Noethérien

n)

Commutatif, tout idéal est d
type fini, toute suite croissante
d’'idéaux est ultimement station
naire, tout quotient est noethérien
A[X;, ..., X,,] noethérien.

Intégre

Commutatif, (0) est un idéal pre-
mier, a associé ab =

(a) = (), le quotient par la relatior
d’'association est isomorphe po
l'ordre a I'ensemble des idéaux,
A[X;,..., X, ] estintégre

it

H(Q) avecS) ouvert connexe, quor

ient d'un anneau par un idéal pr
mier

Factoriel

Integre, irréductible<= premier,
lemme d’Euclide, th. de Gauss

Principal

Factoriel, noethérien, les idéal
sont (0) et les(p) avecp irréduc-
tible

X

K[X] avecK corps

Euclidien

Principal

7, K[X], Z[i], Z[/2]

Corpsk

Seuls idéaux {0} etK

Z/pZ avecp premier,Q,R,C, Q(7),
K(X) avecK corps, corps des frag

tions d'un anneau intégre

1.30 Calcul différentiel

Rappelons qu’une dérivée ou une fonction continue (sur un intervalke! deatis-
font la propriété des valeurs intermédiaires.
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Hypothése Conclusion

f:V—-w f C!-difféomorphisme si
V ouvert d’'un Banacl¥ et seulement sive € V

W ouvert d'un Banach” f'(x) € Isom(E,F) (isomor-
Homéomorphismé'! phisme de Banagh

Théoreme d'inversion locale
f C' de U (ouvert d’'un BanacH f induit un C* diff@omorphisme
E) dans F (Banach), f’(a) € | entre un voisinage ouvert deet un
Isom(E, F) voisinage ouvert d¢(a).
Corollaire
R .
f C* deU (ouvert d’'un Banaclk) f ¢ -diffeo de U lsur son Image
dansF (Banach) (_ouverte) S/I et seulement giinjec-
tive etVz f'(x) € Isom(E, F)
[a, b] segment d&®, b # a, f de[a, b] dans un espace vectoriel normé
Polynéme de Taylor a I'ordre de f ena :
k
Pran(®) = f(a) + Xy L5 (x — )t
Formule de Taylor-Lagrange
o de €la,b[/f(b) = Pran(b) +
f C™ n+ 1fois dérivable sufa,b[ | s+ il
(nt1)! (b—a)
Inégalité de Taylor-Lagrange

C™ n + 1 fois dérivable sufa, b], b_q)n+1

f‘”“ bornée pad/ sur]a, b| " 1) = Pran®l < MGPnm
Formule de Taylor avec reste intégral
FO = J@ + Pran®) +
2 [P po—t)m rt(t)dt
Formule de Taylor-Young

f n fois dérivable em | f(@) = Pran(z) =o((x —a)")

f C™*sura, b]

La premiere proposition est certes plus faible que le corollaire du théoréme d'in-
version locale, mais elle fait appel a de moins gros résultats, d’ou son intérét.

1.31 Equations différentielles

‘;—f = f(t,z), f application del x F dansE, avecE un espace de Banach . Cl :
f(to) = o.

Il faut savoir ramener 'étude d’'une équadif d’ordrea I'étude d’'une équadif
d’'ordrel.
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fC°

Existence d’'une solution

Th. de Cauchy-Lipschitz

f localement lipschitzienne en |

3! solution maximaler,,

Dépendance aux conditions initiales

f lipschitzienne en:

(t,x0) — T,z (t) cONtinue

Th. de Cauchy-Lipschitz, ordre

2@ = f(t,z, 2™, .. 2™)

f C" = Existence d'une solution
maximale
f localement lipschitzienne en
() ;e1,,) = Unicité

Dépendance a un parametre

= f(t,x,\);_/) avec L es-
€L

pace topologique etf C° et k-

lipschitzienne en;, aveck indépen-

dant def et A

Jlzx/zA(to) =m0
(t, \) = zx(t) C°

Equadifs linéaires d'ordré

' = a(t)x + b(t)
a C%del dansf(E, E),
b C° de dansE

t
x = exp(f, a(u)du)zo + xp(t)
avecz, solution particuliére, cher-
chée sous la formez,(t) =

A(B)exp(f;, alu)du),

Divers exemples

Equation a variables séparées

2'(t) = f(t)g(x(t))

(dz/g(x))" = f(t)dt

Equation de Bernouilli
a'(t) + p(t)x(t) + q(t)z* =0

pour se ramener a du linéaire :
diviser parz®

aeR\ {1} et poser(r) = x(x)1 =2
Equation homogéne posery(t) =t x(t)
' (t) = f(@) ou passer en coord. polaires

Equation de Lagrange
z(t) = a2’ ()t + b(a' (1))
aetb Ct

Solutions affines y = cx + b(c),
aveca(c) = c. Autres solutions :
posery = 2/, t = g(x). On obtient
alors I'équation linéaire

dt _ a'(y)t+b' (y)
dy —  y—a(y)

Equation de Riccati
2 (t) = a(t)x(t)? + b(t)z(t) + c(t)

Trouver une solution particuliére,
puis poser: = z, + 1/y, 'équation
obtenue est linéaire an
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