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Chapitre 1

Combinatoire et
dénombrements

On consultera avec grand profit le chapitre 1 de [10], très bien fait et fournissant
une bonne quantité de résultats originaux, complétant utilement les résultats très clas-
siques suivants. On pourra aussi aller consulter le paragraphe?? pour les cardinaux
d’ensembles infinis.

1.1 Cardinaux d’ensembles finis

Proposition 1 AvecA un ensemble fini, on a laFormule d’inclusion exclu-
sion; avecFi ∈ A = P (A), on a| ∪i≤n Fi| =

∑
i≤n |Fi| −

∑
1≤i<j≤n |Fi ∩

Fj |+
∑

1≤i<j<k≤n |Fi ∩ Fj ∩ Fk|...+ (−1)n−1| ∩1≤i≤n Fi|

Le nombre de parties àp éléments d’un ensemble àn éléments estCpn ; voir à1.4.

1.2 Dénombrement de fonctions

On considèreE etF deux ensembles finis, de cardinauxe etf .

1.2.1 Ensemble des applications deE dansF

Proposition 2 L’ensemble des applications deE dansF , notéFE , a pour
cardinalfe.
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1.2.2 Ensemble des injections deE dansF

Proposition 3 L’ensemble des injections deE dansF a pour cardinalAef =
f !

(f−e)! si f ≥ e ; 0 sinon.

La preuve se fait facilement par récurrence. Voir1.3pour les premières valeurs.

1.2.3 Ensemble des surjections (et bijections) deE dansF

Proposition 4 En notantSfe le cardinal de l’ensemble des surjections deE
dansF (dans le case ≥ f ) divisé parf ! (c’est-à-dire, dans le cas deE etF
totalement ordonnés, le nombre de surjections croissantes), on a les formules :

S1
e = See = 1

∀(e, f) Sfe+1 = Sf−1
e + f.Sfe

On obtient ainsi les valeurs suivantes deSfe :

f = 1 f = 2 f = 3 f = 4 f = 5
e = 1 1 0 0 0 0
e = 2 1 1 0 0 0
e = 3 1 3 1 0 0
e = 4 1 7 6 1 0
e = 5 1 15 25 10 1

Le nombre de bijections deE versF vaute! si e = f , 0 sinon.

1.2.4 Ensemble des applications croissantes deE versF

E etF sont maintenant munis d’un ordre total.

L’ensemble des applications croissantes deE dansF a même cardinal que l’en-
semble des applications strictement croissantes deE dans[1, f + e− 1] ; une fois que
l’on s’est convaincu de cela (en voyant que 1] siu de{1, 2, 3, ..., e} dans{1, 2, 3, ..., f}
est croissante alorsx 7→ vu(x) = u(x) + x de{1, 2, 3, ..., e} dans{1, 2, 3, ..., e + f}
est strictement croissante 2]u 7→ vu est bijective de l’ensemble des applications crois-
santes deE dansF vers l’ensemble des applications strictement croissantes deE dans
[1, f + e − 1]) il est facile de montrer que cet ensemble a pour cardinalCef+e−1 (les
coefficients binomiauxCpn sont présentés plus bas).
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1.3 Arrangements

Définition 5 On appellep-arrangement deE une application injective deNp
dansE.
On noteApn le cardinal de l’ensemble desp-arrangements d’un ensemble àn
éléments.

Au

vu des résultats précédents, on peut dire queApn = n!
(n−p)! .

Les premières valeurs sont :

p = 1 p = 2 p = 3 p = 4 p = 5
n = 1 1 0 0 0 0
n = 2 2 2 0 0 0
n = 3 3 6 6 0 0
n = 4 4 12 24 24 0
n = 5 5 20 60 120 120

1.4 Combinaisons

Définition 6 On appellep-combinaison deE tout sous-ensemble deE de car-

dinal p. On noteCpn ou

(
n
p

)
le cardinal de l’ensemble desp-combinaisons

deE.

On

montre facilement, par récurrence, queCpn = n!
p!(n−p)! .

Cette formule peut aussi se déduire sans récurrence en voyant quep! p-arrangements
donnent la mêmep-combinaison doncCpn = 1

p!A
p
n = n!

p!(n−p)! .
Elle peut aussi se déduire du fait que le groupeσ(E) des permutations deE = {1, 2, ..., e}
agit transitivement sur l’ensemble desp-combinaisons deE, que le stabilisateurS
de F = {1, 2, ..., f} ⊂ E est le produitA × B avecA et B respectivement les
groupes de permutations de{1, 2, ..., f} et{f+1, f+2, ..., e} ; S a donc pour cardinal
S = f !(e− f)!, d’oùCfe = σ(E)

|S| = e!
f !(e−f)! . Un argument similaire permet d’ailleurs

de montrer la formuleApn = n!
(n−p)! sans récurrence.

En outre on a les formules suivantes :
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Proposition 7
Cpn = Cn−pn

Cpn+1 = Cpn + Cp+1
n

Formule de Newton, valable dans un anneau : sia.b = b.a etn > 0, alors :

(a+ b)n =
n∑
k=0

Ckna
k.bn−k

n∑
k=0

Ckn = 2n

n∑
k=0

(−1)kCkn = 0

(ces deux formules sont obtenues en spécialisant la formule de Newton)

1 ≤ p ≤ n→ p.Cpn = n.Cp−1
n−1

n∑
k=0

k.Ckn = n.2n−1

n∑
k=0

(−1)kCkn = 1

n∑
k=0

(Ckn)2 = Cn2n

p = 0 p = 1 p = 2 p = 3 p = 4
n = 0 1 0 0 0 0
n = 1 1 1 0 0 0
n = 2 1 2 1 0 0
n = 3 1 3 3 1 0
n = 4 1 4 6 4 1

1.5 Quelques applications

FLEMMARD dim espaces polynomes homogenes, anagrammes, tirages du loto,
dates de naissance

6



1.5.1 Une formule utile

Proposition 8 Soitn un entier naturel. On a alors

n∑
k=0

Ckn(−1)n−kkp =
{

0 si p < n
n! si p = n

.

Ce résultat sera utile pour la proposition??.
Démonstration : CommeCkn = Cn−kn , la somme présentée est le coefficientcn

du produit de Cauchy suivant :

fp(x) =
∑
m≥0

cmx
m =

(
n∑
k=0

Ckn(−1)kxk
)

︸ ︷︷ ︸
(1−x)n

∑
l≥0

lpxl


︸ ︷︷ ︸

gp(x)

,

où toutes les séries entières présentées ont un rayon de convergence d’au moins 1. La
famille de fonctions(gp)p≥0 est également définie par récurrence comme suit :

g0(x) =
1

1− x
etgp+1(x) = xg′p(x).

Lemme 9 Pour tout entier naturelp, il existe un polynômehp de degrép tel
quegp(x) = hp(x)/(1− x)p+1.

Démonstration : Récurrence évidente.ut

Si p < n, alorsfp(x) = hp(x)(1− x)n−p−1 est un polynôme de degré(n− 1), si
bien quecn = 0.

Supposons maintenant quep = n. On a alors :

fn(x) =
hn(x)
1− x

= hn(x)(1 + x+ x2 + . . .).

Commehn est de degrén, le coefficientcn vaut la somme des coefficients dehn.
Autrement dit,cn = hn(1). On déduit de la relationgp+1(x) = xg′p(x) que

hp+1(x)
(1− x)p+2

=
xh′p(x)

(1− x)p+1
+

(p+ 1)xhp(x)
(1− x)p+2

.

En multipliant par(1 − x)p+2 puis en prenantx = 1, il vient hp+1(1) = (p +
1)hp(1). Commeh0(1) = 1, on obtienthp(1) = p! pour toutp. En particulier,cn =
hn(1) = n! et la proposition est démontrée.ut
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1.5.2 Généralisation du binôme de Newton

Proposition 10 (Généralisation de la formule de Newton)Dans un anneau
commutatif, pourn non nul,

(x1 + ...+ xp) =
∑

i1+i2+...+ip=n,ij≥0

(
n!

i1!i2!...ip!

)
xi11 x

i2
2 ...x

ip
p

Le coefficient n!
i1!i2!...ip! pouvant se noterCin aveci = (i1, ..., ip).

1.5.3 Familles sommables infinies

Définition 11 Une famille(xi)i∈I de nombres complexes estsommable de
sommex si pour toutε il existeJ ⊂ I finie telle que, pour toutK fini, J ⊂
K ⊂ I implique|x−

∑
i∈Kxi | ≤ ε.

Lemme 12 Si une famille(xi) de nombres réels est sommable, alors la famille
de ses termes positifs est sommable, et la famille de ses termes qui sont négatifs
est sommable.

Démonstration : Supposons que la famille des(xi) soit sommable, et supposons
que la famille des(max(xi, 0)) ne le soit pas. Alors la somme des(max(xi, 0)) pour
i ∈ J avecJ fini peut être arbitrairement grande. Or la somme des(xi) pour i dans
J ′ = {j ∈ J/xj > 0} est tout aussi grande, et peut donc être arbitrairement grande
elle aussi. D’où le résultat pour la famille des réels positifs. Le raisonnement pour la
famille négative est le même.

Proposition 13 Toute famille sommable de nombres réels est de support dé-
nombrable (ie seule une quantité au plus dénombrable de ces réels est non
nulle). Il en va de même des familles de nombres complexes.

Démonstration :
En vertu du lemme précédent, je me contente de démontrer ce résultat pour une fa-

mille de nombres réels positifs. Le résultat dans le cas général se démontre de manière
similaire.

Il existe un nombre fini de réels plus grands que1/n, pour toutn. En notantAn
la famille des réels> 1/n, on voit que la réunion desAn est le support de la fa-
mille ; une réunion dénombrable d’ensembles finis étant dénombrable, la famille est
dénombrable.ut
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Chapitre 2

Probabilités

2.1 Espaces mesurés

On trouvera en?? les fondements de la topologie, et en?? les fondements de la
théorie de la mesure. Je ne rappelle ci-dessous que quelques définitions qui sont don-
nées dans les paragraphes que je viens de citer.

Une topologiesurX est un sous-ensemble deP (X) contenant∅, X, et stable par
réunion quelconque et par intersection finie. Les éléments d’une topologie sont appelés
ouverts, leurs complémentaires sont appelésfermés.
UnealgèbresurX est un sous-ensemble deP (X) contenantX, stable par passage au
complémentaire et stable par union finie.
Une tribu surX est un sous-ensemble deP (X) contenantX, stable par passage au
complémentaire et par union dénombrable. Une tribu est aussi appeléeσ-algèbre.
Un espace mesurableest un couple(X,A) avecA tribu surX.
DansR ou dansRn, ou en général dans un espace topologique, la tribu usuelle est la
tribu engendrée par les ouverts. Dans le cas deR

n etR, cette tribu est aussi la tribu en-
gendrée par les boules ouvertes. Une tribu engendrée par une topologie s’appelletribu
des boréliens; ses éléments s’appellent lesboréliens.
Une mesure positive sur un espace mesurable(X,A) est une fonctionµ deA dansR+

telle que
• µ(∅) = 0
•Si lesAi sont deux à deux disjoints etI dénombrable alorsµ(∪i∈IAi) =

∑
i∈I µ(Ai)

Un espace mesuréest un triplet(X,A, µ) avecA une tribu surX, µ une mesure po-
sitive sur(X,A).
Une fonction de(X1,A1) dans(X2,A2) est ditemesurablesi et seulement si l’image
réciproque de tout ensemble mesurable est mesurable.
Laσ-algèbre engendrée par une base d’ouverts d’une topologie est égale à laσ-algèbre
engendrée par cette topologie.
La partie??est indispensable pour s’attaquer aux probabilités.
Une mesure est ditefinie si et seulement si la mesure de l’espace tout entierX est finie
et alors∀A mesurableµ(A) ≤ µ(X).
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Définition 14 Une mesure est unemesure de probabilitési la mesure de l’es-
pace tout entier est1.

2.2 Evènements

2.2.1 Définitions de base

Définition 15 (Définitions de base)On appelletriplet de probabilité un tri-
plet (Ω,F , P ), avecP une mesure de probabilité sur(Ω,F).
Ω est appelél’univers .
Un élément deΩ est appelépossible.
On appelleévènementune partie mesurable deΩ, c’est à dire un élément de
F , c’est à dire une partieF-mesurable.

Proposition 16 Si chaque(Fn)n∈N est de mesure1, c’est à dire que chaque
évènementFn est réalisé presque sûrementa, alors ∩n∈NFn se réalise avec
une probabilité1. SiEn est une suite d’évènements tels que

∑
i P (Ei) < +∞,

alorsP (limsup En) = 0. Ce résultat est connu sous le nom de premier lemme
deBorel-Cantelli.

aNotez quepresque sûrementest l’analogue, pour une mesure de probabilité, depresque
partout , en théorie de la mesure.

On notera une nouvelle façon de voirlimsup desEn, avec lesEn des évènements ;
en l’écrivant∩n ∪k≤n En, on voit maintenant cette limite comme l’évènement qui ar-
rive "infiniment souvent" ; c’est l’ensemble deω qui appartiennent à une infinité deEn.
De même on peut voir différemmentliminf desEn, avec lesEn des évènements ; en
l’écrivant∪n ∩ k ≤ nEn, on voit liminf En comme l’ensemble desω tels queω est
dans toutEn pourn assez grand (≥ Nω avecNω dépendant deω).

On peut trouver ici des corollaires du lemme de Fatou ; notamment les deux pro-
priétés suivantes :
• P (liminf En) ≤ liminf P (En)
• P (limsup En) ≥ limsup P (En)
La première propriété est vraie dans le cas d’un espace mesuré quelconque ; la seconde
demande que la mesure soit finie, ce qui est donc le cas dans le cadre d’un espace de
probabilité.
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2.2.2 Quelques mesures de probabilité

� Ensemble fini

Lorsque l’univers est fini, on peut prendre (et on prend usuellement) pour tribu l’en-
sembles de toutes les parties de l’univers. Par exemple, si l’on lance3 fois une pièce,
et que l’on peut obtenir pile ou face, l’univers est :
{PPP, PPF, PFP, PFF, FPP, FPF, FFP, FFF}
On peut dans ce cas prendre pour mesure l’application qui à un ensembleE associe
égale àcard EcardΩ . L’univers contient des éléments correspondant à chaque manière dont
peut se réaliseer le phénomène aléatoire étudié (dépend de la finesse de la description).
La structure deΩ lui-même est secondaire, ce sont les variables aléatoires définies des-
sus qui importent (pourvu queΩ soit suffisamment vaste pour les définir suffisamment
fines).

� Distribution sur [0, 1]n

On peut utiliser comme mesure sur[0, 1]n la restriction d’une mesure sur les bo-
réliens à[0, 1]n telle que la mesure de l’espace soit1 ; c’est en particulier le cas de la
mesure de Lebesgue. On généralise facilement la méthode à une partie mesurable (de
mesure> 0) deRn, en divisant par la mesure de la partie. Dans le cas d’une distribution
uniforme, on choisit bien sûr la mesure de Lebesgue.

2.3 Variables aléatoires

2.3.1 Définitions : variable aléatoire, loi, fonction de répartition

Définition 17 (Variable aléatoire) Une variable aléatoire est simplement
une fonction mesurable d’un univers versR (muni de sa tribu borélienne pour
la topologie usuelle).

On peut voir alors de nombreux outils qui seront des variables aléatoires ; par dé-
finition il suffit quef−1(B) soit mesurable pour toutB borélien pour quef soit une
variable aléatoire (il faut bien entendu que l’espace de départ soit un univers, donc
que la mesure de l’espace soit1). Toutes les opérations sur des fonctions à variables
réelles qui conservent la mesurabilité sont alors possibles pour construire des variables
aléatoires ; la somme, le produit, la valeur absolue... Ce qui est cohérent par rapport à
la notion intuitive de variable aléatoire ; si un tirage aléatoire donne un réel et si l’on
répète dix fois ce tirage aléatoire, alors la somme des résultats de ces dix tirages est une
variable aléatoire, le produit aussi ; ils ont eux aussi leursdistributions de probabilité
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(notion à définir plus tard).

Définition 18 Supposons queX soit une variable aléatoire sur un triplet de
probabilité (Ω,F , P ). X est alors une application deΩ dansR, etP est une
application deF dans[0, 1].Alors on définit laloi de probabilité LX deX
par LX = P ◦ (X−1) (X−1 n’est pas l’application réciproque - non néces-
sairement bien définie - mais l’application qui à une partie associe son image
réciproque) ;LX est ainsi définie sur l’ensemble des boréliens deR.

LX(A) est la probabilité pour queX soit dansA.

Proposition 19 LX est une mesure de probabilité sur(R,B).

Démonstration : Pas dur !ut

Définition 20 SoitFX(t) = LX(]−∞, t]) ; alorsFX est appeléefonction de
répartition deX.

Proposition 21 La donnée deFX détermineLX de manière unique.

Démonstration : {]−∞, t]/t ∈ R} est unΠ-système qui engendre l’ensemble des
boréliens. Donc par le lemme??LX est entièrement défini par la fonctionFX(t) =
LX(]−∞, t]) = P ({ω ∈ Ω/X(ω) ≤ t}).ut

Proposition 22 (Quelques propriétés des distributions)SoitF est une fonc-
tion de répartition d’une certaine variable aléatoire si et seulement si les
quatre propriétés suivantes sont vérifiées :
• F est croissante deR dans[0, 1]
• F (x)→ 1 quandx→ +∞
• F (x)→ 0 quandx→ −∞
• F est continue à droite en tout point.

Démonstration : Le sens "seulement si" ne pose pas trop de problème. Les trois
premiers points sont clairs, le quatrième utilise le fait que l’ensemble desω inférieurs à
x+ 1

n tend vers l’ensemble desω inférieurs àx, en décroissant (en effet la mesure d’une
suite décroissante d’ensembles mesurables est égale à la mesure de l’intersection).
Le sens "si" est plus délicat ; la loiX correspondant àF est définie parX(ω) =
inf {z/F (z) ≥ ω}. Il convient alors de vérifier queX ainsi défini est FLEMMARD
ut
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2.3.2 Variables aléatoires indépendantes

Intuitivement des variables aléatoires sont indépendantes lorsqu’aucune d’elles ne
dépend, d’aucune façon, des autres. Par exemple dans un sondage en vue d’un référen-
dum, il est souhaitable que la variable "être sondée" soit indépendente de la variable
"être partisan du oui" (chose très difficile à réaliser en pratique), sans quoi le sondage
risque d’être biaisé. La notion d’indépendance est formalisée ci-dessous.

Définition 23 (σ-algèbres indépendantes)Soit S un σ-algèbre , et(Si)i∈I
une famille de sous-σ-algèbres deS ; alors lesSi sont ditesσ-algèbres indé-
pendantes si pour toute famille(si)i∈J ∈ Πi∈JSi avecJ partie finie deI, on
a P (∩i∈Jsi) = Πi∈JP (si).
Soit (Xi)i∈I une famille de variables aléatoires ; alors lesXi sont ditesva-
riables aléatoires indépendantessi lesSi sont desσ-algèbres indépendantes
avecSi = X−1

i (B) (B la σ-algèbre borélienne deR).
Des évènementsEi sont ditsévènements indépendantssi les σ-algèbres
{Ei,Ω\Ei, ∅,Ω} sont indépendantes ; ce qui équivaut au fait que les fonctions
caractéristiques desEi, en tant que variables aléatoires, sont indépendantes.
On appelle suite devariables aléatoires identiquement distribuéesune suite
de variables aléatoires indépendantes et ayant la même fonction de répartition.

Rappel de vocabulaire :
• Un triplet de probabilité est un triplet(Ω,F , P ), avecF une tribu surX, etP une
mesure de probabilité sur(Ω,F).
• Ω est appelé univers.
• Un évènement est une partie mesurable deΩ, c’est à dire un élément deF .
• Une variable aléatoire surΩ est une application mesurable deΩ dansR (muni des
boréliens usuels).
• La loi de probabilité d’une variable aléatoireX est l’applicationLX qui à un borélien
B inclus dansR associeP (X−1(B)).
• La fonction de répartition d’une variable aléatoireX est l’application qui à un réelt
associeP ({ω ∈ Ω/X(ω) ≤ t}).

Proposition 24 Pour que des évènementsEi pour i ∈ I soient indépendants
il suffit de vérifier queP (∩i∈JEi) = Πi∈JP (Ei) pour toutJ fini dansI.

Démonstration : Il suffit de considérer les propriétés d’additivité deP , pour voir
que cette formule permet de déduire les cas où desEi sont remplacés par leurs com-
plémentaires (cas deEi remplacé par l’ensemble vide ouΩ trivial).ut
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Définition 25 DeuxΠ-systèmeP1 etP2 sur un même ensemble sont ditsindé-
pendantssi pour toutp1 ∈ P1 et toutp2 ∈ P2 on a

P (p1 ∩ p2) = P (p1).P (p2)

Lemme 26 SupposonsS1 et S2 deuxσ-algèbres surX engendrées respecti-
vement parP1 etP2 desΠ-systèmes. AlorsS1 et S2 sont indépendantes si et
seulement siP1 etP2 sont desΠ-systèmes indépendants.

Démonstration : Le sens "seulement si" étant trivial on se préoccupe de l’autre
sens.
Fixonsp1 dansP1, et considérons les mesuresm1 etm2 définies surS2 par

m1(E) = P (E ∩ p1)

et
m2(E) = P (E).P (p1)

Ces deux mesures coïncident surP2 et donnent une mesure finie àX ; donc par le
lemme??elles sont égales.
Fixons maintenantp2 dansP2.
On définit maintenant les deux mesuresm3 etm4 surS1 par

m3(E) = P (E ∩ p2)

et
m4(E) = P (E).P (p2)

Elles coïncident surP1 et donnent une mesure finie àX ; donc par le lemme?? elles
sont égales.

On a donc montré le résultat souhaité pourp1 etp2 dans les cas suivants :
• p1 ∈ P1 etp2 ∈ P2, clair par hypothèse.
• p1 ∈ P1 etp2 quelconque, par le lemme??.
• p1 quelconque etp2 quelconque, en fixantp2 et en utilisant le lemme??.

Le résultat est donc prouvé.ut

Lemme 27 (Second lemme de Borel-Cantelli)Si (En)n∈N est une suite
d’évènements indépendants, alors∑

n

P (En) = +∞→ P (limsup En) = 1
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Intuitivement, cela signifie que si la somme des probabilités pour qu’un évènement
arrive à l’instantn pourn ∈ N tend vers+∞, alors l’évènement a une probabilité1
d’avoir lieu une infinité de fois.

Démonstration : Notons que

(limsup En)c = (∩m ∪n≥m En)c

= ∪m((∪n≥mEn)c)

= ∪m ∩n≥m (Ecn)

= liminf (Ecn)

Avecpn = P (En), pour toutp, par définition de l’indépendance, on a

P (∩p≥n≥mEcn) = Πp≥n≥m(1− pn)

Donc en passant à la limite, par monotonie de l’intersection desEcn, on a

P (∩n≥mEcn) = Πn≥m(1− pn)

1−x ≤ exp(−x), doncΠn≥m(1−pn) ≤ Πn≥mexp(−pn) ≤ exp(−
∑
n≥m pn) ≤

0, d’où le résultat.ut

Le premier lemme de Borel-Cantelli, évoqué en partie??, fournit un complément
à ce lemme.

Exemple 28 (Application des deux lemmes de Borel-Cantelli)On définit les(En)n≥1

comme des évènements aléatoires, indépendants, par

En = [α.log(n),+∞[

avecX variable aléatoire définie par sa fonction de répartitionFX = e−x.
P (En) = n−α, donc

∑
n≥1 P (En) = +∞ si et seulement siα ≤ 1, et donc par les

deux lemmes de Borel-CantelliEn a lieu infiniment souvent (c’est à dire queP (limsup En) =
1) si et seulement siα > 1.

Définition 29 (σ-algèbre asymptotique) Etant donnée une suite de variables
aléatoires X1, ... , Xn, ... , on appelleσ-algèbre asymptotique de la
suite (Xn)n∈N la σ-algèbre∩nτn, avec τn la σ-algèbre engendrée par
(Xn+1, Xn+2, ...).

Pour bien comprendre cette définition il faut voir que :
• τn est laσ-algèbre qui rendre toutes les variables aléatoiresXi mesurables pour
i > n.
• τ est l’intersection desτn.
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Intuitivementla σ-algèbre asymptotique contient les évènements qui ne dépendent
que du comportement à la limite.

Proposition 30 Les évènements suivants sont par exemples mesurables pour
la σ-algèbre asymptotique desXi (on les appelleévènements asympto-
tiques) :
• {ω/limn→+∞Xi(ω) converge}
• {ω/

∑
n→+∞Xi(ω) converge}

• {ω/ limn→+∞ sumi∈[0,1]Xi(ω))/n converge}
Les variables aléatoires suivantes sont dansτ (on les appellevariables
asymptotiques) :
• lim supn→+∞ sumi∈[0,1]Xi(ω)/n)
• lim infn→+∞ sumi∈[0,1]Xi(ω)/n)

Pour contre-exemples on peut citer par exempleX10 (variable aléatoire non-asymptotique
dans le cas général), ou la somme desXi pour0 ≤ i ≤ 10.

Démonstration : pour les trois premiers points il faut donc montrer que l’ensemble
E donné est inclus dans chaqueτn.
• Les Xi sont mesurables, doncliminf Xi et limsup Xi sont mesurables, donc
(liminf Xi − limsup Xi)−1({0}) est une partie mesurable. DoncE ∈ τ1 ; de la
même manièreE ∈ τn, pour toutn, doncE ∈ τ .
• LesXi sont mesurables, donc une somme finie deXi est mesurables, donc

limsupn→+∞
∑
i=1..n

Xi

est mesurable, pareil avecliminf , d’où le résultat en considérant

(limsupn→+∞
∑
i=1..n

Xi − limsupn→+∞
∑
i=1..n

Xi)−1({0}).

• Par une méthode similaire aux deux cas précédents on montre queE appartient àτ1,
il suffit de voir ensuite quelimn→+∞ sumi∈[0,1]Xi(ω))/n converge si et seulement si
limn→+∞ sumi∈[0,1]Xi(ω))/(n − K + 1) converge pour conclure queE appartient
aussi àτK .
Pour les variables aléatoires qui suivent les façons de raisonner sont les mêmes.ut

Théorème 31 (Loi0− 1 de Kolmogorov) Soit (Xn)n∈N une suite de va-
riables aléatoires indépendantes, et soitτ la σ-algèbre asymptotique desXn ;
alors :
• Tout évènement asymptotique a une probabilité0 ou1.
• Pour toute variable asymptotiqueY , il existe un uniquez ∈ [−∞,+∞] tel
queP (Y = z) = 1.

Démonstration : On procède par étapes :
•On montre tout d’abord que lesσ-algèbres suivantes sont indépendantes pour toutn :
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- la σ-algèbre engendrée parX1, ..., Xn, notée par la suiteYn.
- la σ-algèbre engendrée parXn+1, Xn+2, ..., notée comme d’habitudeτn.
En effet :
- la première de ces deuxσ-algèbres est engendrée par leΠ-système des ensembles de
la forme{ω/∀i ∈ [1, n]Xi(ω) ≤ xi} avecxi ∈]−∞,+∞].
- la seconde de ces deuxσ-algèbres est engendrée par leΠ-système des ensembles de
la forme{ω/∀j ∈ [n+ 1, n+ 1 +K]Xi(ω) ≤ xj} avecxj ∈]−∞,+∞].
Par le lemme26, nos deuxσ-algèbres sont donc indépendantes.
• Yn et τ sont indépendantes
Il suffit de voir queτ ⊂ τn.
• τ1 et τ sont indépendantes.
L’union desYn est unΠ-système (facile), qui engendreτ1 (facile aussi). D’après l’étape
précédente, l’union desYn et τ sont indépendantes au sens desΠ-systèmes ; donc les
σ-algèbre engendrées sont indépendantes.
• τ étant inclus dansτ1, τ est indépendante deτ , et donc pour toutE ∈ τ , on a
P (E) = P (E ∩ E) = P (E).P (E).

Le premier des deux points est alors prouvé. Pour trouverz du second point il suffit
de considérer le plus grandz tel queP (Y ≤ z) = 0.ut

2.3.3 Espérance

� Définitions

Définition 32 (Espérance d’une variable aléatoire dansL1) Etant donnée
X une variable aléatoire deL1(X,R), on définit son espérance par

E(X) =
∫

Ω

X.dP

Cette définition peut éventuellement être étendue aux variables aléatoires inté-
grables positives.
On définit en outreE(X;F ), avecX une variable aléatoireL1 ou bien une
variable aléatoire intégrable positive, etF une partie mesurable, par

E(X;F ) =
∫
F

X.dµ = E(X.χF )

avecχF la fonction caractéristique deF .
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� Théorèmes et inégalités

Théorème 33 (Théorèmes de passage à la limite en probabilités)Soit Xn

une suite de variables aléatoires etX une variable aléatoire telles que

P (Xn → X) = 1

c’est à dire
P ({ω/Xn(ω)→ X(ω)}) = 1

Alors les résultats de convergence monotone, de Fatou, de convergence domi-
née et de Scheffé, que l’on peut trouver dans la partie??, se reformulent comme
suit :
• Convergence monotone :
Si lesXn sont ≥ 0 et Xn(ω) croit vers X(ω) pour n → +∞, alors
E(Xn)→ E(X).
• Lemme de Fatou :
SiXn ≥ 0 alorsE(X) ≤ liminf E(Xn)
• Théorème de convergence dominée de Lebesgue :
Si pour toutn et toutω on a |Xn(ω)| ≤ |Y (ω)|, avecE(Y ) ≤ +∞, alors
E(|Xn −X|)→ 0, et en particulierE(Xn)→ E(X).
• Lemme de Scheffé :
SiE(|Xn|)→ E(|X|), alorsE(|Xn −X|)→ 0.

Démonstration : Voir le chapître?? pour les preuves correspondantes, qui s’ap-
pliquent directement.ut

Théorème 34 (Inégalité de Markov) SupposonsX variable aléatoire , etf
mesurable deR dans[0,+∞], avecf croissante. Alors

E(f ◦X) ≥ E(f ◦X;X ≥ c) ≥ f(c).
∫
χ{ω/X(ω)≥c}

que l’on peut aussi noter

E(f ◦X) ≥ E(f ◦X;X ≥ c) ≥ f(c).P (X ≥ c)

Démonstration : Il n’y a rien à prouver, il suffit de bien voir quef est positive.ut
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Corollaire 35 AvecX une variable aléatoire positive,

E(X) ≥ c.P (X ≥ c)

Démonstration : C’est l’inégalité de Markov avecf la fonction identité.ut

Corollaire 36 PourX variable aléatoire positive,P (X ≥ z) ≤ E(X)/z.

Démonstration : Il s’agit simplement de l’inégalité ci-dessus, reformulée.ut

Théorème 37 (Inégalité de Jensen)On se donnef une application deU
dansR, avecU intervalle ouvert deR, etX une variable aléatoire, avec les
hypothèses suivantes :

f convexe

P (X ∈ U) = 1

E(|X|) < +∞ (c’est à dire queX est intégrable)

E(|f(X)|) < +∞ (c’est à dire quef ◦X est intégrable)

Alors :
E(f(X)) ≥ f(E(X))

Voir par exemple les propriétés des fonctions caractéristiques en probabilités,
55.

Démonstration : • Les dérivées à gauche et à droite def , notéed− etd+, existent
et sont croissantes ; on a en outred−(x) ≤ d+(x).
• Considérons maintenantz ∈ U , etx ∈ U .
Soit x < u < z, alors la pente entrex et u est inférieure à la pente entreu et z ; en
faisant tendreu versz on constate alors que la pente entrex etz est inférieure àd−(z).
Donc :

f(x) ≥ f(z) + d−(z)(x− z)

De même pourx > z on montrerait

f(x) ≥ f(z) + d+(z)(x− z)

• Commed−(z) ≤ d+(z), on peut résumer ces assertions en

f(x) ≥ f(z) + d−(z)(x− z)

valable pour toutx.
• Il est facile de voir queE(X) ∈ G
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•On peut donc spécialiser l’affirmation de l’avant-dernier point enf(x) ≥ f(E(X))+
d−(E(X))(x− E(X)) • En intégrant l’inégalité ci-dessus il vient

E(f(X)) ≥ f(E(X))

La preuve est ainsi complèteut

� EspacesLp

Dans le contexte des probabilités,Lp désignera, étant donné un uni-
versΩ, Lp(Ω), Ω étant muni d’une mesure de probabilité (Lp est en fait dépendant de
l’univers Ω, de la tribu définie surΩ, et de la mesure définie sur cette tribu). Ne pas
généraliser les résultats qui suivent au cas général deLp(X) pourX espace mesuré
quelconque !

Proposition 38 Pour p ∈ [1,+∞], alorsLp
′ ⊂ Lp pour toutp′ ≥ p (éven-

tuellementp′ infini). En outre pour toutX dansLp
′
, on aNp′(X) ≤ Np(X).

Démonstration : Pour l’inclusion, il suffit de voir la proposition??.
Pour l’inégalité, on peut clairement se ramener au problème des variables aléatoires
positives.
Etant donnéX à valeurs positives dansLp

′
(X), on définitXn(ω) = min(X(ω), n).

Alors Xn est bornée, et doncXp′

n et Xp
n aussi, doncXp′

n et Xp
n sont dansL1 (on

utilise le fait que la mesure est finie). On peut donc appliquer l’inégalité de Jensen
(voir théorème37) avec la variable aléatoireXp

n et la fonction convexex 7→ xp
′/p, et

écrire
E(Xp

n)p
′/p ≤ E(Xp

n
p′/p) = E(Xp′

n ) ≤ E(Xp′)

On applique alors le théorème de convergence monotone àXp
n et

E(Xp)p
′/p ≤ E(Xp′)

En élevant à la puissance1/p′ on a alors

Np(X) ≤ Np′(X)

La preuve est ainsi complète.ut

Les résultats usuels dansLp sont valables, notamment l’inégalité de Schwartz, de
Hölder, de Minkowski, pour lesquels on consultera la partie??.
Pour rappeler l’essentiel :
• SiX etY sont des variables aléatoires deL2, alors le produitX.Y appartient àL1,
et

|E(X.Y )| ≤ E(|X.Y |) ≤ N2(X).N2(Y )

• SiX etY sont des variables aléatoires deL2, alors la sommeX+Y appartient àL2,
et

N2(X + Y ) ≤ N2(X) +N2(Y )

20



Une proposition est nécéssaire pour bien comprendre ce qu’il se passe :

Proposition 39 SoitX une variable aléatoire , et soitf une fonction mesu-
rable deR dansR, alorsf ◦X est une variable aléatoire deL1 (au sens donné
ici, c’est à direL1(Ω), avecΩ muni d’une mesure de probabilité) si et seule-
ment sif est dansL1(R, LX) avecLX la loi deX.
On a alors

E(f ◦X) =
∫
f(x).dLX

Voir la proposition19 et la définition qui la précède pour bien cerner ce qu’est une
loi de probabilité.

Démonstration : Si vous n’arrivez pas à le faire vous-mêmes, mieux vaut relire
tout le chapître. La méthode est la suivante :
• Si f est une fonction caractéristique d’un borélien, il s’agit simplement de la défini-
tion de la loi de probabilité.
• Si f est simple, alors par linéarité la propriété est aussi vraie.
• Si f est positive, alorsf est limite croissante de fonctions simples, donc on peut ap-
pliquer le théorème de convergence monotone.
• Enfin dans le cas général,f s’écrit comme différence de deux fonctions mesurables
positives.ut

Définition 40 (Mesure image) Etant donnéef une application mesurable
d’un espaceΩ mesuré par une mesureµ dansR muni des boréliens, on note
µf la mesure appeléemesure image deµ par f définie sur l’ensemble des
boréliens deR par

µf (E) = µ(f−1(E)

Il s’agit bien d’une mesure.

Théorème 41 (Théorème de transport)Pour toute fonction mesurableφ de
R dansR, ∫

R

φdµf =
∫

Ω

φ ◦ f dµ

On ramène ainsi les intégrales du type
∫

Ω
dP à des intégrales surR pour la mesure

de Lebesgue ; on n’a pas besoin de connaître la structure deΩ, mais seulement les lois.
Démonstration : Le chapître sur l’intégration permet de comprendre clairement

les notions en jeu. Il s’agit en fait simplement de vérifier la formule dans le cas d’une
fonction caractéristique d’un borélien, puis d’un le cas d’une fonction simple (i.e. éta-
gée1 et mesurable) grâce à la linéarité de l’intégrale, puis pour une fonction positive

1Etagée= ne prenant qu’un nombre fini de valeurs
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par passage ausup, puis dans le cas général en exprimant une fonction comme diffé-
rence de deux fonctions l’une positive et l’autre négative (utilisation du théorème de
convergence monotone à la fois pour les fonctions simples tendant versφ et pour les
fonctions simples tendant versφ ◦ f ).ut

Corollaire 42 On peut écrire le même théorème avec une fonctionφ deRn

dansR etf deΩ dansRd.

Démonstration : Même principe que ci-dessus.ut

� Densité de probabilité

Définition 43 Etant donnéX une variable aléatoire , une applicationfX me-
surable est appelée unedensité de probabilité deX si et seulement si pour
tout borélienE deR P (X−1(E)) =

∫
E
fX .

Notons que bien sûr
∫
R
fX = 1

�Variance, covariance, lois jointes, densités jointes, fonctions de répartition jointes

Définition 44 (Covariance et variance)Etant donnéeX une variable aléa-
toire , on définit ladéviation deX par X̃ = X − E(X).
Etant donnéesX et Y des variables aléatoires dansL2, on définit lacova-
riance deX etY par

Cov(X,Y ) = E(X̃.Ỹ )

Etant donnéeX une variable aléatoire dansL2, on définit lavariance deX
par

V ar(X) = Cov(X,X)

Leproduit scalaire de deux variables aléatoiresX etY deL2 est l’espérance
deX.Y (comme dans le cadre d’un espaceL2 quelconque), noté< X|Y >.
On appellecorrélation entre deux variables aléatoiresX et Y de norme2
non nulles le réel de[0, 1] cor(X,Y ) = <X̃|Ỹ >

N2(X̃).N2(Ỹ )
. On appelleangleentre

deux variables aléatoiresX etY de norme2 non nulles le réelθ appartenant
à [0,Π] tel quecos(θ) = <X|Y >

N2(X).N2(Y ) .
Deux variables aléatoires sont ditesnon corréléessi leur covariance est nulle.
On appellematrice de covarianced’un suite fini de variables aléatoires
(X1, ..., Xd) la matriceM définie parMi,j = cov(Xi, Xj).

Corollaire 45 (Inégalité de Tchébitchev) Pour X variable aléatoire,
P (|X − E(X)| > ε) ≤ V ar(X)/ε2.

Voir le théorème??sur les polynomes de Bernstein.
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Démonstration : Il suffit d’appliquer le corollaire36 de l’inégalité de Markov à
(X − E(X))2.ut

La définition de la covariance et de la variance se justifie par le fait que siX est
dansL2, alorsX − E(X) aussi, et donc(X − E(X)).(Y − E(Y )) est dansL1 par
l’inégalité de Schwartz.
La définition de la corrélation se justifie par l’inégalité de Schwartz.
La corrélation entre deux variables aléatoires est le cosinus de l’angle entre les dévia-
tions de ces variables aléatoires.
On acov(X,Y ) = E(X.Y ) − E(X).E(Y ) =< X̃|Ỹ > et var(X) = E(X2) −
E(X)2.
SiX1, ..., Xn sont des variables aléatoires , alors

var(
∑
i∈[1,n]

Xi) =
∑

(i,j)∈[1,n]2

cov(xi, xj)

var(
∑
i∈[1,n]

Xi) =
∑
i∈[1,n]

var(xi) +
∑

(i,j)∈[1,n]2,i 6=j

cov(xi, xj)

var(
∑
i∈[1,n]

Xi) =
∑
i∈[1,n]

var(xi) + 2.
∑

(i,j)∈[1,n]2,i<j

cov(xi, xj)

Pour plus d’informations voir??et plus spécialement??.

Théorème 46 (Une propriété fondamentale des variables aléatoires indépendantes)
SoientX etY des variables aléatoires indépendantes appartenant àL1. Alors
X.Y estL1 et

E(X.Y ) = E(X).E(Y )

SoientX etY des variables aléatoires indépendantes appartenant àL2. Alors :

cov(X,Y ) = 0

var(X + Y ) = var(X) + var(y)

Démonstration : On se préoccupe tout d’abord du premier résultat :
• Si X et Y sont des fonctions caractéristiques, alorsX = χE et Y = χF , et
E(X.Y ) = P (χE∩F ) = P (E).P (F ) par indépendance.
• Si X et Y sont des fonctions simples alors ce sont des combinaisons linéaires de
fonctions caractéristiques, donc le résultat est aussi valable.
• Si X et Y sont positives, alors ce sont des limites de fonctions simples, donc le ré-
sultat est aussi valable par le théorème de convergence monotone.
• Dans le cas général,X et Y s’écrivent comme différences de deux fonctions posi-
tives.
La suite se déduit facilement, au vu des définitions de la covariance et de la variance.ut

Notez bien qu’il n’y a PAS d’erreur dans l’énoncé,X etY sont supposées dans
le premier cas appartenant àL1, et pas nécéssairement àL2.
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Pour cerner plus précisément l’intérêt de l’indépendance des variables aléatoires
, on a besoin de définitions supplémentaires utilisant les mesures produits (voir la
partie??pour connaître les bases requises).

Définition 47 Etant donnéesX1, ..., Xn des variables aléatoires , on appelle
• loi jointe de X1, ..., Xn ou simplementloi de X1, ..., Xn l’application
LX1,...,Xn qui à un borélienE de Rn associeP (F ) avec F = {ω ∈
Ω/(X1(ω), ..., Xn(ω)) ∈ E}.
• fonction de répartition deX1, ..., Xn l’application qui à(x1, ..., xn) dans
R
n associeLX1,...,Xn(]−∞, x1], ..., ]−∞, xn]).
• densité de probabilitéou simplementdensité de probabilitédeX1, ..., Xn

une applicationf deRn dansR telle que pour tout borélienE deRn on ait
LX1,...,Xn(E) =

∫
E
f .

On note que le théorème de Fubini permet d’affirmer qu’étant donnéef densité de
probabilité jointe deX1, ..., Xn l’application

x 7→
∫

(x1,...,xi−1,xi+1,...,xn)∈Rn−1
f(x1, ..., xi−1, x, xi+1, ..., xn)

est une densité de probabilité deXi.

Théorème 48 SoientX1, ..., Xn des variables aléatoires . On noteLXi la loi
de probabilité deXi, FXi la fonction de répartition deXi, LX1,...,Xn la loi
de probabilité jointe deX1, ..., Xn, FX1,...,Xn la fonction de répartition de
X1, ...Xn, fXi une densité de probabilité deXi, fX1,...,Xn une densité de pro-
babilité deX1, ...Xn.
Alors

X1, ...,Xn sont indépendantes⇐⇒ LX1,...,Xn = LX1 ⊗ ...⊗ LXn

X1, ...,Xn sont indépendantes⇐⇒
FX1,...,Xn(x1, ..., xn) = FX1(x1)× ...× FXn(xn)

X1, ...,Xn sont indépendantes⇐⇒
fX1,...,Xn(x1, ..., xn) = fX1(x1)× ...× fXn(xn)presque partout

Démonstration : Admise.ut
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Proposition 49 (Egalité de Bienaymé)Si lesXi sont deux à deux non corré-
lées (par exemples indépendantes), alors

V ar(
n∑
i=1

Xi) =
n∑
i=1

V ar(Xi)

Démonstration :
V ar(

∑
i

Xi)

= E((
∑

Xi − E(
∑

Xi))2)

= E((
∑
i

Xi − E(Xi))2)

=
∑

(i,j)∈[1,n]2

E((Xi − E(Xi)).(Xj − E(Xj)))

=
∑
i∈[1,n]

V ar(Xi)

La preuve est complète...ut

Corollaire 50 (Inégalité de Bienaymé-Tchébitchev)Si les (Xi)i∈[1,n] sont
deux à deux indépendantes, pourt > 0,

P (|
∑
i

Xi − E(Xi)| ≥ t) ≤
∑
i V ar(Xi)
t2

On peut par exemple voir2.12.5.
Démonstration : Il suffit de combiner l’inégalité de Tchébitchev et l’égalité de

Bienaymé.ut

2.4 Somme de variables aléatoires et transformée de
Fourier

Définition 51 (Produit de convolution) On appelleproduit de convolution
de deux lois de probabilités indépendantesPX etPY surR la loi PX ∗ PY
surR définie par

(PX ∗ PY )(E) =
∫
E

(
∫
E

dPY (x− y))dPX(x)
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Proposition 52 (Propriétés fondamentales du produit de convolution)Si
X et Y sont deux variables aléatoires réelles indépendantes de loisPX et
PY :
• La loi deX + Y estPX ∗ PY
• PX ∗ PY = PY ∗ PX
• Pour toute fonction mesurablef deR dansR,∫

R

f(x).d(PX ∗ PY )(x)

=
∫
R

(
∫
R

f(x+ y)dPY (y))dPX(x)

Démonstration :

PX+Y (E) = PX×Y (som(X,Y ) ∈ E)

avecsom : (x, y) 7→ x+ y

=
∫

Ω

∫
Ω

χE(Y (ω1) +X(ω2))dω2dω1

=
∫
R

∫
R

χE(Y (ω1) +X(ω2))dPXdPY

Et le premier point en découle ; le deuxième point découle de la commutativité de l’ad-
dition, et le troisième point est une application immédiate du théorème de transport.ut

Proposition 53 (Liste de propriétés du produit de convolution) On se
donneX, Y etZ des variables aléatoires réelles etPX , PY etPZ leurs lois.
• Le produit de convolution de la loiPX par une masse de Dirac situéea en0
est la loiPX elle-même.
• Le produit de convolution dePX par une masse de Dirac située enx est la
loi deX + x.
• Le produit de convolution est commutatif, associatif.
• Le produit de convolution est distributif, en un sens bien précis ; pourt dans
[0, 1], on a :

PX ∗ (t.PY + (1− t).PZ) = t.PX ∗ P y + (1− t).PX ∗ PY

aUne masse de Dirac enX est une mesureδx telle queδx(E) = 1 si x ∈ E et δx(E) = 0
sinon.

Démonstration : Les trois premiers• sont évidents, au vu de la proposition pré-
cédente. Le quatrième vient simplement du fait quet.PY + (1− t).PZ est bien une loi
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de probabilité.ut

Définition 54 (Fonction caractéristique) SoitX une variable aléatoire à va-
leurs dansRd. On appellefonction caractéristique deX la fonction

φX : Rd → R
d

définie par
φX(t) = E(ei<t,X>)

Les adeptes auront reconnu une transformée de Fourier.

Proposition 55 • φX(t) =
∫
Rd
cos(< t, x >)dPX(x) + i.

∫
Rd
sin(< t, x >

)dPY (y)
• φX(0) = 1
• φX est à valeurs dans le disque unité fermé deC
• φX = φY impliquePX = PY .

Démonstration :
Point par point :
• Par définition !
• Clair !
• Grâce à l’inégalité de Jensen (voir37).
• Ce point, délicat, sera ici admis.ut
Quelques exemples de fonctions caractéristiques :
- Si PX est un dirac enx, alorsφX(t) = ei<t.x>.
- Etant donnéX une variable aléatoire à valeurs dansRd, M une matrice de type

(d, d), etC un vecteur dansRd, avecY = M.X + C, on a

φY (t) = E(ei<t,Y >)

= E(ei<t,MX>+i<t,C>)

= ei<t,C>.E(ei<t,MX>)

= ei<t,C>.E(ei<X,
tMt>)

= ei<t,C>.φX(tMt)

- On trouvera d’autres exemples dans la partie2.8.

Théorème 56 (Formule d’inversion de Fourier) On suppose queφX , fonc-
tion caractéristique de la variable aléatoireX, est intégrable. AlorsX admet
une densité continue bornéefX , et on a

fX(x) =
1

(2Π)d

∫
Rd

e−i<t,x>φX(t).dt
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Démonstration : On se réfère à la partie consacrée aux séries de Fourier, où l’on
trouvera d’ailleurs de nombreux résultats complémentaires...ut

Définition 57 On appellemoment d’ordre k de la variable aléatoireX à
valeurs dansR l’espérance deXk. On appellemoment centré d’ordre k de
la variable aléatoireX à valeurs dansR l’espérance de(X − E(X))k.

Le résultat suivant est donné sans preuve.

Proposition 58 Deux variables aléatoires bornées ayant les mêmes moments
à tous ordres sont égales.

2.5 Probabilités conditionnelles

Cette partie sera indispensable pour bien comprendre la partie sur les martingales
(2.6). Les démonstrations, souvent abstraites et difficiles, seront laissés de côté. FLEM-
MARD

2.6 Martingales

Définition 59 On appelleespace filtré un quadruplet(Ω,F , (Fn)n∈N, P )
avec(Ω,F , P ) triplet de probabilité, et(Fn)n∈N unefiltration , c’est à dire
une suite croissantes deσ-algèbres incluses dansF .
On appelleprocessus adapté à un espace filtréune suite(Xn)n∈N de va-
riables aléatoires à valeurs dansR telles que

∀n ∈ NXn estFn-mesurable

On appelleprocessus prévisible(relativement à un espace filtré) une suite
(Xn)n>0 de variables aléatoires à valeurs dansR telles que pour toutn > 0
Cn estFn−1-mesurable.
On appelletemps d’arrêt une application deΩ dansN telle que pour toutn
{ω/T (ω) ≤ n} appartient àFn.
On appelleprocessus prévisibleassocié à un temps d’arrêt le processus pré-
visibleC tel queCn(ω) est égal à1 si n ≤ T (ω) et égal à0 sinon.
Etant donnésX un processus etT un temps d’arrêt, on noteXT le processus
X stoppé à l’instantT défini parXT

n (ω) = Xmin(T (ω),n)(ω).
Etant donnés un processus prévisibleC et une martingaleX, on note(C •
X)n =

∑n
i=1 Ci(Xi −Xi−1) pourn > 1.

Un processusC est dit borné si il existeK tel que pour toutn et toutω,
|Cn(ω)| est majoré parK.
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En fait l’espace filtré représente les connaissance disponibles à l’instant
n ∈ N, dans un espace à temps discret ; c’est-à-dire qu’une fonction estFn-mesurable
à condition qu’elle puisse être connue à l’instantn. Ensuite le fait qu’un processus soit
adapté, signifie simplement que la valeur deXn(ω) est connue à l’instantn. Un proces-
sus prévisible est en fait un processus déterminé à l’avance, ie le processus à l’instant
n est connu dès l’instantn − 1. Un processus prévisible sera notamment usuellement
une stratégie élaborée par un joueur, qui peut donc agir en fonction de ce qui a déjà eu
lieu, la stratégie étant supposée déterministe. Un temps d’arrêt est en fait une façon de
décider un instant, sachant que la décision d’un instant ne peut être faite qu’en fonction
des évènements antérieurs.(C •X)n représente le total des gains à l’instantn, Cn re-
présentant la mise, etXn−Xn−1 le gain avant multiplication par la mise. Le processus
prévisible associé à un temps d’arrêt est en fait une façon de jouer où l’on ne choisit
pas la mise, mais pour laquelle on peut choisir le moment où le jeu s’arrête.

On verra un temps d’arrêt sympathique et un processus stoppé sympathiques
en partie2.12.10.

Définition 60 Un processus adaptéX est unemartingale si pour toutn Xn

estL1 ET si pour toutn l’espérance conditionnelleE(Xn|Fn−1) est égale à
Xn−1.
Un processus adaptéX est unesurmartingale si pour toutn Xn estL1 ET si
pour toutn l’espérance conditionnelleE(Xn|Fn−1) est≤ àXn−1.
Un processus adaptéX est unesous-martingalesi pour toutn Xn estL1 ET
si pour toutn l’espérance conditionnelleE(Xn|Fn−1) est≤ àXn−1.
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On comprend bien ce que signifie le fait queXn soitL1 ; la condition sur
l’espérance conditionnelle, signifie, elle, simplement que la moyenne deXn, toutes les
informations étant connues jusqu’à l’étapen− 1, est égale àXn−1. C’est à dire que si
l’on fixe lesn − 1 premières étapes, lan-ième est centrée (a sa moyenne) sur l’étape
n− 1.
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En voyantXn comme le gain à un jeu jusqu’à l’instantn inclus, une
surmartingale est un jeu où en moyenne on perd, une sous-martingale un jeu où en
moyenne on gagne.

Proposition 61 SiX est une surmartingale,−X est une sous-martingale.
X est une surmartingale si et seulement siX est une surmartingale et une
sous-martingale.

Exemple 62 On aura souvent comme filtrationFn = σ(W0, . . . ,Wn) (σ-algèbre en-
gendrée parW0, . . . ,Wn), etXn = fn(W0, . . . ,Wn) avecfn mesurable deRn dans
R comme processus adapté.

Exemple 63 Soit(Xn)n∈N des variables aléatoires indépendantesL1 d’espérance nulle.
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On définitSn =
∑
i∈[0,n] Yi. La filtration choisie est définie par :Fn est laσ-algèbre

engendrée par(X0, . . . , Xn). AlorsSn est une martingale.
AvecXi = 1

2δ1 + 1
2δ−1, variable aléatoire à valeurs dans{−1, 1} (équirépartie

sur ces deux valeurs), on a unemarche aléatoire surZ.
On peut aussi prendre des variables aléatoiresXi positives, d’espérance1, indé-

pendantes, pourX, et définirΠn le produit desXi pour i ≤ n. La filtration se définit
comme dans le cas ci-dessus.

Théorème 64 (On peut pas gagner si on a un porte-monnaie fini)• Si C
est un processus prévisible et bornéet positifet siX est une surmartingale,
une sous-martingale, une martingale (respectivement), alors(C • X) est une
surmartingale, une sous-martingale, une martingale.
• SiC est un processus prévisible et bornéetX une martingale, alorsC •X
est une martingale.

Démonstration : En utilisant les propriétés de l’espérance conditionnelle,

E((C •X)n − (C •X)n−1|Fn−1 = CnE(Xn −Xn−1|Fn−1) =

Cn(E(Xn|Fn−1)− E(Xn−1|Fn−1)) = Cn(E(Xn|Fn−1)−Xn−1,

d’où les résultats en appliquant les définitions des martingales, des surmartingales,d es
sousmartingales.ut

Corollaire 65 SiX est une surmartingale, etT un temps d’arrêt, alors le pro-
cessus stoppéXT est une surmartingale etE(XTn) ≤ E(X0). SiX est une
martingale, etT un temps d’arrêt, alors le processus stoppéXT est une mar-
tingale etE(XTn) = E(X0).

Le résultat suivant provient de [21] :

Théorème 66 (Théorème d’arrêt éventuel de Doob)Soit T un temps d’ar-
rêt etX une surmartingale, alors si l’une des conditions suivantes est vérifiée :
• ∃N/∀ωT (ω) < N
• ∃K/∀(ω, n)|Xn(ω)| < K et pour presque toutω T est fini.
• E(T ) <∞ et∃K/∀(n, ω)|Xn(ω)−Xn−1(ω)| ≤ K
on peut conclure queE(XT ) ≤ E(X0)

Démonstration : Application facile des résultats ci-dessus, en utilisant la conver-
gence dominée de Lebesgue??dans le troisième cas.ut
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2.7 Processus stochastique. Processus de Markov

Définition 67 On dit qu’une suite(Xn)n∈N de variables aléatoires à valeurs
dans un ensembleE au plus dénombrable muni de laσ-algèbre P (E) est une
chaîne de MarkovdansE espace des étatssi pour tout(i0, . . . , in) suite finie
d’élements deE telle queP (X0 = i0 ∧X1 = i1 ∧ · · · ∧Xn−1 = in−1) > 0,
P (Xn = in|X0 = i0∧X1 = i1∧· · ·∧Xn−1 = in−1) = P (Xn = in|Xn−1 =
in−1).
La chaîne de Markov est ditehomogènesi pour toutn P (Xn+1 = j|Xn = i)
est indépendant den tel queP (Xn = i) > 0.
On appellematrice stochastiqueune applicationM deE2 dans[0, 1] telle
que pour touti

∑n
j=0Mi,j = 1. La matrice stochastique, dite aussimatrice

de transition, associée à une chaîne de Markov homogènetelle que pour tout
i dansE il existen tel queP (Xn = i) > 0 a est la matriceM définie par
Mi,j = P (Xn+1 = j|Xn = i).

aCas auquel on peut toujours se ramener, en restreignantE.
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Cela signifie simplement que l’état à l’instantn (ieXn) ne dépend que de
l’état à l’instantxn−1 et pas des états aux instants antérieurs. La chaîne est homogène
si les changements d’états ne dépendent que de l’état, et pas de la date. Dans beaucoup
de modélisations, la chaîne est homogène.

Les marches aléatoires, définies dans la partie2.6, sont des exemples de chaînes de
Markov.

Remarquons l’égalité de Chapman-Kolmogorov :P (Xm+n = j|X0 = i) =∑
k∈E P (Xm = j|X0 = k)P (Xn = k|X0 = i)
Notons que les produits de matrices stochastiques, définis comme généralisation du

produit usuel de matrice parMN = P avecPi,j =
∑
k∈EMi,kNk,j , sont bien définis

et sont encore des matrices stochastiques. On remarque aussi que :

Proposition 68 SiX est un processus de Markov de matrice de transitionM
a

• P (X0 = i0∧X1 = i1∧Xn = in) = P (X0 = i0)Mi0,i1Mi1,i2 . . .Min−1,in .
• P (Xn = i) =

∑
j∈E(Pn)j,i

aCeci impliquant queX est une chaîne de Markov homogène et que pour touti dansE il existe
n tel queP (Xn = i) > 0.

FLEMMARD

2.8 Zoologie des lois de probabilité

2.8.1 Lois normales

FLEMMARD
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2.8.2 Loi de Bernoulli

Proposition 69 (Loi de Bernouilli) • Paramètre :B(p) a pour paramètrep ∈
[0, 1]
• A valeurs dans{0, 1}
• Loi : P (X = 1) = p & P (X = 0) = 1− p
• Espérance :p
• Variance :p.(1− p)
• Fonction caractéristique :φ(t) = 1− p+ p.eit

• Intuition : pile ou face sip = 1
2 , pile ou face "biaisé" sinon

2.8.3 Loi binomiale et multinomiale

� Loi binomiale

Proposition 70 (Loi binomiale) • Paramètres :B(n, p) a pour paramètresn
dansN etp ∈ [0, 1]
• A valeurs dans{0, 1, 2, ..., n}
• Loi : P (X = k) = Cknp

k(1− p)n−k si k ∈ [0, n] etP (X = k) = 0 sinon
• Espérance :n.p
• Variance :n.p.(1− p)
• Fonction caractéristique :φ(t) = (1− p+ p.eit)n

• Intuition : somme den lois de Bernoullis de même paramètrep.
• Signe particulier : la somme de deux variables aléatoires lois binomiales
B(n1, p) etB(n2, p) est une variable aléatoire de loiB(n1 + n2, p) (les deux
lois binomiales en question etant supposées indépendantes !). On peut de la
même manière sommer un nombre quelconque de lois binomiales (conformé-
ment à l’intuition ci-dessus d’ailleurs).
• Cas particulier :B(1, p) = B(p), loi de Bernoulli.
• Cas limite : Silimn→∞n.pn = λ, alors B(n, pn) converge en loi vers
une variable aléatoire de loi de PoissonP (λ). Noter que seul le produitn.pn
compte pour ce passage à la limite ; d’où l’additivité des lois de Poisson quel
que soient leurs paramètres.
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� Loi géométrique

Proposition 71 (Loi géométrique) • Paramètre :G(p) a un paramètrep ∈
]0, 1]
• A valeurs dansi
• Loi : P (X = k) = p.(1− p)k
• Espérance :1−pp
• Variance : 1−p

p2

• Fonction caractéristique :( p
1−q.eit )

n FLEMMARD
• Intuition : on tire au sort jusqu’à ce que l’on gagne, sachant qu’à chaque
étape on a une probabilitép de gagner. Le nombre d’échecs avant la première
victoire suit une loi géométrieG(p).

� loi binomiale négative

Proposition 72 (Loi binomiale négative) • Paramètres :B−(n, p) a deux
paramètresn ∈ N etp ∈]0, 1]
• A valeurs dansN
• Loi : P (X = k) = Cn−1

n+k−1p
n.(1− p)k pour toutk ∈ N

• Espérance :n. 1−pp
• Variance :n. 1−p12

• Fonction caractéristique :φ(t) = ( p
1−q.eit )

n FLEMMARD
• Intuition : c’est un peu comme une série géométrique, à part que l’on attend
d’avoir gagnén fois ; on compte le nombre d’échecs.
• Cas limite :B−(1, p) = G(p)

� Loi multinomiale

Proposition 73 (Loi multinomiale) • Paramètre : M(n, p1, p2, ..., pd) a
pour paramètresn ∈ N et (p1, ..., pd) ∈ [0, 1]d avec

∑d
i=1 pi = 1

• A valeurs(n1, ..., nd) ∈ [0, n]d, avec
∑d
i=1 ni = n

• Loi : P (X = (n1, ..., nd)) = n!
n1!.n2!...n3! si

∑d
i=1 ni = n et0 sinon

• Espérance :(n.p1, n.p2, ..., n.pd)
• Matrice de covariance :Mi,j = −n.pi.pj si i 6= j,Mi,i = n.pi.(1− pi)
• Fonction caractéristique :φ(t) = FLEMMARD
• Intuition : on tire au sortn fois un nombre entier entre1 et d, et la i-ième
composante représente le nombre de fois que l’on a tiré l’entieri.
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2.8.4 Loi de Poisson

Proposition 74 (Loi de Poisson)• Paramètre :P(λ) a pour paramètreλ ∈ R
• A valeurs dansN
• Loi : P (X = k) = e−λ λ

k

k!
• Espérance :λ
• Variance :λ
• Fonction caractéristique :φ(t) = eλ.(e

it−1)

• Intuition : cas limite de la loi binomiale (voir partie2.8.3)
• Signe particulier : la somme de deux variables aléatoires de lois de Poisson
P(λ) etP(µ) est une variable aléatoire de loi de PoissonP(λ+ µ).
• Cas limite : SiX suit une loiP(λ), alors X−λ√

λ
converge en loi vers une loi

normaleN (0, 1) quandλ tend vers+∞.

2.8.5 Loi hypergéométrique

Proposition 75 (Loi hypergéométrique) • Paramètre :H(N,n, p) a pour
paramètresN un entier, n un entier≤ N , et p de la formeq/N avec
q ∈ {0, 1, ..., N}.
• A valeurs dans{0, 1, ..., n}

• Loi : P (X = k) =
CkN.p.C

n−k
N.(1−p)

CnN
si k est supérieur ou égal à0 et àn −

N.(1− p) et inférieur ou égal àn et àN.p.
• Espérance :n.p (indépendante deN !)
• Variance :N−nN−1 .n.p.(1− p)
• Fonction caractéristique : FLEMMARD
• Intuition : une urne contientN boules, dont une proportionp de boules
noires. On tiren boules ; la loi hypergéométriqueH(N,n, p) décrit le com-
portement du nombre de boules noires tirées.
• Cas limite : une suite de variables aléatoires suivant une loi hypergéomé-
trique H(N,n, p) converge en loi quandN → ∞ vers une loi binomiale
B(n, p) (logique intuitivement !).

FLEMMARD + illustration en matlab d’une au moins de ces fonctions (toutes les
caracs.)
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2.9 Loi des grands nombres

FLEMMARD

Exemple Matlab : texte du programme lgn.m

function f = lgn(i,j,n,p)

x=rbeta([p,n],i,j);

m=cumsum(x’)’.*(ones([1,p])’*(1./(1:n)));
m=[m;((i/(i+j))*ones([1,n]))];
plot(m’);
xlabel(sprintf(’Convergence de %d moyennes de k vas
beta(%d,%d) vers l’’esperance pour k dans

1,%d’,p,i,j,n));

Le résultat se trouve en figure2.1.
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Convergence de 5 moyennes de k vas beta(1,2) vers l’esperance pour k dans 1,500

FIG. 2.1 – Loi des grands nombres
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2.10 Théorème central limite

FLEMMARD citer comme application les grandes déviations et d’autres trucs. On
donne ici deux exemples d’illustration, l’un en matlab, l’autre en Maple.

Exemple Matlab : texte du programme tcl.m

function f = tcl(i,j,n,p,nb,step,A)
N=n/step;
x=sum(rbeta([p,N,step],i,j),3);
E=step*i/(i+j);
sigma=(i*j/((i+j+1)*(i+j)^2))*step;
m=(cumsum(x’)’.*(ones([1,p])’*(1./(1:N)))-E)/sqrt(sigma);
rf=pnorm(-A:2*A/nb:A,0,1);
index=cumsum(ones([1,nb])/(nb+2));
for k=1:N,
vecteur=(m(:,k))*sqrt(k);
e=quantile(vecteur,index);
plot(-A:2*A/nb:A,rf,e,index);
xlabel(sprintf(’Fonction de repartition de la moyenne de

%d vas beta(%d,%d)’,k*step,i,j));
if (k ~= N)

sprintf(’Appuyez sur une touche pour la
suite’), pause;

end
end;
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L’intérêt de cet exemple (notamment par rapport à l’illustration suivante en Maple)
est le fait qu’ici on montre la convergence simple de la fonction de répartition, alors
que la convergence illustrée en examinant des histogrammes est moins directement liée
au théorème central limite. Je n’ai pas représenté la figure obtenue car il s’agit d’une
séquence, qu’on ne peut rendre sur papier sans occuper une place abusive...

Exemple Maple

> restart;with(stats);

[anova, describe, fit , importdata, random, statevalf , statplots, transform]
> unif:= i -> random[uniform[0,1]](i);

unif := randomuniform0, 1

> normale:= i -> random[normald[0,1]](i);

normale := randomnormald0, 1

> fit[leastsquare[[x,y,z],z=d*x*y+e*x^2+f*y^2+a*x+b*y+c,
{a,b,c,d,e,f }]]([[1,1,1,2,2,2,3,3,3],[1,2,3,1,2,3,1,2,3],
[2,4,6,9,12,16,12,13,14]]);

z = −1
2
x y − 23

6
x2 +

1
6
y2 +

125
6
x+

5
2
y − 160

9
> with(statplots);histogram([normale(50)],[normale(200)],
[normale(800)],[normale(6400)],numbars=40,area=1);

[boxplot , histogram, scatterplot , xscale, xshift , xyexchange, xzexchange, yscale, yshift ,
yzexchange, zscale, zshift ]

2.11 Inégalité de Cramer-Chernoff, grandes déviations

On pourra consulter le livre [18], lecture 16, avec profit. Une application possible
des grandes déviations est illustrée en2.12.5.

FLEMMARD
Le programme suivant illustre le résultat prédit par le résultat FLEMMARD ci-
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FIG. 2.2 – Théorème central limite : convergence vers la loi normale.

dessus.

Exemple Matlab : texte du programme gd.m

function f = gd(i,j,n,p,c,astuce)

x=mean(rbeta([p,n,astuce],i,j),3);
M=(abs(cumsum(x’)’.*(ones([1,p])’*(1./(1:n)))-i/(i+j)));
m(1,:)=mean(M>c);
m(2,:)=mean(M>2*c);
m(3,:)=mean(M>3*c);
m(4,:)=mean(M>4*c);
m=(log(m))/astuce;
plot(m’);
title(sprintf(’1/k log de la proportion des %d moyennes
\ \ \ de k vas beta(%d,%d) a distance > %g x 1:4 de
\ \ \ l’’esperance pour k dans 1,%d’,p,i,j,c,n*astuce));
text(n/2,m(1,floor(n/2)),sprintf(’%g’,c));
text(n/2,m(2,floor(n/2)),sprintf(’%g’,2*c));
text(n/2,m(3,floor(n/2)),sprintf(’%g’,3*c));
text(n/2,m(4,floor(n/2)),sprintf(’%g’,4*c));

Le résultat est illustré en figure2.3; il faut noter le fait que la courbe est bien
linéaire.
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FIG. 2.3 – Grandes déviations

2.12 Applications des probabilités

2.12.1 Liste d’exemples simples

� Les singes tapant Shakespeare

On noteSK la concaténation de toutes les œuvres de Shakespeare. Un singe est
placé devant une machine à écrire ; il tape un caractère par seconde, chaque caractère
ayant une probabilité> 0 d’être tapé à la secondet.
→ la probabilité pour que le singe tapeSK une infinité de fois est1

Démonstration : Par le deuxième lemme de Borel-Cantelli.ut

Si la suite de caractères deSK est désigné par(un)n∈[1,N , alors la probabilité pour
queSK soit tapé au moinsk fois en tempsP est FLEMMARD.ut

Démonstration : FLEMMARDut

2.12.2 Application des probabilités au calcul d’intégrales

On se donne une fonctionf L1 de [0, 1] dansR. On va chercher à calculer l’inté-
graleI def sur[0, 1].

I est l’espérance def , vue comme variable aléatoire. Donc par l’inégalité de Tche-
bitchev, on peut écrire que

P (| 1
n

n∑
i=1

f(Xi)− I| ≤ ε) ≤ FLEMMARD
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avec lesXi des variables aléatoires identiquement distribuées uniformes sur[0, 1].

2.12.3 ABRACADABRA : application des martingales

Le résultat suivant est extrait de [21] (en tant qu’exercice non corrigé) :

Proposition 76 SoitT la variable aléatoire égale au temps (en secondes) pen-
dant lequel un singe tape sur une machine à écrire une lettre au hasard par
seconde jusqu’à obtenir la suite "ABRACADABRA", chaque lettre ayant une
probabilité1/26 d’être tirée au sort à chaque seconde.
AlorsE(T ) = 2611 + 264 + 1.

Démonstration : On imagine qu’un nouveau joueur intervient à chaque seconde
n ∈ [0, T ], et parie sur la prochaine lettre fournie par le singe. Il mise un franc surA,
et gagne26 francs s’il a raison. A la seconde suivante (alors même qu’un autre joueur
arrive), s’il a perdu il arrête de jouer, et s’il a gagné il remise tout ce qu’il a gagné sur
B, gagnant262 francs s’il gagne, et perdant26 francs s’il perd. Il continue ainsi jusqu’à
gagner2611 francs avec le mot complet ABRACADABRA ou jusqu’à perdre.

Il est clair que le gain total de l’ensemble des joueurs est une martingale (par le
théorème64), et que donc par le théorème d’arrêt éventuel de Doob (66) permet de
conclure que l’espérance est nulle. On en déduit le résultat démandé en constatant que
les pertes sont égales àT − 2611 − 264 − 26 (examiner les joueurs encore en jeu à
l’instantT ).ut

2.12.4 Application au calcul de la longueur d’une courbe

FLEMMARD

2.12.5 Application à l’évaluation de la perte de précision dans un
algorithme

On peut utiliser ici des résultats divers concernant la limite d’une somme de va-
riables aléatoires identiquement distribuées ; grandes déviations, théorème central li-
mite, inégalité de Bienaymé-Tchébytchev50FLEMMARD...

On suppose qu’un programme effectue un calcul et qu’à chaque étape on ajoute
un nombre, et que la perte de précision est la valeur absolue de la somme de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées.

A chaque étape, on a unun représentant la valeur obtenue après len-ième calcul,
etXn la différence entreun+1 et f(un) la valeur que l’on obtiendrait si l’ordinateur
avait une précision infinie à cette étape.

C’est-à-dire que,Sn représentant la somme desXi pour i variant de1 àn, lesXi

étant des variables aléatoires identiquement distribuées , en supposant que l’espérance
deXi est nulle, on a les résultats suivants :
• E(Sn) = 0
• Par l’inégalité de Bienaymé-Tchébitchev, si la variance estσ2 < ∞ : P (|Sn| ≥

c) ≤ nσ2

c2

• Par le théorème central limite,

P (|Sn| > c
√
nσ)→n→∞ 2P (N > c)
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avecN variable aléatoire de loi normaleN(0, 1) (ceci permet donc la construction
d’intervalles de confiance).
• Par les résultats sur les grandes déviations,

P (|Sn| > cn)

avecc positif décroit exponentiellement enn.

2.12.6 Application des probabilités à la géométrie euclidienne

Soient(xi)i∈[1,d] une famille ded vecteurs deRd.
On se donne(pi)i∈[1,d] une famille de réels dans[0, 1].
Définissonsx =

∑
i pi.xi.

Montrons qu’il existe(εi)i∈[1,d] une famille ded éléments de{0, 1} tels que‖w −∑
i εi.xi‖ ≤

√∑
i∈[1,d] ‖ui‖

2
/2.

On définit(X1, ..., Xd) un vecteur aléatoire de loi

P (X = (x1, ..., xd)) = Πi∈[1,d]p
xi
i .(1− pi)

1−xi

pour(x1, ..., xd) ∈ {0, 1}d
(c’est à dire, intuitivement, que la probabilité pourXi d’être égal à1 estpi, et que

les composantes sont indépendantes)
et on définitX =

∑
Xi.xi ; X est un vecteur aléatoire.

Calculons l’espérance de‖X − w‖2.

E(‖X − w‖2)

= E(
∑

(i,j)∈[1,d]2

(Xi − pi).(Xj − pj). < ui, uj >)

=
d∑
i=1

‖ui‖2pi.(1− pi)

=
d∑
i=1

‖ui‖2/4

D’où le résultat.ut

2.12.7 Probabilité pour que le rapport de #piles/(#piles+#faces) tende
vers 1

2

FLEMMARD

2.12.8 Proportion de diviseurs den dans [1, i]

Ce résultat est extrait de [1].

Définition 77 On noteµ(n) le nombre de diviseurs premiers den.

41



Soit un une suite tendant vers+∞. On définitEin l’ensemble desi ∈ [1, n] tels
que
|µ(i) − log(log(n))| est supérieur ou égal àa(n)

√
ln(ln(n)) Alors l’objectif va

être de prouver que :

limn→∞
|Ein|
n = 0

L’intérêt sera de prendre alorsa(n) =
√
ln(ln(n)), et on arrivera à la conclusion

que la proportion d’entiersi tels queµ(i)/ln(ln(i)) soit plus loin de1 queε tendra
vers0 pourn→∞.

Montrons donc notre résultat.
• Pour cela on considère les lois de probabilités(probn) à valeurs dansN∗ pour

n ∈ N, définie parprobn(i) = 1/n si i ≤ n et0 sinon.
•On définit ensuitediv(p, n), application deP×N∗ dans{0, 1}, avecP l’ensemble

des nombres premiers, avecdiv(p, n) = 1 si p|n et0 sinon.
• On constate queµ(n) =

∑
p∈P (div(p, n)).

• On constate aussi que|E
i
n|
n = probn(|µ− ln(ln(n))| ≥ a(n).ln(ln(n)))

• Déterminons maintenant l’espérance dediv(p, .), pour la probabilitéprobn.

E(div(p, .)) = bn/pc/n = 1/p+O(1/n)

• On détermine maintenant l’espérance deµ ; elle est somme des espérances des
div(p, .), or le théorème des nombres premiers FLEMMARD affirme que∑

p∈P∧p≤n

1/p = ln(ln(n)) + o(1)

pourn→∞
Donc toujours pourprobn

E(µ) =
∑

p∈P∧p≤n

1/p+O(1/n)

= ln(ln(n)) + o(1)

• Déterminons maintenant la variance dediv(p, .).

V ar(div(p, .)) = E((div(p, .)− E(div(p, .))2)

= E((div(p, .)− 1/p+O(1/n))2

=
1
p
.
p− 1
p

+
p− 1
p

1
p

+O(1/n)

=
2.(p− 1)

p2

• Déterminons maintenant la covariance dediv(p, .) etdiv(q, .)

Cov(div(p, .), div(q, .)) = E(div(p, .).div(q, .))− E(div(p, .))E(div(q, .))

=
bn/pqc
n

− bn/pc
n

bn/qc
n

≤ 1
pq
− (p− 1/n).(q − 1/n)
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≤ 1
n

(1/p+ 1/q)

• On peut donc maintenant calculer la variance deµ.

V ar(µ) =
∑

p∈P∧p≤n

V ar(div(p, .))

+2
∑

(p,q)∈P 2∧p,q≤n

Cov(div(p, .), div(q, .))

≤ ln(ln(n)) +O(1)
• On peut alors appliquer l’inégalité de Tchebitchev :

probn((X − E(x))2 ≥ t2) ≤ V ar(µ)
t2

donc
probn(|X − ln(ln(n))| ≥ t

√
ln(ln(n))) ≤ 1/t2

La preuve est ainsi complète !ut

2.12.9 Processus de branchement

Je suis ici la démarche du chapitre0 de [21], qui m’a semblé la plus intuitive ; on
trouvera des résultats similaires dans [18], et des prolongements et illustrations dans
d’autres livres cités par Williams dans [21] ; Feller, Ross.

On se donne une variable aléatoireX à valeurs dansN. Intuitivement,X corres-
pond au nombre d’enfants d’un animal donné.

On suppose queP (X = 0) > 0.
On notef la fonction génératricedeX, c’est-à-dire

f(θ) = E(θX) =
∑
k≥0

P (X = k)θk

On considère une suite double de variables aléatoires identiquement distribuées
Xn,m toutes distribuées commeX.

On définitZ0 = 1, etZn+1 =
∑
i∈[1,Zn]Xn,m.

On notefn la fonction génératricedeZn, c’est-à-direfn(θ) = E(θZn) =
∑
k≥0 P(Zn =

k)θk.
Intuitivement,Zn est le nombre d’individus d’une espèce à l’instantn, descendant

d’un même individu, qui est seul à l’instantn = 0 (puisqueZ0 = 1).
On définit aussiΠ la probabilité d’extinction, définie parΠ = P (∃n/Zn = 0), et

Πn la probabilité d’extinction avant l’instantn, définie parΠn = P (Zn = 0).

Lemme 78 Pourθ dans[0, 1[

fn(theta) = fn(θ)

c’est-à-dire, par définition defn(θ),

= f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n fois
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Démonstration :
Le casn = 0 est clair,n = 1 aussi, on procède ensuite par récurrence ; il suffit

donc de montrer quefn+1(θ) = fn(f(θ)).
Or,

fn+1(θ) = E(θZn+1)

= E(E(θZn+1 |Zn))

par les propriétés de l’espérance conditionnelle,
Or

E(θZn+1 |Zn = k) = E(θXn,1+Xn,2+···+Xn,k)

= Πk
l=1E(θXn,l) = E(θX)k

vu l’indépendance desθXn,m

= f(θ)k

fn+1(θ) = E(θZn+1 |Zn) =
∑
k

E(θZn+1 |Zn = k)P (Zn = k) = fn(f(θ))

D’où le résultat.ut

Théorème 79 SiE(X) > 1 alors la probabilité d’extinctionΠ est l’unique
racine de l’équationΠ = f(Π) située entre0 et1 strictement, et sinon,Π = 1.

Démonstration :
π = lim supn πn par le théorème de convergence monotone??.
Par le lemme78, πn = f(πn−1). Par continuité def , π = f(π).
Il ne reste plus qu’à considérer le graphe def , convexe, croissante, vérifiantf(0) >

0, pour conclure...utFLEMMARD faire un dessin
FLEMMARD on peut dire plus de choses sur les processus (i ?) de branchement

2.12.10 Calcul de surface minimale

On se donne un compactK deR2, et δK son contour. On suppose donnée une
fonctiong définie surδK. SoitE l’ensemble des applications deK dansR. Chaque
f appartenant àE définit une surface, l’ensemble des{(x, y, f(x, y)/(x, y) ∈ K}.
On cherche parmiE la fonction définissant la surface minimale. On admet le fait que
la fonction vérifiant cette propriété est celle dont le laplacien est nulle, et qu’elle est
unique. On va s’intéresser ici à une méthode probabiliste résolvant le problème discré-
tisé. On pourrait bien sûr s’attaquer à un problème plus général, mais par simplicité de
notations on considèrera queK = [0, n]2, et on s’intéressera seulement aux points de
coordonnées entières deK. La fonctiong peut-être quelconque ; on s’intéressera pour

44



nos représentations schématiques à la fonction définie ci-dessous, front.m :

Exemple Matlab : front.m

function f=front(x,y)

a=abs(x-round(x));
b=abs(y-round(y));

if (a<b) f=1; else f=0; end;

Pour résoudre le problème, on calcule séparément les valeurs def en les diffé-
rents points de coordonnées entières deK. Considérons par exemple(i, j) ∈ [0, n]2.
On considère alors le processus de Markov(X(i,j))n ayantK pour espace des états,
partant de(i, j), et effectuant une marche aléatoire simple surK (ie les 4 directions
sont équiprobables). On définit un temps d’arrêtT égal au nombre d’étapes avant que
la marche aléatoire atteigneδK, ie une abscisse ou une ordonnée égale à0 ou n, ce
qui a une probabilité1 d’arriver. On considère alorsf ∈ E définie parf(i, j) =
E(g((X(i,j))T )).

Il est clair que l’applicationf ainsi définie vérifie bien∆f = 0. Le programme
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matlab correspondant est le suivant :

Exemple Matlab : lapla.m

function v=lapla(n,e)
u=zeros(n+1,n+1);
for i=0:n,
for j=0:n,
disp(sprintf(’%g %%’,(i*(n+1)+j)*100/((n+1)*(n+1))))
nb=0;
t=0;
err=[];
while ((2*t > e )|(nb<30))
a=i;
b=j;
while((a<n)&(a>0)&(b>0)&(b<n))
switch(floor(rand*4))
case 0
a=a+1;
case 1
a=a-1;
case 2
b=b+1;
case 3
b=b-1;
end;
end;
a=a/n; b=b/n; nb=nb+1; err=[err,front(a,b)];
if (nb>1) t=std(err)/sqrt(nb-1); end;
end;
u(i+1,j+1)=mean(err);
end;
end;
surfl(u)
shading interp
colormap autumn
v=u;

On pourra regretter que les pourcentages affichés pendant le calcul ne sont pas les
pourcentages du temps de calcul, mais les pourcentages du nombre de points calculés.
La figure obtenue par "lapla(10,0.05)" est2.5, à gauche. En remplaçant la fonction
"front.m" par "cos(4*atan((x-0.5)/(y-0.5)))", on obtient la figure2.5, à droite.

46



0
2

4
6

8
10

12

0

2

4

6

8

10

12
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0
2

4
6

8
10

12

0

2

4

6

8

10

12
−1

−0.5

0

0.5

1

FIG. 2.4 – Approximation de surface minimale obtenue par "lapla.m".
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FIG. 2.5 – Approximation de surface minimale obtenue par "lapla.m".
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Chapitre 3

Statistique

3.1 Quelques notions élémentaires

3.1.1 Définitions

Définition 80 On appellemoyenne arithmétique de n entiersx1,...,xn la
quantité

∑
i=1...n xi
n . On l’appelle aussimoyenne tout court lorsqu’il n’y a

pas de risque de confusion, et on la notex.

Définition 81 On appellemoyenne géométriquede n entiersx1,...,xn la
quantité n

√
Πixi.

Définition 82 On appelle moyenne harmonique des xi l’inverse de la
moyenne arithmétique des inverses desxi.

Définition 83 On appellemoyenne quadratiquedesxi la racine carrée de
la moyenne arithmétique des carrés desxi.

Définition 84 On appellemédianed’une mesure finie sur un espace ordonné
un élémentx tel que la mesure de{y/y > x} est égale à la mesure de{y/y <
x}. Cette notion est définie lorsque la mesure est finie.

49



Définition 85 On appelleeffectif cumulé croissantd’une distribution sur un
espace ordonné la fonction qui àx associe la mesure de{y/y < x}, eteffectif
cumulé décroissantla fonction qui àx associe la mesure de{y/y > x}. Les
effectifs cumulés croissants sont aussi appeléseffectifs cumuléstout simple-
ment. Ces notions sont définies lorsque les mesures correspondantes sont bien
finies.

Définition 86 On appellek-ième percentiled’une distribution surR une va-
leur x telle que les effectifs cumulés enx représententk% de la mesure de
tout l’espace. Bien évidemment il est nécessaire que la mesure soit finie pour
cela. On définit de même desquartiles, desdéciles. On appelleinterquartile
la différence entre le troisième et le premier quartile.

Définition 87 On appellemodeou dominante d’une distribution la valeurx
telle que la densité de probabilité enx soit maximale. S’il y a plusieurs modes
la distribution est diteplurimodale.

Définition 88 On appelledéviation dexi la valeurxi − x.

Définition 89 On appelleécart moyen la moyenne des|xi − x| ; c’est donc
|xi − x|.

Définition 90 On appellevariance la moyenne des(xi−x)2 ; on la note sou-
ventV .

Définition 91 On appelleécart type ou écart quadratique moyenla racine
carrée de la variance. On le note souventσ ; σ =

√
V .

Définition 92 On procède à unchangement d’originelorsque l’on remplace
les donnéesxi par lesyi définis paryi = xi − C, avecC une constante.

Définition 93 On procède à unchangement d’échellelorsque l’on remplace
les donnéesxi par lesyi définis paryi = C.xi, avecC une constante.
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Définition 94 On appellemoment d’ordre p des xi par rapport à y la
moyenne des(xi − y)p. Pour p = 1 il s’agit donc de la moyenne (arithmé-
tique), pourp = 2 il s’agit de la variance.

3.1.2 Propriétés

• Le logarithme de la moyenne géométrique est la moyenne arithmétique deslog(xi).

•Moyenne harmonique≤moyenne géométrique≤moyenne arithmétique≤moyenne
quadratique

• La moyenne arithmétique est peu sensible aux fluctuations d’échantillonnage.

• La médiane est peu sensible aux valeurs aberrantes.

• La somme des déviations est nulle.

• La varianceV est aussi égale àV = x2 − x2, avecx2 la moyenne arithmétique
desx2

i , etx2 le carré de la moyenne desxi. On le prouve facilement en développant∑
(xi − x)2.

• Multiplier les données parC multiplie la moyenne arithmétique parC, la va-
riance parC2, et l’écart-type parC.

• Translater les données deC ajouteC à la moyenne arithmétique, et ne change ni
la variance ni l’écart-type.

3.2 Applications des probabilités à l’échantillonnage

Cette partie ne se veut qu’une très brève introduction aux statistiques. Il est bien
évident que dans le cadre de l’option probabilités de l’agrégation, il est indispensable
de se référer à un livre plus complet. Les livres bien faits d’introduction abondent
FLEMMARD.

Nous nous contenterons ici de donner un cas d’applications, et de citer d’autres
cadres d’applications.

SoitX1, ... ,Xn indépendantes identiquement distribués. On suppose le théorème
central limite?? vérifié. Intuitivement, lesXi sont des mesures ; par exemple, on me-
sure la taille de 50 français pour évaluer la taille moyenne des français. L’intérêt des
probabilités va être de fournir des bornes sur l’erreur commise par une telle évaluation.

On se donne doncm = 1
n (X1 + X2 + ... + Xm). On cherche[a, b] tel queM =

E(X) soit compris dans[a, b]. Il faut alors noter que bien entendu, on ne peut être
certain queM soit dans l’intervalle[a, b], quel que soit l’intervalle que l’on donne,
simplement au vu desXi. Il est toujours possible que l’on ait été particulièrement
malchanceux dans les tirages desXi et que la moyenne soit très différente de ce que
l’on suppose au vu du tirage. On doit donc plutôt donnerα un réel (petit de préférence)
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etz tel que avec probabilité1− α, pour toute loi deX1, |m−M | ≤ z soit vrai.a et b
seront alorsm− z etm+ z respectivement.

Concrètement on procède comme suit :
• On évalue (empiriquement) l’écart typeσ deXi.
• On repèretα tel queP (|N | ≤ tα) = 1 − α, avecN loi normale centrée réduite

(espérance nulle et écart-type1). Les valeurs detα sont tabulées (il s’agit simplement
de la fonction de répartition de la loi normale). Le plus courant est de choisirα = 0.05,
tα étant alors environ égal à2.
• On déterminea = m− taσ/

√
n et b = m+ tασ/

√
n.

• On peut alors écrire que, auseuil de confianceα, M est compris entrea et b.
Ceci constitue unintervalle de confiance.

On peut citer les développements suivants :
– le cas des petits échantillons (n < 30). Il faut alors utiliser la loi de Student.
– le cas où l’on ne s’intéresse pas à la probabilité pour que la moyenne soit mal

évaluée, mais à la probabilité pour que la moyenne soit sur-évaluée. Il suffit de
voir pour cela queP (N > t) = 1

2P (|N | > t) pour toute variable aléatoireN
symétrique, et en particulier donc la loi normale.

– le cas deXi à valeur dans{0, 1}.
– le cas où l’on n’étudie pas la moyenne desXi mais leurmax.
– le cas deXi non réellement indépendants.
– le cas deXi non identiquement distribués.
– l’évaluation de la loi dem par la fameuse technique du bootstrap, très ingénieuse.
– on a fait l’approximation que pourn > 30, la distribution était environ celle de

la loi normale. On peut se passer de cette approximation, et donner une borne
absolue à l’écart à la loi normale.

Ces études et d’autres encore constituent la théorie des tests et font appel à des
variantes difficiles du théorème central limite. Les trois premiers points sont utiles pour
faire bonne impression à un jury d’agrégation...
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