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Chapitre 1

Combinatoire et
dénombrements

On consultera avec grand profit le chapitre 1 @é,[trés bien fait et fournissant
une bonne quantité de résultats originaux, complétant utilement les résultats tres clas-
siques suivants. On pourra aussi aller consulter le paragP@pgimur les cardinaux
d’ensembles infinis.

1.1 Cardinaux d’ensembles finis

Proposition 1 AvecA un ensemble fini, on a IBormule d’inclusion exclu-
sion; avecF; € A= P(A),ona| U<, F;| = Zign |F;| — Zlgiqgn |F; N
Fjl+ X 1cicichen Fi N Fj O Filoo 4+ (=1)" 7 Nii<n Fi

Le nombre de parties@éléments d’'un ensembler@éléments esf? ; voir al.4.

1.2 Dénombrement de fonctions

On considerdy et F' deux ensembles finis, de cardinaugt f.

1.2.1 Ensemble des applications d& dans F’

Proposition 2 L’ensemble des applications d& dans F, noté F¥, a pour
cardinal f¢.




1.2.2 Ensemble des injections d& dans F

Proposition 3 L'ensemble des injections de dansF' a pour cardinal A% =

ﬁsifZe;Osinon.

La preuve se fait facilement par récurrence. \lois pour les premiéres valeurs.

1.2.3 Ensemble des surjections (et bijections) dé dans F

Proposition 4 En notantS/ le cardinal de I'ensemble des surjections He
dansF (dans le cag > f) divisé parf! (c'est-a-dire, dans le cas dB et I’
totalement ordonnés, le nombre de surjections croissantes), on a les formules :

Sl=g8¢=1
V(e f) Sl =817+ 1.8!

On obtient ainsi les valeurs suivantessje:

f=1 f=2 f=3 f=4 f=5
e=1] 1 0 0 0 0
e=2| 1 1 0 0 0
e=3| 1 3 1 0 0
e=4| 1 7 6 1 0
e=5| 1 15 25 10 1

Le nombre de bijections dE versF vaute! sie = f, 0 sinon.

1.2.4 Ensemble des applications croissantes devers F'

FE et F sont maintenant munis d’un ordre total.

L'ensemble des applications croissanteskldansF a méme cardinal que I'en-
semble des applications strictement croissantes dans|1, f + e — 1] ; une fois que
I'on s’est convaincu de cela (en voyant que L} sie{1,2,3, ...,e} dans{1,2,3, ..., f}
est croissante alots — v, (z) = u(z) + x de{1,2,3,...,e} dans{1,2,3,...,e + f}
est strictement croissante 2}— v,, est bijective de 'ensemble des applications crois-
santes dév dansF’ vers I'ensemble des applications strictement croissantésabns
[1, f + e —1]) il est facile de montrer que cet ensemble a pour cardiffal, _, (les
coefficients binomiaux’? sont présentés plus bas).



1.3 Arrangements

Définition 5 On appellep-arrangement de £ une application injective di,,
dansFE.

On noteA? le cardinal de I'ensemble desarrangements d’'un ensemblesa Au
éléments.

vu des résultats précédents, on peut dlreﬂftle:

n [
Les premleres valeurs sont : p)
p=1 p=2 p=3 p=4 p=35
n=1 1 0 0 0 0
n=2| 2 2 0 0 0
n=3| 3 6 6 0 0
n=4| 4 12 24 24 0
n=5| 5 20 60 120 120

1.4 Combinaisons

Définition 6 On appellep-combinaison deF tout sous-ensemble dede car-
dinal p. On noteC? ou < Z ) le cardinal de I'ensemble descombinaisonsOn
deF.

n!

montre facilement, par récurrence, que = P

Cette formule peut aussi se déduire sans recurrence en voyapt gra@rangements
donnent la mémg-combinaison don€? = 1 AP W

Elle peut aussi se déduire du fait que le groupE) des permutationsdé = {1,2, ..., e}
agit transitivement sur I'ensemble dgscombinaisons dd7, que le stabilisateuf
de FF = {1,2,....f} C F estle produitA x B avec A et B respectivement les
groupes de permutations ¢lg, 2, ..., f} et{f+ 1,f+2,...,e}; Sadonc pour cardinal

S = flle— f)!,douCf = "|(SE‘) = f,(e - Un argument similaire permet d’ailleurs

de montrer la formulel? = (n_p)! sans récurrence.
En outre on a les formules suivantes :




Proposition 7
cL=C"
Cﬁﬂ =C? + C};*l
Formule de Newton, valable dans un anneauad.si= b.a etn > 0, alors :

(a+b)" = Z CFa pnF
k=0

n
k _ on
g C, =2
k=0
n

> (=DFCE =0

k=0
(ces deux formules sont obtenues en spécialisant la formule de Newton)

1<p<n—pCl=nCl]

> kCE=n2"!
k=0

n

> (-nkch =1

k=0

(Cn)* =C3,
0

n

k

p=0 p=1 p=2 p=3 p=4
n=0] 1 0 0 0 0
n=1| 1 1 0 0 0
n=2] 1 2 1 0 0
n=3| 1 3 3 1 0
n=4] 1 4 6 4 1

1.5 Quelques applications

FLEMMARD dim espaces polynomes homogenes, anagrammes, tirages du loto,
dates de naissance



1.5.1 Une formule utile

Proposition 8 Soitn un entier naturel. On a alors

ick(—l)n_kk}p: 0 si p<n
prt " nl si p=n

) Ce résultat sera utile pour la propositieh
Démonstration : CommeC* = C"~*, la somme présentée est le coefficient
du produit de Cauchy suivant :

folz) = Z ™ = (Z C,]f(—l)k:ck> le:cl
m>0 k=0 1>0
| —
gp(x)

(1—a)r

ou toutes les séries entiéres présentées ont un rayon de convergence d’au moins 1. La
famille de fonctiongg,),>0 est également définie par récurrence comme suit :

1
go(w) = 1= etgp+1(x) = zg, ().

Lemme 9 Pour tout entier naturep, il existe un polynémé,, de degreép tel
queg,(z) = hy(z)/(1 —z)P*.

Démonstration : Récurrence évidente.
Sip < n, alorsf,(z) = hy(x)(1 — z)" P~ est un polyndbme de degfé — 1), si
bien quec,, = 0.

Supposons maintenant gue= n. On a alors :

I
fn(z) = . _(12 = hp(x)(1+z+22+...).
Commeh,, est de degré, le coefficiente,, vaut la somme des coefficients dg.
Autrement dit,c,, = h,,(1). On déduit de la relation, 1 (z) = zg},(z) que

hpii(z)  why(z) (p+ 1)xhy(x)

L—zpt2 ~ (I—apt | (1—az)pt2

En multipliant par(1 — x)?*2 puis en prenant = 1, il vient h,1(1) = (p +
1)h,(1). Commehy(1) = 1, on obtienth, (1) = p! pour toutp. En particulierc,, =
h,(1) = n! etla proposition est démontrée.



1.5.2 Geénéralisation du binbme de Newton

Proposition 10 (Généralisation de la formule de Newton)Dans un annead
commutatif, pour non nul,

n! i ;
(1 + ..+ xp) = E — | 2z
i1)io!. i) P

i14io .. Fip=n,i; >0 p

Le coefficient—"'— pouvant se notef’ aveci = (i1, ..., ip).

ll'lQ'Zp'

1.5.3 Familles sommables infinies

Définition 11 Une famille (z;),c; de nombres complexes esimmable de
sommez si pour toute il existeJ C I finie telle que, pour touk fini, J C
K C I'implique|z — 3 ck,. | < e

Lemme 12 Si une famillgz;) de nombres réels est sommable, alors la famille
de ses termes positifs est sommable, et la famille de ses termes qui sont négatifs
est sommable.

Démonstration : Supposons que la famille dés;) soit sommable, et supposons
que la famille degmax(x;,0)) ne le soit pas. Alors la somme désax(z;,0)) pour
i € J avec/J fini peut étre arbitrairement grande. Or la somme [@dg$ pouri dans
J'={j € J/z; > 0} est tout aussi grande, et peut donc étre arbitrairement grande
elle aussi. D'ou le résultat pour la famille des réels positifs. Le raisonnement pour la
famille négative est le méme.

Proposition 13 Toute famille sommable de nombres réels est de support dé-
nombrable (ie seule une quantité au plus dénombrable de ces réels est non
nulle). Il en va de méme des familles de nombres complexes.

Démonstration :

En vertu du lemme précédent, je me contente de démontrer ce résultat pour une fa-
mille de nombres réels positifs. Le résultat dans le cas général se démontre de maniéere
similaire.

Il existe un nombre fini de réels plus grands dye, pour toutrn. En notant4,,
la famille des réels> 1/n, on voit que la réunion ded,, est le support de la fa-
mille ; une réunion dénombrable d’ensembles finis étant dénombrable, la famille est
dénombrablé]



Chapitre 2

Probabilités

2.1 Espaces mesurés

On trouvera erP? les fondements de la topologie, et @dles fondements de la
théorie de la mesure. Je ne rappelle ci-dessous que quelques définitions qui sont don-
nées dans les paragraphes que je viens de citer.

Unetopologiesur X est un sous-ensemble & X) contenanf), X, et stable par
réunion quelconque et par intersection finie. Les éléments d’'une topologie sont appelés
ouverts, leurs complémentaires sont appdi&snés
Unealgébresur X est un sous-ensemble &% X) contenantX, stable par passage au
complémentaire et stable par union finie.

Unetribu sur X est un sous-ensemble & X) contenantX, stable par passage au
complémentaire et par union dénombrable. Une tribu est aussi appalgebre.

Un espace mesurablest un couplé X, .4) avecA tribu surX.

DansR ou dansR™, ou en général dans un espace topologique, la tribu usuelle est la
tribu engendrée par les ouverts. Dans le caR'tletR, cette tribu est aussi la tribu en-
gendrée par les boules ouvertes. Une tribu engendrée par une topologie s'@itpelle
des boréliens ses éléments s’appellent legréliens

Une mesure positive sur un espace mesurgbled) est une fonction de A dansR*
telle que

o u(@)=0

e SilesA; sont deux a deux disjoints dénombrable alorg(Uic 1 A;) = >, 1(Ai)
Un espace mesur@st un triplet( X, A, 1) avec.A une tribu surX, 1 une mesure po-
sitive sur(X, A).

Une fonction dg X, .A;) dans(X,, A) est ditemesurablesi et seulement si 'image
réciproque de tout ensemble mesurable est mesurable.

La o-algébre engendrée par une base d’ouverts d'une topologie est égalabytbre
engendrée par cette topologie.

La partie?? est indispensable pour s’attaquer aux probabilités.

Une mesure est difinie si et seulement si la mesure de I'espace tout effiest finie
et alorsvA mesurablg:(A) < u(X).



Définition 14 Une mesure est ummaesure de probabilitési la mesure de I'es
pace tout entier est.

2.2 Evenements

2.2.1 Définitions de base

Définition 15 (Définitions de base)On appelletriplet de probabilité un tri-
plet(Q2, F, P), avecP une mesure de probabilité s(®, F).

Q est appeld'univers.

Un élément dé) est appeléossible

On appelleévenementune partie mesurable d&, c’est a dire un élément d
F, c'est a dire une partig--mesurable.

(1]

Proposition 16 Si chaque(F,,),.cn est de mesuré, c’est a dire que chaque
évenement’,, est réalisé presque slremgnalors N,cnF;, se réalise aveq
une probabilitél. Si E,, est une suite d’événements tels ueP(E;) < +oo,
alors P(limsup E,,) = 0. Ce résultat est connu sous le nom de premier lemme
deBorel-Cantelli.

2Notez quepresque slirementest I'analogue, pour une mesure de probabilité poesque
partout, en théorie de la mesure.

On notera une nouvelle fagcon de vbimsup desE,,, avec lesF,, des événements;;
en 'écrivantn,, Ux<,, E,, On voit maintenant cette limite comme I'événement qui ar-
rive "infiniment souvent"; c'est I'ensemble dequi appartiennent a une infinité @, .

De méme on peut voir differemmetiinin f desE,,, avec lest,, des évenements; en
I'écrivantU, Nk < nE,, on voitliminf E, comme I'ensemble des tels quew est
dans toutF,, pourn assez grandX N, avecN,, dépendant de).

On peut trouver ici des corollaires du lemme de Fatou ; notamment les deux pro-
priétés suivantes :
e P(liminf E,) < liminf P(E,)
e P(limsup E,,) > limsup P(E,)
La premiére propriété est vraie dans le cas d’'un espace mesuré quelconque ; la seconde
demande que la mesure soit finie, ce qui est donc le cas dans le cadre d’'un espace de
probabilité.

10



2.2.2 Quelgues mesures de probabilité
© Ensemble fini

Lorsque I'univers est fini, on peut prendre (et on prend usuellement) pour tribu I'en-
sembles de toutes les parties de I'univers. Par exemple, si I'on fafais une piece,
et que I'on peut obtenir pile ou face, I'univers est :
{PPP,PPF,PFP,PFF FPP,FPF,FFP ,FFF}
On peut dans ce cas prendre pour mesure I'application qui a un ensénasieocie
égale a%. L'univers contient des éléments correspondant a chagque maniére dont
peut se réaliseer le phénoméne aléatoire étudié (dépend de la finesse de la description).
La structure dé lui-méme est secondaire, ce sont les variables aléatoires définies des-
sus qui importent (pourvu que soit suffisamment vaste pour les définir suffisamment
fines).

@ Distribution sur [0, 1]"

On peut utiliser comme mesure g0r1]™ la restriction d’'une mesure sur les bo-
réliens 3[0, 1]™ telle que la mesure de I'espace sbjtc’est en particulier le cas de la
mesure de Lebesgue. On généralise facilement la méthode a une partie mesurable (de
mesure> 0) deR", en divisant par la mesure de la partie. Dans le cas d’une distribution
uniforme, on choisit bien sdr la mesure de Lebesgue.

2.3 Variables aléatoires

2.3.1 Définitions : variable aléatoire, loi, fonction de répartition

Définition 17 (Variable aléatoire) Une variable aléatoire est simplement
une fonction mesurable d’un univers vé&gmuni de sa tribu borélienne pou
la topologie usuelle).

=

On peut voir alors de nombreux outils qui seront des variables aléatoires; par dé-
finition il suffit que f~1(B) soit mesurable pour tou® borélien pour que’ soit une
variable aléatoire (il faut bien entendu que I'espace de départ soit un univers, donc
que la mesure de I'espace sb)t Toutes les opérations sur des fonctions a variables
réelles qui conservent la mesurabilité sont alors possibles pour construire des variables
aléatoires ; la somme, le produit, la valeur absolue... Ce qui est cohérent par rapport a
la notion intuitive de variable aléatoire ; si un tirage aléatoire donne un réel et si I'on
répéte dix fois ce tirage aléatoire, alors la somme des résultats de ces dix tirages est une
variable aléatoire, le produit aussi; ils ont eux aussi lelisgibutions de probabilité

11



(notion a définir plus tard)

D

Définition 18 Supposons qu& soit une variable aléatoire sur un triplet d
probabilité (0, F, P). X est alors une application d@ dansR, et P est une
application deF dans|[0, 1].Alors on définit laloi de probabilité £x de X

par Lx = Po (X~1) (X! n’est pas I'application réciproque - non néces-
sairement bien définie - mais I'application qui a une partie associe son image
réciproque) ;L x est ainsi définie sur I'ensemble des borélien®Rde

Lx(A) est la probabilité pour qu& soit dansA.

Proposition 19 Lx est une mesure de probabilité SR, ).

Démonstration : Pas durl

Définition 20 SoitFx (t) = Lx (] — oo, t]); alors Fx est appelééonction de
répartition de X.

Proposition 21 La donnée dé'x déterminel x de maniére unique.

Démonstration : {]—oo,t]/t € R} estunll-systéme qui engendre 'ensemble des
boréliens. Donc par le lemnf?? L x est entiérement défini par la fonctidi (¢) =
Lx(]—o00,t]) = P{w e Q/X(w) <t}).O

Proposition 22 (Quelques propriétés des distributions)Soit ' est une fonc-
tion de répartition d’'une certaine variable aléatoire si et seulement si
guatre propriétés suivantes sont vérifiées :

o I’ est croissante d& dans|0, 1]

e F(x) — 1 quandz — 400

e F(z) — 0 quandz — —co

e F' est continue a droite en tout point.

es

Démonstration : Le sens "seulement si" ne pose pas trop de probléme. Les trois
premiers points sont clairs, le quatrieme utilise le fait que I'ensemble d&grieurs a
x+% tend vers I'ensemble desinférieurs ac, en décroissant (en effet la mesure d’'une
suite décroissante d’ensembles mesurables est égale a la mesure de l'intersection).
Le sens "si" est plus délicat; la Iof correspondant &' est définie patX (w) =
inf {z/F(z) > w}. Il convient alors de vérifier qu& ainsi défini est FLEMMARD
O
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2.3.2 \Variables aléatoires indépendantes

Intuitivement des variables aléatoires sont indépendantes lorsqu’aucune d’elles ne
dépend, d'aucune fagon, des autres. Par exemple dans un sondage en vue d'un référen-
dum, il est souhaitable que la variable "étre sondée" soit indépendente de la variable
"étre partisan du oui" (chose trés difficile a réaliser en pratique), sans quoi le sondage
risque d’'étre biaisé. La notion d’'indépendance est formalisée ci-dessous.

Définition 23 (o-algébres indépendantes)Soit S un o-algébre , et(S;);cr
une famille de sous-algébres deS'; alors les.S; sont ditess-algébres indé-
pendantes si pour toute famille;);c; € I1;c;S; avecJ partie finie del, on
a P(Niessi) = e P(s;).

Soit (X;);c; une famille de variables aléatoires ; alors 18§ sont ditesva-
riables aléatoires indépendantesi les S; sont desr-algébres indépendante
avecS; = X, '(B) (B la o-algébre borélienne di).

Des événement&; sont ditsévénements indépendantsi les o-algébres
{E;,Q\ E;,0,Q} sontindépendantes ; ce qui équivaut au fait que les fonctjons
caractéristiques deg&’;, en tant que variables aléatoires, sont indépendantges.
On appelle suite deariables aléatoires identiquement distribuéesune suite
de variables aléatoires indépendantes et ayant la méme fonction de répartition.

%)

Rappel de vocabulaire :
e Un triplet de probabilité est un triplgf), 7, P), avecF une tribu surX, et P une
mesure de probabilité sgf2, F).
o () est appelé univers.
e Un événement est une partie mesurabl€de’est a dire un élément dg.
e Une variable aléatoire s est une application mesurable SedansR (muni des
boréliens usuels).
¢ La loi de probabilité d’'une variable aléatoii&est I'application’ x qui & un borélien
B inclus dansR associeP(X ~1(B)).
¢ La fonction de répartition d’'une variable aléatoXeest I'application qui a un réel
associeP({w € Q/X (w) < t}).

12

Proposition 24 Pour que des évenemerifs pour i € I soient indépendant
il suffit de vérifier queP(N;c s F;) = I, 7 P(E;) pour toutJ fini dansI.

Démonstration : Il suffit de considérer les propriétés d'additivité £e pour voir
gue cette formule permet de déduire les cas oufjesont remplacés par leurs com-
plémentaires (cas dB; remplacé par 'ensemble vide 6utrivial).O

13



Définition 25 DeuxII-systemeP; et P, sur un méme ensemble sont ditdé-
pendantssi pour toutp; € P, ettoutp, € P, ona

P(p1 Np2) = P(p1).P(p2)

Lemme 26 Supposons; et Sy deuxc-algebres surX engendrées respect
vement parP; et P, deslI-systemes. Alor§; et.S; sont indépendantes si ¢
seulement sP; et P, sont dedI-systémes indépendants.

—

Démonstration : Le sens "seulement si* étant trivial on se préoccupe de l'autre
sens.
Fixonsp; dansP;, et considérons les mesunes etms définies suiS, par

mi(E) = P(ENp1)

et
ms(E) = P(E).P(p1)

Ces deux mesures coincident g et donnent une mesure finieXa; donc par le
lemme??elles sont égales.

Fixons maintenant, dansp.

On définit maintenant les deux mesureg etmy sur.S; par

m3(E) = P(ENps)
et
m4(E) = P(E).P(p2)
Elles coincident suP; et donnent une mesure finieXa; donc par le lemmeé? elles

sont égales.

On a donc montré le résultat souhaité ppuet p, dans les cas suivants :
ep € Py etpy € Py, clair par hypothése.
e p; € P etpy quelconque, par le lemni.
e p; quelconque ep, quelconque, en fixant, et en utilisant le lemme?.

Le résultat est donc prouve.

Lemme 27 (Second lemme de Borel-CantelliSi (F,,),cn €St une suitg
d’événements indépendants, alors

ZP(En) = +o00 — P(limsup E,,)) =1
n
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Intuitivement, cela signifie que si la somme des probabilités pour qu’un événement
arrive a l'instantn pourn € N tend verstoo, alors I'événement a une probabilité
d’avoir lieu une infinité de fois.

Démonstration : Notons que
(limsup Ep)¢ = (N Un>m Ep)°
= Um((UanEn)c)
=Um Mp>m (E:L)
= liminf (E;)
Avecp,, = P(E,), pour toutp, par définition de I'indépendance, on a
P(Np>n>mEr) = p>n>m(l — pp)
Donc en passant a la limite, par monotonie de l'intersectionffe®n a
P(ngmEZ) = anm(l — Pn)

1-x < efp(—x), donCHan(l_pn) < an'me'rp(_pn) < exp(— anm pn) <
0, d'ou le résultaty

Le premier lemme de Borel-Cantelli, évoqué en paffiefournit un complément
a ce lemme.

Exemple 28 (Application des deux lemmes de Borel-Cantellipn définitleg £, ) ,>1
comme des événements aléatoires, indépendants, par

E, = |a.log(n),+o0]

avecX variable aléatoire définie par sa fonction de répartitibliy = e~*.

P(E,) =n~%,donc)_, ., P(E,) = +oo si et seulement si < 1, et donc par les
deux lemmes de Borel-Cantdllj, a lieu infiniment souvent (c’est a dire qiélimsup E,,) =
1) si et seulement si > 1.

19
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Définition 29 (o-algébre asymptotique) Etant donnée une suite de variabl
aléatoires X1, ... , X,, ... , on appellec-algébre asymptotique de la
suite (X, )n.en la o-algébren,r,, avecr, la o-algébre engendrée pa
(Xn+1, Xn+2, )

=

Pour bien comprendre cette définition il faut voir que :
e 7, est lac-algébre qui rendre toutes les variables aléatoifgesnesurables pour
P> n.
o 7 est l'intersection des,,.

15



Intuitivementia o-algébre asymptotique contient les événements qui ne dépendent
gue du comportement a la limite.

Proposition 30 Les événements suivants sont par exemples mesurables pour
la o-algébre asymptotique deX; (on les appelleévenements asympto-
tiques) :

o {w/limy_ 400 X;(w) converge

o {w/> 1o Xi(w) convergé

o {w/limy, 4 o sSUM;c)o,1)Xi(w))/n converge

Les variables aléatoires suivantes sont dangon les appellevariables
asymptotiques :

e limsup,, ., sum;ep,11Xs(w)/n)

e lim infn_,_,_oo sumie[o)l]Xi(w)/n)

Pour contre-exemples on peut citer par exenifl@ (variable aléatoire non-asymptotique

dans le cas général), ou la somme dggpour0 < ¢ < 10.

Démonstration : pour les trois premiers points il faut donc montrer que I'ensemble
E donné est inclus dans chagyge
e Les X; sont mesurables, doriégminf X; et limsup X; sont mesurables, donc
(liminf X; — limsup X;)~1({0}) est une partie mesurable. Dot € 7 ; de la
méme maniéré’ € 7,,, pour toutn, donck € T.
e Les X; sont mesurables, donc une somme finieXgest mesurables, donc

limsupn— 400 Z X;

i=1l..n

est mesurable, pareil avégnin f, d’ou le résultat en considérant

(limsupp—+oo Z Xi — limsupp— 40 Z Xi)~H({o}).

i=1l..n i=1l..n

e Par une méthode similaire aux deux cas précédents on montie appartient ar,

il suffit de voir ensuite quéim,, . o sum;ejo,1)Xi(w))/n converge si et seulement si
lim,, oo SUM;g0,11Xi(w))/(n — K + 1) converge pour conclure que appartient
aussi arg .

Pour les variables aléatoires qui suivent les facons de raisonner sont les mémes.

Théoréme 31 (Loi0 — 1 de Kolmogorov) Soit (X, ),eny Une suite de va
riables aléatoires indépendantest soitr la o-algébre asymptotique dés,, ;

alors :

e Tout évenement asymptotique a une probabilioéi 1.

e Pour toute variable asymptotiqué, il existe un unique € [—oo, +o0] tel

queP(Y ==z) = 1.

Démonstration : On procéde par étapes :
e On montre tout d’abord que lesalgébres suivantes sont indépendantes pourtout

16



- lao-algébre engendrée paf, ..., X,,, notée par la suit®,,.
- la o-algébre engendrée pa, .1, X, 12, ..., NOtée comme d’habituds, .
En effet :
- la premiére de ces deuxalgebres est engendrée patlesystéeme des ensembles de
la forme{w/Vi € [1,n]X;(w) < z;} avecz; €] — o0, +0].
- la seconde de ces deuxalgébres est engendrée paflesysteme des ensembles de
laforme{w/Vj € [n+1,n+1+ K|X;(w) < z,} avecz; €] — 0o, +0c0].
Par le lemme26, nos deuxr-algébres sont donc indépendantes.
e Y, et sont indépendantes
Il suffit de voir quer C 7,,.
e 71 etT sont indépendantes.
L'union desY,, est uniI-systéme (facile), qui engendre(facile aussi). D'aprés I'étape
précédente, I'union deg, et sont indépendantes au sens tlesystemes ; donc les
c-algebre engendrées sont indépendantes.
e 7 étant inclus dansy, T est indépendante de et donc pour toutr € 7, on a
P(E)=P(ENE)=P(E).P(E).

Le premier des deux points est alors prouvé. Pour troudersecond point il suffit
de considérer le plus grandel queP(Y < z) = 0.0

2.3.3 Espérance

@ Définitions

Définition 32 (Espérance d’une variable aléatoire dand.!) Etant donnée
X une variable aléatoire dé&' (X, R), on définit son espérance par

E(X) = / X.dP

Q
Cette définition peut éventuellement étre étendue aux variables aléatoires inté-
grables positives

On définit en outre(X; F), avecX une variable aléatoireC' ou bien une
variable aléatoire intégrable positive, &t une partie mesurable, par

E(X;F)= /FX.du = E(X.xr)

avecy r la fonction caractéristique dé'.

17



© Théorémes et inégalités

Théoreme 33 (Théorémes de passage a la limite en probabilitéSpit X,
une suite de variables aléatoires Etune variable aléatoire telles que

P(X, — X)=1

c'est a dire

P{w/Xn(w) = X(w)}) =1
Alors les résultats de convergence monotone, de Fatou, de convergence domi-
née et de Scheffé, que I'on peut trouver dans la pagise reformulent comm
suit :
e Convergence monotone :
Si les X,, sont> 0 et X,,(w) croit vers X(w) pour n — +o0, alors
E(X,) — E(X).
e Lemme de Fatou :
SiX, >0alorsE(X) < liminf E(X,)
e Théoréme de convergence dominée de Lebesgue :
Si pour toutn et toutw on a|X,(w)| < |Y(w)|, avecE(Y) < +oo, alors
E(|X, — X|) — 0, eten particulierE(X,,) — E(X).
e Lemme de Scheffé :
SiE(|X,]) — E(|X|), alorsE(]X,, — X|) — 0.

1)

Démonstration : Voir le chapitr@? pour les preuves correspondantes, qui s'ap-
pliquent directemeritl

Théoreme 34 (Inégalité de Markov) SupposonsX variable aléatoire , etf
mesurable d&® dans|0, +oc], avecf croissante. Alors

E(foX)>E(foX;X >c¢) > f(c)'/X{w/X(w)Zc}
que I'on peut aussi noter

E(foX)>E(foX;X >¢)> f(c)P(X >¢)

Démonstration : 1l n'y arien a prouver, il suffit de bien voir qug est positivel
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Corollaire 35 AvecX une variable aléatoire positive,

E(X)>cP(X >c¢)

Démonstration : C’est I'inégalité de Markov aveg¢ la fonction identitéa

Corollaire 36 Pour X variable aléatoire positiveP(X > z) < E(X)/z.

Démonstration : Il s’agit simplement de I'inégalité ci-dessus, reformultée.

Théoréme 37 (Inégalité de JensenPn se donnef une application del/
dansR, avecU intervalle ouvert deR, et X une variable aléatoire, avec les
hypothéses suivantes :
f convexe
P(XeU)=1
E(]X]) < 400 (c'est & dire queX est intégrable)
E(|f(X)|) < 400 (c'est a dire quef o X estintégrable)

Alors :

E(f(X)) = f(E(X))

) Voir par exemple les propriétés des fonctions caractéristiques en probabilités,
55

Démonstration : e Les dérivées a gauche et a droitefd@motéed — etd™, existent
et sont croissantes ; on a en oudre(z) < d* (z).
e Considérons maintenante U, etz € U.
Soitz < u < z, alors la pente entre et u est inférieure a la pente entreet 2 ; en
faisant tendre versz on constate alors que la pente entret z est inférieure &~ (z).
Donc:

f(x) = f(z) +d™(2)(z - 2)

De méme pout: > z on montrerait
flx) > f(2) +d* (2) (2 — 2)

e Commed~(z) < d*(z), on peut résumer ces assertions en
f(x) 2 f(z2) +d7(2)(z — 2)

valable pour tout:.
o || est facile de voir qu&E(X) € G
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¢ On peut donc spécialiser I'affirmation de I'avant-dernier poinférn) > f(E(X))+
d-(E(X))(x — E(X)) e En intégrant I'inégalité ci-dessus il vient
E(f(X)) = f(E(X))

La preuve est ainsi complé&te

e EspacesL?

Dans le contexte des probabilitds, désignera, étant donné un uni-

vers(), LP(Q), Q étant muni d’'une mesure de probabilifé’(est en fait dépendant de
l'univers €2, de la tribu définie suf?, et de la mesure définie sur cette tribu). Ne pas
généraliser les résultats qui suivent au cas générdl’d& ) pour X espace mesuré
guelconque!

Proposition 38 Pour p € [1,+oc], alors L*" ¢ LP pour toutp’ > p (éven-
tuellemenyy’ infini). En outre pour toutX dansL? , on aN,/(X) < N,(X).

Démonstration : Pour l'inclusion, il suffit de voir la propositio?.
Pour l'inégalité, on peut clairement se ramener au probleme des variables aléatoires
positives.
Etant donnéX a valeurs positives dads’ (X ), on définitX,, (w) = min(X(w),n).
Alors X,, est bornée, et don&? et X? aussi, doncX? et X? sont dansL' (on
utilise le fait que la mesure est finie). On peut donc appliquer l'inégalité de Jensen
(voir théorémes7) avec la variable aléatoir&” et la fonction convexe — 2’ /?, et
écrire )
E(X2)¥/7 < B(X2P/P) = B(XE) < B(X")
On applique alors le théoréme de convergence monotdfie et
E(Xp)p//p < E(Xpl)
En élevant a la puissandégp’ on a alors
Np(X) < Ny (X)
La preuve est ainsi compléte.
Les résultats usuels daig sont valables, notamment I'inégalité de Schwartz, de
Holder, de Minkowski, pour lesquels on consultera la p&te
Pour rappeler I'essentiel :
¢ Si X etY sont des variables aléatoires B, alors le produitX.Y appartient &',

et
B(X.Y)| < E(X.Y]) < Na(X).No(Y)

¢ Si X etY sont des variables aléatoires g alors la sommeX + Y appartient &2,
et
No(X +Y) < No(X) + No(Y)
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Une proposition est nécéssaire pour bien comprendre ce qu’il se passe :

Proposition 39 Soit X une variable aléatoire , et soif une fonction mesut
rable deR dansR, alors f o X est une variable aléatoire dé' (au sens donne
ici, c'est a dire L (), avec muni d’'une mesure de probabilité) si et seule-
ment sif est dans.! (R, Lx) avecLx la loi de X.
On a alors

B(foX) = [ fa)dLx

Voir la proposition19 et la définition qui la précede pour bien cerner ce qu’est une
loi de probabilité.

Démonstration : Si vous n’arrivez pas a le faire vous-mémes, mieux vaut relire
tout le chapitre. La méthode est la suivante :
¢ Si f est une fonction caractéristique d’un borélien, il s’agit simplement de la défini-
tion de la loi de probabilité.
¢ Si f est simple, alors par linéarité la propriété est aussi vraie.
e Si f est positive, alorg est limite croissante de fonctions simples, donc on peut ap-
pliquer le théoréme de convergence monotone.
¢ Enfin dans le cas générdl,s’écrit comme différence de deux fonctions mesurables
positives

Définition 40 (Mesure image) Etant donnéef une application mesurable
d’'un espaceg? mesuré par une mesugedansR muni des boréliens, on note
uf la mesure appelémesure image deu par f définie sur I'ensemble des
boréliens deR par

Il s’agit bien d’'une mesure.

Théoréme 41 (Théoréme de transport)Pour toute fonction mesurable de

R dansR,
/R¢duf=/9¢0fdu

On raméne ainsi les intégrales du typed P a des intégrales s pour la mesure
de Lebesgue ; on n'a pas besoin de connaitre la structype mis seulement les lois.
Démonstration : Le chapitre sur l'intégration permet de comprendre clairement
les notions en jeu. Il s’agit en fait simplement de vérifier la formule dans le cas d'une
fonction caractéristique d'un borélien, puis d’'un le cas d’'une fonction simple (i.e. éta-
gée et mesurable) grace a la linéarité de l'intégrale, puis pour une fonction positive

1Etagée= ne prenant qu’un nombre fini de valeurs
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par passage asup, puis dans le cas général en exprimant une fonction comme diffé-
rence de deux fonctions I'une positive et I'autre négative (utilisation du théoréme de
convergence monotone a la fois pour les fonctions simples tendang etrgour les
fonctions simples tendant ve¢so f).O

Corollaire 42 On peut écrire le méme théoréme avec une fonciale R™
dansR et f de) dansR?.

Démonstration : Méme principe que ci-dessus.

@ Densité de probabilité

Définition 43 Etant donnéX une variable aléatoire , une applicatigh; me-
surable est appelée urtensité de probabilité deX si et seulement si pou
tout borélienE deR P(X~1(E)) = [, fx.

=

Notons que bien sif, fx =1

[ Variance, covariance, lois jointes, densités jointes, fonctions de répartition jointes

Définition 44 (Covariance et variance) Etant donnéeX une variable aléa-
toire , on définit ladéviation de X par X = X — E(X).
Etant donnéesX etY des variables aléatoires dans?, on définit lacova-
riance de X etY par

Cov(X,Y) = E(X.Y)

Etant donnéeX une variable aléatoire dang?, on définit lavariance de X
par
Var(X) =Cov(X, X)

Le produit scalaire de deux variables aléatoiresy etY deL? est I'espérance
de X.Y (comme dans le cadre d’un espat&quelconque), noté X|Y >.
On appellecorrélation entre deux variables aléatoire¥ et Y de norme2

non nulles le réel d¢0, 1] cor(X,Y) = % On appelleangle entre

deux variables aléatoireX etY de norme2 non nulles le réeb appartenant
> _ <X|Y>

a [0, H] tel qUeCOS(Ig) — W N . .

Deux variables aléatoires sont ditaen corréléessi leur covariance est nulle|
On appellematrice de covarianced’un suite fini de variables aléatoires

(X1,..., Xq) lamatrice M définie parM; ; = cov(X;, X;).

Corollaire 45 (Inégalité de Tchébitchev) Pour X variable aléatoire,
P(|X — E(X)| > ¢) < Var(X)/e.

) \oir le théoréme?? sur les polynomes de Bernstein.
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Démonstration : Il suffit d'appliquer le corollaire36 de 'inégalité de Markov a
(X - E(X))%0

La définition de la covariance et de la variance se justifie par le fait qie est
dansL?, alorsX — E(X) aussi, et don¢X — E(X)).(Y — E(Y)) est dansL! par
l'inégalité de Schwartz.
La définition de la corrélation se justifie par I'inégalité de Schwartz.
La corrélation entre deux variables aléatoires est le cosinus de I'angle entre les dévia-
tions de ces variables aléatoires.
Onacov(X,Y) = E(X.Y) — E(X).E(Y) =< X|Y > etvar(X) = E(X?) —
E(X)2.
Si X1, ..., X,, sont des variables aléatoires , alors

var( Z X;) = cov(zi, x;)

i€[l,n] (i,5)€[1,m]?

var( Z X;) = Z var(x;) + Z cov(x;,x;)

i1€[1,n] i€[1,n] (4,)€[1,n]2,i#]
var( Z X)) = Z var(z;) + 2. Z cov(zi, x;)
i€[1,n] i€[1,n] (i,5)€[1,n]?,i<j

Pour plus d’informations vo#t? et plus spécialeme?®.

Théoréme 46 Une propriété fondamentale des variables aléatoires indépendantes)
SoientX etY des variables aléatoires indépendantes appartenait.lors
X.Y estL! et

E(X.Y)=E(X).E(Y)

SoientX etY des variables aléatoires indépendantes appartendift. #lors :
cov(X,Y)=0
var(X +Y) = var(X) + var(y)

Démonstration : On se préoccupe tout d’abord du premier résultat :
e Si X etY sont des fonctions caractéristiques, aldfs= xg etY = xp, et
E(X.Y)= P(xgn~r) = P(E).P(F) par indépendance.
e Si X etY sont des fonctions simples alors ce sont des combinaisons linéaires de
fonctions caractéristiques, donc le résultat est aussi valable.
e Si X etY sont positives, alors ce sont des limites de fonctions simples, donc le ré-
sultat est aussi valable par le théoréme de convergence monotone.
e Dans le cas générak etY s’écrivent comme différences de deux fonctions posi-
tives.
La suite se déduit facilement, au vu des définitions de la covariance et de la vatiance.

Notez bien qu'il n'y a PAS d’erreur dans I'énoncg,etY sont supposées dans
le premier cas appartenanfd, et pas nécéssairemenLa
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Pour cerner plus précisément l'intérét de I'indépendance des variables aléatoires
, on a besoin de définitions supplémentaires utilisant les mesures produits (voir la
parti€?? pour connaitre les bases requises).

Définition 47 Etant donnée<4, ..., X,, des variables aléatoires , on appell
e loi jointe de X;,...,X,, ou simplementoi de Xi,..., X,, I'application

Lx, .. x, qui & un borélienE de R™ associeP(F) avecF = {w €

Q/(Xl(w)v vXn(w)) € E}

o fonction de répartition de X4, ..., X,, I'application qui a(z1, ..., z,,) dans
R™associeLx, .. x, (] — 00, x1], ..., ] — 00, Ty)).

e densité de probabilitéou simplemendensité de probabilitéde X, ..., X,

une applicationf de R™ dansR telle que pour tout boréliedz de R™ on ait

Lx,. . x,(E)=[gf.

11

On note que le théoréme de Fubini permet d’affirmer qu’étant dofi&msité de
probabilité jointe deXy, ..., X, I'application

T - J(@1, e i1, 2, T4 1, o, )
(T15es @i 1, i1 5eeny Ty JERN L

est une densité de probabilité &e.

Théoréme 48 SoientXy, ..., X,, des variables aléatoires . On nolg, la loi
de probabilité deX;, Fx, la fonction de répartition deX;, Lx,, . x, la loi
de probabilité jointe deXy,..., X, Fx, . x, la fonction de répartition de
X1, ... Xy, fx, une densité de probabilité d€;, fx, .. x, une densité de prot
babilité deX, ...X,,.
Alors

yeery

X1,..., X, sont indépendantes<—-

Ixpoxn (@1, xn) = fx, (1) X ... X fx,, (zn)presque partout

Démonstration : AdmiseO
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Proposition 49 (Egalité de Bienaymé)Si lesX; sont deux a deux non corré
Iées (par exemples indépendantes), alors

Var(i X;) = i Var(X;)
i=1 i=1

Démonstration :

Var(z X;)

= E((Z Xi— E(Z Xi))?)
= B((}_Xi - B(X:)*)

= Y E((X;-E(X)).X; - E(X))))
(i.d)€l,m)?

La preuve est complétel.

Corollaire 50 (Inégalité de Bienaymeé-Tcheébitchev)Si les (X;);c1,,) Sont
deux & deux indépendantes, pous 0,
> Var(X;)

P(IEZ:XﬁE(Xi)I > 1) < S

) On peut par exemple voit.12.5
Démonstration : Il suffit de combiner 'inégalité de Tchébitchev et I'égalité de
Bienayméa

2.4 Somme de variables aléatoires et transformée de
Fourier

Définition 51 (Produit de convolution) On appelleproduit de convolution
de deux lois de probabilités indépendanfe et PY surR la loi PX x PY
sur R définie par

(P P)E) = [

E

( /E dPY (z — y))dP¥ ()
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Proposition 52 (Propriétés fondamentales du produit de convolution)Si
X etY sont deux variables aléatoires réelles indépendantes deRdiset
pPY .

elLaloideX + Y estPX x PY

o PX x PY = pY 5 pX

e Pour toute fonction mesurablédeR dansR,

/]R F(@).d(PX « PY)(2)

= [([ @+ wir wyir* @

Démonstration :

PXTY(E) = PXY (som(X,Y) € E)

avecsom : (z,y) — x +y

- /Q /Q X (Y (@) + X () duzdoy

://XE(Y(wl)—i—X(wz))dPXdPY
RJR

Et le premier point en découle ; le deuxiéme point découle de la commutativité de I'ad-
dition, et le troisiéme point est une application immédiate du théoréme de trafisport.

Proposition 53 (Liste de propriétés du produit de convolution) On se
donneX, Y etZ des variables aléatoires réelles Bt*, P¥ et PZ leurs lois.
e Le produit de convolution de la Id?X par une masse de Dirac situéen0
estlaloi PX elle-méme.

e Le produit de convolution d®X par une masse de Dirac située erest la
loi de X + x.

e Le produit de convolution est commutatif, associatif.

e Le produit de convolution est distributif, en un sens bien précis ; paians
[0,1],0ona:

PX x (t.PY +(1 —t).P?)=t.P* « PV + (1 —t).P* x P¥

aUne masse de Dirac el est une mesuré, telle qued,(E) = 1siz € Eetdz(E) =0
sinon.

Démonstration :
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de probabilitéa

Définition 54 (Fonction caractéristique) SoitX une variable aléatoire a va
leurs dansR¢. On appellgfonction caractéristique de X la fonction

¢~ :RY - R?

définie par _
QZ)X(t) — E(ez<t,X>)

Les adeptes auront reconnu une transformée de Fourier.

Proposition 55 e ¢X () = [o. cos(< t,x >)dP* (z) +i. [pa sin(< t,z >
)dPY (y)

*¢¥X(0)=1

* ¢X est a valeurs dans le disque unité ferméte

o X = ¢Y implique PX = PY.

Démonstration :

Point par point :

o Par définition !

e Clair!

e Grace al'inégalité de Jensen (vEir).

e Ce point, délicat, sera ici adnis.

Quelques exemples de fonctions caractéristiques :

- Si PX est un dirac em, alors¢™ (t) = e!<t-v>,

- Etant donnéX une variable aléatoire a valeurs dar§ M une matrice de type
(d,d), etC un vecteur danR?, avecY = M.X + C, on a

¢>Y(t) _ E(ei<t,Y>)
_ E(ei<t,MX>+i<t,C>)
— ei<t’c>.E(ei<t’MX>)
_ €i<t,C>'E(ei<X,"Mt>)
_ ei<t,C>_¢X (tMt)

- On trouvera d’autres exemples dans la pattie

Théoréme 56 (Formule d’inversion de Fourier) On suppose queX, fonc-
tion caractéristique de la variable aléatoi®, est intégrable. Alors{ admet
une densité continue bornge’, et on a

1

fX(JZ) _ (2H)d /Rd €7i<t’x>¢x(t).dt
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Démonstration : On se réfere a la partie consacrée aux séries de Fourier, ou I'on
trouvera d'ailleurs de nombreux résultats complémentaires...

Définition 57 On appellemoment d'ordre k de la variable aléatoireX a
valeurs danR I'espérance deX*. On appellenoment centré d’ordre k de
la variable aléatoireX a valeurs dan® I'espérance dé.X — E(X))k.

Le résultat suivant est donné sans preuve.

Proposition 58 Deux variables aléatoires bornées ayant les mémes moments
a tous ordres sont égales.

2.5 Probabilités conditionnelles
Cette partie sera indispensable pour bien comprendre la partie sur les martingales

(2.6). Les démonstrations, souvent abstraites et difficiles, seront laissés de c6té. FLEM-
MARD

2.6 Martingales

Définition 59 On appelleespace filtré un quadruplet(2, F, (F,)nen, P)
avec(Q, F, P) triplet de probabilité, e{ F,,),en unefiltration , c’est a dire
une suite croissantes @ealgebres incluses dans.

On appelleprocessus adapté a un espace filtréne suite(X,,),cn de va-
riables aléatoires a valeurs dafstelles que

Vn € NX,, estF,,-mesurable

On appelleprocessus prévisible(relativement a un espace filtré) une sujte
(X,)n>0 de variables aléatoires a valeurs daRstelles que pour tout > 0
C,, estF,,_1-mesurable.

On appelletemps d'arrét une application d&) dansN telle que pour tout
{w/T(w) < n} appartient &F,.

On appelleprocessus prévisibleassocié a un temps d’arrét le processus pré-
visibleC tel queC,,(w) est égal & sin < T(w) et égal a0 sinon.

Etant donnésX un processus & un temps d’arrét, on not& ” le processus
X stoppé a l'instant 7" défini par X! (w) = Xonin(r(w),n) (@)-

Etant donnés un processus prévisibleet une martingaleX, on note(C e
X)n = Z;L:l OZ(XL — Xi—l) pourn > 1.

Un processus”' est ditborné si il existe K tel que pour toutr et toutw,
|Cp(w)| est majoré park’.
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\ —

ﬁ\ En fait 'espace filtré représente les connaissance disponibles a l'instant
n € N, dans un espace a temps discret ; c’est-a-dire qu’une fonctidf,estesurable
a condition qu’elle puisse étre connue a I'instanEnsuite le fait qu’un processus soit
adapté, signifie simplement que la valeurg(w) est connue al'instant. Un proces-
sus preévisible est en fait un processus déterminé a I'avance, ie le processus a l'instant
n est connu deés l'instant — 1. Un processus prévisible sera notamment usuellement
une stratégie élaborée par un joueur, qui peut donc agir en fonction de ce qui a déja eu
lieu, la stratégie étant supposée déterministe. Un temps d’arrét est en fait une facon de
décider un instant, sachant que la décision d’'un instant ne peut étre faite qu’en fonction
des événements antérieufs. e X),, représente le total des gains a l'instant’,, re-
présentant la mise, &f,, — X,,_; le gain avant multiplication par la mise. Le processus
prévisible associé a un temps d’arrét est en fait une fagon de jouer ou I'on ne choisit
pas la mise, mais pour laquelle on peut choisir le moment ou le jeu s'arréte.

On verra un temps d’arrét sympathique et un processus stoppé sympathiques
en partie2.12.10

Définition 60 Un processus adapt& est unemartingale si pour toutn X,
estL! ET si pour toutn I'espérance conditionnell®(X,,|F,_1) est égale &
Xn 1

Un processus adapt® est unesurmartingale si pour toutn. X,, estL! ET si
pour toutn I'espérance conditionnell&(X,,|F, 1) est<a X" 1,

Un processus adapt® est unesous-martingalesi pour toutn X,, estL' ET
si pour toutn I'espérance conditionnell&(X,,|F,_1) est< a X"~ L.

\ |

\ —

ﬁ\ On comprend bien ce que signifie le fait gifg soit L' ; la condition sur
I'espérance conditionnelle, signifie, elle, simplement que la moyenig,deoutes les
informations étant connues jusqu’a I'étape- 1, est égale &’,,_;. C'est a dire que si
I'on fixe lesn — 1 premiéeres étapes, faieme est centrée (a sa moyenne) sur I'étape
n — 1.

\ |

(NS

) En voyantX,, comme le gain & un jeu jusqu’a linstantinclus, une
surmartingale est un jeu ou en moyenne on perd, une sous-martingale un jeu ou en
moyenne on gagne.

Proposition 61 Si X est une surmartingale; X est une sous-martingale.
X est une surmartingale si et seulementXsiest une surmartingale et un
sous-martingale.

0]

Exemple 62 On aura souvent comme filtratiah, = o(Wy, ..., W,,) (c-algébre en-
gendrée patvy, ..., W,), etX, = f,(Wy,...,W,) avecf, mesurable d®" dans
R comme processus adapté.

Exemple 63 Soit(X,, ),cn des variables aléatoires indépendantésd’espérance nulle
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On définits,, = Zie[o,n] Y;. La filtration choisie est définie par¥,, est lac-algébre
engendrée pafXo, ..., X,). Alors S,, est une martingale.

AvecX,; = %61 + %6,1, variable aléatoire a valeurs dans-1,1} (équirépartie
sur ces deux valeurs), on a unerche aléatoire surZ.

On peut aussi prendre des variables aléatoiféspositives, d’espérancg indé-
pendantes, pouk, et définirIl,, le produit desX; pouri < n. La filtration se définit
comme dans le cas ci-dessus.

Théoreme 64 (On peut pas gagner si on a un porte-monnaie finig Si C
est un processus prévisible et boregpositifet si X est une surmartingale,
une sous-martingale, une martingale (respectivement), &tdre X) est une
surmartingale, une sous-martingale, une martingale.

e SiC est un processus prévisible et boetéX une martingale, alorg’ ¢ X
est une martingale.

Démonstration : En utilisant les propriétés de I'espérance conditionnelle,
E((C i X)n - (O i X)n—1|fn—1 = CnE(X’rL - Xn—l‘f:n—l) =

Cn(E(anj:nfl) - E(anl‘]:nfl)) = Cn(E(Xn|-7:n71) - anh

d’'ou les résultats en appliquant les définitions des martingales, des surmartingales,d es
sousmartingales.

Corollaire 65 Si X est une surmartingale, & un temps d’arrét, alors le pro
cessus stopp& ' est une surmartingale €f(Xr-) < E(X;). Si X est une
martingale, etl’ un temps d’arrét, alors le processus stoppé est une mar-
tingale etE(X =) = E(Xo).

Le résultat suivant provient de ] :

Théoreme 66 (Théoreme d’arrét éventuel de Dooboit 7" un temps d’ar-
rét etX une surmartingale, alors si I'une des conditions suivantes est vérifiée :
¢ IN/VWT'(w) < N

e 3K /V(w,n)| X, (w)| < K et pour presque tout T est fini.
e B(T) < 0 etdK/V(n,w)|Xp(w) — Xpn_1(w)| < K

on peut conclure qu& (Xr) < E(Xj)

Démonstration : Application facile des résultats ci-dessus, en utilisant la conver-
gence dominée de Lebesgeedans le troisieme casl
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2.7 Processus stochastique. Processus de Markov

Définition 67 On dit qu’une suit€ X,,),,en de variables aléatoires & valeurs
dans un ensemblE au plus dénombrable muni dedaalgebre P(E) est une
chaine de MarkovdansE espace des étatsi pour tout(i, . . ., i,,) Suite finie
d’élements de’ telle queP(Xo = ip A X1 = i1 A= AXp—1 = ip_1) >0,

P(X, = in|Xo = i0AX1 = i1 A AXp_q = in_1) = P(Xp = in|Xp_1 =

in—l)-

La chaine de Markov est ditomogenesi pour toutn P(X,,+1 = j| X, = 1)

est indépendant de tel queP(X,, = i) > 0.

On appellematrice stochastiqueune application) de E? dans|0, 1] telle
gue pour tout Z?:O M, ; = 1. Lamatrice stochastique dite aussimatrice

de transition, associée a une chaine de Markov homogeéte que pour tout
1 danskF il existen tel que P(X,, = i) > 0 2 est la matriceM définie par
M, ; = P(Xpq1 = j| X5 =1).

aCas auquel on peut toujours se ramener, en restreignant

\ |

\ —

ﬁ\ Cela signifie simplement que I'état a I'instan{ie X,,) ne dépend que de
I'état a l'instantz,,_; et pas des états aux instants antérieurs. La chaine est homogéne
si les changements d’états ne dépendent que de I'état, et pas de la date. Dans beaucoup
de modélisations, la chaine est homogéne.

Les marches aléatoires, définies dans la parfiesont des exemples de chaines de
Markov.

Remarquons I'égalité de Chapman-Kolmogoro¥ (X,,,+, = j|Xo = i) =
Shen P(Xm = j|Xo = k)P(X, = k| Xo = 1)

Notons que les produits de matrices stochastiques, définis comme généralisation du
produit usuel de matrice pad N = P avecP; ; =, . M; x Ny ;, sont bien définis
et sont encore des matrices stochastiques. On remarque aussi que :

Proposition 68 Si X est un processus de Markov de matrice de transififn
a

o P(Xo =igAX1 =1 AXp = i) = P(Xo = i0) My, Mi, iy - M, _, 4,
o P(Xy =1i) =3 ;cp(P"))

aCeci impliquant queX est une chaine de Markov homogene et que pour tdansE il existe
ntel queP(X,, = i) > 0.

FLEMMARD

2.8 Zoologie des lois de probabilité

2.8.1 Lois normales
FLEMMARD
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2.8.2 Loide Bernoulli

Proposition 69 (Loi de Bernouilli) e Paramétre :B(p) a pour paramétre €
0, 1]

e A valeurs dang0, 1}

eloi: P(X=1)=p& P(X=0)=1—p

e Espérance p

e Variance :p.(1 — p)

e Fonction caractéristique ¢(t) = 1 — p + p.e®t

e Intuition : pile ou face sp = % pile ou face "biaisé" sinon

2.8.3 Loi binomiale et multinomiale

o Loi binomiale

Proposition 70 (Loi binomiale) e Paramétres :B(n, p) a pour paramétres.
dansN etp € [0, 1]

e Avaleurs dan§0,1,2,...,n}

eLoi: P(X =k)=Ckp*(1—p)"~Fsik €[0,n] et P(X =k) = 0sinon
e Espérance n.p

e Variance :n.p.(1 — p)

e Fonction caractéristique ¢(t) = (1 — p + p.e*)"

e Intuition : somme de: lois de Bernoullis de méme paramétre

e Signe particulier : la somme de deux variables aléatoires lois binomiales
B(ni,p) et B(nz, p) est une variable aléatoire de 1@ (n; + ns, p) (les deux
lois binomiales en question etant supposées indépendantes!). On peut de la
méme maniére sommer un nombre quelconque de lois binomiales (conformé-
ment a l'intuition ci-dessus d'ailleurs).

e Cas particulier :B(1,p) = B(p), loi de Bernoulli.

e Cas limite : Silim,—oon.p, = A, alors B(n,p,) converge en loi vers
une variable aléatoire de loi de Poissd(\). Noter que seul le produit.p,,
compte pour ce passage a la limite ; d’ou I'additivité des lois de Poisson guel
gue soient leurs parametres.

32



© Loi géométrique

Proposition 71 (Loi géométrique) e Paramétre :G(p) a un parametrep €
10,1]

e A valeurs dang

eloi: P(X =k)=p.(1-p)k

* Espérance ==~

e Variance :119;2”

e Fonction caractéristique (—'— )" FLEMMARD

e Intuition : on tire au sort jusqu’a ce que I'on gagne, sachant qu'a chaque
étape on a une probabilité de gagner. Le nombre d’échecs avant la premigre
victoire suit une loi géométrié'(p).

© loi binomiale négative

Proposition 72 (Loi binomiale négative) ¢ Paramétres :B~ (n,p) a deux
parametres: € N etp €]0, 1]

e A valeurs dan§¥

eloi: P(X =k)=Cl i p".(1— p)* pour toutk € N

« Espérance n. -2

e Variance :n. 152

» Fonction caractéristique ¢(t) = (=L )" FLEMMARD
e Intuition : c’est un peu comme une série géométrique, a part que I'on attend
d’avoir gagnén fois ; on compte le nombre d’échecs.

e Cas limite : B~ (1,p) = G(p)

o Loi multinomiale

Proposition 73 (Loi multinomiale) e Parametre : M(n,p1,p2,...,pq) @
pour paramétres: € N et (pi, ..., pa) € [0,1]¢ avecy " p; =1

e Avaleurs(ny, ...,nq) € [0,n)%, avecy " n; = n

e Loi: P(X = (n1,...,n4)) = #}W Si Zle n; = n et0 sinon

e Espérance (n.p1,n.pa, ..., n.pq)

o Matrice de covariance M; ; = —n.p;.p; Sit # j, M; ; = n.p;.(1 — p;)

¢ Fonction caractéristique ¢(t) = FLEMMARD

e Intuition : on tire au sortn fois un nombre entier entre et d, et lai-ieme
composante représente le nombre de fois que I'on a tiré I'entier
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2.8.4 Loide Poisson

Proposition 74 (Loi de Poisson)e Parametre /P (\) a pour parametre\ € R
e A valeurs dan\

eLoi: P(X = k) = e 20

e Espérance A

e Variance : )\ v

e Fonction caractéristique ¢ (t) = ("1

e Intuition : cas limite de la loi binomiale (voir parti2.8.3

e Signe particulier : la somme de deux variables aléatoires de lois de Poisson
P(A) et’P(u) est une variable aléatoire de loi de PoissPOA + 1).
e Cas limite : SiX suit une loiP()), alors % converge en loi vers une lgi

normaleN (0, 1) quand\ tend verstoo.

2.8.5 Loi hypergéométrique

Proposition 75 (Loi hypergéométrique) e Parameétre : H(N,n,p) a pour
paramétresN un entier,n un entier< N, et p de la formeq/N avec
q€{0,1,..,N}.

e Avaleurs dang0, 1, ...,n}

k n—k
eloi: P(X =k) = %g“*” si k est supérieur ou égal G et an —
N.(1 — p) etinférieur ou égal & et a N.p.
e Espérance n.p (indépendante dé&/ !)
e Variance : 5=2 .n.p.(1 — p)
e Fonction caractéristique : FLEMMARD
e Intuition : une urne contientV boules, dont une proportiop de boules
noires. On tiren boules; la loi hypergéométriqu# (IV, n, p) décrit le com-
portement du nombre de boules noires tirées.
e Cas limite : une suite de variables aléatoires suivant une loi hypergéomé-
trique H(N,n,p) converge en loi quandV — oo vers une loi binomiale
B(n,p) (logique intuitivement!).

FLEMMARD + illustration en matlab d’une au moins de ces fonctions (toutes les
caracs.)
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2.9 Loides grands nombres

FLEMMARD

Exemple Matlab : texte du programme Ign.m

function f = Ign(ij,n,p)
x=rbeta([p,n],i,j);

m=cumsum(x’)’.*(ones([1,p])'*(1./(1:n)));

m=[m;((i/(i+}))*ones([1,n])];

plot(m’);

xlabel(sprintf(Convergence de %d moyennes de k vas

beta(%d,%d) vers I"esperance pour k dans
1,%d’,p,i,j,n));

Le résultat se trouve en figugel

0.7

05 b

0.4 N

Ly
03 B

0.2 N

0.1 b

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Convergence de 5 moyennes de k vas beta(1,2) vers I'esperance pour k dans 1,500

FIG. 2.1 — Loi des grands hombres
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2.10 Théoréme central limite

FLEMMARD citer comme application les grandes déviations et d’autres trucs. On
donne ici deux exemples d'illustration, I'un en matlab, I'autre en Maple.

Exemple Matlab : texte du programme tcl.m

function f = tcl(i,j,n,p,nb,step,A)
N=n/step;
x=sum(rbeta([p,N,stepl.i,j),3);
E=step*i/(i+j);
sigma=(i*j/((i+j+1)*(i+j)"2))*step;
m=(cumsum(x’)’.*(ones([1,p])*(1./(1:N)))-E)/sqrt(sigma);
rf=pnorm(-A:2*A/nb:A,0,1);
index=cumsum(ones([1,nb])/(nb+2));
for k=1:N,
vecteur=(m(:,k))*sqrt(k);
e=quantile(vecteur,index);
plot(-A:2*A/nb:A,rf,e,index);
xlabel(sprintfCFonction de repartition de la moyenne de
%d vas beta(%d,%d)’ k*step,i,));
if (k ~= N)
sprintfCAppuyez sur une touche pour la
suite’), pause;
end
end;
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L'intérét de cet exemple (notamment par rapport a l'illustration suivante en Maple)
est le fait qu’ici on montre la convergence simple de la fonction de répartition, alors
gue la convergence illustrée en examinant des histogrammes est moins directement liée
au théoréme central limite. Je n’ai pas représenté la figure obtenue car il s’agit d'une
séquence, qu’on ne peut rendre sur papier sans occuper une place abusive...

| Exemple Maple |

> restart;with(stats);

anova, describe, fit, importdata, random, statevalf, statplots, transform)|

> unif:= i -> random[uniform[0,1]](i);

unif := mndomumfwmoy .
> normale:= i -> random[normald[0,1]](i);

normale := randomnormaid,
> fitfleastsquare[[x,y,z], z=d*x*y+e*x"2+f*y"2+a*x+b*y+c,
{a,b,C,d,e,f }]]([[1511112;2121313!3]’[1'2’3’1’2’3'1’2’3]’
[2,4,6,9,12,16,12,13,14]));

1 28 5 1, 125 5 160
z=——xy— —a° + = — s+ -y— —
2%V ™% 6V "6 2Y "

> with(statplots);histogram([normale(50)],[normale(200)],
[normale(800)],[normale(6400)],numbars=40,area=1);

[bozplot, histogram, scatterplot, xscale, zshift, zyexchange, zzexchange, yscale, yshift,
yzexchange, zscale, zshift]

2.11 Inégalité de Cramer-Chernoff, grandes déviations

On pourra consulter le livrelf], lecture 16, avec profit. Une application possible
des grandes déviations est illustrée2et2.5
FLEMMARD

Le programme suivant illustre le résultat prédit par le résultat FLEMMARD ci-
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FiG. 2.2 — Théoréme central limite : convergence vers la loi normale.

dessus.

Exemple Matlab : texte du programme gd.m

function f = gd(i,j,n,p,c,astuce)

x=mean(rbeta([p,n,astucel,i,j),3);
M=(abs(cumsum(x’)’.*(ones([1,p])*(1./(1:n)))-i/(i+))));
m(1,:)=mean(M>c);

m(2,:)=mean(M>2*c);

m(3,:)=mean(M>3*c);

m(4,:)=mean(M>4*c);

m=(log(m))/astuce;

plot(m’);

title(sprintf('1/k log de la proportion des %d moyennes
\' '\ \ de k vas beta(%d,%d) a distance > %g x 1:4 de
\ \ \ |"esperance pour k dans 1,%d’,p,i,j,c,n*astuce));
text(n/2,m(1,floor(n/2)),sprintf('%g’,c));
text(n/2,m(2,floor(n/2)),sprintf(%g’,2*c));
text(n/2,m(3,floor(n/2)),sprintf(%g’,3*c));
text(n/2,m(4,floor(n/2)),sprintf(%g’,4*c));

Le résultat est illustré en figur.3; il faut noter le fait que la courbe est bien
linéaire.
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1/k log de la proportion des 2000 moyennes de k vas beta(1,1) a distance > 0.0025 x 1:4 de I'esperance pour k dans 1,90C
0.005 T T T T T

-0.005[

-0.01-

-0.015[

-0.021

-0.025(

-0.03f

-0.035(

-0.04

FiG. 2.3 — Grandes déviations

2.12 Applications des probabilités

2.12.1 Liste d’exemples simples
@ Les singes tapant Shakespeare

On noteSK la concaténation de toutes les ceuvres de Shakespeare. Un singe est
placé devant une machine a écrire ; il tape un caractére par seconde, chaque caractere
ayant une probabilité- 0 d'étre tapé a la seconde
— la probabilité pour que le singe tapé< une infinité de fois est

Démonstration : Par le deuxiéme lemme de Borel-Cantéalli.

Sila suite de caractéres dés” est désigné pdtu, )1, alors la probabilité pour
queSK soit tapé au moin fois en temps” est FLEMMARDO

Démonstration : FLEMMARDO

2.12.2 Application des probabilités au calcul d’intégrales

On se donne une fonctiof L! de [0, 1] dansR. On va chercher a calculer I'inté-
gralel de f sur[0, 1].

I est I'espérance dg, vue comme variable aléatoire. Donc par I'inégalité de Tche-
bitchev, on peut écrire que

P(|% > f(Xi)—1I| <€) < FLEMMARD
=1
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avec lesX; des variables aléatoires identiguement distribuées uniformés, gl

2.12.3 ABRACADABRA : application des martingales

Le résultat suivant est extrait d&1]] (en tant qu’exercice non corrigé) :

Proposition 76 SoitT la variable aléatoire égale au temps (en secondes) pen-
dant lequel un singe tape sur une machine a écrire une lettre au hasard par
seconde jusqu’a obtenir la suite "ABRACADABRA", chaque lettre ayant une
probabilité 1/26 d'étre tirée au sort & chaque seconde.
Alors E(T) = 26 4 26* + 1.

Démonstration : On imagine qu’'un nouveau joueur intervient a chaque seconde
n € [0,T], et parie sur la prochaine lettre fournie par le singe. Il mise un franelsur
et gagne26 francs s'il a raison. A la seconde suivante (alors méme qu’un autre joueur
arrive), s'il a perdu il arréte de jouer, et s'il a gagné il remise tout ce qu’il a gagné sur
B, gagnang6? francs s'il gagne, et perda®é francs s'il perd. Il continue ainsi jusqu’a
gagner26'! francs avec le mot complet ABRACADABRA ou jusqu’a perdre.

Il est clair que le gain total de 'ensemble des joueurs est une martingale (par le
théorémes4), et que donc par le théoreme d’arrét éventuel de D&a@p germet de
conclure que I'espérance est nulle. On en déduit le résultat démandé en constatant que
les pertes sont égalesTa— 26'' — 26* — 26 (examiner les joueurs encore en jeu a
linstantT’).00

2.12.4 Application au calcul de la longueur d’'une courbe
FLEMMARD

2.12.5 Application a I'évaluation de la perte de précision dans un
algorithme

On peut utiliser ici des résultats divers concernant la limite d’'une somme de va-
riables aléatoires identiquement distribuées; grandes déviations, théoréme central li-
mite, inégalité de Bienaymé-Tchébytche¥ FLEMMARD...

On suppose qu’un programme effectue un calcul et qu’'a chaque étape on ajoute
un nombre, et que la perte de précision est la valeur absolue de la somme de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées.

A chaque étape, on a un, représentant la valeur obtenue aprés-iéme calcul,
et X,, la différence entre,,,, et f(u,) la valeur que I'on obtiendrait si I'ordinateur
avait une preécision infinie & cette étape.

C’est-a-dire ques,, représentant la somme d&$ pour: variant del an, les X;
étant des variables aléatoires identiquement distribuées , en supposant que I'espérance
de X; est nulle, on a les résultats suivants :

e F(S,) =0
e Par I'inégalité de Bienaymé-Tchébitchey, si la variancerést oo : P(|S,| >
2
O

e Par le théoréeme central limite,

P(|S,] > ev/no) —n oo 2P(N > ¢)
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avec N variable aléatoire de loi normal® (0, 1) (ceci permet donc la construction
d’intervalles de confiance).
e Par les résultats sur les grandes déviations,

P(]Sy,| > cn)

avecc positif décroit exponentiellement en

2.12.6 Application des probabilités & la géométrie euclidienne

Soient(x;);c(1,4 Une famille ded vecteurs dé&R<.

On se donnép; );c(1,q) Une famille de réels dari8, 1].

Définissonse = ). p;.;.

Montrons qu'il existe(e; )1, une famille ded éléments dg0, 1} tels quefjw —

i€l <4/ ieng i /2.

On définit(X7, ..., X4) un vecteur aléatoire de loi
P(X = (z1,...,zq)) = Wiepy apf* (1 — pi) '™
pour (1, ...,z4) € {0,1}4
(c’est a dire, intuitivement, que la probabilité poiy d'étre égal al estp;, et que
les composantes sont indépendantes)

eton définitX = Y X, .z;; X est un vecteur aléatoire.
Calculons I'espérance deX — w]|*.

E(|1X —wl®)

:E( Z (Xl—pz)(XJ—p])<u“uj >)
(i,5)€1,d]?

d
= Z il *pi.(1 — pi)
=1
d
2
= Jlui|?/4
i=1
D’ou le résultata

2.12.7 Probabilité pour que le rapport de #piles/(#piles+#faces) tende
vers !
2

FLEMMARD

2.12.8 Proportion de diviseurs dex dans|1, i]

Ce résultat est extrait de][

Définition 77 On noteu(n) le nombre de diviseurs premiers gde
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Soit u,, une suite tendant versoo. On définitEX 'ensemble des € [1,n] tels
que

|£(i) — log(log(n))| est supérieur ou égal&n)+/In(ln(n)) Alors I'objectif va
étre de prouver que :

limy oo Zol = 0

Lintérét sera de prendre alotgn) = +/In(In(n)), et on arrivera a la conclusion
que la proportion d’entiers tels queu(i)/in(in(i)) soit plus loin del quee tendra
vers( pourn — oo.

Montrons donc notre résultat.

e Pour cela on considére les lois de probabilitésob,,) a valeurs dan8* pour
n € N, définie paprob,, (i) = 1/n sii < n et0 sinon.

e On définit ensuitdiv(p, n), application de? xN* dans{0, 1}, avecP I'ensemble
des nombres premiers, avé (p,n) = 1 sip|n et0 sinon.

e On constate que(n) =, p(div(p,n)).

e On constate aussi ngnﬁ = prob, (| — In(In(n))| > a(n).In(in(n)))

e Déterminons maintenant I'espérancedde(p, .), pour la probabilitérob,, .

E(div(p,.)) = |n/p]/n=1/p+O(1/n)

e On détermine maintenant I'espérance deelle est somme des espérances des
div(p, .), or le théoréme des nombres premiers FLEMMARD affirme que

Z 1/p = In(ln(n)) + o(1)

pourn — 0o
Donc toujours pouprob,,

E(pw = > 1/p+0(1/n)
pePAp<n
= In(ln(n)) + o(1)

e Déterminons maintenant la variancedle(p, .).
Var(div(p,.)) = E((div(p,.) - E(div(p,.))*)

= E((div(p, ) — 1/p + O(1/n))?
1p-1 —11
- P L oa/m)
p P p P
_2(-1)
e
e Déterminons maintenant la covariancedde(p, .) etdiv(q, .)

Cov(div(p,.),div(q,.)) = E(div(p,.).div(g,.)) — E(div(p,.))E(div(g,.))
_ In/pa] _ [n/p] [n/4]

n n n

< piq — (p—1/n).(¢—1/n)
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1
< _(A/p+1/q)
e On peut donc maintenant calculer la variance:de

Var(u) = Z Var(div(p,.))

pePAp<n

+2 Z Cov(div(p,.),div(g,.))

(p,9)€P?Ap,g<n
<In(ln(n)) + O(1)
e On peut alors appliquer 'inégalité de Tchebitchev :

Var(u)
t2

prob,((X — E(x))? > t?) <

donc
prob,(|X — In(in(n))| > ty/In(in(n))) < 1/t

La preuve est ainsi completa!

2.12.9 Processus de branchement

Je suis ici la démarche du chapitrele [21], qui m’a semblé la plus intuitive ; on
trouvera des résultats similaires dan§]| et des prolongements et illustrations dans
d’autres livres cités par Williams dans]] ; Feller, Ross.

On se donne une variable aléatoiXea valeurs dan8l. Intuitivement, X corres-
pond au nombre d’enfants d’'un animal donné.

On suppose que(X = 0) > 0.

On notef la fonction génératricede X, c’est-a-dire

f(0) =E©®X)=>_ P(X =k)o"
k>0

On considére une suite double de variables aléatoires identiquement distribuées
Xn,m toutes distribuées comnie.

On définitZy = 1,etZ,.1 = Zie[l,Zn] Xnm-

On notef,, lafonction génératricede Z,,, c’est-a-diref,, () = E(0%) = >, -, P(Z, =
k)oF.

Intuitivement,Z,, est le nombre d’individus d’une espéce a l'instantescendant
d’un méme individu, qui est seul a l'instant= 0 (puisqueZ, = 1).

On définit ausslI la probabilité d’extinction, définie pdl = P(3n/Z, = 0), et
I1,, la probabilité d’extinction avant I'instant, définie padl,, = P(Z,, = 0).

Lemme 78 Pour ¢ dans|0, 1]
fn(theta) = f™(0)
c’est-a-dire, par définition d¢™ (),

=fofoof
—_—

n fois
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Démonstration :
Le casn = 0 est clair,n = 1 aussi, on procéde ensuite par récurrence; il suffit

donc de montrer qué,+1(6) = f.(f(9)).
Or,

Fusa (0) = B(6%)
= E(B(™12,))

par les propriétés de I'espérance conditionnelle,
Or
E(GZ"+1|Z7,, — k) _ E(exn,1+Xn,2+'“+Xn,k)

=1, B(0,,) = B(0X)*

vu l'indépendance desX»m

= f(O)"

FrNO0) = B(07+1|Z,) =Y E(07" | Zy = k)P(Zy = k) = fa(f(0))
k

D’ou le résultatd

Théoréme 79 Si E(X) > 1 alors la probabilité d’extinctiorlI est I'unique
racine de I'équatiorl = f(II) située entré et1 strictement, et sinofd] = 1.

Démonstration :
7 = limsup,, m,, par le théoréme de convergence monotene
Par le lemmé&8, m,, = f(m,—1). Par continuité d¢, = = f(m).
Il ne reste plus qu’a considérer le graphefdeonvexe, croissante, vérifiafit0) >
0, pour conclure. JFLEMMARD faire un dessin
FLEMMARD on peut dire plus de choses sur les processus (i ?) de branchement

2.12.10 Calcul de surface minimale

On se donne un compadf de R?, et §K son contour. On suppose donnée une
fonction g définie surd K. Soit F I'ensemble des applications d€ dansR. Chaque
f appartenant & définit une surface, 'ensemble dé&e, vy, f(z,y)/(z,y) € K}.
On cherche parmk la fonction définissant la surface minimale. On admet le fait que
la fonction vérifiant cette propriété est celle dont le laplacien est nulle, et qu’elle est
unique. On va s'intéresser ici & une méthode probabiliste résolvant le probleme discré-
tisé. On pourrait bien s(r s’attaquer a un probleme plus général, mais par simplicité de
notations on considérera qéé = [0, n)?, et on s'intéressera seulement aux points de
coordonnées entiéres @& La fonctiong peut-étre quelconque ; on s’intéressera pour
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nos représentations schématiques a la fonction définie ci-dessous, front.m :

Exemple Matlab : front.m

function f=front(x,y)

a=abs(x-round(x));
b=abs(y-round(y));

if (a<b) f=1; else f=0; end;

Pour résoudre le probléme, on calcule séparément les valeufseddes diffé-
rents points de coordonnées entieregdeConsidérons par exemplé, j) € [0, n]?.
On considére alors le processus de MarkaV*)),, ayantK pour espace des états,
partant de(i, j), et effectuant une marche aléatoire simple Kufie les 4 directions
sont équiprobables). On définit un temps d’afifétgal au nombre d’étapes avant que
la marche aléatoire atteigrds, ie une abscisse ou une ordonnée égdleoa n, ce
qui a une probabilitd d’'arriver. On considére alorg € E définie parf(i,j) =
E(g((X9)r)).

Il est clair que I'applicationf ainsi définie vérifie biem\f = 0. Le programme
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matlab correspondant est le suivant :

Exemple Matlab : lapla.m

function v=lapla(n,e)
u=zeros(n+1,n+1);

for i=0:n,

for j=0:n,

disp(sprintf('%g %9%’,(i*(n+1)+j)*100/((n+1)*(n+1))))
nb=0;

t=0;

err=[J;

while ((2*t > e )|(nb<30))

a=i;

b=j;
while((a<n)&(a>0)&(b>0)&(b<n))
switch(floor(rand*4))

case O

a=a+l;

case 1

a=a-1,

case 2

b=b+1,;

case 3

b=b-1,;

end;

end;

a=a/n; b=b/n; nb=nb+1; err=[err front(a,b)];
if (nb>1) t=std(err)/sqrt(nb-1); end;
end;

u(i+1,j+1)=mean(err);

end;

end;

surfl(u)

shading interp

colormap autumn

V=U;

On pourra regretter que les pourcentages affichés pendant le calcul ne sont pas les
pourcentages du temps de calcul, mais les pourcentages du nombre de points calculés.
La figure obtenue par "lapla(10,0.05)" €56, a gauche. En remplacant la fonction
"front.m" par "cos(4*atan((x-0.5)/(y-0.5)))", on obtient la figue, a droite.
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FIG. 2.4 — Approximation de surface minimale obtenue par "lapla.m".
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FIG. 2.5 — Approximation de surface minimale obtenue par "lapla.m".
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Chapitre 3

Statistique

3.1 Quelques notions élémentaires
3.1.1 Deéfinitions

Définition 80 On appellemoyenne arithmétique de n entiers xy,...,x,, la

guantité Zﬂ% On l'appelle aussimoyennetout court lorsqu’il n'y a
pas de risque de confusion, et on la note

Définition 81 On appellemoyenne géométriquede n entiers z1,...,x, la

quantité /11, ;.

Définition 82 On appelle moyenne harmonique des z; l'inverse de la
moyenne arithmétique des inverses dgs

Définition 83 On appellemoyenne quadratiquedesx; la racine carrée de
la moyenne arithmétique des carrés degs

un élément: tel que la mesure déy/y > =} est égale a la mesure dg/y <
x}. Cette notion est définie lorsque la mesure est finie.
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Définition 85 On appelleeffectif cumulé croissantd’une distribution sur un
espace ordonné la fonction quirdassocie la mesure dg//y < z}, eteffectif
cumulé décroissanta fonction qui & associe la mesure dg;/y > z}. Les
effectifs cumulés croissants sont aussi appeféectifs cumuléstout simple-
ment. Ces notions sont définies lorsque les mesures correspondantes sg
finies.

nt bien

Définition 86 On appellek-iéme percentiled’une distribution suiR une va-
leur z telle que les effectifs cumulés emreprésentenk% de la mesure dg
tout 'espace. Bien évidemment il est nécessaire que la mesure soit finig
cela. On définit de méme degsartiles, desdéciles On appelleinterquartile
la différence entre le troisieme et le premier quartile.

pour

Définition 87 On appellemode ou dominante d’une distribution la valeur:
telle que la densité de probabilité ensoit maximale. S'il y a plusieurs mode
la distribution est diteplurimodale.

2S

Définition 88 On appelledéviation dez; la valeurz; — 7.

Définition 89 On appelleécart moyenla moyenne defc; — | ; c’est donc
|-'17i — f‘

Définition 90 On appellevariance la moyenne degr; — 7)? ; on la note sou-
ventV.

Définition 91 On appelleécart type ou écart quadratique moyenla racine
carrée de la variance. On le note souvertos = v/V.

Définition 92 On procéde a uthangement d’originelorsque I'on remplace
les donnéesg; par lesy; définis pary; = x; — C, avecC une constante.

Définition 93 On procéde a urhangement d’échelldorsque I'on remplace
les données; par lesy; définis pary; = C.x;, avecC une constante.
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Définition 94 On appellemoment d’'ordre p des z; par rapport ay la
moyenne desx; — y)P. Pourp = 1 il s’agit donc de la moyenne (arithmé
tique), pourp = 2 il s'agit de la variance.

3.1.2 Propriétés

e Le logarithme de la moyenne géométrique est la moyenne arithmétiqigydes.

e Moyenne harmonigug moyenne géomeétrique moyenne arithmétiqgu€ moyenne
gquadratique

e La moyenne arithmétique est peu sensible aux fluctuations d’échantillonnage.
e La médiane est peu sensible aux valeurs aberrantes.
e La somme des déviations est nulle.

e La varianceV est aussi égale B = 22 — 72, avecz? la moyenne arithmétique
desz?, etz? le carré de la moyenne des. On le prouve facilement en développant

(s — 72

e Multiplier les données paf’ multiplie la moyenne arithmétique pét, la va-
riance paiC?2, et I'écart-type par’.

e Translater les données deajouteC a la moyenne arithmétique, et ne change ni
la variance ni I'écart-type.

3.2 Applications des probabilités a I'échantillonnage

Cette partie ne se veut qu'une trés bréve introduction aux statistiques. Il est bien
évident que dans le cadre de 'option probabilités de I'agrégation, il est indispensable
de se référer a un livre plus complet. Les livres bien faits d’'introduction abondent
FLEMMARD.

Nous nous contenterons ici de donner un cas d’applications, et de citer d’autres
cadres d’applications.

Soit X1, ..., X,, indépendantes identiguement distribués. On suppose le théoréme
central limite?? vérifié. Intuitivement, lesX; sont des mesures ; par exemple, on me-
sure la taille de 50 frangais pour évaluer la taille moyenne des francais. L'intérét des
probabilités va étre de fournir des bornes sur I'erreur commise par une telle évaluation.

On se donne dona = X (X; + X, + ... + X,,). On cherchda, b] tel queM =
E(X) soit compris dansa, b]. Il faut alors noter que bien entendu, on ne peut étre
certain queM soit dans l'intervall€fa, b], quel que soit I'intervalle que I'on donne,
simplement au vu deX;. Il est toujours possible que 'on ait été particulierement
malchanceux dans les tirages d€set que la moyenne soit trés différente de ce que
I'on suppose au vu du tirage. On doit donc plutét donnean réel (petit de préférence)

51



etz tel que avec probabilité — «, pour toute loi deX, |m — M| < z soit vrai.a etb
seront alorsn — z etm + z respectivement.
Concrétement on procéde comme suit :
e On évalue (empiriquement) I'écart typede X;;.
e On repére,, tel queP(|N| < t,) = 1 — «, avecN loi normale centrée réduite
(espérance nulle et écart-type Les valeurs de, sont tabulées (il s’agit simplement
de la fonction de répartition de la loi normale). Le plus courant est de cloisif).05,
t, étant alors environ égala

e On déterminer = m — t,0//n etb =m +t,o/\/n.

e On peut alors écrire que, aeuil de confiancew, M est compris entre et b.
Ceci constitue uimntervalle de confiance

On peut citer les développements suivants :

— le cas des petits échantillons & 30). Il faut alors utiliser la loi de Student.

— le cas ou I'on ne s'intéresse pas a la probabilité pour que la moyenne soit mal
évaluée, mais a la probabilité pour que la moyenne soit sur-évaluée. Il suffit de
voir pour cela queP(N > t) = 1P(|N| > t) pour toute variable aléatoi®y
symétrique, et en particulier donc la loi normale.

— le cas deX; a valeur dang0, 1}.

— le cas ou I'on n'étudie pas la moyenne désmais leurmax.

— le cas deX; non réellement indépendants.

— le cas deX; non identiquement distribués.

— I'évaluation de la loi den par la fameuse technique du bootstrap, trés ingénieuse.

— on a fait I'approximation que pour > 30, la distribution était environ celle de
la loi normale. On peut se passer de cette approximation, et donner une borne
absolue a I'écart & la loi normale.

Ces études et d’autres encore constituent la théorie des tests et font appel a des

variantes difficiles du théoréme central limite. Les trois premiers points sont utiles pour
faire bonne impression a un jury d’agrégation...
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