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Chapitre 1

Théorie des groupes

1.1 Les bases

1.1.1 Définition d’un groupe

Définition 1 Un groupe est un ensembleG, muni d’uneloi de composition
interne (lci), c’est à dire une application deG×G→ G, généralement notée
par la concaténation ((x, y) 7→ xy), vérifiant :
• (xy)z = x(yz)
• ∃1/∀x x.1 = 1.x = x ; 1 est dit l’élément neutre
• ∀x∃x−1/xx−1 = x−1x = 1

Pour vérifier qu’un ensemble muni d’une loi est bien un groupe, il suffit de vérifier
que les deux premiers• sont vérifiés, et que pour toutx il existex−1 tel quexx−1 = 1.

Définition 2 Un groupeG est ditcommutatif ou abéliensi xy = yx. Dans
ce cas on note souvent additivement ; l’élément neutre est alors noté0, etx−1

est noté−x.

Définition 3 G est unp-groupe, avecp premier, siG est de cardinal une puis-
sance dep.
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1.1.2 Sous-groupe

Définition 4 (Sous-groupe)H ⊂ G est unsous groupe deG si et seulement
si :
• 1 ∈ H
• (x, y) ∈ H2 → xy ∈ H
• ∀x x−1 ∈ H

NB : un sous-groupe est un groupe, et un groupe inclus dans un groupe (pour les
mêmes lois bien sûr) est un sous-groupe de ce groupe.

On peut noter les conditions dessus plus simplement :1 ∈ H∧HH ⊂ H∧H−1 ⊂
H

Définition 5 Deux sous-groupesA etB sont ditsconjuguéss’il existeg tel
queA = g.B.g−1.
Etant donnéH sous-groupe deG, le normalisateur deH estNG(H) = {g ∈
G/gHg−1 = H}.
Un sous-groupeN est ditdistingué (ou normal) si pour toutg gNg−1 = N ;
on noteN Cp G.
Un sous-groupeN est ditcaractéristique si il est stable par tout automor-
phisme intérieur.
Un groupe est ditsimplesi ses seuls sous-groupes distingués sont{1} etG.
L’ensemble desx tels quex commute avec tout élément est appelé lecentre
d’un groupe. Le centre est un sous-groupe. On noteZ(G) le centre deG.

Il faut bien voir ce que dit la définition du normalisateur - le normalisateur
deH "fait" deH un sous-groupe normal, au sens oùH est normal dans son normali-
sateur. En fait le normalisateur est le plus grand sous-groupe contenantH dans lequel
H est distingué.

Propriétés :
• Un sous-groupe est distingué si et seulement si son normalisateur est le groupe tout
entier.
• Un sous-groupe est distingué si et seulement si il n’est conjugué à aucun autre sous-
groupe.
• Un sous-groupe caractéristique est distingué (évident).
• Tout sous-groupe d’un groupe abélien est distingué ; par contre, en considérantH8 le
groupe des quaternions, on peut constater qu’il n’y a pas de réciproque (voir1.10).
• {1} etG sont toujours à la fois des sous-groupes distingués et caractéristiques.
• Le centre d’un groupe est caractéristique et distingué.

Exemples :
• Z/pZ est simple (en effet ses seuls sous-groupes sont ses sous-groupes triviaux, donc
ses seuls sous-groupes distingués sont ses sous-groupes triviaux...)
• Un est simple (voir1.10.11)
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Définition 6 On appellecommutateur dex ety l’élémentx.y.x−1.y−1.
On appellegroupe dérivéd’un groupe le sous-groupe engendréa par les com-
mutateurs. On noteD(G) le groupe dérivé deG.

aVoir paragraphe1.1.5pour la définition de sous-groupe engendré par une partie.

Il faut bien noter que l’ensemble des commutateurs n’est pas nécéssairement un
groupe ; le groupe dérivé est le sous-groupe engendrépar l’ensemble des commuta-
teurs.

Propriétés :
• D(G) est distingué et même caractéristique dansG.

1.1.3 Homomorphismes

Définition 7 On appellehomomorphisme du groupeG dans le groupeG′

une fonctionφ telle queφ(xy) = φ(x)φ(y). On noteHom(G,G′) l’ensemble
des homomorphismes deG dansG′.

On montre que pour tout telφ :
• φ(1) = 1
• φ(x−1) = φ(x)−1

La fonction constante égale à1 est un homomorphisme deG dansG′ ; éventuelle-
ment ce peut être le seul.

L’inverse d’un homomorphisme bijectif est un homomorphisme bijectif.

Proposition 8 L’ensemble desautomorphismes, i.e. desendomorphismes
bijectifs, i.e. homomorphismes deG dansG bijectifs, notéAut(G), est un
groupe.

Exemples :
a)G groupe,x ∈ G
φx ∈ Hom(Z, G), avecφx(n) = xn ; le plus petitn tel queφx(n) = 1, s’il existe est
appelé ordre dex.
b)G groupe,g ∈ G
La fonctionαg, x 7→ gxg−1 est un automorphisme deG, dit automorphismeintérieur
associé àg, appelée aussiconjugaisonparg. En outre la fonctiong 7→ αg est un ho-
momorphisme deG dansAut(G). Son noyau est le centre deG.
L’ensemble des automorphismes intérieurs d’un groupe est un sous-groupe de l’en-
semble des automorphismes du dit groupe.

Quelques propriétés :
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Proposition 9 (G,G′) groupes,φ ∈ Hom(G,G′)
•Ker φ := {g ∈ G/φ(g) = 1}
est un sous-groupe distinguédeG.
• Im φ est un sous-groupe deG′.
• φ injectif ⇐⇒ Kerφ = {1}

1.1.4 Extensions

Définition 10 On appellesuite exacteun schéma comme suit :

1→ A

i

→ B

s

→ C → 1

Cela signifie queA,B etC sont des groupes, et que
• i est un homomorphisme injectif deA dansB
• s est un homomorphisme surjectif deB dansC
•Ker s = Im i
(on note0 au lieu de1 lorsque les groupes sont notés additivement)
Lorsquei et s ne sont pas précisés, cela signifie simplement que l’on peut
trouver de telsi ets.
On dit alors queB est uneextensiondeA par C. Si en outre il existeC
sous-groupe deB tel que la restriction des à C est un isomorphisme, alors
on dit queC est unrelèvement. Cela est équivalent à dire qu’il existe un
homomorphismet deC dansB tel ques ◦ t = IdC . S’il y a un relèvement,
l’extension est ditescindée. t est appeléesectiondes.

1.1.5 Sous-groupe engendré

Proposition 11 SoitG un groupe,X inclus dansG.

Il existe un plus petit sous-groupeH deG contenantX. On peut le définir de
deux façons :
(i) H est l’intersection de tous les sous-groupes contenantX
(ii) H est l’ensemble des produits finis d’éléments deX ∪X−1.

Démonstration :
(i) est évident car l’intersection de deux sous-groupes est un sous-groupe.

(ii) on procède en trois points :
•K ainsi défini est un sous-groupe
• X ⊂ K donc par (i)H ⊂ K
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•K ⊂ H est clairut

Définition 12 On noteH =< X >,H est appelé groupeengendréparX, et
X est appeléepartie génératricedeH. SiX est réduit à un seul élémentx on
note souventH =< x > au lieu deH =< {x} >.
Un groupe est ditmonogènes’il est engendré par un seul élément. On appelle
groupecycliqueun groupe monogène fini.
On appelleordre d’un élément le cardinal du groupe engendré par cet élé-
ment.

Si deux homomorphismes coïncident sur une partie génératrice d’un groupe,
alors ils coïncident sur l’ensemble du groupe.

Cela sera utile pour la proposition42.

Définition 13 On dit queG estde type fini si ∃X fini qui engendreG.

Ainsi Z, Zn sont de type fini, et tout groupe fini est de type fini.

tout groupe de type fini est dénombrable.
Il n’y a pas équivalence, car par exemple(Q∗,×) n’est pas de type fini (preuve en
considérant des générateurs et leurs décompositions en facteurs premiers)
(Q,+) non plus (considérer l’inf de l’intersection avecR+ d’un groupe de type fini,
en réduisant au même dénominateur)

Proposition 14 Le groupe engendré par un ensemble réduit à un élémentx
est commutatif, et est l’ensemble desxn avecn ∈ Z. Il est isomorphe àZ ou à
Z/nZ.

Démonstration : {xn} est un groupe et contientx, donc il est inclus dans< x > ;
s’il est fini alors il existen tel quexp = xp+n, et doncxn = 1, et donc< x >=
{x0, ..., xn−1}.ut

Proposition 15 Tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.

Démonstration : Un tel sous-groupeH deG est évidemment fini. Notons ensuite
a un générateur du groupe ; le groupe est donc de la formea0, ..., an−1. Soit p > 0
minimal tel queap ∈ H ;
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1.2 Groupe quotient

1.2.1 Rappel : ensemble quotient

SoitX un ensemble, etR une relation d’équivalence surX ; l’ensemble des classes
pourR est une partition deX. Cet ensemble de classes, notéX/R, est appeléen-
semble quotientdeX parR. La classe d’un élément est notéeΠ(x), x est dit un
représentant deΠ(x). Π est appeléesurjection canonique.

Il y a en fait ainsi bijection entre l’ensemble des relations d’équivalence et l’en-
semble des partitions en parties non vides. A toute relation d’équivalence≡ on peut
associer une fonctionf telle quex ≡ y ⇐⇒ f(x) = f(y) (il suffit pour le montrer
de considérer la fonctionΠ).

Etant donnée une fonction définie surX, on peut définirf fonction quotient si f
est constante sur les classes d’équivalences,f étant alors définie parf(Π(x)) = f(x).

1.2.2 Le cas des groupes

Définition 16 H sous-groupe deG
On définit lesclasses à gauche suivantH comme lesxH, x ∈ G, et lesclasses
à droite suivantH comme lesHx.
On noteG/H l’ensemble des classes à gauche,H \G l’ensemble des classes
à droite.
On note(G : H) le cardinal deG/H quand celui-ci est fini.

On travaille généralement surG/H plutôt que surH \G.

Proposition 17 Les classes à gauche déterminent une partition deG en par-
ties non vides. Pareil pour les classes à droite.

Proposition 18 N sous-groupe deG, il y a équivalence entre les trois asser-
tions suivantes :
• N distingué
• gN = Ng pour toutg
• il existe une structure de groupe sur le quotientG/N telle queΠ soit un ho-
momorphisme.

On voit donc que dans ce casG/H = H \ G. Cette propriété d’un sous-groupe
distingué est fondamentale : la partition en classes à droite est égale à la partition en
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classes à gauche. Ce fait est caractéristique des sous groupes distingués.

Proposition 19 G et G′ deux groupes,N sous-groupe distingué deG, φ ∈
Hom(G,G′) ; alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
• Il existeφ deG/N dansG′ tel queφ = φ ◦Π
• N ⊂ Ker φ

Dans ce casφ est unique, et est un homomorphisme de groupes deG/N dansG′.

En particulier,φ est une injection siN = Ker φ, et induit un isomorphisme de
G/Ker φ dansImφ.

Les preuves de ces faits sont faciles, et sont logiques intuitivement ; si on quotiente
par quelque chose de trop gros par rapport au noyau, alors on n’a plus la précision re-
quise pour reconstruire la fonction...

G/D(G) est un groupe abélien, c’est d’ailleurs son plus grand quotient abélien, et
D(G) est le seul sous-groupe à avoir cette propriété.

Théorème 20 (Factorisation d’homomorphismes)SoitG un groupe,H un
sous-groupe distingué deG, φ un homomorphisme deG vers un groupeG′.
Alors siH ⊂ Ker φ, alors il existe une applicatioñφa telle que

φ = φ̃ ◦ p

avecp la projection canonique deG surG/H.

a DeG/H dansG′.

Cela servira par exemple pour le théorème48.
Démonstration : Si facile que vous le prouver serait une injure... La fonctionφ̃

est bien définie, car si deux éléments on même image parp alors ils ont même image
parφ, et l’applicationφ̃ est bien un homomorphisme carφ en est un (la vérification de
cette implication est facile).ut

1.2.3 Le théorème de Lagrange

Définition 21 On appelleindice deH dansG, avecH un sous-groupe deG,
le cardinal deG/H.

Un théorème fondamental :
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Théorème 22 (Théorème de Lagrange)SoitG un groupe fini, etH un sous-
groupe deG, alors

|G| = |H|.|G/H|

Démonstration : Il suffit de montrer que chaque classe d’équivalence est de même
cardinal, et que ce cardinal est|H| (chose facile à prouver !).ut

On remarque qu’il n’est absolument pas nécéssaire queH soit distingué.

1.3 Opération d’un groupe sur un ensemble

Définition 23 AvecG un groupe etX un ensemble, on appelleaction à
gauchedeG surX une applicationα deG×X dansX telle que :
• α(1, x) = x
• α(g, α(h, x)) = (g.h, x)
On dit aussi queG opère à gauchesurX où queG est uneopération à gauche
surX. Usuellement on note plus simplementg.x au lieu deα(g, x). Les deux
conditions deviennent alors :
• 1.x=x
• (g.h).x=g.(h.x)
On définit de manière symétrique uneaction à droite. Uneaction sans plus de
précision désigne une action à gauche. On dit queX est unG-ensemble.

Propriétés :
• g.x = y ⇐⇒ g−1.y = x
• Etant donnéx et y dansX il n’est pas du tout nécéssaire qu’il existe ung tel que
g.x = y.
• SiG opère surX alors tout sous-groupeH deG opère surX pour la loi restreinte.

L’équivalence suivante est fondamentale : se donner une action deG surX revient
à se donner un homomorphismeφ deG dans le groupeσ(X) des bijections deX
(g.x = φ(g).x).

Un exemple fondamental est l’action d’un groupe sur lui-même ; l’action est en fait
simplement la loi du groupe. Il est clair que les conditions sont vérifiées.

Pour le cas des actions à droite, il faut noter que si on a une action à droitea1(x, g),
alorsa2(g, x) → a1(x, g−1) est une action à gauche du groupe opposé (le groupe
opposé àG étantG muni de(x, y) → yx). On travaillera à peu près toujours avec
des classes à gauche, les résultats étant les mêmes, et puisqu’on peut reformuler le
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problème en terme d’action à gauche.

Définition 24 Etant donnésX et X ′ deux G-ensembles, on appelleG-
homomorphismedeX versX ′ une applicationφ deX dansX ′ telle que
φ(g, x) = g.φ(x) pour tousx ∈ G etg ∈ G. On noteHom(X,X ′) l’ensemble
des homomorphismes deX surX ′. Comme d’habitude, unisomorphismeest
un homomorphisme bijectif.

Un exemple facile et classique :
SoitG un groupe etX unG-ensemble. L’applicationφx pourx ∈ G qui àg dansG
associeg.x est un homomorphisme deG (en tant queG-ensemble) surX (en tant que
G-ensemble).

Démonstration : Soit g dansG et y dansG (y est pris dansG en tant queG-
ensemble) alorsφx(g.y) = g.y.x etg.φx(y) = g.y.x.ut

Définition 25 On noteHx ouGx et on appellestabilisateur oufixateur dex
l’ensemble desg tels queg.x = x. C’est un sous-groupe deG, qui n’est pas
nécessairement distingué.
On appelleG-orbite dex appartenant àX (ou plus simplementorbite s’il n’y
a pas de risque de confusion) et on noteω(x) ouG.x la classe d’équivalence
dex pour la relationR définie paraRb ⇐⇒ ∃g ∈ G/g.a = b (il est facile
de vérifier qu’il s’agit bien d’une relation d’équivalence).
UnG-ensemble est dithomogènes’il ne contient qu’une seule orbite.
On dit quex ∈ X est unpoint fixe, si l’orbite dex est réduite à{x}.
On dit queG opèretransitivement si ∀x∀y∃g/y = g.x.
On dit queG opèrek fois transitivement si ∀(xi)i∈{1,...,k}∀(yi)i∈{1,...,k}(i 6=
j → xi 6= xj ∧ yi 6= yj)→ ∃g∀i ∈ {1, ..., k}/yi = g.xi.
On dit queG opèrefidèlementsi ∀x g.x = x→ g = 1.

Proposition 26 LorsqueG est fini, on a pour toutx dansX, |ω(x)|.|Hx| =
|G|.

Démonstration : On constatera simplement que l’application qui àg associeg.x
deG/Hx dansω(x) est une bijection.ut

La figure1.1tâche de montrer l’allure générale d’unG-ensemble.

Propriétés :
• Chaque orbite est un ensemble homogène.
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Taille des stabilisateurs:
14 n, 12n, 84n, 42n,
21 n, 84n, 42n pour un
certain n.

7 orbites

X

FIG. 1.1 – Exemple deG-ensembleX. Les séparations verticales sont les séparations
entre les orbites, qui réalisent une partition deX. L’action n’étant pas nécessairement
injective, les orbites ne sont pas nécessairement de même cardinal queG. A l’inté-
rieur d’une même orbite, le stabilisateur est toujours le même à conjugaison près, et
en particulier, les stabilisateurs dans une même orbite sont équipotents. Si le groupe et
l’ensemble sont finis, le cardinal du groupe est le produit du cardinal de l’orbite par le
cardinal d’un stabilisateur de cette orbite. On notera que le cardinal du groupe agissant
sur cet ensemble est au moins84 (ppcm des cardinaux des orbites).

Proposition 27 G groupe,X et X ′ desG-ensembles homogènes, alors les
assertions suivantes sont équivalentes :
• X ' X ′
• ∃(x, x′) ∈ X ×X ′/Hx = Hx′

• ∃(x, x′) ∈ X ×X ′/Hx est conjugué àHx′

• ∀(x, x′) ∈ X ×X ′/Hx est conjugué àHx′

Démonstration : laissée en exercice.ut
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Exemples classiques :
• Le groupe orthogonalO(3,R) opère surR3 ; les orbites sont les sphères de centre
l’origine, le stabilisateur de0 estO(3,R) tout entier, et le stabilisateur d’un point quel-
conque autre que0 est l’ensemble des rotations d’axe la droite vectorielle engendrée
par ce point et des symétries par rapport à un sous-espace vectoriel passant par ce point.
0 est un point fixe.
• On peut faire opérerG sur ses sous-groupes par conjugaison, avecg.H = gHg−1.
Le stabilisateur d’un point (c’est à dire d’un sous-groupe) est alors le normalisateur de
ce point (ie de ce sous-groupe).
• SiX est un espace topologique et est unG-ensemble tel que pour toutg ∈ G l’ap-
plicationy 7→ g.y est un homéomorphisme, alors on dit queG agit surX par homéo-
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Hx
Groupe G

Ensemble X

x

y

Orbite

G/Hx

FIG. 1.2 –x est un élément deX.G est d’ordre2, ω(x) est de cardinal2, doncG/Hx

est de cardinal2 (il est en bijection avecω(x)), etHx est de cardinal42 = 2.

morphismes. La topologie quotient pour la relation d’équivalence "être dans la même
orbite" vérifie des propriétés intéressantes (voir proposition??et théorème??).

Proposition 28 UnG-ensemble homogène est isomorphe à un quotientG/H
deG pour l’action deG surG/H par translation à gauche.

Pour bien voir l’intérêt de cette remarque, il faut se rappeler que toutG-ensemble
est partitionné naturellement en orbites, qui sont desG-ensembles homogènes, et que
donc on peut identifier à des actions par translation d’un groupe sur un groupe quotient.

Proposition 29 (Sur l’ensemble des points fixes)Etant donnésG un p-
groupe etX un ensemble sur lequel agitG, le cardinal de l’ensemble des
points fixes deX pourG est congru au cardinal deX modulop.

Démonstration : Le cardinal des orbites divise le cardinal deG, donc le cardinal
de l’union des orbites est congru au nombre d’orbites de cardinal1 modulop. Le car-
dinal de l’union des orbites est le cardinal deX.ut

1.4 Produits

Il faut bien noter que même si de nombreuses applications des résultats ci-dessous
se font avec des groupes finis, ils sont valables pour des groupes quelconques.

14



1.4.1 Produit direct

Définition 30 (Produit direct de deux groupes) On appelleproduit direct
de deux groupesN etH et on noteN ×H le produit cartésien des groupesN
etH muni du produit terme à terme

(n, h).(n′, h′) = (nn′, hh′)

La fonctionp2 qui à (n, h) associeh est appeléeprojection deN ×H surH.
La fonctionp1 qui à (n, h) associen est appeléeprojection deN ×H surN .
On définit alors la généralisation à un produit d’un nombre quelconque de
groupes parΠi∈IGi. La loi

(gi)i∈I(hi)i∈I = (gihi)i∈I

muni le produit d’une structure de groupe ; on appelle ce groupe legroupe
produit .
On définit aussi leproduit restreint desGi comme étant le sous-groupe du
produit desGi des éléments(gi)i∈I ne comportant qu’un nombre fini degi dif-
férents de l’élément neutre. S’il s’agit d’un produit d’un nombre fini de groupes
il est clair que le produit restreint est égal au produit.

Propriétés :
• p est surjective, c’est un morphisme surjectif, son noyau est distingué et isomorphe à
N . On a une suite exacte

1→ N

i

→N ×H
p

→H → 1

aveci(n) = (n, 1).
• N × {1} est le noyau dep, il est distingué ; et{1} ×H est distingué aussi.

1.4.2 Produit semi-direct

Définition 31 (Produit semi-direct) Etant donnés deux groupesN et H, et
un morphisme de groupeφ de H dans l’ensemble des automorphismes de
N ; alors on appelleproduit semi-direct de N et H relativement à φ et
on noteN o H le produit cartésienN × H muni de la loi(n, h).(n′, h′) =
(n.φ(h)(n′), hh′).
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On notera que formellement il faudrait préciserN oφ H.

Proposition 32 • Le produit semi-directN oH a une structure de groupe
• On a une suite exacte

1→ N

i

→N oH

s

→H → 1

aveci(n) = (n, 1) ets(n, h) = h.
• i(N), c’est à direN ×{1} est distingué, mais pas{1N}×H (contrairement
au cas du produit direct).

Démonstration : Vérification facile.ut

Remarque importante :
En identifiantN etN × {1} d’une part,H et{1} ×H d’autre part, on constate qu’un
produit semi-direct peut toujours s’écrire comme produit semi-direct de deux sous-
groupes lié au morphismeφ deG dansAut(N) défini par(φ(h))(n) = hnh−1.

1.4.3 Identifier un produit direct ou semi-direct

Cette partie est fondamentale pour ramener l’étude d’un groupe à l’étude de groupes
plus petits (tâche fondamentale en théorie des groupes !).

� Identification d’un produit semi-direct

Proposition 33 (Décomposition en produit semi-direct)Si on a une suite
exacte

1→ N

i

→ G

s

→H → 1
(c’est à dire sii est injective, sis est surjective, et siKer s = Im i) et si on a un
sous-groupeH deG sur lequel la restriction des est un isomorphisme versH
a, alorsG est isomorphe ài(N)oH relativement à la loi de l’automorphisme
intérieur (voir la remarque de1.4.2).
On peut donc aussi dire queG est isomorphe àNoH, i étant un isomorphisme
deN surN , ets étant un isomorphisme deH surH.

aC’est-à-dire un relèvement, une section, voir la partie1.4.2

Démonstration : On considèreN l’image dei, etH le sous-groupe deG sur le-
quel la restriction des est un isomorphisme versH.
PuisqueN = Ker s, N Cp G (un noyau de morphisme de groupe est toujours distin-
gué).Il est clair que :
• N ∩H = {1}
• G = N.H
Le premier point est évident, du fait ques est un isomorphisme depuisH, et a donc un
noyau nul.
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Pour le deuxième point, soitg ∈ G, alorss(g) = s(h) avech ∈ H, et s(g.h−1) =
s(g).s(h)−1 = 1, doncg.h−1 ∈ N . L’écriture d’un élément deG comme produit d’un
élément deN par un élément deH est unique (facile, au vu deN ∩ H = {1}) ; G
est donc ainsi en bijection avecN ×H, parφ(nh) = (n, h). On cherche maintenant à
établir une loi surN ×H telle que cette bijection soit un isomorphisme.
Le produit den.h parn′h′ estn.h.n′h′, que l’on doit donc exprimer comme un pro-
duit d’un élément deN par un élément deH ; on peut réécriren.h.n′.h′ sous la forme
n.(h.n′.h−1).h.h′ ; puisqueN est distingué, il s’agit bien du produit den.h.n′.h−1

(élément deN ) parh.h′ (élément deH).
On vérifie facilement que la loi(n, h).(n′, h′) = (n.(h.n′.h−1), h.h′) fait de cette bi-
jection un morphisme.ut

Remarque importante :L’hypothèse revient exactement à avoir une exten-
sion scindée, c’est à dire une extension munie d’un relèvement (voir1.1.4).

Proposition 34 SiG est un groupe, siN etH sont des sous-groupes deG, si
N Cp G, siN ∩H = {1} et siG = N.H, alorsG ' N oH.

Démonstration : Il suffit de reprendre la preuve ci-dessus.ut

� Identification d’un produit direct

En fait un produit direct est un cas particulier de produit semi-direct.
En reprenant les notations de la définition du produit semi-direct et des démonstrations
ci-dessus, on a équivalences entre les assertions suivantes :
• φ(h) = IdN pour touth
• H est distingué
• la loi de groupe surN oH est celle du produit direct

On peut aussi raisonner sur les suites exactes. Lorsque l’on a une suite exacte avec
relèvement, i.e. avec une section, i.e. si l’extension est scindée, ET si∀(n, h) ∈ N ×
H nh = hn.

1.4.4 Quelques remarques pour éviter les gaffes

La condition de la proposition33 est suffisante mais non nécéssaire ; on
peut avoir une extension sans relèvement, c’est à dire non scindée, c’est à dire sans
qu’il y ait de section, sans pour autant que le groupe ne soit pas le produit semi-direct
deN parH.

On peut très bien avoirA × B (produit direct)' A oφ B, avecφ autre
queφ(h) = IdN pour touth ; donc il ne suffit pas de décomposer un groupe comme
produit semi-direct non trivial pour conclure qu’il n’est pas un produit direct. [14] cite
ainsiσ3 × Z/2.Z.
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1.5 Théorèmes de Sylow. Groupes de Sylow

Les deux théorèmes de Sylow sont extraits du classique [14].

Définition 35 On appellep-sous-groupe de Sylowou plus simplementp-
Sylow d’un groupeG de cardinaln, un sous-groupe deG d’ordre pr avec
p premier divisantn etn = pr.m etp 6 |m.

Proposition 36 Un sous-groupeP deG est unp-sous-groupe de Sylow deG
si :
• P est unp-groupe
• (G : P ) est premier àp.

Démonstration : Pas difficile, y’a qu’à l’écrire.ut

Théorème 37 (Théorème de Sylow)G étant un groupe fini, etp un nombre
premier divisant l’ordre deG, alorsG admet au moins unp-sous-groupe de
Sylow.

Démonstration : On va procéder par étapes.
• Tout d’abord un cas particulier :Z/pZ est un corps fini puisquep est premier, et
GL(n,Z/p.Z) est d’ordreΠn−1

i=0 (pn−pi), comme on peut s’en convaincre en comptant
les bases de(Z/p.Z)n. Le cardinal de ce groupe est doncm.pn.(n−1)/2, avecp 6 |m.
Un p-Sylow de ce groupe est alors l’ensemble des matrices de la forme

n lignes





1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . ∗ ∗
0 0 1 . . . ∗ ∗
...

...
...

... ∗ ∗
0 0 . . . 0 1 ∗
0 0 . . . 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

n colonnes

• On a maintenant besoin d’un lemme :

Lemme 38 SoitG un groupe d’ordrepα.m, avecp 6 |m et p premier, et soit
H un sous-groupe deG et S un p-Sylow deG. Alors il existea ∈ G tel que
a.S.a−1 ∩H soit unp-sylow deH.

Démonstration : G opère surG/S par translation à gauche (voir1.9.1) ; le stabi-
lisateur d’un élémentg.S estg.S.g−1.
D’autre partH opère surG/S par translation à gauche aussi ; le stabilisateur d’un élé-
mentg.S estg.S.g−1 ∩H.
Il est clair que touta.S.a−1 est bien unp-groupe, il reste à en trouver un qui soit bien
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un p-Sylow. Il suffit pour cela que le quotient du cardinal deH par le cardinal de
H ∩ a.S.a−1 soit premier avecp ; donc il suffit que le cardinal deH/(H ∩ a.S.a−1)
soit premier avecp.
Or ce cardinal est en fait le cardinal de l’orbite dea.S dansG/S sous l’action deH ;
or toutes ces orbites ne peuvent être de cardinal un multiple dep, sinon le cardinal de
G/S serait un multiple dep, ce qui contredirait le fait queS est unp-Sylow.
Ce lemme est donc prouvé.ut
• Maintenant on peut s’attaquer au cas général ; soitG un groupe vérifiant les hypo-
thèses ;G est isomorphe à un sous-groupe deσn par le théorème de Cayley (voir1.9.1).
A son tour,σn est isomorphe à un sous-groupe deGL(n,Z/p.Z) (on considère la base
canonique(ei)i∈[1,n] de (Z/p.Z)n, et l’application qui àσ dansσn associe l’applica-
tion linéaire qui àei associeσ(ei).
Par le premier point, ce groupe admet unp-Sylow ; et par le deuxième point, un sous-
groupe d’un groupe admettant unp-Sylow admet unp-Sylow.ut

Corollaire 39 SiG un est groupe de cardinalpr.m avecp 6 |m et p premier,
alorsG possède des sous-groupes d’ordrepq pour toutq ≤ r.

Démonstration : G contient unp-Sylow, donc un sous-groupe de cardinalpr. On
peut donc se ramener au cas desp-groupes. Le centre d’unp-groupe est non trivial,
comme on le montre en1.10.1. On considère doncG unp-groupe, etZ(G) son centre,
de cardinalpr. En appliquant l’hypothèse de récurrence àZ(G), on a bien des groupes
d’ordrepq, pourq ≤ r. On considère maintenant le groupe-quotient deG parZ(G), il
est de cardinalpr−q, on peut donc lui appliquer l’hypothèse de récurrence et y trouver
un groupe de cardinalpt pour t ≤ r − q. En considérant l’image inverse par la pro-
jection canonique sur le groupe quotient, on obtient alors un groupe de cardinalpt+q,
pourt ≤ r − q, donc pour tout cardinalpu avecq ≤ u ≤ r. ut

Théorème 40 (Deuxième théorème de Sylow)Etant donnéG un groupe, de
cardinal |G| = pr.m, avecp 6 |m.
• Toutp-groupe inclus dansG est inclus dans unp-Sylow deG.
• Lesp-Sylow sont tous conjugués
• Lesp-Sylow forment une orbite deG sous l’action deG par automorphisme
intérieur
• Un p-Sylow est distingué si et seulement si il est l’uniquep-Sylow
• Le nombre dep-Sylow est congru à1 modulop et divise|G|
• Le nombre dep-Sylow divisem

Démonstration :
• Démonstration de l’affirmation "Toutp-groupe inclus dansG est inclus dans unp-
Sylow deG" :
SupposonsH unp-groupe deG. SoitS unp-Sylow deG, dont l’existence est donnée
par le premier théorème de Sylow. D’après le lemme38, il existe a dansG tel que
a.S.a−1 ∩H soit unp-Sylow deH.
H étant unp-groupe,H est nécéssairement égal àa.S.a−1∩H. DoncH est bien inclus
dans un Sylow.
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• Pour montrer l’affirmation "Lesp-Sylow sont tous conjugués", il suffit de faire le
même raisonnement avecH unp-Sylow.
• Démonstration de l’affirmation "Lesp-Sylow forment une orbite deG sous l’action
deG par automorphisme intérieur" :
On a vu que lesp-Sylow étaient tous conjugués ; si un autre élément leur est conjugué,
c’est aussi unp-Sylow ; le résultat est donc en fait complètement évident.
• Démonstration de l’affirmation "Unp-Sylow est distingué si et seulement si il est
l’uniquep-Sylow" :
Si unp-Sylow est distingué et s’il n’est pas unique alors il est conjugué à l’autre... donc
il n’est pas distingué.
Réciproquement si il est unique, alors s’il n’est pas distingué, alors il est conjugué à un
autrep-Sylow - donc il n’est pas unique.
• Démonstration de l’affirmation "Le nombre dep-Sylow est congru à1 modulop et
divise|G|" :
On rappelle que la proposition29affirme que le nombre de points fixes d’un ensemble
X sous l’action d’unp-groupeG est congru au cardinal deX modulop.
Il suffit alors de considérer l’ensemble desp-Sylow ; on peut faire agir dessus unp-
Sylow S quelconque par conjugaison. Le nombre dep-Sylow est donc congru au
nombre de points fixes de l’ensemble desp-Sylow sous l’action deS modulo p. Il
reste donc à montrer qu’il y a un unique point fixe. L’existence d’un point fixe est évi-
dente, il s’agit deS lui-même. Supposons queT soit un autre point fixe,T est donc
un p-Sylow tel que pour touts dansS, sTs−1 = T . On considère le groupe engendré
par T et S, S et T sont desp-Sylow de ce groupe. Dans ce groupe toujours,T est
distingué ; donc il est l’uniquep-Sylow, donc il est égal àS. D’où le résultat.
• Démonstration de l’affirmation "Le nombre dep-Sylow divisem" :
Le nombre dep-Sylow est le cardinal d’une orbite, donc il divise le cardinal deG, or
il est congru à1 modulop, donc il divisem.ut

1.6 Applications des groupes de Sylow

1.6.1 Démontrer qu’un groupe n’est pas simple juste au vu de son
cardinal

Cet exemple est tiré de l’excellent [14].

Proposition 41 Un groupe d’ordre63 ne peut être simple.

Démonstration : on considère les7-Sylow deG d’ordre 63 ; ce nombre dep-
Sylow divise 63

7 donc9, et est congru à1 modulop ; donc il y a un unique7-Sylow,
donc il est distingué, doncG n’est pas simple.ut
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1.7 Groupes abéliens

On rappelle qu’un groupe abélien est un groupe commutatif.

Proposition 42 Un groupe abélienG est de type fini si et seulement si il existe
un homomorphisme surjectif deZn surG pour un certainn, c’est-à-dire s’il
est isomorphe à un quotient deZn par un de ses sous-groupesa.
Plus précisément,G est alors engendré parn éléments, sin est minimal.

aNotez qu’il peut s’agir du quotient deZn par n’importe quel sous-groupe, puisqueZn étant
commutatif, tous ses sous-groupes sont distingués

Cela nous servira pour la proposition48.
Démonstration : En effet, supposons queG est finiment engendré, parg1, ..., gn.

Considérons alors l’application deZn dansG définie par(p1, ..., pn) 7→ p1.g1 + ...+
pn.gn. PuisqueG est engendré par lesgi ET G est commutatif, cette application est
surjective. Il est clair que c’est un morphisme puisqueG est commutatif. DoncG est
isomorphe au quotient deZn par le noyau de ce morphisme, d’où le résultat.

Réciproquement, supposons que l’on ait un morphisme surjectif deZ
n surG ; alors

il est égal à l’homomorphisme(p1, ..., pn) 7→ p1.g1 + ... + pn.gn, avecgi l’image de
(0, ..., 0i−1fois, 1, 0, ..., 0) (voir la remarque de la partie1.1.5). Il est donc clair queG
est engendré par lesgi.ut

Définition 43 (Somme) Soit(Ai)i∈I une famille de groupes abéliens. On note⊕
i∈I Ai l’ensemble des familles(xi)i∈I avecxi ∈ Ai et lesxi presque tous

nuls ; c’est un groupe abélien pour l’addition terme à terme ; on l’appelle
sommedes groupesAi.
Si i0 ∈ I, on identifieAi0 à l’ensemble des(xi)i∈I tels quei 6= i0 →xi = 0.
Si∀i Ai = A alors on noteA(I) =

⊕
i∈I Ai.

Proposition 44 (Propriété universelle des groupes abéliens)Etant donnée
une famille(Ai)i∈I de groupes abéliens,A′ un groupe abélien,φi un homo-
morphisme deAi surA′, alors il existe un unique homomorphisme de

⊕
Ai

versA′ tel que la restriction de cet homomorphisme àAi soitφi.

Démonstration : Considérerφ(x) =
∑
i φi(xi).ut
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Définition 45 (Somme directe)A étant un groupe abélien, lesAi étant des
sous-groupes deA, alors :
• lesAi sont dits ensomme directesi l’application canonique de

⊕
Ai dans

A qui à (xi)i∈I associe
∑
i xi est injective. On identifie alors son image avec⊕

i∈I Ai.
•On dit queA estsomme directedesAi si l’application est bijective. On note
alors (abusivement)A =

⊕
i∈I Ai.

Proposition 46 A abélien,(Ai) famille de sous-groupes, alors lesAi sont en
somme directe si

∑
i xi = 0 avecxi ∈ Ai (support fini) implique∀ixi = 0.

Définition 47 (Groupe de torsion) Un élément d’un groupe est ditélément
de torsions’il est d’ordre fini.
Un groupe abélienest ditde torsionsi tous ses éléments sont d’ordre fini.
Etant donnép un nombre premier, un groupe abélienest ditde p-torsion si
tous ses éléments sont d’ordre une puissance dep.
Un groupe abélien est ditlibre s’il est isomorphe àZn pour un certainn ∈ N.
On appellesous-groupe de torsiond’un groupe abélienG le sous-groupe
constitué par les éléments de torsiona.

aOn vérifie facilement qu’il s’agit bien d’un sous-groupe.

Proposition 48 Un groupe de torsiona et de type fini est fini.

aSous-entendu : abélien (un groupe de torsion est abélien par définition).

Démonstration : En effet, siG est de type fini et abélien, alors c’est un quotient
deZn, par la proposition42.

On considère alorsppcm le ppcm des ordres desn générateurs donnés par la pro-
position42. L’ordre de tout élément est alors un diviseur deppcm. L’homomorphisme
surjectif deZn dans son quotient a pour noyau un ensemble contenant(kZ)n. Donc il
se factorise à travers(Z/kZ)n (voir le théorème20). Donc le groupeG est de cardinal
plus petit quekn.ut

Les deux théorèmes ci-dessous sont donnés sans démonstration (laissées aux lec-
teurs pour exercice !).

Théorème 49 • Tout groupe abélien sans torsion de type fini est libre.
• Tout sous-groupe d’un groupe libre est libre.
• Deux groupes libresZn etZp sont isomorphes si et seulement sin = p.
• Tout groupe abélien de type fini est produit d’un groupe libre et d’un groupe
de torsion. Cette décomposition est unique à isomorphisme près.
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Théorème 50 Tout groupe abélien finiG s’exprime de manière unique sous la
forme

Z/a1Z× Z/a2Z× · · · × Z/anZ

avec∀i ∈ [1, n−1]ai|ai+1, eta1 > 1. Lesai sont appelésfacteurs invariants
du groupe.
La décomposition ainsi obtenue est appeléedécomposition cyclique du
groupeG.

Cette décomposition a de nombreuses conséquences :

Corollaire 51 SoitG un groupe abélien fini ; il existe un élément d’ordre le
ppcm des ordres des éléments du groupe.

Démonstration :
• SoitG un groupe abélien fini.
• La décomposition cyclique nous permet d’écrireG sous la forme

Z/a1Z× Z/a2Z× · · · × Z/anZ

• On considère un élémentx = (x1, . . . , xn) de ce produit.
• L’ordre dex est le ppcm des ordres desxi ; or l’ordre dexi divise ai, qui lui-

même divisean.
• Le ppcm des ordres est donc en fait un diviseur dean, donc c’estan lui-même.
• L’élément(0, . . . , 0, 1) convient donc (on peut remplacer1 par n’importe quel

générateur deZ/anZ).ut
Autre conséquence :

Corollaire 52 SoitG un groupe abélien fini. Pour tout diviseurd deCard(G),
il existe un sous-groupeH deG d’ordre d.

Démonstration :
• On écritG sous forme :

Z/a1Z× Z/a2Z× · · · × Z/anZ

• Décomposonsd en facteurs premiers :

d = Πm
i=1pi

• Définissons :
d1 = pgcd(d, a1)

d2 = pgcd(
d

d1
, a2)

d3 = pgcd(
d

d1d2
, a3)

. . .
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dn = pgcd(
d

d1 . . . dn
, an)

• Puisqued|n etn = Πn
i=1ai, on arrive à se "débarasser" de chaque facteur premier

ded dans l’un desdi, et doncΠn
i=1di = d.

• Pour touti, di diviseai.
• Dans un groupe cyclique, il existe un sous-groupe du cardinal de n’importe quel

diviseur de l’ordre du groupe, donc dansZ/(aiZ) il existe un sous-groupeHi de car-
dinaldi.
• Le produit desHi est un sous-groupe deG de cardinald.ut
Quelques autres corollaires, sans preuve :

Corollaire 53 SoitG un groupe abélien fini. Soitc = pn1
1 pn2

2 . . . pnll la dé-
composition dec = card(G) en facteurs premiers. Alors pour touti ∈ [1, l]
il existe un et un seul sous-groupeHi deG de cardinalpnii . En outre,G est
isomorphe au produit desHi.
LesHi, uniques, sont appelés les composantes primaires du groupe commutatif
G.

1.8 Exercices sur les groupes

1.8.1 Exemples de groupes

Les objets suivants sont-ils des groupes ?
(C∗, .), (R∗, .), (C,+), (R,+), (R, .), (Q,+), (Q, .), (N, .), (Z,+), l’ensemble des trans-
lations du plan, l’ensemble des homothéties du plan, l’ensemble à la fois des transla-
tions et des homothéties (pour la composition) ? Ces groupes sont-ils commutatifs ?

Oui, sauf(R, .), (Q, .), (N, .) et l’ensemble des homothéties. Tous ces groupes sont
commutatifs sauf le groupe à la fois des translations et des homothéties.ut

1.8.2 Conditions réduites pour un groupe

SiG a une lci1 associative, un élément1 tel que∀g ge = g, et un élémentg′ pour
toutg tel quegg′ = 1, alorsG est un groupe.

Démonstration : On multipliegg′ parg′ à gauche, et on montre queg′g = 1 en
utilisant leg′′ tel queg′g′′ = 1. Il est facile de voir queeg = g en utilisant ceci.ut

1.8.3 Conditions suffisantes de commutativité

Si tout élément est son propre inverse, alorsG est commutatif.

1.8.4 Z/nZ

Proposition 54 pourd|n, Z/nZ comporte un seul sous-groupe d’ordred.

Démonstration : Existence triviale, unicité en considérant l’ensemble des élé-

1lci=loi de composition interne.
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mentsx tels quexd = 1.ut

Proposition 55 Etant donnés deux entiersn et k, on a équivalence entre les
trois assertions suivantes :
- k (dansZ/nZ) engendreZ/nZ.
- n etk sont premiers entre eux.
- k est inversible dans l’anneauZ/nZ.

1.8.5 Sous-groupes

• Tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.

• G sous-groupe de(R,+)→G monogène ou dense.
Démonstration : Considérer l’inf deR+ ∩G.ut

• Il existe des sous-groupes denses deR de type fini.
Démonstration : Z+

√
2Zut

• L’union de deux sous-groupes est un groupe si et seulement si l’un est inclus dans
l’autre.

• Le produit élément par élémentde deux sous-groupesA etB est un sous-groupe
si et seulement siAB = BA.

Démonstration : : Supposons queAB soit un sous-groupe. Alors soita ∈ A et
b ∈ B. a−1b−1 ∈ AB → ba ∈ AB doncBA ⊂ AB
ab admet un inverse dansAB donca′b′ab = 1, doncb′ab = a′−1, doncab = b′−1a′−1,
doncab ∈ BA, doncAB ⊂ BA
Réciproquement, supposonsAB = BA, alors l’inverse deab, b−1a−1, appartient bien
àAB ; en outre il est immédiat queAB est stable par produit.ut

• L’image d’un sous-groupe distingué par un homomorphisme est un sous-groupe
distingué de l’image de l’homomorphisme. L’image réciproque d’un sous-groupe dis-
tingué par un homomorphisme est un sous-groupe distingué.

• L’intersection de deux sous-groupes distingués est un sous-groupe distingué.

• Tout sous-groupe d’un groupe abélien est distingué ; mais on peut avoir cette pro-
priété sans que le groupe soit abélien ; considérer par exemple{1, i, j, k,−1,−i,−j,−k},
muni des opérationsij = k, ji = −k, jk = i, kj = −i, ki = j, ik = −j (notons que
ce groupe possède aussi la propriété de n’avoir que des sous-groupes propres abéliens).

1.8.6 Divers

• Dans un groupe,(ab)n = 1 ; montrer que(ba)n = 1.
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• Montrer queQ n’est pas de type fini.
Démonstration : Considérer un nombre fini d’éléments deQ, et un dénominateur

commun de ces éléments.ut

• L’ensemble des automorphismes deZ/nZmuni de la composition est isomorphe
à (Z/nZ,×).

• Un sous-groupe additif deR est soit dense, soit de la formea.Z. De même,R+∗

muni de la multiplication n’admet que des sous-groupes denses ou de la formeaZ.
Démonstration : Considérer la borneinf de l’intersection du sous-groupe et de

R
+∗. Le cas multiplicatif s’obtient en considérant lelog, qui est un isomorphisme de

groupe, et qui préserve la densité.ut

• Z + bZ dans(R,+) est de la formea.Z si b est rationnel, et dense sib est irra-
tionnel.

1.9 Zoologie des opérations d’un groupe sur un ensemble

1.9.1 Opération d’un groupeG sur lui-même par translation à gauche

On associe à tout élémentg deG la fonction qui àx ∈ G associeg.x.

Cette opération est transitive (il y a une seule orbite) et fidèle.

Théorème 56 (Théorème de Cayley)SiG est fini, alorsG est isomorphe à
un sous-groupe du groupe des permutations deG.

Démonstration : L’application qui àg associe l’applicationx 7→ g.x est un ho-
momorphisme injectif ; doncG est isomorphe à son image par cette application, qui est
donc un sous-groupe du groupe des permutations deG.ut

Pour "fixer les idées", on peut se représenterZ/nZ isomorphe à l’ensemble des
applications qui àx associex+ p.
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1.9.2 Opération d’un groupeG sur le groupeG/H par translation
à gauche

Définition 57 (Action par translation à gauche) A un élémentg et une
classeg′.H on associe la classeg.g′.H. On vérifie facilement que cette opéra-
tion est bien définie et définie bien une opération d’un groupe sur un ensemble.
L’opération est clairement transitive, par contre elle n’est pas fidèle en géné-
ral. Le noyau de l’applicationφ associée (voir définition d’un opération d’un
groupe sur un ensemble) est égal à

∩g∈Gg.H.g−1

(par définition du noyau, il suffit de l’écrire)

1.9.3 Opération d’un groupe sur lui-même par automorphismes
intérieurs

Définition 58 (Action par automorphismes intérieurs) A g ∈ G on associe
l’automorphisme intérieurx 7→ g.x.g−1.

Proposition 59 • Les orbites sont exactement les classes d’équivalence pour
la relation de conjugaison.• Le stabilisateur d’un élémentx est l’ensemble
desg tels quex = g.x.g−1, c’est à direx.g = g.x ; c’est donc l’ensemble des
éléments qui commutent avecx, on l’appellecentralisateur dex. On généra-
lise cette définition en l’élargissant aux parties deG ; le centralisateur d’une
partie est l’ensemble des éléments qui commutent avec tous les éléments de
cette partie.
• Le centralisateur deG tout entier est donc le centre deG, c’est à dire l’en-
semble des éléments qui commutent avec tous les autres.
• Les éléments d’une classe de conjugaison ont même ordre et même nombre
de points fixes.
On peut par exemple considérer le groupeGL(n,K) ; les classes de conju-
gaison, c’est à dire les orbites, sont alors les classes d’équivalence pour la
relation "être semblable à".

1.10 Zoologie des groupes

On trouvera une étude des groupesZ/nZ et (Z/nZ)∗ dans la partie2.5.
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1.10.1 Lesp-groupes

Rappelons qu’unp-groupe est un groupe de cardinal (donc d’ordre)pr avecp un
nombre premier.

Proposition 60 (Le centre d’unp-groupe non trivial est non trivial) Si G
est unp-groupe de cardinal> 1 alors son centre est de cardinal> 1.

Démonstration : On fait agirG sur lui-même par automorphismes intérieurs, comme
indiqué en1.9.3, et on applique la proposition1.10.1. On en déduit que le centre est de
cardinal congru àp, or il est non réduit à0.ut

1.10.2 Groupe linéaire et groupe spécial linéaire

Définition 61 Etant donnéK un corps commutatifquelconque etE un K-
espace vectoriel de dimension finie, on appellegroupe linéaire GL(E) le
groupe des automorphismes deE.

GL(E) est isomorphe àGL(n,K), groupe des matrices inversiblesde taillen×n,
à coefficients dansK, avecn la dimension deE.

On notera que deux matrices semblablesA et B vérifient qu’il existeP tel que
A = P−1.B.P ; cela revient donc à dire queA etB sont conjuguées.

Définition 62 Le noyau de l’homomorphisme qui àf associe son déterminant
est par définition l’ensemble des automorphismes de déterminant1 ; on l’ap-
pellegroupe spécial linéaireet on le noteSL(E).

SL(E) est isomorphe àSL(n,K), groupe des matrices deGL(n,K) de détermi-
nant1.

Proposition 63 On a une suite exacte :

1→ SL(E)→ GL(E)
dét
→ K

∗ → 1

En outre, le groupe linéaireGL(E) est isomorphe au produit semi-direct du
groupe spécial linéaireSL(E) parK∗.

K
∗ désignantK− {0}.

Démonstration : Il suffit de prendre pour injection deSL(E) dansGL(E) la
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simple identité, et de considérer le sous-groupeH deGL(E) des matrices de la forme

λ 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0
... 0 1 0

0 0 . . . 0 0 1


avecλ non nul.

Le déterminant induit bien une bijection deH surK∗, on a bienH ∩SL(E) réduit
à l’élément neutre, on a bienSL(E).H = GL(E), etSL(E) est clairement distingué.
ut

Proposition 64 (Générateurs deGL(E) et SL(E)) • GL(E) est engendré
par l’ensemble des dilatations deE.
• SL(E) est engendré par l’ensemble des transvections deE.

Démonstration : Je ne détaillerai pas intégralement la preuve, laborieuse, mais
peu difficile. Il suffit de montrer les points suivants, dans cet ordre :
• Toute matrice de la formeI + λEi,j pour i 6= j, avecλ ∈ K etEi,j la matrice

définie par(Ei,j)k,l = 1 si i = k et j = l et 0 sinon, est la matrice d’une transvection.
L’inverse d’une matrice de transvection, est une matrice de transvection.
• Une matrice de déterminant1 est égale à un produit de matrices de transvections.

Pour le prouver, on considèreM une telle matrice, on la multiplie par des matrices de
transvection pour se ramener à une matrice n’ayant qu’un seul élément non nul sur la
première ligne, pour que cet élément soit l’élément en haut à gauche, et pour qu’il soit
égal à1. Il suffit alors de procéder par récurrence en considérant un produit de matrices
par bloc.

(ce point est exactement le deuxième point annoncé)
• Une matrice appartenant àGL(E) est le produit d’une matrice appartenant à

SL(E) et d’une matrice de dilatation (voir proposition63).ut

1.10.3 Groupe orthogonal et groupe spécial orthogonal

� Cas général

Définition 65 On appellegroupe orthogonal d’un espace euclidienE l’en-
semble des automorphismes orthogonaux deE muni de la composition◦ ; on
le noteO(E).
On appellegroupe spécial orthogonal d’un espace euclidienE l’ensemble
des automorphismes orthogonaux deE de déterminant1 muni de la composi-
tion ◦ ; on le noteSO(E) ouO+(E).
On noteO−(E) le complémentaire deSO(E) dansO(E).
On note en outreOn(R) l’ensembleO(Rn).
On note en outreSOn(R) l’ensembleSO(Rn).
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Ces espaces sont isomorphes aux espaces décrits en1.10.4, donc je n’approfondis
pas plus ici pour le moment, à part les cas spéciaux des dimensions1, 2 et3.

� Dimension1

Ce cas est de peu d’intérêt ; les seules transformations orthogonales sontx 7→ x et
−x 7→ −x...

� Dimension2

Un rapide calcul montre que les matrices des transformations orthogonales en di-
mension2 sont de l’une des deux formes suivantes :(

cos(θ) −sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)(
cos(θ) sin(θ)
sin(θ) −cos(θ)

)
La matrice de gauche représente une transformation du groupe spécial orthogonal

(c’est à dire de déterminant1, et donc dansSO(E) = O+(E)), celle de droite une
transformation qui n’est pas de ce groupe (c’est à dire que celle-ci est de déterminant
−1, et donc dansO−(E)).

(le calcul est facile, il suffit de se souvenir quex2+y2 = 1→ ∃θ/x = cos(θ) ety =
sin(θ))

Définition 66 On appellerotation d’angle θ un endomorphisme associé à la
matrice : (

cos(θ) −sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)

Toujours par des calculs sans grande difficulté on montrerait queSO2(R) com-
mute, et est en fait isomorphe àR/(2.Π.Z) ; les seules transformations orthogonales
de déterminant1 sont en fait les rotations. On noterθ la rotation d’angleθ.

En étudiant la matrice de droite, on constate qu’elle est symétrique, donc diagonali-
sable (voir la partie??) ; son polynôme caractéristiques estX2 − 1 ; elle est semblable

à

(
1 0
0 −1

)
. Il s’agit donc en fait d’une symétrie par rapport à un hyperplan (ici

hyperplan = droite car on est en dimension2). Ainsi les transformations orthogonales
de déterminant−1 sont en fait des symétries par rapport à des droites. On note que les
symétries ne commutent pas, elles. On notesθ la symétrie correspondantθ (θ est en
fait le double de l’angle de l’axe invariant avec le premier axe).

On notera quesθ ◦ sθ′ = rθ−θ′ .

l’angle n’est défini qu’à2.Π près pour les rotations et les symétries.
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� Dimension3

Proposition 67 En dimension3,O+(E) comporte :
• les rotations axiales
• l’identité, qui est un cas particulier de rotation axiale
• la symétrie par rapport à une droite, qui est un cas particulier de rotation
axiale
En dimension3,O−(E) comporte :
• les symétries orthogonales par rapport à un plan
• les composées d’une rotation autour d’un axe et d’une symétrie par rapport
au plan orthogonal à cet axe

On se donnef un endomorphisme orthogonal deE euclidien de dimension3, et on
considèreI l’ensemble{x/f(x) = x} (ensemble des invariants parf ). On va classer
lesf possibles suivant la dimension deI.

� dim I = 3
Pas drôle :f est l’identité, et doncf ∈ SO(E) = O+(E).

� dim I = 2
Alors l’orthogonal deI est de dimension1 ; la restriction def à cet espace est un

endomorphisme orthogonal (rappelons que si un espace est stable pour un endomor-
phisme orthogonal, alors son orthogonal aussi). Ce n’est pas l’identité puisquef n’est
pas l’identité, donc il s’agit dex 7→ −x (si un endormorphisme est orthogonal, ses
seules valeurs propres possibles sont1 et−1). f est donc une symétrie par rapport à un
plan.f ∈ O−(E).

� dim I = 1
La restriction def à l’orthogonal deI (rappelons que si un espace est stable pour un

endomorphisme orthogonal, alors son orthogonal aussi) est un endomorphisme ortho-
gonal et n’a pas de vecteur invariant ; donc c’est une rotation. Doncf est une rotation
autour d’un axe. Sa matrice est semblable à la matrice cos(θ) −sin(θ) 0

sin(θ) cos(θ) 0
0 0 1


f est de déterminant1, et donc appartient àSO(E) = O+(E).

� dim I = 0
En dimension3, tout endomorphisme admet au moins une valeur propre (tout poly-

nôme de degré impair admettant au moins une racine surR).
f admet donc nécéssairement une valeur propre. Or un endomorphisme orthogonal ne
peut avoir pour valeur propre que1 ou−1 ; donc−1 est valeur propre.
On va maintenant considérerO, l’ensemble desx tels quef(x) = −x, et on va raison-
ner sur la dimension deO.
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dim O = 3 On a alorsf la symétrie par rapport à0 ; f est dansO(E) et pas dans
SO(E) ; f est dansO−(E).

dim O = 2 : cas impossible Supposonsdim O = 2.
Alors l’orthogonal deO est stable parf ; donc soit la restriction def à cet ortho-

gonal est l’identité, soit c’est moins l’identité ; puisquedim I = 0 il s’agit de moins
l’identité. Donc en faitdimO = 3, d’où contradiction. Donc ce cas ne peut se produire.

dim O = 1
On considère alors la restriction def à l’orthogonal deO. Il s’agit d’un endomor-

phisme orthogonal en dimension2, sans valeur propre ; donc une rotation qui n’est pas
une symétrie par rapport à un point, ni l’identité.f est de déterminant−1, et donc est
dansO(E) mais pas dansSO(E) ; f ∈ O−(E).

1.10.4 Groupe orthogonal réel et groupe spécial orthogonal réel

Définition 68 On appellegroupe orthogonal réel d’ordre n l’ensemble des
matricesM réelles de type(n, n) telles quetM.M = I, on le noteOn(R) ; il
s’agit d’un sous-groupe du groupe linéaire réel d’ordren.
On appellegroupe spécial orthogonal réel d’ordren l’ensemble des matrices
M réelles de type(n, n) telles quetM.M = I et det M = 1, on le note
SOn(R) ; il s’agit d’un sous-groupe du groupe orthogonal réel d’ordren et
d’un sous-groupe du groupe spécial linéaire d’ordren.
On appellematrice orthogonale une matrice appartenant àOn(R) pour un
certainn.

Proposition 69 (Propriété des matrices orthogonales réelles)Une matrice
est orthogonale si et seulement si sa transposée l’est.
Une matrice est orthogonale si et seulement si ses vecteurs colonnes forment
une famille orthonormale deRn.
Une matrice est orthogonale si et seulement si ses vecteurs lignes forment une
famille orthonormale deRn.
Une matrice est orthogonale si et seulement si il s’agit d’une matrice de chan-
gement de bases orthonormales.
Une matrice orthogonale est de déterminant1 ou−1.
Une valeur propre de matrice orthogonale est soit1 soit−1.
Une matrice orthogonaleM vérifiecom(M) = det(M).M .
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1.10.5 Groupe affine d’un espace affine

Définition 70 On appellegroupe affine d’un espace affineX l’ensemble des
applications affines bijectives deX dans lui-même muni de la composition ;
c’est un groupe. On le noteGA(X).
On appellegroupe spécial affine d’un espace affineX l’ensemble des appli-
cations affines bijectivesf deX dans lui-même telles quedet

−→
f = 1, muni de

la composition ; c’est un groupe. On le noteSA(X).

Le fait qu’il s’agisse d’un groupe est facile à voir. La proposition suivante est évi-
dente :

Proposition 71 L’application f 7→
−→
f est un morphisme deGA(X) dans

GL
−→
X .

Etudions maintenant la structure du groupeGA(X).

� Générateurs deGA(X) et SA(X)

Proposition 72 • GA(X) est engendré par l’ensemble des dilatations affines
deX
• SA(X) est engendré par l’ensemble des transvections affines deX

Démonstration : Simple conséquence de la proposition64.ut

� Sous-groupes remarquables deGA(X)

� Le sous-groupe des symétrie
L’ensemble des symétries est un sous-groupe distingué deGA(X). En effet, avec

s
A,
−→
B

la symétrie par rapport àA parallèlement à
−→
B , on a

g ◦ s
Y,
−→
Z
◦ g−1 = s

g(Y ),−→g (
−→
Z )

� Le sous-groupe des translations
L’ensembleT (X) des translations de l’espace affineX est un groupe pour la com-

position ; ce groupe est distingué. On le voit en constatant que c’est le noyau du mor-

phisme qui àf dansGA(X) associe
−→
f dansGL(

−→
X ).

Le groupe quotient deX parT (X) est isomorphe à
−→
X .

� Le sous-groupe des homothéties-translations
L’ensemble des homothéties et des translations d’un espace affineX est stable par

composition et contient l’identité ; or il est inclus dansGA(X). Donc c’est un sous-
groupe deGA(X). Il est généré par les homothéties (toute translation s’exprime comme
composée de deux homothéties de rapport inverse).

Ce sous-groupe est exactement l’ensemble des bijections deX transformant toute
droite en une droite parallèle.
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� Le sous-groupe des applications affines bijectives deX laissant une partie don-
née invariante

On fixe une partieP deX, et on considèreG l’ensemble desf appartenant àGA(X)
telles quef(P ) ⊂ P ; G est stable par composition et contient l’identité, c’est donc un
sous-groupe deGA(X).

� En dimension finie, le sous-groupe des applications affines laissant fixe un repère
On suppose queX est de dimension finien. On se donne alors un repère affine

A0, A1, ..., An.
Nécéssairement, une bijection affinef laissant invariant un repère a pour restriction

à la partie{A0, ..., An} une permutationσ. Une application affine étant entièrement
déterminée par l’image d’un repère affine, on en déduit que l’ensemble des applications
affines bijectives laissant invariant le repèreA0, A1, ..., An est un groupe isomorphe à
σn+1

� Le groupe affine comme produit semi-direct

On a vu queT (X), ensemble des translations deX, est distingué dansGA(X),
puisque noyau du morphismef 7→

−→
f . On a une suite exacte

1→ T (X)→ GA(X)
f 7→

−→
f

→ GL(
−→
X )→ 1

On se donneO appartenant àX donné ; l’applicationf 7→
−→
f induit une bijection

de l’ensemble des bijections affines deX laissantO invariant sur
−→
X ; on a donc un

relèvement deGL(
−→
X ).

DoncGA(X) = T (X)oGL(
−→
X ), avec pour action deGL(X) dansT (X)

−→
f .t =

f−1
0 ◦ t ◦ f0 avecf0 l’application affine laissantO invariant et associée à

−→
f (ce qui

revient à
−→
f .t−→a = t−→

f (−→a )
, en notantt−→u la translation de vecteur−→u ).

En considérant l’isomorphisme évident entreT (X) et
−→
X (c’est-à-dire en rempla-

çant une translation par le vecteur de cette translation) on peut aussi écrire

GA(X) =
−→
X oGL(

−→
X )

Et quel que soitO dansX on peut écrire toute application bijective affinef deX
dansX sous la formef = t◦u0 avecu0 application affine bijective laissant0 invariant.

1.10.6 Groupe projectif d’un espace vectoriel de dimension finie

Définition 73 - Proposition On se donneE unK-espace vectoriel de dimen-
sion finie. L’ensemble des homographies deP (E) dansP (E) forme un groupe
pour◦, appelégroupe projectif deE, notéPGL(E). Ce groupe est isomorphe
àGL(E)/(K \ {0}.I), avecI l’identité deE dansE.
On note usuellementPGLn(K) pourPGL(Kn).

Démonstration : Seul l’isomorphisme mérite d’être détaillé.
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Considérons l’applicationH, qui à un endomorphisme deE associe l’homographie
associée à cet endomorphisme (on se donne bien entendu pour cela un repère projectif
deE).

Son noyau est l’ensemble des applications linéaires deE dansE qui laissent toute
droite invariante. Il faut donc montrer qu’un endomorphisme laissant toute droite inva-
riante est une homothétie.

Lemme 74 Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie lais-
sant invariante toute droite est une homothétie.

Démonstration : On procède par récurrence sur la dimensionn de l’espace vecto-
riel .

Pourn = 1 le résultat est clair.
Pourn > 1, on considèref un endomorphisme deE, tel que pour toutx il existe

un scalaireλx tel quef(x) = λx.x.
Il est clair que six ety deE sont liés, alorsλx = λy.
Considérons maintenantx ety linéairement indépendants.
Alors f(x + y) = λx+y.x + λx+y.y = f(x) + f(y) = λ.x + λ.y, doncλx =

λx+y = λy.
On a donc montré le résultat souhaité.ut
Du coup, grâce à ce lemme, la preuve de la proposition est achevée.ut

1.10.7 Groupe unitaire et groupe spécial unitaire d’un espace her-
mitien

Définition 75 On appellegroupe unitaire deE et on noteU(E) avecE un
espace hermitien (voir partie??) l’sensemble des automorphismes unitaires de
E, c’est-à-dire des automorphismesf deE tels quef−1 = f∗, muni de la
composition.
On appellegroupe spécial unitaire deE, et on noteSU(E), avecE un espace
hermitien, le sous-groupe deU(E) constitué des automorphismes unitaires de
E de déterminant1.

Ces groupes sont isomorphes aux groupes dont il est question ci-dessous.
On note bien que le déterminant d’un élément deU(E) peut être n’importe quelle

valeur du cercle unité, et pas seulement1 et −1 comme dans le cas des endomor-
phismes orthogonaux d’un espace euclidien.
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1.10.8 Groupe unitaire complexe d’ordren et groupe spécial uni-
taire complexe d’ordre n

Définition 76 L’ensemble des matricesM de type(n, n) à coefficients dans
C telles quetM.M = I est un groupe pour◦ ; on l’appellegroupe unitaire
complexe d’ordren, et on le noteUn(C).
L’ensemble des matricesM de type(n, n) à coefficients dansC telles que
tM.M = I et det M = 1 est un groupe pour◦ ; on l’appellegroupe spécial
unitaire complexe d’ordre n ; on le noteSUn(C), c’est un sous-groupe de
Un(C).

1.10.9 Groupe des similitudes d’un espace euclidien

Définition 77 On appellegroupe des similitudes d’un espace euclidienE et
on noteGO(E) l’ensemble des similitudes d’un espace euclidienE, muni de
la composition◦. On appellegroupe des similitudes d’un espace euclidien
E et on noteGO(E) l’ensemble des similitudes d’un espace euclidienE, muni
de la composition◦.

Il s’agit d’un groupe, sous-groupe deGL(E) (groupe linéaire deE, ensemble des
automorphismes deE.

Il est isomorphe àR∗+ ×O(E), avecO(E) l’ensemble des automorphismes ortho-
gonaux deE.
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1.10.10 Groupe des quaternions

Définition 78 On le noteH8. Ses éléments sont1,−1, i, j, k,−i,−j,−k, et la
multiplication est définie par la table suivante :

1 i j k
1 1 i j k
i i −1 k −j
j j −k −1 i
k k j −i −1

On peut aussi résumer la loi de multiplication par

ij = k, jk = i, ki = j

ji = −k, kj = −i, ik = −j

i2 = j2 = k2 = −1

D(H8) = {1,−1}

Z(H8) = {1,−1}

Ce groupe n’est pas commutatif. Ses sous-groupes sont{1}, {1,−1}, {1,−1, i,−i}
etH8 lui-même ; ils sont tous distingués. Cela montre d’ailleurs que la propriété des
groupes abéliens d’avoir tous leurs sous-groupes distingués n’est pas une condition
suffisante pour que le groupe soit abélien.
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1.10.11 Groupe symétrique

Définition 79 On appellepermutation d’un ensemble une bijection de cet en-
semble sur lui-même.
On appellesupport d’une permutation sur un ensemble tout élément de cet
ensemble qui n’est pas invariant par cette permutation.
On appellecycled’un ensemble une bijectionf telle qu’il existea1, ..., an (en
nombre fini et distincts) tels quef(ai) = ai+1 pour i < n, f(an) = a1 et
f(b) = b si b n’est aucun desai. n est l’ordre du cycle ; il ne s’agit pas d’une
définition, car cet ordre colle à la notion d’ordre sur les éléments d’un groupe.
n est aussi appelélongueur du cycle (cette fois-ci c’est bien une définition !).
On appellen-cycleun cycle d’ordren.
On appelletransposition une permutation qui «échange» deux éléments. On
note(a, b) la transposition qui échangea et b. Une transposition est un cycle
est longueur2.
On appellegroupe symétriqued’un ensembleE l’ensemble des permutations
de cet ensemble.
On noteσn et on appellen-ième groupe symétrique standardle groupe sy-
métrique de{1, 2, ..., n}. Tous les groupes symétriques sur des ensembles de
cardinaln sont isomorphes àσn.
Pour unn donné on appellesignature l’unique homomorphismeε deσn dans
{1,−1} tel queε(τ) = −1 lorsqueτ est une permutation.
On appellen-ième groupe alternéle noyau deε (dansσn). On le noteUn.
On appellematrice associée la permutationσ deσn la matriceM telle que
Mi,j = δi,σ(j).

Remarques et propriétés :
•On parle aussi, au lieu den-ième groupe symétrique standard, degroupe symétrique
d’ordre n ; il faut bien voir que ce groupe n’estPASd’ordren mais d’ordren!.
• Pour bien faire il faudrait démontrer que l’on caractérise bien ici la signature. Cela
serait fait dans la partie1.10.11.

Proposition 80 • |σn| = n!
• Z(σn) = 1 si n ≥ 3.
• σn est engendré par les transpositions
• σn est engendré par les transpositions de la forme(a, a + 1), aveca ∈
[1, n− 1].
• σn est engendré par les transpositions de la forme(1, a), aveca ∈ [1, n].
• σn est engendré par la transposition(1, 2) et le cycle(1, 2, ..., n).
• Un est engendré par les cycles d’ordre3.
• Des cycles de supports disjoints commutent.
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Proposition 81 Soitp une permutation deE fini. L’orbite d’un pointx pour
p est l’ensemble despn(x) avecn ∈ N. p est un cycle s’il existe une orbite et
une seule qui soit de cardinal> 1.

Démonstration : Si on a un cycle, il est clair qu’il existe une seule orbite de car-
dinal > 1 ; si on a une seule orbite dans ce cas, alors on considère les éléments de
l’orbite, la suite est évidente.ut

Théorème 82 Toute permutation peut s’écrire comme produit de cycles de
supports deux à deux disjoints. La décomposition est unique à l’ordre près
des facteurs.

Démonstration :
Considérons une permutationσ de [1, n]. L’unicité de sa décomposition sous la

forme annoncée découle immédiatement de l’étude des orbites de l’action de{Id, σ}
sur[1, n] (on considère ce qu’il se passe sur chaque orbite).

Pour l’existence, on se restreint aussi à une telle orbite. Il est clair queσ se com-
porte sur cette orbite comme un cycle. D’où le résultat.ut

Proposition 83 Le centre deσn est trivial dès quen ≥ 3.

Démonstration : Soitσ élément non neutre deσn. Il existe alorsi tel queσ(i) =
j 6= i. On prend alorsk différent à la fois dei et dej, et on constate queσ ◦ (j k)(i) 6=
(j k) ◦ σ(i)ut

� La conjugaison dansσn

On considère l’opération deσn surσn par automorphisme intérieur, comme étudié
en1.9.3.

Proposition 84 • Cette opération est transitive, et mêmek transitive pour tout
k. Elle est fidèle pourn ≥ 3, puisqu’alors le centre est trivial.
• Si on se limite àUn, cette opération estn− 2 fois transitive.

Démonstration : Le premier point est évident. Pour le second, on considèrek ≤
n − 2 éléments de{1, ..., n}, et on ajoute deux autres points ; on considère la per-
mutation qui affecte nosk points correctements, et qui, si la permutation obtenue est
impaire, permute les deux points supplémentaires.ut
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Proposition 85 • Pour toutm, l’ensemble des cycles d’ordrem est une orbite
(c’est à dire une classe de conjugaison).
• Sin ≥ 5 les cycles d’ordre3 sont conjugués dansUn.

Démonstration : Remarquons tout d’abord que sif = (x1, ..., xk) ∈ σn et
g ∈ σn, alorsg.f.g−1 = (g(x1), ..., g(xk)). Pour montrer le premier point, il suffit
alors, étant donnés deux cycles de même longueur(x0, ..., xk) et (y0, ..., yk) de consi-
dérer la permutationp qui àxi associeyi ; on a bienp.x.p−1 = y.
Le deuxième point est plus délicat, et utilise la proposition84. Etant donnés deux3-
cycles(x0, x1, x2) et (y0, y1, y2), on considère la permutationp deUn qui àxi associe
yi ; on a bienx = p.y.p−1.ut

� Les matrices de permutations

Définition 86 L’application φ qui à une permutation associe la matrice as-
sociée à cette permutation est un morphisme injectif dansGLn(K) (ensemble
des matrices inversibles de type(n, n)).
On a la propriétéφ(s)−1 = φ(σ−1) =t φ(σ).
Le déterminant deφ(s) est égal à la signature des.

� La signature

Proposition 87 (Différentes caractérisations de la signature)On peut défi-
nir la signatureε surσn de l’une des façons suivantes :
1) On appelleinversion d’une permutationp, une paire(i, j) d’éléments tels
que(j − i).(p(j) − p(i)) < 0. On définitε(p) = (−1)Inv(p), avecInv(p) le
nombre d’inversions.
2) Il existe un unique morphismeε deσn sur{−1, 1} tel queε(t) = −1 si t est
une permutation.
3) ε(p) est égal à(−1)s avecs le nombre de transpositions dans une décom-
position dep en produit de transpositions.

Démonstration : Pas très très dur... Pour voir que1 entraine2 il faut voir queε(p)
est le produit desΠi<j

p(j)−p(i)
j−i , le reste est facile.ut

Il y a en outre une caractérisation de la signature, donnée en1.10.11.

� Simplicité deUn pour n > 4 ; conséquences

Cette preuve est tirée de [14, p. 28], fort bon livre en algèbre, pour ceux qui
connaissent déjà les bases du moins.
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Théorème 88Un est simple (i.e. sans sous-groupe distingué non trivial) si
n ≥ 5.

Démonstration : On procède en deux étapes :
• Le casn = 5
- Le groupeU5 se décompose en 60 éléments ; l’identité, 15 éléménts d’ordre 2, qui
sont des produits de deux transpositions disjointes, 20 éléments d’ordre 3, qui sont des
3-cycles, et 24 d’ordre 5, qui sont des 5-cycles. On va se préoccuper des classes de
conjugaison deU5.
- les éléments d’ordre2 sont conjugués (facile).
- les3-cycles sont conjugués.
SupposonsH sous-groupe deU5, etH Cp U5, etH 6= {1}.
- S’il contient un élément d’ordre3 il les contient tous, puisqu’il est distingué et que
les éléments d’ordre3 sont conjugués.
- S’il contient un élément d’ordre2 il les contient tous, puisqu’il est distingué et que
les éléments d’ordre2 sont conjugués.
- S’il contient un élémentsx d’ordre5, alors il contient aussi le5-Sylow engendré par
x (voir les théorèmes de Sylow,1.5). Les5-Sylow étant tous conjugués, il les contient
donc tous ; tout élément d’ordre5 étant inclus dans un5-sylow, tout élément d’ordre5
est alors inclus dansH.
- S’il contient donc un seul type d’éléments parmi les éléments ci-dessus en plus de
l’unité, alors alors son cardinal serait soit1 + 20, soit 1 + 24, soit 1 + 15 ; or ces
nombres ne divisent pas60. Donc il contient au moins deux types de ces éléments.
Donc son cardinal est au moins1 + 15 + 20, et comme il divise60, H est en fait égal
àU5. Le résultat est donc prouvé dans le cas deU5.
• Le casn > 5
- On considèreH Cp Un,H 6= {1} ; on considèreσ dansH, σ 6= 1.
- Par hypothèse on a un certaina tel queb = σ(a) 6= a.
- on peut choisirc différent à la fois dea, deb et deσ(b).
- on considèreτ le 3-cycle(acb). τ−1 = abc.
- On noteρ la permutation(τ.σ.τ−1).σ−1 = (acb)(σ.a, σ.b, σ.c).
- L’ensemble{a, b, c, σ.a, σ.b, σ.c} ayant au plus5 élément (carσ.a = b), on le com-
plète par des éléments quelconques pour avoir un ensembleF de5 éléments contenant
{a, b, c, σ.a, σ.b, σ.c}.
- ρ est l’identité en dehors deF , etρ(F ) = F .
- On constate queρ est différent de l’identité carρ(b) 6= b.
- UF , ensemble des permutations paires deF est isomorphe àU5 ; on a un morphisme
injectif φ deUF dansUn en considérant pour une permutationt deUF la permutation
dont la restriction àF estt et la restriction àF c est l’identité.
- On considèreH ′ l’intersection deH et deUF .
- H ′ est distingué dansUF , clairement.
- il est clair queρF appartient àUF , et queρF n’est pas l’élément neutre.
- Par simplicité deUF , on sait alors queH ′ est égal àUF .
- On considère alors un3-cyclec deF , il est dansH ′, doncφ(c) est dansH.
- H contient donc un3-cycle, or puisqu’il est distingué il contient aussi sa classe de
conjugaison, donc il contient tous les3-cycles (les3-cycles étant tous conjugués). Donc
il contient le groupe engendré par les3-cycles, c’est-à-direUn.
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Ceci termine la preuve.ut

Corollaire 89 D(Un) = Un pourn ≥ 5 etD(σn) = Un pourn ≥ 2.

Démonstration : • Première preuve (en utilisant le théorème) :
D(Un) est distingué, donc il ne saurait être plus petit queUn, puisqueUn est simple,
doncD(Un) = Un.
D(σn) est le sous-groupe engendré par les commutateurs deσn, or il est clair que ces
commutateurs appartiennent àUn (considérer leurs signatures). DoncD(σn) est inclus
dansUn, or puisqu’il est distingué, il ne saurait être inclus strictement.
• Deuxième preuve (élémentaire) :
- on montre facilement que tout commutateur deσn est dansUn.
- on en déduit queD(Un) ⊂ D(σn) ⊂ Un
- on montre alors que tout3-cycle deUn s’écrit comme commutateur d’éléments de
Un ; en effet avecf un tel 3-cycle,f et f2 sont conjugués dansUn (vrai pour toute
paire de3-cycles), doncf2 = t.f.t−1, et doncf = t.f.t−1.f−1.ut

Corollaire 90 Les sous-groupes distingués deσn sont{1}, Un, σn.

Démonstration : SupposonsH sous-groupe distingué deσn.
• H ∩ Un est égal à1 ouUn.
• SiH ∩ Un = Un, alors siH 6= Un, alorsH contient un produit impair de transpo-
sitions ; en multipliant par l’inverse du produit des transpositions sauf une on constate
queH contient une transposition. Etant données deux transpositions, on constate qu’elles
sont conjuguées par les éléments deUn ; doncH contient en fait toutσn.
• SiH ∩ Un = {1}, alorsε est un isomorphisme deH surε(H). DoncH contient en
fait un seul autre élément au plus. S’il en contient deux alors soitτ l’autre élément ; il
doit commuter avec n’importe quel élément puisqueH est distingué et puisqueτ n’est
pas conjugué à l’unité ; or le centre deσn est trivial.ut

Corollaire 91 SoisG un sous-groupe deσn d’indicen. AlorsG est isomorphe
à σn−1.

Démonstration : On rappelle que l’indice d’un sous-groupe, on appelle indice le
cardinal du groupe quotient. Un sous-groupe d’indicen deσn est donc en fait un sous-
groupe de cardinal(n− 1)!.
Le casn ≤ 4 s’obtient facilement. Pourn ≥ 5, on constate queσn ouG opère à gauche
sur l’ensemble quotient (par translation à gauche, voir1.9.2). On a donc un homomor-
phismeφ deσn dans l’ensemble des permutations deσn/H, qui est isomorphe àσn.Il
reste maintenant à voir que cet homomorphisme est injectif (le caractère surjectif se
déduisant alors des cardinaux). Son noyau est l’intersection desa.G.a−1 poura dans
σn, et donc il est de cardinal au plus le cardinal deG, donc(n−1)! ; or il est distingué,
et on a montré que les seuls sous-groupes distingués deσn étaient{1},Un etσn ; donc
il s’agit de1, d’où le résultat.ut
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Admettons enfin sans preuve la proposition ci-dessous :

Proposition 92 Si n 6= 4 et n 6= 6 tous lesG vérifiant ces hypothèses sont
conjugués. En fait, avec les mêmes hypothèses que ci-dessus, il existei tel que
G soit l’ensemble des permutations laissanti invariant.

� Décomposition deσn

On a une suite exacte

1→ Un → σn

ε

→ {−1, 1} → 1

avecε la signature. Avecτ une transposition (c’est à dire une permutation de deux
éléments) alors{Id, τ} est un groupe qui est une section pourε, donc on a

σn ' Un o {τ, Id} ' Un o {−1, 1} ' Un o Z/2Z

En outre,σn est isomorphe à l’ensemble des automorphismes intérieurs lorsquen ≥ 3 ;
en effet le centre est alors trivial. On verra plus bas que l’ensemble des automorphismes
intérieurs est lui-même égal à l’ensemble des automorphismes lorsquen 6= 6.

� Automorphismes deσn

� Les automorphismes intérieurs sont des automorphismes
Les automorphismes intérieurs sont les automorphismes de la formet → u.τ.u−1,

avecu une permutation quelconque. Les automorphismes intérieurs forment un sous-
groupe du groupe des automorphismes, de manière évidente.

� Les automorphismes sont des automorphismes intérieurs lorsquen 6= 6

Proposition 93 Un automorphisme deσn transformant toute transposition en
transposition est un automorphisme intérieur.

Démonstration : On considère les transpositionsti = (1, i) pour i > 1. Ces
transpositions engendrent toutes les transpositions. Il suffit donc de montrer queφ,
qui transforme toutes ces transpositions en transpositions, coïncident avec un automor-
phisme intérieur.
Pour cela on constate que :
• lesφ(ti) ne sont pas disjointes deux à deux.
• φ(ti) etφ(tj) ont même élément commun queφ(ti) etφ(tk).
• on peut donc noterφ(ti) sous la forme(z1, zi).
• z est la permutation recherchée, tel que l’automorphisme intérieur correspondant cor-
responde àφ.ut
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Proposition 94 On supposen = 1.k1 + 2.k2 + ... + n.kn et queσ est une
permutation produit de

∑
i ki cycles disjoints,k1 d’ordre 1, k2 d’ordre 2, k3

d’ordre 3, ... ,kn d’ordre kn. Alors le cardinal du centralisateur deσ est égal à

|c(s)| = Πn
i=1ki!.i

ki

Démonstration : • Tout d’abord on montre le résultat pour un seul cycle, d’ordre
n.
Le centralisateur est alors tout simplement de cardinaln ; il s’agit du sous-groupe en-
gendré par ce cycle. Pour le voir on se ramène à un cycle(1, 2, ..., n) ; pour queτ com-
mute avec ce cycle, il faut queτ(n+1) = τ(n)+1, c’est-à-dire queτ(n+1)−τ(n) = 1,
donc queτ(n) = τ(0) + n (on compte modulon) ; on a donc un élément dans le cen-
tralisateur pour tout élément de[1, n].
• On le généralise ensuite àk cycles de même ordrei.
Alors en se restreignant aux permutations laissant invariants chacun des supports, on a
i possibilités, on obtient doncik. Mais il reste la possibilité d’intervertir les supports,
il faut donc multiplier park!. Il est clair que toutes les permutations ainsi construites
sont bien dans le centralisateur ; pour la réciproque, il suffit de supposer quea eta+ 1
appartenant au support du même cycle (supposés de la forme(j, j + 1, .., j + i− 1), et
qu’ils ne sont pas envoyés dans un même support ; on constate alors que notre permu-
tation ne saurait commuter avec notre produit de cycles.
• On le généralise enfin au cas le plus général.
Facile ! Il suffit de faire comme ci-dessus et de constater que quand deux supports ont
pas la même taille il est impossible de mettre tous les éléments de l’un dans l’autre...ut

Théorème 95 Sin 6= 6 alors tout automorphisme deσn est un automorphisme
intérieur.

Démonstration : L’image d’une transposition par un automorphismeφ est d’ordre
2, et donc est un produit dek cycles disjoints. Par la proposition94 le cardinal de son
centralisateur est alors2k.k!.(n− 2.k)! ; ce cardinal est aussi le cardinal du centralisa-
teur de notre transposition initiale, donc2.(n − 2)!. Si n = 6, on a une solution avec
n = 6 et k = 3, si n 6= 6, on a une seule solution pourk = 1. Donc l’image d’une
transposition parφ est une transposition ; donc par la proposition93φ est un automor-
phisme intérieur.ut
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1.10.12 Groupes en géométrie

� Groupe diédral Dn

Définition 96 (Groupe diédral) On appellegroupe diédral d’ordre n et on
noteDn le groupe des isométries du plan conservant un polygone régulier à
n côtés. Il contient2.n éléments, comme on pourra s’en convaincre en distin-
guant le casn pair et le casn impair ; n rotations etn symétries.
On noteRn l’ensemble desn rotations deDn.

Proposition 97 On aRn Cp Dn, et donc

1→ Rn → Dn

p

→ Z/2Z→ 1

en effetDn étant d’ordre2.n, le quotient deDn par Rn est d’ordre2, et ne
peut donc être qu’isomorphe àZ/2.Z.
Etant donnéer ∈ Dn \ Rn, {r, Id} fournit une section ; donc on aDn =
Rn o {r, Id}, doncDn ' Z/nZ o Z/2Z.

On pourra consulter la partie??pour plus d’informations sur le groupe diédral.

1.11 Application des groupes à la géométrie

Ci-dessous une liste non exaustive d’applications des groupes en géométrie :
– cercle unité complexe(U,×), groupe des nombres complexes de module1,

permettant de définir les angles. Isomorphe àO+
2 (R).

– groupe linéaireGL(E) des applications linéaire d’un espace vectoriel dans lui-
même. Voir1.10.2.

– groupe affineGA(ξ) des bijections affines d’un espace euclidienξ dans lui-
même. Le centre deGA(ξ) est réduit à l’identité. On remarquera notamment
que si le groupe additif d’un espace vectoriel agit librement et transitivement
sur un ensembleξ, celui-ci est muni par cette opération d’une structure d’espace
affine. Voir1.10.5.

– groupe des isométriesd’un ensemble (voir partie??)
– groupe des similitudesd’un espace euclidien (voir partie1.10.9)
– groupe orthogonald’un espace euclidien,O(E), voir 1.10.3.
– groupe projectif d’un espace vectoriel de dimension finie. Voir1.10.6.
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Chapitre 2

Anneaux

2.1 Définitions

Définition 98 (Anneau) Un anneauest un triplet(A,+,×) tel que
• A est un ensemble non vide
• + est une loi de composition interne (c’est à dire une application deA × A
dansA), telle que(A,+) est un groupe commutatif.
• × est une loi de composition interne associative, ayant un élément neutre,
distributive par rapport à+

On appelleunité de(A,+,×) tout élément inversible pour×.
Si en outre× est commutative, l’anneau est ditcommutatif.
On note 0 l’élément neutre pour l’addition,1 l’élément neutre pour la
multiplication, le symétrique dea ∈ A pour + est noté−a, et le symétrique,
lorsquea est une unité, dea pour× est notéa−1.

a× b sera souvent abrégéa.b ou mêmeab.
a et b appartenant àA sont ditsassociéssi a = b.x pour un certainx unité.
La relation d’association est une relation d’équivalence.
On dit quea divise b, ou quea est undiviseur deb, ou queb est unmultiple
dea, poura et b dansA, s’il existex tel queb = a.x.
On dit quea est unplus grand commun diviseur ou pgcd des éléments
a1, ..., an, si pour touti, d|ai et si pour toutd′ ∀i d′|ai implique d′|d. On
dit quea est unplus petit commun multiple ouppcm des élémentsa1, ..., an,
si pour touti, ai|d et si pour toutd′, ∀i ai|d′ impliqued|d′. a ∈ A est dit
irréductible si a n’est pas une unité et sib|a implique queb est une unité ou
queb est associé àa.
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Les notions de ppcm et pgcd seront surtout utilisées dans le cadre d’an-
neaux principaux (voir partie2.2), bien que leur définition puisse être utilisée dans un
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cadre plus général.

Proposition 99 • a ∈ A est irréductible si et seulement sia n’est pas une
unité et sib.c = a impliqueb ou c est une unité.
• DansZ les éléments irréductibles sont les nombres premiers.

J’ai ici imposé l’existence d’un élément neutre pour la multiplication ; selon les ter-
minologies ce n’est pas toujours le cas. Si l’on ne suppose pas l’existence d’un élément
neutre pour la définition d’un anneau, alors un anneau vérifiant en outre cette propriété
sera appelé anneauunitaire . Dans la vie de tous les jours, les anneaux sont toujours
unitaires. L’hypothèse de commutativité est très classique, mais ici cette hypothèse sera
précisée quand elle est nécessaire.

Exemples : :
• (Z,+,×) est un anneau.
• (P(E),∆,∩) est un anneau commutatif, avec∆ la différence symétrique, c’est à dire
A∆B = A ∪B −A ∩B.

Propriétés :(notez quena, pourn ∈ N eta ∈ A, désignea+ a+ a+ · · ·+ a (a n
fois), etan désignea× a× a× · · · × a (a n fois).
• 1 6= 0, à moins que le cardinal deA soit1.
• a.0 = 0.a = 0 pour touta ∈ A.
• −(a.b) = (−a).b = a.(−b) pour tous(a, b) ∈ A2

• (na).b = n.(ab) = a.(nb) pour tous(a, b) ∈ A2 etn ∈ N.
• L’ensemble des unités forme un groupe pour×.

Proposition 100 (Formule du binôme de Newton)Soit a et b dans un an-
neauA. Sia et b commutent, alors

(a+ b)n =
∑

k∈[0,n]

Ckna
kbn−k

Démonstration : Par une récurrence sans difficulté, en se rappelant queCpn =
Cpn−1 + Cp−1

n−1ut

Exemple Maple

> (x+ y)ˆ 3

(x+ y)3

> expand(%);

x3 + 3x2y + 3xy2 + y3
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Définition 101 (Diviseurs de0, anneaux intègres, éléments nilpotents) 1.
Un élémenta est ditdiviseur à gauche de0 s’il existeb 6= 0 tel que
b.a = 0.
Un élémenta est dit diviseur à droite de 0 s’il existe b 6= 0 tel que
a.b = 0.
Un élément est ditdiviseur de 0 s’il est à la fois diviseur à gauche de0
et diviseur à droite de0.
Un anneau est ditsans diviseur de0 s’il n’admet pas de diviseur à
gauche de0 ou de diviseur à droite de0 autre que0 lui-même.

2. Un anneau est ditintègre si :
• il est de cardinal> 1
• il est commutatif
• il est sans diviseur de0

3. Un élémenta est ditnilpotent s’il existen ∈ N tel quean = 0. On
appelle alorsindice de nilpotence dea le plus petitn convenable non
nul.

Remarques :
• (Z,+,×) est un anneau intègre.
• Tout anneau comporte un diviseur de0 à gauche, un diviseur de0 à droite, et un di-
viseur de0 tout court ; il s’agit de0 lui-même. Un anneau sans diviseur de0 ne signifie
donc pas que l’anneau ne comporte pas de diviseur de0.
• Un anneau est sans diviseur de0 s’il n’admet pas de diviseur à gauche de0 autre que
0. En effet, siA n’admettant pas de diviseur à gauche de0 admet un diviseur à droite
de0 autre que0, alors0 = ab poura et b non nul, ce qui contredit le fait que0 n’ait
pas de diviseur à gauche.
• De même, un anneau est sans diviseur de0 s’il n’admet pas de diviseur à droite de0
autre que0.
• Un anneau est sans diviseur de0 si ab = 0⇒ a = 0 ou b = 0.

Définition 102 (Morphisme d’anneaux) Une application f d’un anneau
(A,+,×) vers un anneau(B,+,×) est unmorphisme d’anneaux (ou ho-
momorphisme) si :
• f est un morphisme du groupe(A,+) vers le groupe(B,+)
• f(x.y) = f(x).f(y) pour tout(x, y) ∈ A2

• f(1A) = 1B
On appelle alorsnoyaudef l’ensembleker f desx ∈ A tels quef(x) = 0.

Remarques :
• Le noyau d’un morphisme d’anneaux est le noyau du morphisme de groupes sous-
jacent.
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• 0 appartient au noyau de tout morphisme d’anneaux.
• L’image de l’inverse est l’inverse de l’image, pour chacune des deux lois.

Définition 103 (Produit d’anneaux) On appelleproduit de deux anneaux
leur produit cartésien muni de l’addition terme à terme et de la multiplication
terme à terme.

On vérifie facilement qu’un produit d’anneaux est un anneau.

Définition 104 (Sous-anneau)Etant donné(A,+,×) un anneau, une partie
B deA est unsous-anneaudeA si
• 1 ∈ B
• (B,+) est un sous-groupe de(A,+)
• B est stable par multiplication

Propriétés :
• Un sous-anneau est un anneau, mais un anneau inclus dans un anneau n’en est pas
nécessairement un sous-anneau ; en effet il faut considérer la condition1 ∈ B.
Par exemple l’ensemble des matrices de la forme(

x 0
0 0

)
est un anneau inclus dans l’anneau des matrices2×2, mais n’en est pas un sous-anneau.
• L’image réciproque d’un sous-anneau par un morphisme d’anneaux est un sous-
anneau.
• L’image d’un sous-anneau par un morphisme d’anneaux est un sous-anneau.

Théorème 105Pour tout anneau(A,+,×), il existe un unique morphisme
d’anneaux de(Z,+,×) dans(A,+,×). Il est défini parφ(n) = 1A + ... +
1A n fois etφ(−n) = −1A − 1A · · · − 1A n fois pourn > 0.

Démonstration : On vérifie aisément queφ ainsi définit est bien un morphisme
d’anneau.φ(1) est nécessairement égal à1 et φ(0) à 0. Par récurrence, les propriétés
des anneaux permettent de vérifier que les autres éléments sont aussi définis de manière
unique.ut

Remarque : ceci montre que tout anneau contient un sous-anneau minimal qui est
φ(Z).

49



2.2 Idéaux, anneaux quotients

Définition 106 (Idéal à gauche, idéal à droite)On se donne(A,+,×) un
anneau etI une partie non vide deA.
I est unidéal à gauche (resp. à droite)de(A,+,×) si
• I est stable pour l’addition
• A.I est inclus dansI (resp.I.A est inclus dansI)

I est unidéal (parfois on ditidéal bilatère) si I est à la fois un idéal à gauche
et un idéal à droite.A et {0} sont toujours des idéaux deA ; on les appelle
idéaux triviaux deA. Les autres idéaux sont appelés idéaux non triviaux (on
dit parfois aussiidéaux propres) deA.

Exemples : DansMn(R), l’ensemble des matrices à première colonne nulle est
un idéal à gauche, l’ensemble des matrices à première ligne nulle est un idéal à droite.

Propriétés :
• Un idéal contenant1 ou toute autre unité de l’anneau est l’anneau tout entier.
• La réunion d’une suite croissante d’idéaux est un idéal.
• I idéal deA etJ idéal deB ; alorsI × J est un idéal deA×B.
• L’intersection d’une famille d’idéaux est un idéal.

Proposition 107 • Le noyau d’un morphisme est un idéal.
• L’image réciproque d’un idéal par un morphisme est un idéal.
• L’image d’un idéal par un morphisme est un idéal de l’image de l’anneau(et
pas nécessairement de l’anneau dans lequel l’image est incluse...).

Définition 108 Une intersection d’idéaux étant un idéal, on peut définir
l’ idéal engendré par une partiedeA comme l’intersection de tous les idéaux
contenant cette partie. C’est donc aussi le plus petit idéal contenant cette par-
tie. On note(E) l’idéal engendré parE.

Définition 109 On appelleidéal principal un idéalI d’un anneau commutatif
engendré un singleton{x}. On note abusivement(x) pour ({x}).
On appelleanneau principal un anneau intègre tel que tout idéal est princi-
pal.
Un idéalI d’un anneau commutatif est ditidéal maximal s’il est différent de
l’anneau tout entier et si tout idéal incluantI est égal àI ou à l’anneau lui-
même.
On appellesommed’une famille d’idéaux(Ik)k∈K l’ensemble des

∑
i∈J xi

avecJ fini inclus dansK etxi ∈ Ii.
Un idéal est ditde type fini s’il est somme d’un nombre fini d’idéaux princi-
paux.

Remarques :
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• Un anneau principal est donc commutatif, non réduit à{0}, sans diviseur de0 ; et
tout idéal de cet anneau est principal.
•On notera bien qu’un idéal maximal n’est pas un idéal qui est maximal... Il est en fait
maximal parmi les idéaux propres.
• Dans un anneau commutatifA, (x) = {x.a/a ∈ A}.
• Une somme d’idéaux est un idéal.
• La somme des idéauxIk avecIk = (xk) est l’idéal engendré par la famille desxk.

Nb : Un idéal de type fini est donc un idéal engendré par un nombre fini d’éléments.

Proposition 110 Sia et b sont associés alors(a) = (b).
Dans un anneau intègre il y a réciproque.

Démonstration : Facile au vu de la dernière remarque.ut

Il n’y a pas de réciproque dans le cas général !

Théorème 111 (Théorème de Bezout)A est supposé principal.
• un générateur deI = (a1) + (a2) + ...+ (an) est un pgcd desai.
• d, diviseur commun desai, est pgcd desai si et seulement s’il existe une
famille (λi)i∈[1,n] tels qued =

∑
λiai (relation de Bezout).

• un générateur deI = (a1) ∩ (a2) ∩ ... ∩ (an) est un ppcm desai.

Démonstration :
Le premier• est simple : un tel générateurd doit nécessairement diviser tous les

ai, et il doit nécessairement être dans l’idéalI, et donc tout élément qui divise tous les
ai, étant lui même un générateur deI, doit diviserd.

Le second• est une simple traduction du fait qued soit bien dansI et soit un
générateur deI.

Pour le troisième• , donnons-nousp un tel générateur ; il appartient àI, et donc est
un multiple de chaqueai ; et sip′ est un autre multiple desai, alors il est dans tous les
(ai), et donc appartient àI, et donc est un multiple dep.ut

DansA = Z ouA = K[X] avecK un corps, il est utile de disposer d’un algorithme
pratique permettant de découvrir une relation de Bezout entrea etb si une telle relation
existe. Pour cela, il suffit de constater quea et b ont même pgcd quea eta − qb, pour
toutq dansA, par exemple avecq le quotient dans la division euclidienne dea parb. Si
a est divisible parb, le pgcd dea etb est simplementb ; sinon, on effectue une division
euclidienne. Considérons un exemple pratique, cherchons le pgcd de42 et30.

30 6 |42

42 = 1× 30 + 12

12 6 |30

30 = 2× 12 + 6

12|6 et12 = 2× 6
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Donc

6 = 30− 2× 12 = 30− 2× (42− 30) = 3× 30− 2× 42

ce qui est bien la relation de Bezout attendue. Cet algorithme est appeléalgorithme
d’Euclide.

Définition 112 Un idéalI est ditpremier si et seulement siA/I est intègre.
Un élément d’un anneau est ditpremier si et seulement l’idéal engendré par
cet élément est premier.

Proposition 113 • Un idéalI deA est premier si et seulement s’il est différent
deA et sia.b ∈ I impliquea ∈ I ou b ∈ I.
• L’image réciproque d’un idéal premier par un homomorphisme d’anneaux
est un idéal premier.

La première de ces deux propriétés est fondamentale car c’est généralement celle
que l’on utilise pour montrer qu’un idéal est premier.

Proposition 114 Un anneau commutatif est intègre si et seulement si(0) est
un idéal premier.

Démonstration :

(0) idéal premier
si et seulement si

a.b ∈ (0)→ a ∈ (0) ou b ∈ (0)
si et seulement si

a.b = 0→ a = 0 ou b = 0
si et seulement si
A intègreut

Lemme 115 SoitA un anneau.A est un corps si et seulement siA est non
réduit à{0} et ses seuls idéaux sont{0} etA.

Démonstration : • Supposons que les seuls idéaux deA soient{0} etA.
Soitx dansA, x 6= 0, x.A est un idéal, autre que{0}, donc il contient toutA, donc en
particulier il contient1, donc il est inversible.
• Réciproquement siA est un corps, alors soitx non nul appartenant à un idéalI, alors
I contientx.A, doncx.x−1.A, doncA.ut

Proposition 116 Dans un anneau principal, les idéaux premiers sont(0) et
(p), avecp irréductible.

Démonstration : • Soit I un idéal premier etp 6= 0 un élément deA tel que
I = (p). Supposons quep = a.b. Alors a.b ∈ (p), et donc puisqueI est premier,
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a ∈ (p) ou b ∈ (p) ; on supposea ∈ (p). Alors a = p.a′. On a alorsp.a′.b = p, donc
p(1− a′b) = 0, orA est intègre, donca′.b = 1, doncb est une unité.ut

Proposition 117 Dans un anneau principal, pour toutp irréductible, (p) est
un idéal maximal.

Démonstration : Soit I = (p), avecp irréductible. SupposonsI ⊂ J , avecJ in-
clus dansA. Alors J = (q), etp = q.a. Maisp étant irréductible, soitq = p.x avecx
unité, soitq est une unité. Dans le premier cas,J = I, et dans le deuxième cas,J = A.
ut

On va maintenant étudier la notion d’anneau quotient.
Cette notion n’est étudiée que dans le cas d’anneaux commutatifs.

Définition 118 Etant donnéI un idéal deA, on définit une relation d’équiva-
lenceRI par

aRb ⇐⇒ a− b ∈ I

Alors l’ensemble quotient pour cette relation, muni des opérations induites par
les opérations surI, est un anneau ; on l’appelleanneau quotientdeA par
l’idéal I, et on le noteA/I.

Il convient de vérifier que la relation est bien compatible avec les opérations défi-
nies sur l’anneau (vérification aisée).

2.3 Décomposition d’un homomorphisme d’anneaux et
utilisation des idéaux

Définition 119 (Factorisation d’un homomorphisme) On dit quef homo-
morphisme d’un anneauA vers un anneauB se factorise parA/I avecI
idéal deA si et seulement s’il existeg homomorphisme deA/I dansB tel que
f(x) = g(x).

Théorème 120Soitf un homomorphisme d’anneaux deA versB. Alors pour
tout I idéal inclus dansKer f , on définitx → x la projection canonique de
A surA/I, et on a les propriétés suivantes :
• Il existe un unique homomorphismeg deA/IdansB tel que∀x f(x) = g(x)
• Im f ' A/Ker f
• g est injectif si et seulement siI = Ker f
• g est surjectif si et seulement sif est surjectif
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Proposition 121 (Image et image réciproque d’un idéal par un homomorphisme)
• L’image réciproque d’un idéal par un homomorphisme est un idéal
• Sif est un homomorphisme surjectif, alors l’image d’un idéal parf est un
idéal.

Proposition 122 Soit I idéal deA. Alors l’application φ qui à un idéalJ
avecI ⊂ J ⊂ A associe la projectionJ deJ surA/I est une bijection de
l’ensemble des idéaux deA contenantI vers l’ensemble des idéaux deA/I.

Démonstration : • x 7→ x étant surjectif, il est clair queφ associe bien un idéal à
un idéal.
• Pour montrer queφ est bijective, on considère l’applicationψ qui à un idéalK de
A/I associe{a/a ∈ K}. ut

Proposition 123 Un idéalI d’un anneauA est maximal si et seulement siA/I
est un corps.

Démonstration : On utilise le lemme115et la propriété ci-dessus.ut

Corollaire 124 Tout idéal maximal est premier.

Démonstration : Supposons queI, idéal maximal, contienta.b, aveca 6∈ I et
b 6∈ I.
Alors la classe dea et la classe deb dansA/I sont non nulles, et leur produit est nul,
d’où contradiction.ut

Théorème 125 (Krull) Pour tout idéalI deA, I différent deA, il existe un
idéal maximal deA contenantI.

Démonstration : Cette preuve nécéssite l’axiome du choix, via le théorème de
Zorn (voir le lemme??).
• On considère l’ensemble des idéaux différents deA contenantI idéal deA, ordonné
par l’inclusion.
• Cet ensemble est inductif. En effet étant donnée une chaîne, on considère la réunion,
c’est un idéal différent deA (en effet il ne contient pas1 par exemple).
• On peut donc considérer un élément maximal pour l’inclusion, et conclure que cet
idéal est maximal.ut

54



2.4 Anneaux commutatifs

Dans la vie de tous les jours, comme je l’écrivais un peu plus haut, les anneaux
sont généralement supposés commutatifs. On va maintenant étudier des cas particuliers
d’anneaux commutatifs, avec des cas de plus en plus riches. Tout d’abord les anneaux
euclidiens, puis les anneaux noethériens, puis les anneaux intègres, puis les anneaux
factoriels, puis les anneaux principaux. On a les implications (principal⇒ factoriel) et
(factoriel⇒ intègre).

2.4.1 Anneaux euclidiens

Cette notion n’est étudiée que dans le cas d’anneaux commutatifs.

Définition 126 Un anneauA commutatif est diteuclidien pour une applica-
tion f deA \ {0} dansN, si pour touta dansA et toutb dansA \ {0} il existe
(q, r) ∈ A2 tels quea = b.q + r et r = 0 ouf(r) < f(b).
Un anneauA commutatif est diteuclidien s’il existe une application pour la-
quelle il est euclidien.

Proposition 127 • Z est euclidien.
• K[X] est euclidien.

Démonstration : Considérer respectivement :
• f(z) = |z|
• f(P ) = deg(P ) (voir la démonstration de la division euclidienneen5.2)ut

Proposition 128 Etant donnéef une application multiplicative (i.e.f(a.b) =
f(a).f(b)) deA\{0} dansN\{0}, avecA anneau intègre, on prolongef multi-
plicativement sur le corps des fractions deA en posantf(a/b) = f(a)/f(b) (f
est maintenant à valeurs dansQ). AlorsA est euclidien pourf si et seulement
si pour toutx dans le corps des fractions il existea dansA tel quef(x−a) < 1.

Démonstration : Facile...ut

Proposition 129 Tout anneau euclidien est principal.

Démonstration : SoitA un tel anneau (commutatif, euclidien). On se donneP0

dansI \ {0} tel quef(P0) soit minimal. On noteI ′ l’idéal engendré parP0, c’est à
dire l’ensemble desP0.P pourP ∈ K[X].
Pour toutP dansI, on utilise la définitionP = P0.Q+R ; alorsP ∈ I, P0 ∈ I, donc
P0.Q ∈ I (par définition d’un idéal), et doncR ∈ I ; or f(R) < f(P0) si R est non
nul, ce qui contredit la définition deP0, doncR est nul, doncP ∈ I ′, doncI = I ′ et
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donc l’anneau est principal.ut

Proposition 130 Z[i] etZ[
√

2] sont euclidiens.

Démonstration : Dans les deux cas on utilise la caractérisation de la proposition
128.
Dans le premier cas on choisitf(a+ i.b) = |a+ i.b| poura et b dansQ.
Dans le second cas on utilisef(a+ b.

√
2) = |a2 − 2.b2| si a et b dansZ.

Ce second choix est particulièrement instructif ;f(a+b.
√
d) = |a2−d.b2| sera souvent

utile.ut

2.4.2 Anneaux noethériens

Définition 131 (Anneau noethérien)Un anneau commutatif dont tout idéal
est de type fini est ditnoethérien.

Proposition 132 Un anneau commutatif est noethérien si et seulement si toute
suite croissante d’idéaux est stationnaire à partir d’un certain rang.

Démonstration : Trop facile pour que nous le prouvions ! Exercice pour le lecteur.ut

Proposition 133 Un anneau commutatifA est noethérien si et seulement si
tout ensemble non vide d’idéaux deA admet un élément maximal pour l’inclu-
sion.

Démonstration : Rappelons juste qu’un élément maximal n’est pas nécessaire-
ment le plus grand élément, l’existence d’un élément maximal n’entraîne pas même
celle d’un plus grand élément (voir les définitions en partie??).ut

Proposition 134 • Tout anneau quotient d’un anneau noethérien est noethé-
rien.
• Un anneau principal est noethérien.

Démonstration : • La proposition122montre qu’un idéal du quotient est la pro-
jection d’un idéal, ce dernier étant de type fini, le projeté est de type fini.
• Facile, tout idéal d’un anneau principal est engendré par un seul élément, donc par
un nombre fini d’éléments.ut

La propriété annoncée pour les anneaux quotients n’est pas vraie pour les sous-
anneaux.
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Théorème 135 (Théorème de Hilbert)SiA est un anneau noethérien, alors
pour toutn A[X1, ..., Xn] est aussi un anneau noethérien.

Démonstration : Admis (preuve difficile).ut

:
• Tout corps est un anneau noethérien, donc toutK[x1, . . . , xn] aussi.
• Z[x1, . . . , xn] est noethérien.

2.4.3 Anneaux intègres

On a déjà vu les définitions, mais voici un rappel : Un anneau est dit intègre si :
• il est de cardinal> 1
• il est commutatif
• il est sans diviseur de0

Définition 136 (Définitions dans les anneaux intègres)a et b dans A an-
neau intègre sont ditspremiers entre euxsi

∀x ∈ a x|a etx|b→ x est une unité

De même les éléments d’une famille(ai)i∈[1,n] sont dits premiers entre eux si
un élément divisant tous lesai est nécessairement une unité.

Corollaire 137 (Théorème de Bezout)Dans un anneau principal des élé-
mentsai sont premiers entre eux si et seulement s’il existe une familleλi d’élé-
ments deA telle que

∑
λiai soit une unité.

Proposition 138 SoitA un anneau intègre, etφ l’application qui àx dansA
quotienté par la relation d’associationR associe l’idéal engendré parx. φ est
un isomorphisme d’ordre entreA/R muni de la divisibilité et l’ensemble des
idéaux principaux deA muni de l’inverse de l’inclusion.

Démonstration : • Tout d’abord il est clair queφ est bien définie, car deux élé-
ments associés engendrent évidemment le même idéal.
• L’application est surjective, par définition, puisqu’on considère l’ensemble des idéaux
principaux.
•Montrons que l’application est injective : si deux élémentsa etb engendrent le même
idéal alorsb = b′.a eta = a′.b et doncb = b′.a′.b et doncb′ eta′ sont des unités (car
A est intègre), et doncb = a.
•Montrons qu’il s’agit d’un morphisme d’ordres :
- Si a|b alorsb = a.c doncb.A = a.c.A ⊂ a.A et (b) ⊂ (a) clairement.
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- Si (b) ⊂ (a) alorsb = a.c pour un certainc et donca|b.ut

2.4.4 Anneaux factoriels

Cette notion n’est étudiée que dans le cadre d’anneaux commutatifs.

Définition 139 (Anneau factoriel) Un anneauA est ditfactoriel si :
• il est intègre
• touta dansA s’écrit de manière unique à association près et à permutation
prèsa = a′.p1.p2.....pn aveca′ unité etpi irréductible pour touti.

Etant donné un élémentp irréductible deA un anneau factoriel, on appelle
valuation p-adique deA poura dansA le nombre d’occurences d’un élément
associé àp dans la décomposition dea sous formea = a′.p1.....pn. On note
généralementvp(A) la valuationp-adique dea.

Proposition 140 Etant donnéA un anneau factoriel, on peut choisir un élé-
ment dans chaque classe d’équivalence deA pour la relation d’associationR.
L’ensemble de ces éléments permet de simplifier la décomposition dea ∈ A en

a = a′.Πi∈A/Rp
vpi (a)

i , le support dei 7→ vpi(a) étant fini.

Démonstration : Evident.ut

Voyons maintenant quelques propriétés intéressantes des anneaux factoriels.

Proposition 141 Dans un anneau factoriel un élément est irréductible si et
seulement s’il est premier.

Le lemme et le théorème qui suivent se démontrent très facilement, simplement en
considérant les décompositions dex, y et éventuellementz pour conclure.

Lemme 142 (lemme d’Euclide)Si A est un anneau factoriel, alors sip est
irréductible et divisex.y, alorsp divisex oup divisey.

Théorème 143 (Théorème de Gauss)Si z divisex.y et siz est premier avec
x alorsz divisey.

Un exemple d’application (parmi beaucoup d’autres) est le théorème195.

Proposition 144 Un anneau intègre noethérien vérifiant le lemme d’Euclide
ou le théorème de Gauss est factoriel.

Démonstration : Admis.ut
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Dans l’exemple ci-dessous on utilise le fait queZ est factoriel.

Exemple Maple

> ifactor(200!);

(2)197(3)97(5)49(7)32(11)19(13)16(17)11(19)10(23)8(29)6(31)6(37)5(41)4

(43)4(47)4(53)3(59)3(61)3(67)2(71)2(73)2(79)2(83)2(89)2(97)2(101)(103)

(107)(109)(113)(127)(131)(137)(139)(149)(151)(157)(163)(167)(173)(179)

(181)(191)(193)(197)(199)

2.4.5 Anneaux principaux

On rappelle tout d’abord la définition d’un anneau principal : il s’agit d’un anneau
intègre dont tout idéal est principal.

Je donne sans démonstration (voir [19, p156]) le résultat important suivant :

Proposition 145 Tout anneau principal est factoriel.

On peut préciser aussi que sur le corps des fractions rationnelles à coefficients dans
un anneau principal, on dispose de la décomposition en éléments simples.

2.5 Zoologie des anneaux

2.5.1 Nilpotence (d’une somme de deux éléments nilpotents qui
commutent)

Proposition 146 La somme de deux éléments nilpotents qui commutent est nil-
potente.

Démonstration : Considérer deux tels élémentsa etb, et développer par le binome
de Newton100la puissance(a + b)n avecn la somme de leurs indices de nilpotence
respectifs.ut

2.5.2 Z/nZ

� Généralités

Etant donném ∈ N on notem la classe dem dansZ/nZ (la relation d’équivalence
considérée étant la congruence modulon - x ety sont équivalents sin divisex− y).
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Proposition 147 On a équivalence entre les propriétés suivantes :
•m est premier avecn
•m est générateur du groupe(Z/nZ,+)
•m est inversible dans l’anneau(Z/nZ,+,×)

Démonstration : Facile, en application du théorème de Bezout.ut

Définition 148 (Fonction d’Euler) On appellefonction d’Euler la fonction
φ telle queφ(n) soit le nombre d’entiersx tels que1 ≤ x ≤ n etx ∧ n = 1.

Proposition 149 • Sin est premierφ(n) = n− 1 etφ(nr) = nr−1.(n− 1) si
r > 0
• φ(n) est le nombre d’éléments inversibles de(Z/nZ,+,×)

Démonstration : le premier point est clair ; il suffit de voir qu’un élément est pre-
mier avecpn si et seulement s’il n’est pas divisible parp.
Le second point est un corollaire de la proposition précédente.ut

� Lemme chinois

Lemme 150 (Lemme Chinois)Sip et q sont premiers entre eux alors

(Z/pqZ,+) ' (Z/pZ,+)× (Z/qZ,+)

Démonstration : Il s’agit des groupes additifs usuels. L’égalité des cardinaux
montre qu’il suffit de trouver un morphisme de groupes injectif. Pour cela on asso-
cie à la classe den dansZ/pqZ la classe den dansZ/pZ et la classe den dansZ/qZ.
Il est clair que si deux entiers ont la même classe modulopq alors ils ont la même
classe modulop et moduloq, donc l’application est bien définie.
Le fait que cette application soit un morphisme est clair.
L’application est injective, car si deux entiers ont la même classe modulop et q, alors
ils ont la même classe modulopq.ut
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Corollaire 151 Si n = Πip
αi
i , avec lespi premiers distincts et lesαi > 0,

alors
(Z/nZ,+,×) ' Πi(Z/pαii Z,+,×)

(Z/nZ)∗ ' Πi(Z/pαii Z)∗

φ(n) = Πiφ(pαii ) = n.Πi(1− 1/Pi)

Démonstration : Le premier point découle de l’utilisation récurrente du lemme
chinois, le deuxième et le troisième sont des conséquences immédiates du premier.ut

� Automorphismes deZ/nZ

Proposition 152 L’ensemble des automorphismes deZ/nZ est isomorphe à
(Z/nZ)∗.

Démonstration : Il suffit de considérer l’applicationψ qui à un élément inversible
m associe l’automorphismex 7→ m.x ;
• il est clair que c’est un morphisme injectif de(Z/nZ)∗ dansAut(Z/nZ)
• étant donné un automorphismef de Z/nZ on montre facilement qu’il est égal à
ψ(f(1)).ut

Corollaire 153 Aut(Z/nZ) est un groupe abélien d’ordreφ(n).

� Forme des groupes(Z/pαZ)∗

p désigne un nombre premier.

Lemme 154 (Z/pZ)∗ ' (Z/(p− 1)Z,+)

Démonstration : (Z/pZ) est un corps fini (voir le chapitre sur la théorie des
groupes).

On sait (voir proposition174) que le groupe multiplicatif d’un corps fini est cy-
clique, donc isomorphe à un certain(Z/nZ).

Il suffit donc de se rappeler que le cardinal de(Z/pZ)∗ estp− 1 pour conclure.ut

Lemme 155 Sik > 0, alors(1+p)p
k

= 1+λ.pk+1, avecλ > 0 etλ∧p = 1.

Démonstration : Par récurrence surk :
• k = 1
(1 + p)p =

∑p
i=0 C

i
pp
i
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donc(1 + p)p = 1 + p2 +m.p3 = 1 + p2.(1 +m.p)
• k quelconque
On écrit(1 + p)p

k+1
= ((1 + p)p

k

)p = (1 + λ.pk+1)p ; il suffit alors de développer en
utilisant le binôme de Newton la puissancek-ième en isolant le premier et le dernier
terme.ut

Corollaire 156 1 + p est d’ordrepα−1 dansZ/pαZ.

Démonstration : il est d’ordre au pluspα−1 au vu du lemme précédent.
En outre(1 + p)p

α−2
= 1 + λ.pα−1, et donc ne saurait être congru à1 modulopα.ut

Lemme 157 Sim et t sont premiers entre eux, et sia et b commutent, et sia
est d’ordrem et b est d’ordret, alorsa.b est d’ordrem.t.

Démonstration : • Il est facile de voir queab est d’ordre au plusm.t, puisquea
et b commutent.
• Réciproquement, si(ab)n = 1, alorsan.t.bn.t = 1, doncan.t = 1, puisquebn.t = 1.
Donct divise l’ordre deab. De mêmem divise l’ordre deab ; doncm.t divise l’ordre
deab, puisquem et t sont premiers entre eux.ut

Proposition 158 Sip premier> 2,m ≥ 2, alors

(Z/pαZ)∗ ' Z/φ(pα)Z ' Z/pα−1.(p− 1)Z

Démonstration : On va utiliser les lemmes précédents.
• On considère tout d’abord l’applicationψ définie par

ψ : (Z/pαZ)∗ → (Z/pZ)∗

ψ étant la fonction induite par l’identité (il convient de bien vérifier queψ est bien
définie et est un morphisme de groupes surjectif)
• par le lemme154tout élément dont l’image parψ est non égal à1 engendre(Z/pZ)∗ ;
donc son ordre est un multiple dep− 1 (voir le lemme154).
• étant donnéx un tel élément, il existey appartenant au groupe engendré parx tel que
y est d’ordrep− 1.
• On applique alors le lemme157, y.(p + 1) est d’ordre le produit des ordres dey et
dep + 1 ; or y est d’ordrep − 1 comme on vient de le voir, etp + 1 est d’ordrepα−1

par le corollaire156; y.(p+ 1) est donc d’ordre(p+ 1).pα−1 ; le groupe engendré par
y est donc nécessairement(Z/pαZ)∗ tout entier, d’où le résultat.ut

On vient donc par cette proposition de détailler la forme des(Z/pαZ)∗ dans le cas
oùp > 2. Il convient de considérer le casp = 2.

62



Lemme 159
k > 0→ 52k = 1 + λ.2k+2

avecλ ∧ 2 = 1 (i.e.λ impair)

Démonstration : Facile, par récurrence.ut

Proposition 160 (Z/2.Z)∗ = {1}, (Z/4.Z)∗ = {1,−1} ' Z/2.Z, et ensuite
(pourα ≤ 3) (Z/2αZ)∗ ' Z/2.Z× Z/2α−2

Z.

Démonstration :
•On considère le morphisme surjectifψ induit par l’identité de(Z/2αZ)∗ sur(Z/4.Z)∗ =
{1,−1} ' Z/2.Z.
• Le noyau deψ est d’ordre2α−2

• 5 appartient au noyau deψ.
• par le lemme159, 5 est d’ordre2α−2 (l’ordre est une puissance de2, et52α−3

ne peut
être congru à1)
• le noyau deψ est donc cyclique (au vu des trois affirmations précédentes)
• On a alors la suite exacte (voir chapitre sur la théorie des groupes)

1→ Z/2α−2 → (Z/2αZ)∗
ψ

→
Z/2.Z→ 1

• Le sous-groupe{−1, 1} de(Z/2αZ)∗ est une section deψ, et il est distingué puisque
notre groupe(Z/2αZ)∗ est abélien. Donc on a un produit direct

(Z/2αZ)∗ ' Z/2.Z× Z/2α−2
Z

ce qui conclut la preuve (précisons que le produit directA×B est isomorphe au produit
directB ×A...).ut

2.5.3 Idéaux étrangers

Définition 161 SoitA un anneau etc et d deux idéaux bilatèresdeA. Les an-
neauxc etd sont dits étrangers (ou comaximaux) sic+ d = A.

Exemples : deux idéaux maximaux sont toujours étrangers.

Proposition 162 Si a1, . . . , an, b1, . . . , bm sont des idéaux bilatères deA, et
si pour tout(i, j) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . ,m} ai et bj sont étrangers, alors les
idéauxa1 × a2 × · · · × an et b1 × b2 × · · · × bm sont étrangers.

Démonstration : On fait d’abord la preuve pourm = 1 en utilisant des égalités :
xi + yi = 1 avecxi ∈ ai et yi ∈ b1. On multiplie terme à terme. Puis on fait pareil
aveca1, . . . , an et chaquebi. ut
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Remarque : dansZ, a et b sont premiers entre eux si et seulement si(a) et (b) sont
étrangers.
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Chapitre 3

Corps

3.1 Définitions de base

Définition 163 Un anneau(K,+, .) est uncorps si et seulement si le groupe
des unités estK − {0}.
Un corps est ditcommutatif si l’anneau sous-jacent est commutatif, c’est à
dire si la multiplication est commutative.

Propriétés :
• Un anneau commutatif non nul est un corps si et seulement si ses seuls idéaux sont
les idéaux triviaux.
• Un anneau intègre fini est un corps.

3.2 Extensions de corps

Définition 164 Un sous-anneauL de l’anneau sous-jacent à un corpsK est
unsous-corpsdeK si c’est un corps pour les lois induites.
SiL est un sous-corps deK, on dit queK est unsur-corps ou uneextension
deL.
AvecL sous-corps deK, etA ⊂ K, on dit queA engendreK surL siK est
le plus petit sous-corps deK contenantA etL. On note alorsK = L(A). SiA
est fini on noteK = L(a1, ..., an). L’extension est dite monogène siA contient
un seul élément.

Théorème 165Etant donné un anneau intègreA, il existe un unique corpsK
(à isomorphisme près) contenant un anneau intègreB isomorphe àA et tel
que tout sous-corps deK contenantB soitK lui-même.
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Démonstration : On procède selon les étapes suivantes pour montrer l’existence :
• On considère les classes d’équivalences surA × A pour la relationR définie par
(x, y)R(x′, y′) ⇐⇒ xy′ = x′y (intuitivement les classes d’équivalence sont les frac-
tions). AppelonsK l’ensemble quotient ainsi obtenu.
• On considère ensuite l’addition sur ces classes, facile à retrouver au vu de la consi-
dération sur les fractions ; il s’agit de(x, y) + (x′, y′) = (xy′ + x′y, yy′). De même la
multiplication est définie par(a, b).(a′, b′) = (aa′, bb′). Il est facile de voir que ces lois
vérifient toutes les propriétés souhaitées, et qu’elles sont bien définies dans la structure
quotient. On trouve un élément(0, 1) neutre pour l’addition, et un élément(1, 1) neutre
pour la multiplication.
• L’application qui àx associe(x, 1) est un morphisme injectif deA dansK. C’est
donc un isomorphisme deA sur son imageA′.
• Etant donné un sous-corps deK contenantA′, il contient nécéssairement les quo-
tients d’éléments deA′, et doncK tout entier.
• Il ne reste plus qu’à vérifier l’unicité deK, à isomorphisme près. Cette tâche est
laissée au lecteur.ut

Applications :
• Construction deQ à partir deZ.
• Construction du corps des fractions rationnelles, à partir de l’anneau des polynômes.

Proposition 166 • SiL est un sous-corps deK, alorsK est unL-espace vec-
toriel.
• Si la dimension deK en tant queL-espace vectoriel est finie alors on l’ap-
pelledegrédeK pourL et on le note[K : L].
• SiK etL sont finis, alors|K| = |L|[K:L].

Démonstration : Le premier point est clair.
Le second point est une définition.
Le troisième point est clair.ut

Théorème 167 (Théorème des bases téléscopiques)SiM ⊂ L ⊂ K (tous
trois des corps) alors siei est une base deK en tant queL-espace vectoriel
et sifj est une base deL en tant queM -espace vectoriel , alorsei.fj est une
base deK en tant queM -espace vectoriel . Donc[K : M ] = [K : L].[L : M ].

Démonstration : Facile.ut
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Définition 168 (Différentes extensions de corps)Si L est une extension du
corpsK, alors un élémenta deL est ditalgébrique surK s’il existe un po-
lynômeP à coefficients dansK tel queP (a) = 0. Un nombre réel est souvent
dit simplementalgébrique s’il est algébrique surQ. L’ensemble des éléments
deL algébriques surK est appelée extension algébrique deK dansL.
Etant donnéK un corps etP ∈ K[X], on appellecorps de rupture deP un
sur-corpsL deK dans lequelP admet une racinea et tel queL = K(a).
Etant donnéK un corps etP ∈ K[X], on appellecorps de décomposition
de P un sur-corpsL deK dans lequelP est scindé etL = K(Z), avecZ
l’ensemble des zéros deP dansL.
Etant donnéK un corps, on appellecloture algébrique deK une extension
deK algébriquement close et dont tous les éléments soient algébriques surK.

On a existence du corps de décomposition, et existence du corps de rupture lorsque
le polynôme est irréductible. Dans les deux cas, on a unicité à isomorphisme près. Le
théorème de Steinitz (difficile) montre que tout corps admet une cloture algébrique,
unique à isomorphisme près.

Démonstration : (de l’existence du corps de rupture) Le corpsK(X)/(P ) convient
(ie le quotient deK par l’idéal engendré parP ). ut

3.3 Corps finis

Proposition 169 Un anneau intègre fini est un corps.

Démonstration : Si un anneau est intègre, l’applicationx 7→ yx est bijective pour
touty. En particulier, il existex tel queyx = 1.ut

Théorème 170Un corps fini n’est jamais algébriquement clos.

Démonstration : Facile ; il suffit de considérer le polynômeΠk∈K(X − k) + 1.ut

Théorème 171Quel que soitp premier, quel que soitn dansN non nul, il
existe un unique corps, à isomorphisme près, de cardinalpn. Tout corps fini
est de cette forme.

Théorème 172 (Wedderburn) Tout corps fini est commutatif.

Démonstration : Ces résultat, non triviaux, ne seront pas prouvés ici. On pourra
consulter [14] pour une preuve compréhensible.ut
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Enfin deux résultats (non triviaux) donnés sans preuve :

Proposition 173 Le groupe des automorphismes d’un corps fini de cardinal
pn est cyclique, d’ordren, engendré parx 7→ xn.

Proposition 174 Le groupe multiplicatif d’un corps fini est cyclique.
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Chapitre 4

Quelques résultats
supplémentaires d’arithmétique
et théorie des nombres

4.1 Sous-groupes additifs deR

Proposition 175 Tout sous-groupeG du groupe(R,+) vérifie l’une et une
seule des deux conditions suivantes :

∃x/G = xZ

G est dense dansR

Démonstration :
• On considèreα = infG ∩R+∗.
• On distingue les deux casα > 0 etα = 0.ut
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4.2 Représentationp-adique des réels

Définition 176 On se donne un entierp > 1. On appelle représentationp-
adique du réelx la suite d’entiers(cn)n∈N définie par

cn =
{

E(x) si n = 0
1
pnE(pnx)− pE(pn−1x) sinon

(E(y) désignant la partie entière dey).

Théorème 177 (Caractérisation du développementp-adique) Théorème 178
Le développementp-adique dex ∈ R est périodique à partir d’un certain
rang si et seulement six est rationnel.

Démonstration :
• Supposons tout d’abord le développement périodique.
Alors x est somme descnp−n pour n ∈ N. Vue la périodicité, cette somme se

réécrit comme somme d’un rationnel et de
∑
n≥N

a
(p−k)n

, aveca dansN, et doncx est

somme d’un rationnel et deap
−kN

1−p−k , et doncx est rationnel.
• Réciproquement supposons quex soit rationnel.
- On peut écrirex = a/b aveca et b dansN (on se limite au casx > 0, les autres

cas étant similaires)
- On définitx0 = a, et par récurrencexn+1 = (xn − bcn)p, aveccn le quotient

dans la division euclidienne dexn parb.
- On montre facilement par récurrence que0 ≤ xi < bp pour touti et que lesci

sont le développementp-adique dex.
- lesxi étant bornés, on passe nécéssairement deux fois par la même valeur ; à partir

de ce moment, le développement est clairement périodique.ut
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4.3 Fractions continues

Définition 179 (Fractions continues)Une fraction continue est un objet de
la forme suivante :

[a0, a1, . . . , an, . . . ] = a0 +
1

a1 + 1
a2+ 1

a3+...

Elle est caractérisée par une suite d’entiers qui est finie ou infinie.
On appelleconvergentsd’une fraction continue la suite de numérateurspn et
de dénominateursqn définis par :
– p0 = a0, q0 = 1
– p1 = a0a1 + 1, q1 = 1
...

– ,
...

– pn = anpn−1 + pn−2,qn = anqn−1 + qn−2

Propriétés :

– A tout nombre réel on peut associer un et un seul développement en fraction
continue.

– Tout nombre rationnel peut être représenté par une fraction continue finie (ex
1
3 = 0 + 1

2+1 ).
– Seuls les nombres rationnels peuvent être représentés par une fraction continue

finie.
– Un nombre est quadratique (ie solution d’une équation du second degré à coef-

ficients dansZ) si et seulement si son développement en fraction continue est
périodique.

– Une fraction continue est liée à ses convergents par les relations[a0, . . . , an] =
pn/qn et [a0, . . . , an, . . . ] = limn

pn
qn

. En outre avec

[a0, . . . , an] =
pn
qn
,

|[a0, . . . , an]− [a0, . . . , an, . . . ]| < 1/q2
n.

Théorème 180 (Formule d’Euler) Supposons lesai tous non nuls.
Alors1/a1 − 1/a2 + 1/a3 − 1/a4 + ...+ (−1)n/an =

1

a1 + a2
1

a2−a1+
a2
1

a3−a2+
a2
3

...+
...

an−1−an−2+
a2
n−1

an−an−1

Démonstration :
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• Pourn = 1, le résultat est clair.
• Au rang2, un calcul rapide montre que le résultat est encore valable.
• On procède ensuite par récurrence, en supposant l’égalité vraie pourn− 1 et les

rangs inférieurs.
• Dans l’égalité pourn− 1, on remplacean par an.an+1

an+1−an
• Le résultat en découle tout seul...ut

4.4 Cryptographie à clé révélée : RSA

Précisons que l’on parle aussi de clé publique .
L’objectif de lacryptographie est de permettre de communiquer par des messages

codés, qui ne pourront être lus que par leur destinataire.
Pour cela, un "superviseur" donne à chaque receveur potentiel un "décodeur" et une

"clé". La clé, comme son nom ne l’indique peut-être pas, est quelque chose qui peut
être diffusé à tout le monde.

Pour envoyer un messageM crypté à un individuI, il suffit de passer le message
M par la moulinette de la clé correspondante àI. Cela n’est pas difficile, puisqueI
diffuse abondamment sa clé, à tous ses correspondants éventuels. LorsqueI reçoit un
message, il peut alors utiliser son décodeur, qu’il est seul à posséder, pour transformer
le message crypté en le message original.

La difficulté est que, formellement, il est toujours possible de reconstruire le mes-
sage initial à partir du message crypté, pourvu que vous ayez la clé. Pour cela, il suffit
de tester tous les messages possibles, l’un après l’autre (ils sont bien en bijection avec
N, comme on peut s’en convaincre facilement en considérant l’ordre lexicographique
sur les messages possibles), et de les passer par la moulinette de la clé jusqu’à ce que
l’on retrouve le message crypté. Mais il reste un espoir de fabriquer une cryptographie
efficace, car bien sûr, cette méthode prendrait un temps énorme. La cryptographie est
ainsi basée sur l’hypothèse de base que certaines tâches, faciles à faire dans un sens
(le sens du cryptage par une clé), est difficile à faire dans l’autre (décryptage à l’aide
d’une clé).

On note bien que la difficulté réside dans le fait que la fonction "clé" est publique.
Si on cache la clé, il est très facile de réaliser des cryptographies parfaites. Par exemple,
on peut utiliser le protocole suivant pour queA envoie un message àB :

- A signale àB qu’il veut lui envoyer un message, que l’on supposera constitué
uniquement de0 et de1 (par un codage quelconque on peut facilement se ramener à
cela), et de longueur1000.

- B fournit àA une listeL de1000 chiffres0 ou1, 0 et1 étant équiprobables.
- le protocole recommence à l’étape précédente jusqu’à ce que la liste de chiffres

soit passée sans être interceptée ; on tire au sort une nouvelle liste de1000 chiffres à
chaque nouvel essai.

- A transforme le messageM en un messageM ′, parM ′ = M + L dansZ/2Z.
- A envoitM ′ àB ; siM ′ est intercepté, il ne sera pas décodable, puisqueL n’est

pas connu.
- B décodeM ′ parM = M ′ + L dansZ/2Z.
Aucune interception ne permet de décoder le message ; mais les étapes2 et 3

peuvent prendre du temps ou n’être pas réalisables. Il est indispensable de changer
de listeL à chaque nouveau message, ou du moins régulièrement - sinon, en considé-
rant les fréquences des0 et des1, un observateur des différentsM ′ pourrait finir par
reconstituerL.
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L’algorithmeRSA, du nom de ses inventeurs, Rivest, Shamir et Adleman, est basé
sur la difficulté de la factorisation d’un nombre entier en nombres premiers.

Supposons queA souhaite envoyer des messages cryptés RSA àB. Alors B se
donne deux grands nombres premiersp et q. Maple permet aisément de construire de
tels nombres, par exemple ; il suffit par exemple de tirer des nombres au sort et de re-
commencer jusqu’à ce qu’ils soient premiers, grâce à un algorithme permettant de dire
si oui ou non un nombre est premier. En fait les algorithmes utilisés pour cela sont géné-
ralement probabilistes, c’est-à-dire qu’ils ont une probabilité non nulle de se tromper ;
mais les erreurs sont extrêmement rares. La fonction Maple "isprime" permet de tester
la primalité d’un nombre ; par exemple, "isprime(123456789012345678901234567)"
renvoit "false", donc "123456789012345678901234567" n’est pas premier.
"nextprime(123456789012345678901234567)" renvoit
"123456789012345678901234651", qui est donc le nombre premier le plus petit plus
grand que celui-ci. On constate donc que Maple permet très rapidement de trouver de
grands nombres premiers ; les exemples ici fournis ne sont pas du tout à la limite du
faisable, on peut aller largement au delà.

Ces deux nombres premiers seront notésp et q. La première partie de la clé pu-
blique, notéec, sera le produit dep et q. A choisit alors un nombred, premier avec
φ(c) = (p − 1)(q − 1), avecφ la fonction d’Euler, c’est-à-dire le nombre de nombres
premiers plus petits quec, donc(p − 1)(q − 1). Il est facile de choisir un nombre qui
soit premier avec un autre : il suffit d’en piocher un au hasard, et de recommencer jus-
qu’à ce que l’algorithme de Bezout confirme que ces nombres sont premiers entre eux.
On peut aussi déterminer facilementd−1, inverse ded dans(Z/cZ)∗ ' Z/φ(c)Z (il y
a isomorphisme car(Z/cZ)∗ ' (Z/pZ)∗ × (Z/qZ)∗ par le corollaire151et isomor-
phisme entre(Z/pZ)∗ et Z/(p − 1)Z (resp.(Z/qZ)∗ et Z/(q − 1)Z) par le lemme
154) : il suffit d’utiliser l’algorithme de Bezout.

Cryptage:
- On suppose le message suffisamment court pour être codable par un élément in-

versible deZ/cZ, ce qui est possible en remplaçant le message par des tranches suc-
cessives suffisamment petites (si on a un alphabet de tailleα, il suffit de prendre des
tranches de longueurl avecαl < φ(c)). Cette méthode de codage n’a pas à être com-
pliquée ni à être cachée. Il suffit donc d’avoir une injection de[1, αl] dans(Z/cZ)∗.

- chaque message deA est donc remplacé (parA) par un élémentn inversible dans
Z/cZ.

- A envoie alors àB le nombree = nd dansZ/cZ.
Décryptage:

-B, qui dispose ded et ded−1, effectue simplement le calcul deed
−1

, qui lui donne
n, et donc le message initial.

D’autres systèmes de cryptographie à clé publique font intervenir des structures
plus complexes queZ/nZ, comme par exemple les courbes elliptiques.
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Chapitre 5

Polynômes à une indéterminée

5.1 Généralités

Définition 181 SoitA un anneau commutatif unitaire (resp.K un corps).
L’ensemble des suites nulles à partir d’un certain rang d’éléments deA, notéA(N), est
unA-module (resp. unK-espace vectoriel ) pour l’addition et la multiplication par un
scalaire usuelles. En le munissant en outre du produit suivant :

× : (u, v) 7→ w avecwn =
∑
i+j=n

ui.vj

On obtient uneA-algèbre (resp.K-algèbre), notéeA[X] (resp.K[X]).
Les éléments deK[X] sont appeléspolynômes.
Deux polynômesP et Q non nuls sont ditsassociéss’il existeλ inversible tel que
P = λ.Q.
On identifieA K et l’ensemble des suites(un)n∈N avecun = 0 pour toutn > 0, par
l’isomorphisme canoniquex 7→ (un)n∈N avecu0 = x etn > 0→ un = 0.
On noteX l’élément(un)n∈N avecu0 = 0, u1 = 1, etun = 0 pourn > 1.
La famille desXi pour i ∈ N constitue la base canonique du module libreA(

N) (resp.
duK-espace vectorielK(N).
Etant donnéP un polynôme, on appelledegré deP et on notedegP le plus grandn
tel quePn est non nul. On appellecoefficient dominant deP le coefficient deXdegP

(que l’on peut voir commeXdeg(P )∗(P ) si l’on travaille avec un corps, voir la partie
??) ; on le notecoef(P ).
Un polynôme non nul est ditunitaire si son coefficient dominant est1.
On appellesupport d’un polynôme P l’ensemble desn ∈ N tels queXn∗(P ) 6= 0.
Par définition d’un polynôme, son support est fini.
Le degré d’un polynômeP est donc aussi lesup de son support.
On appellevaluation deP et on noteval(P ) l’ inf du support deP .
On appellecomposé de deux polynômesP etQ et on noteP◦Q le polynôme

∑
PnQ

n

(que l’on peut aussi voir comme
∑
n∈NX

i∗(P ).Qi si l’on travaille avec un corps).
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Proposition 182 • 1 est élément neutre pour la multiplication,X élément
neutre pour◦, 0 élément neutre pour l’addition.
• Les éléments inversibles deK[X] sont les éléments identifiés aux éléments de
K \ {0}.
• deg(0) = −∞ etval(0) = +∞
• deg(1) = 0
• deg(Xi) = i etval(Xi) = i
• deg(P.Q) = deg(P ) + deg(Q) etval(P.Q) = val(P ) + val(Q)
• deg(P + Q) ≤ sup(deg(P ), deg(Q)) avec égalité sideg(P ) 6= deg(Q) ou
si les coefficients dominants deP etQ ne sont pas opposés.
• val(P +Q) ≤ sup(val(P ), val(Q)) avec égalité sival(P ) 6= val(Q) ou si
Pval(P ) etQval(Q) ne sont pas opposés.
• siA est intègre alorsA[X] est un anneau intègre ; c’est à dire que le produit
de deux polynômes est nul si et seulement si l’un des deux polynômes est nul.
• (P +Q)◦R = P ◦R+Q◦R mais en généralP ◦ (Q+R) 6= P ◦Q+P ◦R

5.2 Division euclidienne

Théorème 183 (Division euclidienne)SoientA et B deux polynômes, avec
coef(B) inversible. Alors

∃(Q,R) polynômes/A = B.Q+R

avec
deg R < deg B

Démonstration : • Unicité :
SupposonsB.Q+R = B.Q′ +R′ avec les conditions données sur le degré. Alors

B.(Q−Q′) = R′ −R

deg(B) + deg(Q−Q′) = deg(R′ −R)

donc
deg(Q−Q′) = −∞

etQ = Q′ etR = R′.
• Existence :
On distingue deux cas.
- Si le degré deA est inférieur strictement au degré deB, le résultat est clair avec
Q = 0 etR = A.
- Sinon on procède par récurrence sur le degré deA, en considérant

A− coef(A)
coef(B)

.Xdeg(A)−deg(B)
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...ut

Il est à remarquer que c’est par la méthode de la récurrence que l’on pratique la
division euclidienne.

Définition 184 Q est appeléquotient deA parB, etR est appelérestedeA
parB.

Un exemple en Maple :

Exemple Maple

> rem(x4 + x3 + x2 + x+ 1, x3, x);

1 + x2 + x

> quo(x4 + x3 + x2 + x+ 1, x3, x);

x+ 1

Corollaire 185 SoitK un corps.K[X] est un anneau euclidien, donc un an-
neau principal.

Démonstration : La division euclidienne en est la preuve ; dans un corps, tout po-
lynôme non nul a son coefficient dominant inversible.ut

5.3 Fonction associée, racines d’un polynôme

Définition 186 Etant donnéeB uneA-algèbre associative commutative et uni-
taire, on peut identifierP à une application deA dansA, dite application
polynômiale associée àA, notéP̃ , et définie par

P̃ (x) =
∑
n∈N

Pn x
n

Cela est notamment valable pourB = A ; implicitementP̃ désignera généra-
lement une fonction deA dansA.

Proposition 187 Soita dansA etP un polynôme appartenant àA[X].
Le reste de la division euclidienne deP par (X − a) estP (a).

En considérant la division euclidienne deP par(x− a)n, on peut énoncer la défi-
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nition suivante :

Proposition 188 - Définition
SoitP un polynôme,a un élément deA etn un entier naturel.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
- (X − a)n|P et (X − a)n+1 6 |P
- Il existe un polynômeQ tel queP = (X − a)nQ et Q̃(a) non nul.
On dit alors quea estracine deP d’ordre de multiplicité n.

5.4 Cas oùA = K est un corps

Théorème 189SiK est un corps commutatif alorsK[X] est un anneau eucli-
dien, donc un anneau principal, donc un anneau factoriel.

Démonstration : Le fait queK[X] est un anneau euclidien a été prouvé en propo-
sition127.ut

Proposition 190 - Définition On dit qu’un corpsK estalgébriquement clos
si et seulement si l’une des trois propositions suivantes est vérifiée :
- tout polynôme deK[X] estscindé, c’est-à-dire produit de polynômes de degré
1
- tout polynôme non constant a une racine dansK

- tout polynôme irréductible est de degré1
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DansK[X] avecK corps algébriquement clos, tout polynôme de degrén
s’écrit de manière unique à l’ordre près des facteurs sous la forme :

c(X − k1)(X − k2) . . . (X − kn)

avecc inversible, et leski les racines (pas forcément distinctes !) du polynôme.

C est algébriquement clos, comme énoncé dans la proposition??.
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Un exemple en Maple :

Exemple Maple

> P := X− > xˆ 4− 1;

P := X4 − 1

> factor(P );

(x− 1)(x+ 1)(x2 + 1)

> factor(P, complex);

(x+ 1.)(x+ 1. I)(x− 1.I)(x− 1.000000000)

5.5 Zoologie des polynômes

En dehors des paragraphes ci-dessous, on pourra consulter la partie?? sur l’inter-
polation par les polynômes de Lagrange, d’ailleurs généralisable à un cadre plus vaste
que les polynômes réels, et le théorème??, d’approximation par les polynômes de
Bernstein.

5.5.1 Relations entre les racines et les coefficients d’un polynôme -
localisation des racines d’un polynôme

On se donne pour l’ensemble de cette partie un polynômeP ∈ C[X], de degrén,
P non nul. On définitP =

∑n
i=0 piX

i.

� Relations entre les racines et les coefficients d’un polynôme

On utilisera ici les polynômes symétriques élémentairesΣi = Σi,n définis en partie
6.3.1.

Théorème 191 (Relations entre racines et coefficients d’un polynôme)
Notonsσi = Σi(r1, ..., rn), avecr1,...,rn des complexes.
On aP = λΠn

i=1(X−ri) pour un certainλ si et seulement siσi = (−1)i pn−ipn
.

Démonstration : On écrit simplement l’égalité

n∑
i=0

piX
i = λΠn

i=1(x− ri)

On en déduit queλ = pn, et les relations souhaitées en développant d’un côté et de
l’autre du signe=.ut

� Localisation des racines d’un polynôme

� Premières informations Le théorème de Rolle?? permet de montrer que le poly-
nôme dérivé d’un polynôme scindé est scindé.
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� Méthode itérative On peut par exemple utiliser la méthode de Newton, trouvable
dans tout bon ouvrage d’analyse numérique. On pourra par exemple consulter [9].
FLEMMARD verifier

� Méthode algébrique La théorie du résultant donne quelques résultats intéressants
sur la localisation de racines ; voir théorème195.

5.5.2 Polynômes irréductibles

Définition 192 Un polynômeP appartenant àK[X] est ditpolynôme irré-
ductible si il est irréductible en tant qu’élément de l’anneauK[X], c’est-à-dire
s’il n’est pas inversible et si tout diviseur deP est une unité ou est produit de
P par une unité.

Pour plus d’informations sur la recherche de facteurs irréductibles communs à deux
polynômes, on consultera le théorème195.

Théorème 193• Les polynômes irréductibles deC[X] sont les polynômes de
degré1.
• Les polynômes irréductibles deR[X] sont les polynômes de degré1 et les
polynômesaX2 + bX + c, aveca 6= 0 et b2 − 4ac < 0.

Démonstration : Il est évident que les polynômes considérés sont bel et bien
irréductibles, dans les deux cas réel et complexe. Réciproquement, le théorème de
D’Alembert-Gauss?? donne le résultat dans le cas complexe. Dans le cas réel, on
procède comme suit :
• SupposonsP ∈ R[X] irréductible dansR[X].
• Par simplicité et sans perte de généralité, on va supposerP unitaire.
• Six est racine deP dansC, alorsx l’est aussi, avec le même ordre de multiplicité.
• P n’a pas de racine réeller, sinonX − r diviseraitP etP ne serait pas irréduc-

tible.
• P peut donc s’écrireP = Πr

i=1(X − ri)ni(X − ri)ni .
• (X − ri)(X − ri) est alors un polynôme réel (on le voit simplement en le déve-

loppant), doncP est un produit de polynômes de discriminants négatifs strictement (là
aussi il suffit de développer pour le voir). Il n’est irréductible que s’il contient un et un
seul tel terme.

D’où le résultat.ut
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5.5.3 Résultant. Discriminant

Définition 194 Etant donnésP et Q deux polynômes deK[X], on appelle
résultant deP etQ le déterminant de la matrice suivante :
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avecP =

∑p
k=0 PpX

k etQ =
∑q
k=0QqX

k.
On appellediscriminant d’un polynômeP le résultant deP et deP ′ son
polynôme dérivé.

Théorème 195Le résultant deP etQ est nul si et seulement siP etQ ont au
moins un facteur irréductible en commun.
Le discriminant d’un polynômeP est nul si et seulement si il a au moins un
facteur irréductible en commun avec son polynôme dérivé.

Démonstration :
La deuxième affirmation n’est naturellement qu’une spécialisation de la première.

On se contentera donc de prouver la première.
• Supposons tout d’abord queP etQ aient un facteur irréductible communR.
- Alors P = RS etQ = RT , avecdeg T = deg Q− deg R etdeg S = deg P −

deg R, T etS non nuls.
- PT = QS, ouPT − QS = 0. Ceci exprime très exactement l’existence d’un

vecteurX tel que la matriceM donnée dans l’énoncé vérifieMX = 0, avecX non
nul ; donc la matrice n’est pas la matrice d’une bijection, donc son déterminant est nul.
• Supposons maintenant qu’il existeX tel queMX soit nul etX soit 6= 0. Alors,

il existe P et Q vérifiant PT = QS, avecdeg T = deg Q − deg R et deg S =
deg P − deg R.

- Supposons alors queP etQ n’aient pas de facteur irréductible en commun. Alors,
par le lemme de Gauss143, P diviseS, ce qui est impossible cardeg S < deg P .ut

En particulier, si les polynômes sont scindés, ils ont une racine commune si et seule-
ment si leur résultant est nul. SiP est scindé, son discriminant est nul si et seulement
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si il admet une racine double.

5.5.4 Division suivant les puissances croissantes

Théorème 196 (Division suivant les puissances croissantes)Soitn ∈ N, C
etD des polynômes à une indéterminée sur un même anneauA commutatif et
unitaire.
On suppose queD(0) (en tant qu’élément deA), est inversible.
Alors il existe deux polynômesQ etR vérifiant

C = DQ+Xn+1R

degQ ≤ n

Q etR sont appelés respectivementquotient et reste de la division suivant
les puissances croissantes deC par D à l’ordre n.

Démonstration : La preuve se fait par récurrence inverse sur la valuation deC. Si
cette valuation est supérieure ou égale àn+1, le résultat est clair. La suite est facile...ut

Cela servira notamment pour les développements limités de quotients (voir
proposition??, ou pour la décomposition de fractions rationnelles en éléments simples
(voir proposition ....).

Voyons un exemple concret, la division suivant les puissances croissantes deX3 +
2X2 + 2 parX + 2 :

X3 + 2X2 + 2 X + 2
− X + 2 1

X3 + 2X2 −X

DoncX3 + 2X2 + 2 = (X + 2)(1) + (X2 + 2X − 1)X, c’est la division suivant les
puissances croissantes à l’ordre0. Continuons :

X3 + 2X2 + 2 X + 2
− X + 2 1− X

2
X3 + 2X2 −X

− −X
2

2 −X
X3 + 5

2X
2

DoncX3 + 2X2 + 2 = (X + 2)(1 − X
2 ) + (X + 5

2 )X2, c’est la division suivant les
puissances croissantes à l’ordre1. Continuons encore :

X3 + 2X2 + 2 X + 2
− X + 2 1− X

2 + 5
4X

2

X3 + 2X2 −X
− −X

2

2 −X
X3 + 5

2X
2

− 5
4X

3 + 5
2X

2

− 1
4X

3

81



Donc, division suivant les puissances croissantes à l’ordre2, X3 + 2X2 + 2 = (X +
2)(1− X

2 + 5
4X

2)− 1
4X

3.

5.5.5 Polynômes orthogonaux

Définition 197 On suppose donné(a, b) ∈ R2
, a < b. On suppose donnée

une fonctionw de ]a, b[ dansR∗+ continue. Enfin on suppose que pour toutn,∫ b
a
xnw(x)dx est convergentea. On note alorsE l’ensemble des fonctions de

]a, b[ dansR telles que

‖f‖2 :=

√∫ b

a

|f(x)|2w(x)dx <∞

L’ensemble des polynômes est inclus dansE, E muni du produit scalaire sui-
vant :

< f, g >=
∫ b

a

f(x)g(x)w(x)dx

est un espace de Hilbert.
Il existe alors une suite de polynômes(Pn)n∈N, telle quedegPn = n, et telle
que lesPn forment une famille orthogonale.

aUn cas classique est(a, b) ∈ R2 etw = 1, ou biena et b quelconques etw(x) = e−x
2
.

Démonstration : Le résultat découle simplement de l’orthogonalisation de Schmidt
(proposition??) appliquée à1, X,X2, X3, .... Le fait que le degré dePn est≤ n pro-
vient simplement des propriétés de l’orthogonalisation de Schmidt, ie le fait quePn
appartient à l’espace engendré par1, X, ...,Xn. Le fait que ce degré est≥ n provient
simplement du fait que s’il existait unPn de degré< n, alors la familleP0, ..., Pn
serait une famille libre (puisqu’orthogonale) et située dans un espace de dimensionn ;
ce qui contredit le lemme de Steinitz??.

Les polynômes orthogonaux ont de multiples applications, que l’on pourra trouver
par exemple dans le livre [9].

On pourra consulter l’exemple Maple qui se trouve suite à l’orthogonalisation de
Schmidt (voir proposition??).

5.5.6 Polynômes de Tchebycheff de première espèce

Théorème 198

∀n ∈ N∃Tn ∈ R[X]/deg Tn ≤ n ∧ ∀t cos(nt) = Tn(cos(t))

Tn est appelépolynôme de Tchebycheff de permière espèce.

Démonstration :
• Soitn ∈ N . On a
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einx = cos(nx) + i sin(nx) = (cos(x) + i sin(x))n =
n∑
k=0

Ckn cos(x)nk sin(x)k(i)k

• En prenant les parties réelles :

cos(nx) =
k≤n/2∑
k=0

C2k
n cos(x)n−2k(−1)k(1− cos(x)2)k

D’où le résultat.ut

Proposition 199

Tn = 2n−1πn−1
k=0 (X − cos(

2k + 1
2n

π))

Démonstration : Il suffit de vérifier que le coefficient dominant est le bon, que le
degré est le bon, et que lescos( 2k+1

2n π) sont bien des racines.ut

5.5.7 Tout polynôme positif est somme de deux carrés

Théorème 200SoitP un polynôme appartenant àR[X].
On suppose en outre queP est positif surR.
AlorsP est somme de deux carrés.

Démonstration : • SoitCool l’ensemble des polynômes qui s’expriment comme
somme de deux carrés.
• AlorsCool contient tous les polynômes de la forme(x− a)n, pourn pair.
• Tout polynôme irréductible unitaire de degré2 est dansCool. En effet,X2 +

b.X+c est égal à(X− b
2 )2 +(c− b2

4 ), qui est bien une somme de deux carrés sic− b2

4
• Du coup, tout polynôme irréductible de degré2 à coefficient dominant> 0 est

dansCool.
• Si P etQ sont dansCool, alorsPQ est dansCool (Cool est stable par multipli-

cation). En effet, avecP = A2 +B2 etQ = C2 +D2 :

(A2 +B2).(C2 +D2) = (AD +BC)2 + (AC −BD)2

• Cool contient les polynômes positifs dépourvus de racine. En effet, soitP sans
racine ; il est produit de polynômes irréductibles. Le coefficient dominant est positif,
au vu de l’équivalent en±∞, donc on peut l’exprimer comme produit de polynômes
irréductibles de degré2 à coefficients dominants positifs.
• Soit P un polynôme positif. On a déjà vu que s’il n’admet pas de racine il est

dansCool. On suppose maintenant qu’il admet des racines, par exemple une racine
a. Soit n maximal tel que(X − a)n divise P . P = (X − a)nQ est équivalent en
a àQ(a)(X − a)n ; doncn doit être pair pour que le signe deP puisse être positif.
En supposant par récurrence que pour les degrés inférieurs à celui deP le résultat est
acquis, on conclut queQ etX − a sont dansCool, et donc queP est dansCool.ut
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Chapitre 6

Polynômes à plusieurs
indéterminées

Cette partie sera délibérément très peu détaillée ; beaucoup de démonstrations sont
calquées sur le cas des polynômes à une indéterminée. Ceux qui préfèrent un cadre
simple et utile peuvent se limiter à la partie5, ou l’on travaillera avec des polynômes
à une seule indéterminée, et fournissant les méthodes permettant de s’attaquer à cette
partie plus abstraite.

Cette partie doit être complètée par la partie5, qui par contre peut être lue indépen-
damment de celle-ci.
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6.1 Généralités

Définition 201 SoitA un anneau commutatif unitaire.
On appellepolynôme àn indéterminées à coefficients dansA l’ensemble
des applications presques nulles deNn dansA. On noteA[X1, . . . , Xn] l’en-
semble des polynômes àn indéterminées à coefficients dansA.
On dit queP ∈ K[X1, . . . , Xn] estde degréd si d est le max des|ν| tels que
Pν est non nul (voir définition??pour les rappels sur les opérations dansNn).
On dit queP est de degréd enXi si le sup desi tels qu’il existeν tel queνi
est non nul estd.
On noteXi l’élément deA[X1, . . . , Xn] nul partout sauf enν = (δi,j)j∈[1,n],
avecXν = 1.
Etant donnésP etQ deux polynômes, on noteR = P ×Q le produit de P et
Q avec

Rν =
∑

α+β=ν

PαQβ

(pour les opérations dansNn, voir définition??).
On appellemonômeun polynôme dont un seul élément est non nul.
On appelledérivé formel d’un polynômeP parDν pourν ∈ Nn le polynôme∑

α∈Nn

(ν + α)!
α!

Pα+ν

On note parfois δ
δXi

Dν avecνj = (δi,j)j∈[1,n].

Proposition 202 On identifieA[X1, . . . , Xn] à A[X1, . . . , Xn−1][Xn], ainsi
queA[X1, . . . , Xp][Xp+1, . . . , Xn] àA[X1, . . . , Xn].
A[X1, . . . , Xn] est intègre si et seulement siA est intègre.
A[X1, . . . , Xn] est muni naturellement d’une structure deA-module. Muni de
la multiplication définie plus haut, il s’agit d’uneA-algèbre.
L’ensemble des monômes unitaires est une base deA[X1, . . . , Xn].
Etant donnéeB une A-algèbre associative commutative unitaire,P ∈
A[X1, . . . , Xn] et x1, ..., xn n éléments deB, on appellevaleur de P en
(x1, . . . , xn) l’élément deB

∑
ν∈Nn Pνx

ν1
1 x

ν2
2 . . . xνnn . On note cet élément

P̃ (x1, . . . , xn). On constate ainsi qu’un polynômeP s’identifie naturellement
à une applicationP̃ deBn dansB. On noteA[x1, . . . , xn] l’ensemble des
P (x1, . . . , xn) pourP ∈ A[x1, . . . , xn].
Si (x1, . . . , xn) vérifieP̃ (x1, . . . , xn) = 0, on dit que(x1, . . . , xn) est un zéro
deP .
Etant donné(x1, . . . , xn) n éléments deB, l’ensemble des polynômesP vé-
rifiant P (x1, . . . , xn) = 0 est un idéal deA[X1, . . . , Xn], engendré par les
(Xi − ai) pour i ∈ [1, n].
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6.2 SiA est un corpsK

Proposition 203 Si K est un corps,K[X1, . . . , Xn] est naturellement muni
d’une structure deK-espace vectoriel .
Formule de Taylor, siK est un corps de caractéristique nulle : soitP ∈ K[X],
alors

P =
∑
ν∈Nn

1
ν!

(DνP )(0)Xν

6.3 Zoologie des polynômes à plusieurs indéterminées

6.3.1 Polynômes symétriques

A est supposé ici anneau commutatif et unitaire.

Définition 204 Soit P ∈ A[X1, . . . , Xn]. P est dit polynôme symétrique
si et seulement si pour toutσ permutation de[1, ..., n], P (X1, ..., Xn) =
P (Xσ(1), Xσ(2), ..., Xσ(n)).
On appellepolynômes symétriques élémentairesles polynômes de la forme

Σk,n =
∑

1≤a1≤a2≤...≤ak≤n

Xa1Xa2 ...Xak

pour1 ≤ k ≤ n.
On appellek-ième polynôme de Newtonle polynômeNk =

∑n
i=1X

k
i .

Les polynômes symétriques élémentaires sont de la forme suivante, dans le cas
n = 3 :

Σ1,3 = X1 +X2 +X3

Σ2,3 = X1X2 +X2X3 +X1X3

Σ3,3 = X1X2X3

Je ne donnerai pas ici de preuve des résultats énoncés ; on pourra se référer à [19].
On a les propriétés suivantes :
• Les polynômes symétriques élémentaires sont symétriques (évident)
• Les polynômes de Newton sont symétriques (évident)
• Si Q est un polynôme, alorsP = Q(Σ1,n,Σ2,n, ...,Σn,n) est un polynôme sy-

métrique (facile)
• Si P ∈ A[X1, ..., Xn] est symétrique, alors il existe un polynômeQ tel queP =

Q(Σ1,n,Σ2,n, ...,Σn,n) (pas évident du tout, récurrence sur le nombre d’indéterminées
et sur le degré du polynôme.
• Relations de Newton: Si 1 ≤ k ≤ n on a

Nk =
k−1∑
i=1

(−1)iNk−iΣi,n + (−1)kkΣ(k, n)
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Si n ≤ k on a

Nk =
n∑
i=1

(−1)iNk−iΣi,n
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