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Chapitre 1

Théorie des groupes

1.1 Les bases

1.1.1 Définition d’un groupe

Définition 1 Un groupe est un ensemblé&, muni d’'uneloi de composition
interne (Ici), c’est a dire une application d& x G — G, généralement noté
par la concaténation({, y) — xy), vérifiant :

o (xy)z = 2(y2)

e J1/Vr z.1 = 1.2 = x; 1 estdit 'élément neutre

oVordrl/wx =27 lo =1

(1]

Pour vérifier qu’'un ensemble muni d’une loi est bien un groupe, il suffit de vérifier
que les deux premiesssont vérifiés, et que pour toutil exister ! tel quezz—! = 1.

Définition 2 Un groupeG est ditcommutatif ou abéliensi xy = yx. Dans
ce cas on note souvent additivement ; I'élément neutre est alordneté —!
est noté-z.

Définition 3 G est unp-groupe, avecp premier, siG est de cardinal une puis
sance de.




1.1.2 Sous-groupe

Définition 4 (Sous-groupe) H C G est unsous groupe de7 si et seulement
Si:

eleH

o (z,y) e H* wxye H
eVrrzlcH

NB : un sous-groupe est un groupe, et un groupe inclus dans un groupe (pour les
mémes lois bien sdr) est un sous-groupe de ce groupe.

On peut noter les conditions dessus plus simpleme HAHH Cc HAH™! C
H

Définition 5 Deux sous-grouped et B sont ditsconjuguéss'’il existe g tel
queA = g.B.g~ %

Etant donnéd sous-groupe dé&/, le normalisateur de H estNg(H) = {g €
G/gHg ' = H}.

Un sous-groupeV est ditdistingué (ou normal) si pour toutg gNg—' = N ;
on noteN < G.

Un sous-groupeV est ditcaractéristique si il est stable par tout automor
phisme intérieur.

Un groupe est disimple si ses seuls sous-groupes distingués $ohtet G.
L'ensemble deg tels quex commute avec tout élément est appelédstre
d’'un groupe. Le centre est un sous-groupe. On f(t€') le centre de5.

t Il faut bien voir ce que dit la définition du normalisateur - le normalisateur
de H "fait" de H un sous-groupe normal, au sensitest normal dans son normali-
sateur. En fait le normalisateur est le plus grand sous-groupe contérdans lequel
H est distingué.

Propriétés :

e Un sous-groupe est distingué si et seulement si son normalisateur est le groupe tout
entier.

¢ Un sous-groupe est distingué si et seulement si il n’est conjugué a aucun autre sous-
groupe.

e Un sous-groupe caractéristique est distingué (évident).

e Tout sous-groupe d’'un groupe abélien est distingué ; par contre, en considgrant
groupe des quaternions, on peut constater qu'’il n’y a pas de réciproqué.(Mir

e {1} et sont toujours a la fois des sous-groupes distingués et caractéristiques.

e Le centre d'un groupe est caractéristique et distingué.

Exemples :
e 7 /pZ est simple (en effet ses seuls sous-groupes sont ses sous-groupes triviaux, donc
ses seuls sous-groupes distingués sont ses sous-groupes triviaux...)
e U,, est simple (voirl.10.1)



Définition 6 On appellecommutateur dex ety I'élémentz.y.z 1.y~ 1.
On appellggroupe dérivéd’un groupe le sous-groupe engentngar les com-
mutateurs. On not®(G) le groupe dérivé dé;.

2\/oir paragraphé..1.5pour la définition de sous-groupe engendré par une partie.

Il faut bien noter que I'ensemble des commutateurs n’est pas nécéssairement un
groupe; le groupe dérivé est le sous-groupe engepdrd’ensemble des commuta-
teurs.

Propriétés :

e D(G) est distingué et méme caractéristique da@ns

1.1.3 Homomorphismes

Définition 7 On appellehomomorphisme du groupeG dans le groupes’
une fonctiony telle quep(zy) = ¢(z)¢p(y). On noteHom (G, G’) 'ensemble
des homomorphismes dedansG’.

On montre que pour tout tel :
(1) =1
o p(z7") = ¢(x) "

La fonction constante égalelaest un homomorphisme de dansG’ ; éventuelle-
ment ce peut étre le seul.

Linverse d’'un homomorphisme bijectif est un homomorphisme bijectif.

Proposition 8 L'ensemble desutomorphismes i.e. desendomorphismes
bijectifs, i.e. homomorphismes dé dans G bijectifs, noté Aut(G), est un
groupe.

Exemples :
a)G groupex € G
¢s € Hom(Z,G), avecp,(n) = 2™ ; le plus petitn tel queg,(n) = 1, s'il existe est
appelé ordre de.
b) G groupeg € G
La fonctionay, = — gzg~! estun automorphisme d@, dit automorphisméntérieur
associé &, appelée aussionjugaisonpar g. En outre la fonctiory — «, est un ho-
momorphisme dé&' dansAut(G). Son noyau est le centre dé
L'ensemble des automorphismes intérieurs d’un groupe est un sous-groupe de I'en-
semble des automorphismes du dit groupe.

Quelques propriétés :



Proposition 9 (G, G') groupesg € Hom(G, &)
e Ker¢:={g€ G/p(g) =1}

est un sous-groupe distingdé G.

e I'm ¢ est un sous-groupe d&’'.

o ¢ injectif < Ker¢ = {1}

1.1.4 Extensions

Définition 10 On appellesuite exacteun schéma comme suit :
1 s
1-A—-B—-C—1

Cela signifie qued, B etC sont des groupes, et que

¢ j est un homomorphisme injectif dedansB

e s est un homomorphisme surjectif edansC'

e Kers=1Im1

(on note0 au lieu del lorsque les groupes sont notés additivement)
Lorsquei et s ne sont pas précisés, cela signifie simplement que I'on peut
trouver de telg ets.

On dit alors queB est uneextensionde A par C. Si en outre il existe”
sous-groupe de tel que la restriction des a C est un isomorphisme, alor
on dit queC est unrelevement Cela est équivalent a dire qu’il existe U
homomorphisme de C dansB tel ques ot = Idg. S'il y a un relévement
I'extension est ditecindée ¢ est appelésectiondes.

s O

1.1.5 Sous-groupe engendré

Proposition 11 SoitG un groupe, X inclus dans;.

Il existe un plus petit sous-groudé de G contenantX . On peut le définir de
deux facons :

(i) H est l'intersection de tous les sous-groupes contefiant

(i) H est'ensemble des produits finis d’élémentse X —'.

Démonstration :
(i) est évident car l'intersection de deux sous-groupes est un sous-groupe.
(i) on procede en trois points :
e K ainsi défini est un sous-groupe
e X C Kdoncpar()H Cc K



e K C H estclaid

Définition 12 On noteH =< X >, H est appelé groupengendrépar X, et
X est appelépartie génératricede H. Si X est réduit & un seul élémenion
note souvent =< z > au lieu deH =< {z} >.

Un groupe est dimonogénes’il est engendré par un seul élément. On appelle
groupecyclique un groupe monogeéne fini.
On appelleordre d'un élément le cardinal du groupe engendré par cet élg-
ment.

t Si deux homomorphismes coincident sur une partie génératrice d’'un groupe,
alors ils coincident sur 'ensemble du groupe.

) Cela sera utile pour la propositiai2.

Définition 13 On dit queG estde type fini si 3.X fini qui engendres.

Ainsi Z, Z™ sont de type fini, et tout groupe fini est de type fini.

‘- tout groupe de type fini est dénombrable.
Il n'y a pas équivalence, car par exempl@*, x) n'est pas de type fini (preuve en
considérant des générateurs et leurs décompositions en facteurs premiers)
(Q, +) non plus (considérer I'inf de l'intersection av&" d'un groupe de type fini,
en réduisant au méme dénominateur)

Proposition 14 Le groupe engendré par un ensemble réduit a un élément
est commutatif, et est 'ensemble d&savecn € Z. Il estisomorphe & ou a
Z/nZ.

Démonstration : {z™} est un groupe et contiemt donc il est inclus dans = > ;
s'il est fini alors il existen tel quez? = zP*™, et doncz™ = 1, et donc< = >=
0 n—1
{2 ...,2"'}.0

Proposition 15 Tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.

Démonstration : Un tel sous-groupé! de G est évidemment fini. Notons ensuite
a un générateur du groupe ; le groupe est donc de la fafine.,a™~'. Soitp > 0
minimal tel quea? € H ;



1.2 Groupe quotient

1.2.1 Rappel : ensemble quotient

Soit X un ensemble, é® une relation d’équivalence si¥ ; 'ensemble des classes
pour R est une partition d&X. Cet ensemble de classes, nd{¢R, est appelén-
semble quotientde X par R. La classe d’'un élément est notBéz), = est dit un
représentant dH(z). IT est appelésurjection canonique

Il y a en fait ainsi bijection entre 'ensemble des relations d'équivalence et I'en-
semble des partitions en parties non vides. A toute relation d'équivaterare peut
associer une fonctiofi telle quer = y < f(z) = f(y) (il suffit pour le montrer
de considérer la fonctiof).

Etant donnée une fonction définie skif on peut définirf fonction quotient si f
est constante sur les classes d'équivalentésant alors définie paf(Il(z)) = f(x).

1.2.2 Le cas des groupes

Définition 16 H sous-groupe dé&!

On définit lesclasses a gauche suivardf comme les:H, = € G, etlesclasses
a droite suivant H comme led{ .

On noteGG/H I'ensemble des classes a gauche) G I'ensemble des classes
a droite.

On note(G : H) le cardinal deG/H quand celui-ci est fini.

On travaille généralement sGf/ H plutdt que su \ G.

Proposition 17 Les classes & gauche déterminent une partitioidzden par-
ties non vides. Pareil pour les classes a droite.

Proposition 18 N sous-groupe dé&, il y a équivalence entre les trois asser-
tions suivantes :

e N distingué

e gN = Ng pour toutg

o il existe une structure de groupe sur le quoti€htN telle quell soit un ho-
momorphisme.

On voit donc que dans ce c&§/H = H \ G. Cette propriété d’'un sous-groupe
distingué est fondamentale : la partition en classes a droite est égale a la partition en



classes a gauche. Ce fait est caractéristique des sous groupes distingués.

Proposition 19 G et G’ deux groupes)N sous-groupe distingué dg, ¢ €
Hom(G,G’); alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

o |l existe¢ deG/N dansG’ tel queg = ¢ o 11

e N C Ker ¢

Dans ce cas est unique, et est un homomorphisme de groupes dé dansG’.

En particulier,¢ est une injection sN = Ker ¢, et induit un isomorphisme de
G/Ker ¢ dansIma.

Les preuves de ces faits sont faciles, et sont logiques intuitivement ; si on quotiente
par quelgue chose de trop gros par rapport au noyau, alors on n'a plus la précision re-
quise pour reconstruire la fonction...

G/D(G) est un groupe abélien, c’est d'ailleurs son plus grand quotient abélien, et
D(G) est le seul sous-groupe a avoir cette propriété.

Théoréme 20 (Factorisation d’homomorphismes)Soit G un groupe,H un
sous-groupe distingué d&, ¢ un homomorphisme d& vers un groupé&’.
Alors siH C Ker ¢, alors il existe une application? telle que

p=¢op

avecp la projection canonique d& surG/H.

a2 DeG/H dansG’.

) Cela servira par exemple pour le théorefige

Démonstration : Si facile que vous le prouver serait une injure... La fonction
est bien définie, car si deux éléments on méme image phors ils ont méme image
par ¢, et 'applicationg est bien un homomorphisme caen est un (la vérification de
cette implication est facile)l.

1.2.3 Lethéoreme de Lagrange

Définition 21 On appelleindice de H dansG, avecH un sous-groupe d€,
le cardinal deG/H.

Un théoréeme fondamental :

10



Théoreme 22 (Théoréme de LagrangeBoitG un groupe fini, efd un sous-
groupe deG, alors
G| = [H|.|G/H|

Démonstration : Il suffit de montrer que chaque classe d’équivalence est de méme
cardinal, et que ce cardinal é$f| (chose facile a prouver [).

On remarque gu'il n’est absolument pas nécéssairefjgeit distingué.

1.3 Opération d’'un groupe sur un ensemble

Définition 23 Avec G un groupe etX un ensemble, on appellection a
gauchede G sur X une applicationrn deG x X dansX telle que :
ea(lz)==x

e afg,a(h,x)) = (9.h, x)

On dit aussi qué&- opére a gauchesur X ou queG est uneopération a gauche
sur X . Usuellement on note plus simplement au lieu dea(g, z). Les deux
conditions deviennent alors :

e 1.x=X

e (g.h).x=g.(h.x)

On définit de maniére symétrique uagtion a droite. Uneaction sans plus de
précision désigne une action a gauche. On dit gliest unG-ensemble.

Propriétés :
e g.r =1y < g’l.y:x
e Etant donnér ety dansX il n'est pas du tout nécéssaire qu'il existe gitel que
g.x =y.
e Si G opeére surX alors tout sous-groupd de G opeére surX pour la loi restreinte.

L'équivalence suivante est fondamentale : se donner une actiGsde X revient
a se donner un homomorphisnede G dans le grouper(X) des bijections deX

(9.7 = ¢(g)-).

Un exemple fondamental est I'action d’un groupe sur lui-méme ; I'action est en fait
simplement la loi du groupe. |l est clair que les conditions sont vérifiées.

Pour le cas des actions a droite, il faut noter que si on a une action adr@itey),
alorsas(g,z) — ai(x,g~ ') est une action a gauche du groupe opposé (le groupe
opposé &G étantG muni de(z,y) — yx). On travaillera & peu pres toujours avec
des classes a gauche, les résultats étant les mémes, et puisqu’on peut reformuler le

11



probléme en terme d’action a gauche.

Définition 24 Etant donnésX et X’ deux G-ensembles, on appell&-

homomorphismede X vers X’ une applicationy de X dansX’ telle que
o(g,x) = g.¢(x) pourtouse € G etg € G. OnnoteHom(X, X') 'ensemble
des homomorphismes désur X’. Comme d’habitude, uisomorphismeest
un homomorphisme bijectif.

Un exemple facile et classique :
Soit G un groupe efX un G-ensemble. L'applicatio, pourz € G qui ag dansG
associgy.xz est un homomorphisme de (en tant quez-ensemble) suX (en tant que
G-ensemble).

Démonstration : Soit g dansG ety dansG (y est pris dang? en tant queG-

ensemble) alorg,.(g.y) = g.y.xz etg.¢.(y) = g.y.x.0

Définition 25 On noteH,, ou G, et on appellestabilisateur oufixateur dex
'ensemble deg tels queg.x = x. C'est un sous-groupe d&, qui n’est pas
nécessairement distingué.

On appelleG-orbite dex appartenant aX (ou plus simplementrbite s'il n'y
a pas de risque de confusion) et on neter) ou G.x la classe d’équivalence
dex pour la relationR définie paraRb <= 3Jg € G/g.a = b (il est facile
de vérifier qu'il s’agit bien d’une relation d’équivalence).

Un G-ensemble est ditomogénes'il ne contient qu’une seule orbite.

On dit quer € X est unpoint fixe, si I'orbite dex est réduite &z }.

On dit queG operetransitivement si VzVy3g/y = g..

On dit queG opeérek fois transitivement siV(z;)ic(1,... k3 V(¥i)ieq1,...k} (1 7
J—o i Fxy Ny #yy) — Vi e {1, ..k} y = g.@;.

On dit queG opérefidelementsiVe gz =z — g = 1.

Proposition 26 LorsqueG est fini, on a pour tout dansX, |w(z)|.|Hy| =
|G-

Démonstration : On constatera simplement que I'application q@i associey.x
deG/H, dansw(z) est une bijectiomm

La figurel.1tadche de montrer I'allure générale d'Ghiensemble.

Propriétés :
e Chaque orbite est un ensemble homogéne.

12



| Talle des sabilisateurs
14, 12n, 84n, 42n,
21, 84n, 42n pour un

—L X catainn,

FiG. 1.1 — Exemple dé&7-ensembleX . Les séparations verticales sont les séparations
entre les orbites, qui réalisent une partitionXleL’action n’étant pas nécessairement
injective, les orbites ne sont pas nécessairement de méme cardin@!. qudinté-

rieur d'une méme orbite, le stabilisateur est toujours le méme a conjugaisorepres

en particulier, les stabilisateurs dans une méme orbite sont équipotents. Si le groupe et
I'ensemble sont finis, le cardinal du groupe est le produit du cardinal de I'orbite par le
cardinal d’un stabilisateur de cette orbite. On notera que le cardinal du groupe agissant
sur cet ensemble est au moBs(ppcm des cardinaux des orbites).

Proposition 27 G groupe, X et X’ desG-ensembles homogenesors les
assertions suivantes sont équivalentes :

o X ~ X'

ed(x,2')e X x X'/H, = Hy

e J(z,2') € X x X'/H, est conjugué &,

oV(z,2') € X x X'/H, estconjugué &,

Démonstration : laissée en exercicél

\ |

[ NS
) Exemples classiques :

e Le groupe orthogonaD(3, R) opére suiR?; les orbites sont les sphéres de centre
l'origine, le stabilisateur da estO(3, R) tout entier, et le stabilisateur d’un point quel-
conqgue autre que est 'ensemble des rotations d'axe la droite vectorielle engendrée
par ce point et des symétries par rapport a un sous-espace vectoriel passant par ce point.
0 est un point fixe.

¢ On peut faire opérefy sur ses sous-groupes par conjugaison, gviic= gHg~'.

Le stabilisateur d’un point (c’est a dire d’un sous-groupe) est alors le normalisateur de
ce point (ie de ce sous-groupe).

e Si X est un espace topologique et estGHensemble tel que pour toyte G l'ap-
plicationy — g.y est un homéomorphisme, alors on dit gei@git sur X par homéo-

13
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FIG. 1.2 —z est un élément d& . G est d’ordre2, w(z) est de cardina?, doncG/H,
est de cardinat (il est en bijection avew(z)), etH, est de cardina} = 2.

morphismes La topologie quotient pour la relation d’équivalence "étre dans la méme
orbite" vérifie des propriétés intéressantes (voir proposiet théoreme?).

Proposition 28 Un G-ensemble homogéne est isomorphe & un quofig¢if
de G pour 'action deG sur G/ H par translation a gauche.

Pour bien voir I'intérét de cette remarque, il faut se rappeler quedeehsemble
est partitionné naturellement en orbites, qui sont@esnsembles homogenes, et que
donc on peut identifier a des actions par translation d’un groupe sur un groupe quotient.

Proposition 29 (Sur 'ensemble des points fixestant donnésG un p-
groupe etX un ensemble sur lequel agit, le cardinal de 'ensemble des
points fixes deX pour G est congru au cardinal d& modulop.

Démonstration : Le cardinal des orbites divise le cardinal@edonc le cardinal
de 'union des orbites est congru au nombre d’orbites de cardlimaddulop. Le car-
dinal de I'union des orbites est le cardinal ded

1.4 Produits

Il faut bien noter que méme si de nombreuses applications des résultats ci-dessous
se font avec des groupes finis, ils sont valables pour des groupes quelconques.
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1.4.1 Produit direct

Définition 30 (Produit direct de deux groupes) On appelleproduit direct
de deux grouped’ et H et on noteN x H le produit cartésien des groupéé
et H muni du produit terme a terme

(n,h).(n',h") = (nn', hR')

La fonctionps qui &(n, h) associeh est appelé@rojection de N x H sur H.
La fonctionp; qui a(n, h) associen est appelé@rojection de N x H sur N.
On définit alors la généralisation & un produit d'un nombre quelconque de
groupes pail;c;G;. Laloi

(9i)icr(hi)ier = (gihi)ier

muni le produit d’'une structure de groupe ; on appelle ce groupgréipe
produit .

On définit aussi lgroduit restreint desG; comme étant le sous-groupe du
produit des’; des élémentsy; )y ne comportant qu’un nombre fini dedif-
férents de I'élément neutre. S'il s’agit d’un produit d’'un nombre fini de groupes
il est clair que le produit restreint est égal au produit.

Propriétés :
e p est surjective, c’est un morphisme surjectif, son noyau est distingué et isomorphe a
N. On a une suite exacte
[ P
1-N—->NxH—-H-—>1

aveci(n) = (n, 1).
e N x {1} est le noyau de, il est distingué ; e{1} x H est distingué aussi.

1.4.2 Produit semi-direct

Définition 31 (Produit semi-direct) Etant donnés deux groupe$ et H, et
un morphisme de groupe¢ de H dans I'ensemble des automorphismes|de
N ; alors on appelleproduit semi-direct de N et H relativement a ¢ et
on noteN x H le produit cartésienN x H muni de la loi(n, h).(n', 1)) =

(n.p(h)(n'), h1').
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On notera que formellement il faudrait préci$érx, H.

Proposition 32 e Le produit semi-directV x H a une structure de groupe
e On a une suite exacte
) S
1-N—-NxH-—-H-—1

aveci(n) = (n,1) ets(n, h) = h.
e i(N), c’estadireN x {1} estdistingué, mais pdd y } x H (contrairement
au cas du produit direct).

Démonstration : Vérification facile

‘- Remarque importante :

En identifiantV et N x {1} d’'une part,H et{1} x H d'autre part, on constate qu’un
produit semi-direct peut toujours s'écrire comme produit semi-direct de deux sous-
groupes lié au morphismgde G dansAut(N) défini par(¢(h))(n) = hnh=!.

1.4.3 Identifier un produit direct ou semi-direct

Cette partie est fondamentale pour ramener I'étude d'un groupe a I'étude de groupes
plus petits (tache fondamentale en théorie des groupes!).

© Identification d'un produit semi-direct

Proposition 33 (Décomposition en produit semi-direct)Si on a une suite
exacte ,
(3 S
1-N—-G—H-—>1

(c’estadire sii estinjective, s est surjective, et er s = I'm i) etsionaun
sous-grouped deG sur lequel la restriction de est un isomorphisme verg
2 alorsG estisomorphe & N) x H relativement a la loi de I'automorphism
intérieur (voir la remarque dé..4.2.

On peut donc aussi dire qugest isomorphe & x H, i étant un isomorphisme
de N sur N, ets étant un isomorphisme dé sur H.

D

aC'est-a-dire un relevement, une section, voir la paltie2

Démonstration : On considéreV I'image dei, et H le sous-groupe dé sur le-
quel la restriction de est un isomorphisme vers.
PuisqueN = Ker s, N <ii G (un noyau de morphisme de groupe est toujours distin-
gué).ll est clair que :
e NNH= {1}
eG=NH
Le premier point est évident, du fait qu&st un isomorphisme depui, et a donc un
noyau nul.
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Pour le deuxieéme point, soit € G, alorss(g) = s(h) avech € H, ets(g.h71) =
s(g).s(h)~t = 1,doncg.h~! € N. L'écriture d'un élément d& comme produit d'un
élément delV par un élément dé/ est unique (facile, au vu d& N H = {1}); G
est donc ainsi en bijection avé¢ x H, par¢(nh) = (n, k). On cherche maintenant a
établir une loi sutV x H telle que cette bijection soit un isomorphisme.

Le produit den.h parn’h’ estn.h.n’h’/, que I'on doit donc exprimer comme un pro-
duit d’'un élément déV par un élément dél ; on peut réécrire..h.n’.h’ sous la forme
n.(h.n’.h=1).h.n'"; puisqueN est distingué, il s’agit bien du produit deh.n’.h~=1
(élément deV) parh.h’ (€élément defd).

On vérifie facilement que la Idin, h).(n', ') = (n.(h.n'.h~1), h.h') fait de cette bi-
jection un morphismel

t Remarque importante_hypothése revient exactement & avoir une exten-
sion scindée, c’est a dire une extension munie d’un relevementl(\o#).

Proposition 34 SiG est un groupe, sN et H sont des sous-groupes @& si
N <1 G,siNNH={l}etsiG=N.H,alorsG ~ N x H.

Démonstration : Il suffit de reprendre la preuve ci-desslis.

@ Identification d’'un produit direct

En fait un produit direct est un cas particulier de produit semi-direct.
En reprenant les notations de la définition du produit semi-direct et des démonstrations
ci-dessus, on a équivalences entre les assertions suivantes :
e ¢(h) = Idy pour touth
o H est distingué
e laloi de groupe sulN x H est celle du produit direct

On peut aussi raisonner sur les suites exactes. Lorsque I'on a une suite exacte avec
relévement, i.e. avec une section, i.e. si I'extension est scindée,BEf,9) € N x
H nh = hn.

1.4.4 Quelques remarques pour éviter les gaffes

t La condition de la propositioi3 est suffisante mais non nécéssaire ; on
peut avoir une extension sans relévement, c’'est a dire non scindée, c'est a dire sans
gu'il y ait de section, sans pour autant que le groupe ne soit pas le produit semi-direct
deN parH.

‘- On peut trés bien avoid x B (produit direct)~ A x, B, avec¢ autre
que¢(h) = Idx pour touth ; donc il ne suffit pas de décomposer un groupe comme
produit semi-direct non trivial pour conclure qu'il n’est pas un produit direc §ite
ainsios x Z/2.Z.

17



1.5 Théorémes de Sylow. Groupes de Sylow

Les deux théorémes de Sylow sont extraits du classid]e [

Définition 35 On appellep-sous-groupe de Sylowou plus simplemenp-
Sylow d’un groupeG de cardinaln, un sous-groupe dé& d'ordre p” avec
p premier divisant etn = p".m etp fm.

Proposition 36 Un sous-groupe’ de G est unp-sous-groupe de Sylow de
Si:

e P est unp-groupe

e (G : P) est premier &.

Démonstration : Pas difficile, y'a qu'a I'écriret

Théoréeme 37 (Théoréme de Sylow) étant un groupe fini, gt un nombre
premier divisant I'ordre de7, alors G admet au moins up-sous-groupe de
Sylow.

Démonstration : On va procéder par étapes.
e Tout d’abord un cas particulierZ/pZ est un corps fini puisque est premier, et
GL(n,Z/p.Z) estd’ordrdI— (p" —p'), comme on peut s’en convaincre en comptant
les bases d€Z/p.Z)". Le cardinal de ce groupe est domcp™(»~1)/2, avecp fm.
Un p-Sylow de ce groupe est alors 'ensemble des matrices de la forme

1 =x * L. % x
0 1 = ... * %
0O 0 1 ... *= =«
n lignes )

. % %
0 0 0 1 =
0 0 0 0 1

n colonnes

¢ On a maintenant besoin d’'un lemme :

Lemme 38 Soit G un groupe d’ordrep®.m, avecp /m etp premier, et soit
H un sous-groupe dé&' et S un p-Sylow deG. Alors il existea € G tel que
a.S.a~' N H soit unp-sylow deH.

Démonstration : G opére suKd/S par translation & gauche (vdir9.1) ; le stabi-
lisateur d’un élémeny.S estg.S.g'.
D’autre partH opére suG/S par translation & gauche aussi; le stabilisateur d’un élé-
mentg.S estg.S.g~t N H.
Il est clair que tout..S.a~! est bien urp-groupe, il reste a en trouver un qui soit bien
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un p-Sylow. Il suffit pour cela que le quotient du cardinal #epar le cardinal de
H N a.S.a~! soit premier aveg ; donc il suffit que le cardinal d&/(H N a.S.a™1)
Soit premier aveg.

Or ce cardinal est en fait le cardinal de I'orbite @& dansG/S sous I'action def ;
or toutes ces orbites ne peuvent étre de cardinal un multiple sieon le cardinal de
G/ S serait un multiple de, ce qui contredirait le fait qué est unp-Sylow.

Ce lemme est donc prouve.

e Maintenant on peut s'attaquer au cas général ;Sain groupe Vvérifiant les hypo-
théses (5 estisomorphe a un sous-groupesgear le théoreme de Cayley (vdir9.1).

A son tour,o,, estisomorphe a un sous-groupe(@g(n, Z/p.Z) (on considére la base
canonique(e;)e1,») de(Z/p.Z)", et I'application qui & danso,, associe I'applica-
tion linéaire qui &; associer(e;).

Par le premier point, ce groupe admetpB8ylow ; et par le deuxiéme point, un sous-
groupe d’'un groupe admettant prSylow admet urp-SylowD

Corollaire 39 Si G un est groupe de cardinal”.m avecp /m etp premier,
alors G possede des sous-groupes d’orgfepour toutg < r-.

Démonstration : G contient unp-Sylow, donc un sous-groupe de cardipal On
peut donc se ramener au cas gegroupes. Le centre d’'up-groupe est non trivial,
comme on le montre eh10.1 On considére don€ un p-groupe, ez (G) son centre,
de cardinap”. En appliquant I'hypothése de récurrencB (@), on a bien des groupes
d’ordrep?, pourgq < r. On considére maintenant le groupe-quotienGdear Z (G), il
est de cardingd” ¢, on peut donc lui appliquer I'hypothése de récurrence et y trouver
un groupe de cardinal’ pourt < r — q. En considérant I'image inverse par la pro-
jection canonigue sur le groupe guotient, on obtient alors un groupe de cardifal
pourt < r — ¢, donc pour tout cardinal“ avecqg < u < r.0O

Théoréme 40 (Deuxiéme théoréme de SylowEtant donné un groupe, de
cardinal |G| = p".m, avecp fm.

o Toutp-groupe inclus dans; est inclus dans up-Sylow deG.

e Lesp-Sylow sont tous conjugués

e Lesp-Sylow forment une orbite d& sous I'action d& par automorphisme
intérieur

e Un p-Sylow est distingué si et seulement si il est 'unigu@&ylow
e Le nombre de-Sylow est congru & modulop et divise|G|

e Le nombre de-Sylow divisen

Démonstration :
e Démonstration de I'affirmation "Touyt-groupe inclus dan& est inclus dans up-
Sylow deG" :
Supposong{ un p-groupe de&&. Soit.S un p-Sylow deG, dont I'existence est donnée
par le premier théoréme de Sylow. D’'aprés le lenggeil existe a dansG tel que
a.S.a~' N H soit unp-Sylow deH.
H étant urp-groupe,H est nécéssairement égal.&.a~' N H. DoncH est bien inclus
dans un Sylow.
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e Pour montrer I'affirmation "Leg-Sylow sont tous conjugués”, il suffit de faire le
méme raisonnement avét un p-Sylow.

e Démonstration de I'affirmation "Les-Sylow forment une orbite d&' sous l'action

de G par automorphisme intérieur" :

On a vu que leg-Sylow étaient tous conjugués ; si un autre élément leur est conjugué,
c’est aussi ump-Sylow ; le résultat est donc en fait complétement évident.

e Démonstration de I'affirmation "Up-Sylow est distingué si et seulement si il est
l'unigue p-Sylow" :

Siunp-Sylow est distingué et s'il n’est pas unique alors il est conjugué a I'autre... donc
il n'est pas distingué.

Réciproquement si il est unique, alors s’il n’est pas distingué, alors il est conjugué a un
autrep-Sylow - donc il n’est pas unique.

e Démonstration de I'affirmation "Le nombre g@eSylow est congru @ modulop et
divise|G
On rappelle que la propositidt® affirme que le nombre de points fixes d’'un ensemble
X sous l'action d’'urp-groupeG est congru au cardinal d& modulop.

Il suffit alors de considérer 'ensemble desSylow ; on peut faire agir dessus pn
Sylow S quelconque par conjugaison. Le nombre @8ylow est donc congru au
nombre de points fixes de I'ensemble geSylow sous l'action de5 modulop. Il
reste donc a montrer qu'il y a un unique point fixe. L'existence d'un point fixe est évi-
dente, il s’agit deS lui-méme. Supposons gue soit un autre point fixe]" est donc

un p-Sylow tel que pour tout dansS, sT's~! = T. On considére le groupe engendré
parT et S, S etT sont desp-Sylow de ce groupe. Dans ce groupe toujodrsst
distingué ; donc il est I'uniqug-Sylow, donc il est égal &. D’ou le résultat.

e Démonstration de I'affirmation "Le nombre geSylow divisem" :

Le nombre de»-Sylow est le cardinal d'une orbite, donc il divise le cardinakédeor

il est congru al modulop, donc il divisern.O

1.6 Applications des groupes de Sylow

1.6.1 Démontrer qu’un groupe n’est pas simple juste au vu de son
cardinal

Cet exemple est tiré de I'excellent/]].

Proposition 41 Un groupe d’ordre63 ne peut étre simple.

Démonstration : on considére le§-Sylow de G d'ordre 63; ce nombre de-
Sylow divise% donc9, et est congru & modulop; donc il y a un unique’-Sylow,
donc il est distingué, donG n’est pas simplé&l
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1.7 Groupes abéliens

On rappelle qu’'un groupe abélien est un groupe commutatif.

Proposition 42 Un groupe abélierts est de type fini si et seulement si il existe
un homomorphisme surjectif & sur G pour un certainn, c'est-a-dire s'il
est isomorphe a un quotient @ par un de ses sous-groupes

Plus précisément; est alors engendré par éléments, si est minimal.

2Notez qu'il peut s'agir du quotient dé™ par n’importe quel sous-groupe, puisdie étant
commutatif, tous ses sous-groupes sont distingués

) Cela nous servira pour la propositid8.

Démonstration : En effet, supposons qu& est finiment engendré, pay, ..., g,-
Considérons alors I'application &" dansG définie par(p1, ..., pn) — p1.91 + ... +
Pn-gn- PUisque G est engendré par lgs ET G est commutatifcette application est
surjective. Il est clair que c’est un morphisme puisgiiest commutatifDonc G est
isomorphe au quotient d&" par le noyau de ce morphisme, d’ou le résultat.

Réciproquement, supposons que I'on ait un morphisme surjec@if deirG ; alors
il est égal a ’homomorphism@sy, ..., p,) — p1.91 + ... + Pn-gn, avecg; 'image de
(0,...,0,_1foiss 1,0, .-, 0) (voir la remarque de la partie 1.5. Il est donc clair quéx
est engendré par lgs.0

Définition 43 (Somme) Soit(A4;);c; une famille de groupes abéliens. On note
D, Ai 'ensemble des famillegr;);cr avecr; € A; et lesz; presque tous
nuls; c’est un groupe abélien pour I'addition terme a terme; on I'appelle
sommedes groupest;.

Siiy € I, on identified;, a 'ensemble deéx;);c; tels quei # ig —x; = 0.
SiVi A; = A alors on noteAD) = @, _; A;.

Proposition 44 (Propriété universelle des groupes abélienditant donnée
une famille(4;);c; de groupes abéliensd’ un groupe abélieng; un homo-
morphisme ded; sur A’, alors il existe un uniqgue homomorphisme@pA;
vers A’ tel que la restriction de cet homomorphismd asoit ¢;.

Démonstration : Considérer(z) = >, ¢;i(x;).0
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Définition 45 (Somme directe) A étant un groupe abélien, led; étant des
sous-groupes dd, alors :

e les A; sont dits ersomme directesi I'application canonique dép A; dans
A quia(z;);c; associe)_, z; est injective On identifie alors son image ave
@ie[ A;.

e On dit queA estsomme directedesA; si I'application est bijectiveOn note
alors (abusivementl = @, ; A;.

Proposition 46 A abélien,(A;) famille de sous-groupes, alors lels sont en
somme directe Si |, x; = 0 avecz; € A; (support fini) impliqueviz; = 0.

Définition 47 (Groupe de torsion) Un élément d’'un groupe est difément
de torsions'il est d’ordre fini.

Un groupe abélierst ditde torsion si tous ses éléments sont d’ordre fini.
Etant donnéy un nombre premier, un groupe abéliest ditde p-torsion si
tous ses éléments sont d’ordre une puissange de

Un groupe abélien est diibre s'il estisomorphe & pour un certainn € N.
On appellesous-groupe de torsiond’un groupe abélien le sous-groupe
constitué par les éléments de torsion

20n vérifie facilement qu'il s'agit bien d'un sous-groupe.

Proposition 48 Un groupe de torsighet de type fini est fini.

aSous-entendu : abélien (un groupe de torsion est abélien par définition).

Démonstration : En effet, siG est de type fini et abélien, alors c’est un quotient

deZ™, par la propositiort2.

On considére alorgpem le ppcm des ordres desgénérateurs donnés par la pro-
position42. L'ordre de tout élément est alors un diviseurggen. L'homomorphisme
surjectif deZ™ dans son guotient a pour noyau un ensemble conték@nt. Donc il
se factorise a trave(Z/kZ)" (voir le théoréeme20). Donc le groupé&= est de cardinal

plus petit que:™.O

Les deux théorémes ci-dessous sont donnés sans démonstration (laissées aux lec-

teurs pour exercice!).

Théoréme 49 e Tout groupe abélien sans torsion de type fini est libre.
e Tout sous-groupe d’un groupe libre est libre.
e Deux groupes libre&™ et ZP sont isomorphes si et seulement.st p.

de torsion. Cette décomposition est unique & isomorphisme prés.

e Tout groupe abélien de type fini est produit d’'un groupe libre et d’'un gro

upe
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Théoreme 50 Tout groupe abélien firtr s’exprime de maniére unique sous|la
forme

Z]a1Z X Z]asZ X -+ X L]anZ

avecvi € [1,n—1]a;|a;41, €ta; > 1. Lesa; sont appeléfacteurs invariants
du groupe.

La décomposition ainsi obtenue est appebEcomposition cyclique du
groupeG.

Cette décomposition a de nombreuses conséquences :

Corollaire 51 Soit G un groupe abélien fini; il existe un élément d’ordre|le
ppcm des ordres des éléments du groupe.

Démonstration :
e Soit G un groupe abélien fini.
e La décomposition cyclique nous permet d'écii¥esous la forme

Z)aZ X L]as X -+ X L]a,Z

e On considére un élément= (z1,...,x,) de ce produit.

e L'ordre dex est le ppcm des ordres deg; or I'ordre dex; divise a;, qui lui-
méme diviser,,.

e Le ppcm des ordres est donc en fait un diviseua.gledonc c’esta,, lui-méme.

e L'élément(0,...,0,1) convient donc (on peut remplacémar n’'importe quel
générateur d&/a,,Z).0

Autre conséquence :

Corollaire 52 SoitG un groupe abélien fini. Pour tout divisedide Card(G),
il existe un sous-groupH deG d'ordre d.

Démonstration :
e On écritG sous forme :

Z)aZ X L]as x -+ X L/a,Z
e Décomposonsg en facteurs premiers :
d=1L2p;
e Définissons :

di = pged(d, ar)

d
dy = ngd(d_l’a2)

d
ds = Png(mﬂlS)
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d
d, = ngd(mvan)

e Puisquel|n etn = II7"_, a;, on arrive & se "débarasser" de chaque facteur premier
ded dans I'un desl;, et dondll}_,d; = d.

e Pour touti, d; divisea;.

e Dans un groupe cyclique, il existe un sous-groupe du cardinal de n’importe quel
diviseur de 'ordre du groupe, donc dafg(a;Z) il existe un sous-groupf; de car-
dinald;.

e Le produit desH; est un sous-groupe de de cardinall.O

Quelques autres corollaires, sans preuve :

Corollaire 53 Soit G un groupe abélien fini. Soit = pi*p5*...p;" la dé-
composition de: = card(G) en facteurs premiers. Alors pour toite [1,]]
il existe un et un seul sous-groupg de G de cardinalp‘. En outre,G est
isomorphe au produit deH .

LesH;, uniques, sont appelés les composantes primaires du groupe commutatif

G.

1.8 Exercices sur les groupes

1.8.1 Exemples de groupes

Les objets suivants sont-ils des groupes ?
(C+,.), (R*,.), (C,4), (R, +), (R, .), (Q,+),(Q, .), (N,.),(Z,+), 'ensemble des trans-
lations du plan, 'ensemble des homothéties du plan, I'ensemble a la fois des transla-
tions et des homothéties (pour la composition) ? Ces groupes sont-ils commutatifs ?

Oui, sauf(R, .), (Q,.), (N, .) et 'ensemble des homothéties. Tous ces groupes sont
commutatifs sauf le groupe a la fois des translations et des homothéties.

1.8.2 Conditions réduites pour un groupe

Si G a une Ict associative, un élémeittel quevg ge = g, et un élémeny’ pour
tout g tel quegg’ = 1, alorsG est un groupe.

Démonstration :  On multiplie g¢’ parg’ a gauche, et on montre qy& = 1 en
utilisant leg” tel queg’g” = 1. Il est facile de voir queg = g en utilisant cecil

1.8.3 Conditions suffisantes de commutativité

Si tout élément est son propre inverse, al@rest commutatif.

1.84 7Z/nZ

Proposition 54 pourd|n, Z/nZ comporte un seul sous-groupe d’'ordte

Démonstration : Existence triviale, unicité en considérant 'ensemble des élé-

Lici=loi de composition interne.
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mentsz tels quez? = 1.0

Proposition 55 Etant donnés deux entierset k, on a équivalence entre les
trois assertions suivantes :

- k (dansZ/nZ) engendreZ /nZ.

- n etk sont premiers entre eux.

- k est inversible dans I'annedt/nZ.

1.8.5 Sous-groupes

e Tout sous-groupe d’un groupe cyclique est cyclique.

e (G sous-groupe d€R, +) —G monogéne ou dense.
Démonstration : Considérer I'inf deR*™ N G.O

o |l existe des sous-groupes denseRdée type fini.
Démonstration : 7 + /270

e L'union de deux sous-groupes est un groupe si et seulement si l'un est inclus dans
l'autre.

e Le produit élément par élémentde deux sous-groupesB est un sous-groupe
si et seulement siB = BA.

Démonstration : : Supposons qud B soit un sous-groupe. Alors saite A et
beB.a b= € AB — ba € ABdoncBA C AB
abadmet un inverse dansB donca’b’ab = 1, donch’ab = o’~1, doncab = b'~la'~ 1,
doncab € BA, doncAB C BA
Réciproguement, supposodss = B A, alors l'inverse deb, b~ 'a~!, appartient bien
a AB; enoutre il estimmédiat qué B est stable par produit.

e L'image d’'un sous-groupe distingué par un homomorphisme est un sous-groupe

distingué de I'image de 'homomorphisme. L'image réciproque d'un sous-groupe dis-
tingué par un homomorphisme est un sous-groupe distingué.

¢ L'intersection de deux sous-groupes distingués est un sous-groupe distingué.
e Tout sous-groupe d'un groupe abélien est distingué ; mais on peut avoir cette pro-
priété sans que le groupe soit abélien ; considérer par exdmplg, k, —1, —i, —j, —k},

muni des opérationg = k, ji = —k, jk = i,kj = —i,ki = j,itk = —j (notons que
ce groupe possede aussi la propriété de n'avoir que des sous-groupes propres abéliens).

1.8.6 Divers

e Dans un groupgab)™ = 1; montrer queba)” = 1.
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e Montrer queQ n’est pas de type fini.
Démonstration : Considérer un nombre fini d'éléments@eet un dénominateur
commun de ces élémernts.

e L'ensemble des automorphismesZig:Z muni de la composition est isomorphe
a(Z/nZ,x).

¢ Un sous-groupe additif d& est soit dense, soit de la formeZ. De mémeR**
muni de la multiplication n’admet que des sous-groupes denses ou de ladbrme

Démonstration : Considérer la bornénf de I'intersection du sous-groupe et de
R**. Le cas multiplicatif s'obtient en considérantitey, qui est un isomorphisme de
groupe, et qui préserve la dengité.

e 7 + bZ dans(R, +) est de la forme:.Z si b est rationnel, et dense Biest irra-
tionnel.

1.9 Zoologie des opérations d’'un groupe sur un ensemble

1.9.1 Opération d’'un groupeG sur lui-méme par translation a gauche

On associe a tout élémentle G la fonction qui ar € G associgy.x.

Cette opération est transitive (il y a une seule orbite) et fidéle.

Théoréme 56 (Théoréme de Cayleysi G est fini, alorsG est isomorphe 3
un sous-groupe du groupe des permutations:de

Démonstration : L'application qui ag associe I'application: — g.x est un ho-
momorphisme injectif ; don& estisomorphe a son image par cette application, qui est
donc un sous-groupe du groupe des permutatiorns.de

Pour “fixer les idées", on peut se représef®¢nZ isomorphe a I'ensemble des
applications qui & associer + p.
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1.9.2 Opération d’'un groupeG sur le groupe G/ H par translation
a gauche

Définition 57 (Action par translation a gauche) A un élémentg et une
classeg’.H on associe la classeg’. H. On vérifie facilement que cette opéra-
tion est bien définie et définie bien une opération d’un groupe sur un ensemble.
L'opération est clairement transitive, par contre elle n’est pas fidéle en géné-

ral. Le noyau de I'applicatiornp associée (voir définition d’un opération d'u
groupe sur un ensemble) est égal a

>

ﬂgegg.H.g_l

(par définition du noyau, il suffit de I'écrire)

1.9.3 Opération d’'un groupe sur lui-méme par automorphismes
intérieurs

Définition 58 (Action par automorphismes intérieurs) A g € G on associe

I'automorphisme intérieut: +— g.z.g~ 1.

Proposition 59 e Les orbites sont exactement les classes d’'équivalence [pour
la relation de conjugaisone Le stabilisateur d’un élément est 'ensemble
desg tels quer = g.x.g~ !, c’est a direx.g = g.x; c’est donc 'ensemble des
éléments qui commutent avecon I'appellecentralisateur dez. On généra-
lise cette définition en I'élargissant aux parties@e le centralisateur d’'une
partie est I'ensemble des éléments qui commutent avec tous les éléments de
cette partie.

e Le centralisateur dé- tout entier est donc le centre dg, c’'est a dire I'en-
semble des éléments qui commutent avec tous les autres.

e Les éléments d’'une classe de conjugaison ont méme ordre et méme nombre
de points fixes.
On peut par exemple considérer le grouféd.(n,K); les classes de conju
gaison, c'est a dire les orbites, sont alors les classes d’'équivalence pour la
relation "étre semblable a".

1.10 Zoologie des groupes

On trouvera une étude des grouffes.Z et (Z/nZ)* dans la parti2.5.
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1.10.1 Lesp-groupes

Rappelons qu’um-groupe est un groupe de cardinal (donc d’orgfepvecy un
nombre premier.

Proposition 60 (Le centre d'unp-groupe non trivial est non trivial) Si G
est unp-groupe de cardinat> 1 alors son centre est de cardinal 1.

Démonstration : On fait agirG sur lui-méme par automorphismes intérieurs, comme
indiqué enl.9.3 et on applique la propositiah10.1 On en déduit que le centre est de
cardinal congru &, or il est non réduit &.0

1.10.2 Groupe linéaire et groupe spécial linéaire

Définition 61 Etant donnéK un corps commutatifuelconque et un K-
espace vectoriel de dimension finie, on appejteupe linéaire GL(F) le
groupe des automorphismes He

GL(FE) estisomorphe & L(n, K), groupe des matrices inversiblés taillen x n,
a coefficients dank, avecn la dimension dev.

On notera que deux matrices semblablest B vérifient qu'il existe P tel que
A = P~1.B.P; celarevient donc a dire qué et B sont conjuguées.

Définition 62 Le noyau de 'homomorphisme quifaassocie son déterminant
est par définition I'ensemble des automorphismes de déterminamt I'ap-
pellegroupe spécial linéaireet on le noteSL(E).

SL(E) est isomorphe &L (n,K), groupe des matrices deL(n, K) de détermi-
nantl.

Proposition 63 On a une suite exacte :
dét
1— SL(E) - GL(E) - K* — 1

En outre, le groupe linéairé/L(E) est isomorphe au produit semi-direct du
groupe spécial linéairé§ L(E) par K*.

K* désignaniK — {0}.
Démonstration : Il suffit de prendre pour injection d§L(E) dansGL(E) la
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simple identité, et de considérer le sous-grofibde G L(E) des matrices de la forme

A0 0 ... 0O
0 1 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

avec) non nul.

Le déterminant induit bien une bijection @&surK*, on a bien N .SL(E) réduit
al’élément neutre, on a bief\L(E).H = GL(E), etSL(E) est clairement distingué.
O

Proposition 64 (Générateurs deZL(F) et SL(E)) o GL(E) est engendré
par 'ensemble des dilatations de.
e SL(FE) est engendré par I'ensemble des transvectiong' de

Démonstration : Je ne détaillerai pas intégralement la preuve, laborieuse, mais
peu difficile. Il suffit de montrer les points suivants, dans cet ordre :

e Toute matrice de la formé + A\E; ; pouri # j, avech € K et E; ; la matrice
définie pan(E; ;) = 1 sii = k etj = [ et0 sinon, est la matrice d’une transvection.
L'inverse d’'une matrice de transvection, est une matrice de transvection.

e Une matrice de déterminahtest égale a un produit de matrices de transvections.
Pour le prouver, on considerd une telle matrice, on la multiplie par des matrices de
transvection pour se ramener a une matrice n'ayant qu’'un seul élément non nul sur la
premiere ligne, pour que cet élément soit I'’élément en haut a gauche, et pour qu'il soit
égal al. Il suffit alors de procéder par récurrence en considérant un produit de matrices
par bloc.

(ce point est exactement le deuxiéme point annoncé)

e Une matrice appartenant@L(F) est le produit d'une matrice appartenant a
SL(FE) et d'une matrice de dilatation (voir propositiés).0]

1.10.3 Groupe orthogonal et groupe spécial orthogonal

[ Cas général

Définition 65 On appellegroupe orthogonal d’'un espace euclidierE I'en-
semble des automorphismes orthogonaux¥x’deuni de la composition ; on
le noteO(E).

On appellegroupe spécial orthogonal d’'un espace euclidiet I'ensemble
des automorphismes orthogonaux/dele déterminant muni de la composi
tiono; on le noteSO(E) ouO*(FE).

On noteO~ (E) le complémentaire d8O(FE) dansO(FE).

On note en outré),, (R) 'ensembleO(R™).

On note en outr&O,, (R) I'ensembleSO(R™).
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Ces espaces sont isomorphes aux espaces décfits®r donc je n'approfondis
pas plus ici pour le moment, a part les cas spéciaux des dimerisi2es3.

ol Dimension1

Ce cas est de peu d'intérét; les seules transformations orthogonalasrsontet
—T — —X...

o Dimension2

Un rapide calcul montre que les matrices des transformations orthogonales en di-
mensior2 sont de I'une des deux formes suivantes :

(contly o ) (o) @)

La matrice de gauche représente une transformation du groupe spécial orthogonal
(c’est a dire de déterminant et donc dansSO(E) = O (E)), celle de droite une
transformation qui n’est pas de ce groupe (c'est a dire que celle-ci est de déterminant
—1, etdonc dan®~ (E)).

(le calcul est facile, il suffit de se souvenir guery? = 1 — 30/x = cos(0) ety =

Définition 66 On appellerotation d’angle # un endomorphisme associé a|la

matrice :
( cos(0) —sin(6) )
sin(0)  cos(6)

Toujours par des calculs sans grande difficulté on montreraitSgugR) com-
mute, et est en fait isomorpheRy/ (2.11.Z) ; les seules transformations orthogonales
de déterminant sont en fait les rotations. On notg la rotation d’anglé).

En étudiant la matrice de droite, on constate qu’elle est symétrique, donc diagonali-
sable (voir la parti®?) ; son polynéme caractéristiques ést — 1 ; elle est semblable
a é _01 ) Il s’agit donc en fait d'une symétrie par rapport a un hyperplan (ici
hyperplan = droite car on est en dimens)nAinsi les transformations orthogonales
de déterminant-1 sont en fait des symétries par rapport a des droites. On note que les
symétries ne commutent pas, elles. On ngtéa symétrie correspondafit(d est en

fait le double de I'angle de I'axe invariant avec le premier axe).

On notera quey o sgr = Tg_gr.

I'angle n'est défini qu'a.II prés pour les rotations et les symeétries.
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o Dimension3

Proposition 67 En dimensiors, O (E) comporte :

e les rotations axiales

o l'identité, qui est un cas particulier de rotation axiale
e la symétrie par rapport a une droite, qui est un cas particulier de rotation
axiale

En dimensior3, O~ (E) comporte :

¢ les symétries orthogonales par rapport a un plan
e les composées d'une rotation autour d’un axe et d’'une symétrie par rapport
au plan orthogonal a cet axe

On se donng un endomorphisme orthogonal deeuclidien de dimensioB, et on
considérel 'ensemble{z/f(xz) = z} (ensemble des invariants pAy. On va classer
les f possibles suivant la dimension de

odimI =3
Pas drole i est l'identité, et dong € SO(E) = O*(E).

odimI =2

Alors I'orthogonal del est de dimensiorii ; la restriction def a cet espace est un
endomorphisme orthogonal (rappelons que si un espace est stable pour un endomor-
phisme orthogonal, alors son orthogonal aussi). Ce n’est pas l'identité pyistast
pas l'identité, donc il s’agit de — —x (si un endormorphisme est orthogonal, ses
seules valeurs propres possibles soet—1). f est donc une symétrie par rapport a un
plan.f € O~ (E).

odimlI=1
La restriction def a I'orthogonal def (rappelons que si un espace est stable pour un

endomorphisme orthogonal, alors son orthogonal aussi) est un endomorphisme ortho-
gonal et n'a pas de vecteur invariant; donc c’est une rotation. [ast une rotation
autour d’un axe. Sa matrice est semblable a la matrice

cos() —sin(f) 0

sin(d) cos(f) 0O

0 0 1

f est de déterminarit et donc appartient 8O(E) = O (E).

odimlI =0

En dimensior8, tout endomorphisme admet au moins une valeur propre (tout poly-
néme de degré impair admettant au moins une racinR}sur
f admet donc nécéssairement une valeur propre. Or un endomorphisme orthogonal ne
peut avoir pour valeur propre queou —1 ; donc—1 est valeur propre.
On va maintenant considérér, 'ensemble deg tels quef (z) = —z, et on va raison-
ner sur la dimension d@.
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dim O =3 Onaalorsf la symétrie par rapport@; f estdang)(FE) et pas dans
SO(E); f estdan®)~ (E).

dim O = 2 : cas impossible Supposongim O = 2.

Alors I'orthogonal deO est stable paf ; donc soit la restriction d¢ a cet ortho-
gonal est l'identité, soit c’est moins l'identité ; puisqdien I = 0 il s’agit de moins
l'identité. Donc en faitlim O = 3, d’ou contradiction. Donc ce cas ne peut se produire.

dimO =1
On considére alors la restriction giea I'orthogonal deO. Il s’agit d’'un endomor-
phisme orthogonal en dimensi@nsans valeur propre ; donc une rotation qui n’est pas
une symétrie par rapport a un point, ni I'identiféest de déterminant1, et donc est
dansO(FE) mais pas danSO(E); f € O~ (E).

1.10.4 Groupe orthogonal réel et groupe spécial orthogonal réel

Définition 68 On appellegroupe orthogonal réel d’ordre n I'ensemble des
matricesM réelles de typén, n) telles queé M.M = I, on le noteO,,(R) ; il
s’agit d'un sous-groupe du groupe linéaire réel d’ordre

On appellegroupe spécial orthogonal réel d’ordren 'ensemble des matrices
M réelles de typdn,n) telles que!M.M = I etdet M = 1, on le note
SO, (R); il s’agit d’'un sous-groupe du groupe orthogonal réel d’ordieet
d’un sous-groupe du groupe spécial linéaire d’ordre

On appellematrice orthogonale une matrice appartenant &,,(R) pour un
certainn.

Proposition 69 (Propriété des matrices orthogonales réelles)ne matrice
est orthogonale si et seulement si sa transposée I'est.

Une matrice est orthogonale si et seulement si ses vecteurs colonnes forment
une famille orthonormale dR™.
Une matrice est orthogonale si et seulement si ses vecteurs lignes forment une
famille orthonormale d&™.
Une matrice est orthogonale si et seulement si il s’agit d’'une matrice de chan-
gement de bases orthonormales.

Une matrice orthogonale est de déterminarmu —1.

Une valeur propre de matrice orthogonale est do#oit —1.
Une matrice orthogonal@/ vérifiecom(M) = det(M).M.
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1.10.5 Groupe affine d’'un espace affine

Définition 70 On appellegroupe affine d’'un espace affineX I'ensemble des
applications affines bijectives d€ dans lui-méme muni de la composition ;
c’est un groupe. On le no6 A(X).

On appellegroupe spécial affine d’'un espace affin& 'ensemble des appli
cations affines bijectivef de X dans lui-méme telles quit 7 =1, muni de
la composition ; c’est un groupe. On le nafel(X).

Le fait qu'il s’agisse d'un groupe est facile & voir. La proposition suivante est évi-
dente :

Proposition 71 L'application f +— 7 est un morphisme d&'A(X) dans
—
GLX.

Etudions maintenant la structure du grodpd(X).

@ Générateurs deGA(X) et SA(X)

Proposition 72 ¢ GA(X) est engendré par I'ensemble des dilatations affines
deX
e SA(X) est engendré par 'ensemble des transvections affinés de

Démonstration : Simple conséquence de la propositi@h

[ Sous-groupes remarquables d& A(X)

© Le sous-groupe des symétrie
L'ensemble des symétries est un sous-groupe distingu@4leX ). En effet, avec

s , 5 la symetrie par rapport 4 parallelement § ona

—1 _ N
9957 %9 T %), 5(2)

© Le sous-groupe des translations
L'ensembleT’ (X)) des translations de I'espace affifeest un groupe pour la com-
position ; ce groupe est distingu@n le voit en constatant que c’est le nhoyau du mor-

phisme qui &f dansGA(X) associe?> dansGL()_f).
Le groupe quotient d& par7'(X) estisomorphe X..

© Le sous-groupe des homothéties-translations
L'ensemble des homothéties et des translations d'un espace &ffast stable par
composition et contient 'identité; or il est inclus dafisi(X). Donc c’est un sous-
groupe de7A(X). Il estgénéré par les homothéties (toute translation s’exprime comme
composée de deux homothéties de rapport inverse).
Ce sous-groupe est exactement I'ensemble des bijectioAstdensformant toute
droite en une droite paralléle.
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o Le sous-groupe des applications affines bijectives d€ laissant une partie don-
née invariante

On fixe une parti’ de X, et on considéré& 'ensemble deg appartenant & A(X)
telles quef(P) C P; G est stable par composition et contient I'identité, c’est donc un
sous-groupe d&'A(X).

© En dimension finie, le sous-groupe des applications affines laissant fixe un repére

On suppose quk est de dimension finie. On se donne alors un repere affine
Ag, Ay, .., Ay,

Nécéssairement, une bijection affifi@aissant invariant un repére a pour restriction

a la partie{ Ao, ..., A, } une permutatiow. Une application affine étant entierement
déterminée par I'image d’un repére affine, on en déduit que I'ensemble des applications
affines bijectives laissant invariant le repetg, A4, ..., A,, est un groupe isomorphe a
On+1

[ Le groupe affine comme produit semi-direct

On a vu queT'(X), ensemble des translations &g est distingué dan& A(X),
puisque noyau du morphismfe— f . On a une suite exacte

N
e
1-T(X)—-GAX) — GL(X)—1

On se donn® appartenant X donné; I'applicationf — 7 induit une bijection
de I'ensemble des bijections affines delaissantO invariant surf; on a donc un
relévement d(é;’L()—f).

DoncGA(X) =T(X) x GL()_f), avec pour action dé'L(X) dansT'(X) ?.t =
fo—l ot o fo avecfy I'application affine laissan® invariant et associéeg (ce qui
revient é\?.t; =tl7 ) €N notant-; la translation de vecteur).

En considérant I'isomorphisme évident entreX) et X (c’est-a-dire en rempla-
¢ant une translation par le vecteur de cette translation) on peut aussi écrire

GA(X) = X x GL(X)

Et quel que soiD dansX on peut écrire toute application bijective affifiele X
dansX sous la formef = toug avecug application affine bijective laissaftinvariant.

1.10.6 Groupe projectif d'un espace vectoriel de dimension finie

Définition 73 - Proposition On se donnd&” un K-espace vectoriel de dimen
sion finie. L'ensemble des homographiedtié’) dansP(E) forme un groupe
pouro, appelégroupe projectif de E, noté PGL(E). Ce groupe estisomorph
aGL(E)/(K\ {0}.I), avecl l'identité de E dansE.

On note usuellememGL,,(K) pour PGL(K™).

[¢)

Démonstration : Seul I'isomorphisme mérite d’étre détaillé.
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Considérons I'applicatio®/, qui a un endomorphisme deassocie 'homographie
associée a cet endomorphisme (on se donne bien entendu pour cela un repére projectif
de F).

Son noyau est I'ensemble des applications linéaires dansFE qui laissent toute
droite invariante. Il faut donc montrer qu’'un endomorphisme laissant toute droite inva-
riante est une homothétie.

Lemme 74 Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie |ais-
sant invariante toute droite est une homothétie.

Démonstration :  On procéde par récurrence sur la dimensiate I'espace vecto-
riel .
Pourn = 1 le résultat est clair.
Pourn > 1, on considérg’ un endomorphisme dE, tel que pour tout: il existe
un scalaire\, tel quef(z) = A;.x.
Il est clair que sic ety de E sont liés, alors\, = A,,.
Considérons maintenantety linéairement indépendants.
Alors f(z + y) = Apyy- + Aopyy = f(z) + f(y) = Az + Ay, donch, =
)\Ier = )\y
On a donc montré le résultat souhdité.
Du coup, grace a ce lemme, la preuve de la proposition est achievée.

1.10.7 Groupe unitaire et groupe spécial unitaire d’'un espace her-
mitien

Définition 75 On appellegroupe unitaire de E et on notel/ (E) avecE un
espace hermitien (voir part®?) I'sensemble des automorphismes unitaires de
E, c'est-a-dire des automorphismgsde E tels quef—! = f*, muni de la
composition.

On appellegroupe spécial unitaire deF, et on noteSU (E), avecE un espace
hermitien, le sous-groupe dé(E) constitué des automorphismes unitaires|de
E de déterminant.

Ces groupes sont isomorphes aux groupes dont il est question ci-dessous.

On note bien que le déterminant d’'un élémentidé’) peut étre n'importe quelle
valeur du cercle unité, et pas seuleméngt —1 comme dans le cas des endomor-
phismes orthogonaux d’un espace euclidien.
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1.10.8 Groupe unitaire complexe d’ordren et groupe spécial uni-
taire complexe d’ordre n

Définition 76 L'ensemble des matrice®/ de type(n,n) a coefficients dans
C telles que’M.M = I est un groupe pous ; on I'appelle groupe unitaire

complexe d’ordren, et on le notd/,, (C).

L'ensemble des matrice®/ de type(n,n) a coefficients danf telles que
tM.M = I etdet M = 1 est un groupe pous ; on I'appelle groupe spécial
unitaire complexe d’'ordre n; on le noteSU,,(C), c’est un sous-groupe de
U,(C).

1.10.9 Groupe des similitudes d’'un espace euclidien

Définition 77 On appellegroupe des similitudes d’un espace euclidieh' et
on noteGO(FE) I'ensemble des similitudes d’'un espace euclidisrmuni de
la compositione. On appellegroupe des similitudes d’un espace euclidien
E eton noteGO(E) I'ensemble des similitudes d’'un espace euclidigmuni
de la compositior.

Il s’agit d’'un groupe, sous-groupe deL(E) (groupe linéaire dé”, ensemble des
automorphismes dg.

Il estisomorphe &% x O(E), avecO(E) I'ensemble des automorphismes ortho-
gonaux deF.
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1.10.10 Groupe des quaternions

Définition 78 On le noteHy. Ses éléments soht—1,14, j, k, —i, —j, —k, etla
multiplication est définie par la table suivante :

| 1 4 Ji k
11 4+ 4 k
ili -1 k —j
ilg -k -1 i
klk 4§ —i -1

On peut aussi résumer la loi de multiplication par
ij =k, jk=1iki=j
ji = —k,kj = —i,ik = —j

P?=j=k=-1

D(Hy) = {1, -1}
Z(Hg) = {1,-1}

Ce groupe n’est pas commutatif. Ses sous-groupeq $¢onf1, —1},{1,—1,i,—i}
et Hg lui-méme; ils sont tous distingués. Cela montre d’ailleurs que la propriété des
groupes abéliens d’avoir tous leurs sous-groupes distingués n’est pas une condition
suffisante pour que le groupe soit abélien.
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1.10.11 Groupe symétrique

Définition 79 On appellepermutation d’un ensemble une bijection de cet gn-
semble sur lui-méme.
On appellesupport d’'une permutation sur un ensemble tout élément de cet
ensemble qui n’est pas invariant par cette permutation.

On appellecycled’un ensemble une bijectightelle qu'il existea, ..., a,, (en
nombre fini et distincts) tels qu&a;) = a;4+1 pouri < n, f(a,) = a; et
f(b) = bsibn’est aucun des;. n est I'ordre du cycle; il ne s’agit pas d’'un
définition, car cet ordre colle a la notion d’ordre sur les éléments d’un groupe.
n est aussi appelldngueur du cycle (cette fois-ci c’est bien une définition !).
On appellen-cycleun cycle d’ordren.
On appelletransposition une permutation qui «échange» deux éléments, On
note(a, b) la transposition qui échange etb. Une transposition est un cycle
est longueug.
On appellegroupe symétriqgued’'un ensembld’ I'ensemble des permutations
de cet ensemble.

On noteo,, et on appeller-ieme groupe symétrique standarde groupe sy-
métrique de{1,2,...,n}. Tous les groupes symétriques sur des ensembles de
cardinaln sont isomorphes a,,.

Pour unn donné on appellsignature I'unique homomorphismedeo,, dans
{1, —1} tel quee(r) = —1 lorsquer est une permutation.

On appellen-ieme groupe alternéle noyau de: (dansc,,). On le notel,,.
On appellematrice associée la permutatiors de o, la matrice M telle que
M j = 0i0(5)-

137

Remarques et propriétés :
e On parle aussi, au lieu deiéme groupe symétrique standard gieupe symétrique
d’ordre n; il faut bien voir que ce groupe n’eBASd’ordren mais d’ordren!.
e Pour bien faire il faudrait démontrer que I'on caractérise bien ici la signature. Cela
serait fait dans la partie.10.11

Proposition 80 e |o,,| = n!

e Z(0,)=1sin>3.

e 0, est engendré par les transpositions

e 0, est engendré par les transpositions de la forfnea + 1), aveca €
[1,n—1].

e 0,, est engendré par les transpositions de la foifthe:), aveca € [1,n].

e 0, est engendré par la transpositid, 2) et le cycle(1,2, ..., n).

e U,, est engendré par les cycles d’'ordie

e Des cycles de supports disjoints commutent.
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Proposition 81 Soitp une permutation dé fini. L'orbite d’'un pointz pour
p est 'ensemble des*(z) avecn € N. p est un cycle s'il existe une orbite ¢
une seule qui soit de cardinal 1.

—

Démonstration : Si on a un cycle, il est clair qu’il existe une seule orbite de car-
dinal > 1; si on a une seule orbite dans ce cas, alors on considére les éléments de
I'orbite, la suite est évidents.

Théoréme 82 Toute permutation peut s’écrire comme produit de cycles de
supports deux a deux disjoints. La décomposition est unique a l'ordre |prés
des facteurs.

Démonstration :

Considérons une permutatiende [1, n]. L'unicité de sa décomposition sous la
forme annoncée découle immédiatement de I'étude des orbites de I'actidid de}
sur[1,n] (on considére ce qu'il se passe sur chaque orbite).

Pour I'existence, on se restreint aussi & une telle orbite. Il est clais qgaecom-
porte sur cette orbite comme un cycle. D'ou le réstiitat.

Proposition 83 Le centre der,, est trivial dés que: > 3.

Démonstration : Soito élément non neutre deg,. Il existe alors: tel queo (i) =
j # 4. 0On prend aloré différent a la fois de et dej, et on constate queo (j k)(7)
(j k)oo(i)O

[ La conjugaison danso,,

On considére I'opération de, suro,, par automorphisme intérieur, comme étudié
enl.9.3

Proposition 84 e Cette opération est transitive, et mémngansitive pour tout
k. Elle est fidéle poun > 3, puisqu’alors le centre est trivial.
e Sion se limite &J,,, cette opération est — 2 fois transitive.

Démonstration : Le premier point est évident. Pour le second, on considére
n — 2 éléments dd1,...,n}, et on ajoute deux autres points; on considére la per-
mutation qui affecte nog points correctements, et qui, si la permutation obtenue est
impaire, permute les deux points supplémentdires.
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Proposition 85 e Pour toutm, 'ensemble des cycles d’ordre est une orbite
(c’est a dire une classe de conjugaison).
e Sin > 5 les cycles d’ordre3 sont conjugués daris,, .

Démonstration : Remarquons tout d’abord que $i = (z1,...,2;) € o, et
g € oy, alorsg.f.g7t = (g9(x1), ..., g(zx)). Pour montrer le premier point, il suffit
alors, étant donnés deux cycles de méme longQeyr.., xx) et (yo, ..., yx) de consi-
dérer la permutatiop qui az; associey; ; on a biemp.z.p~! = y.
Le deuxiéme point est plus délicat, et utilise la proposiidnEtant donnés deus-
cycles(zo, z1, x2) et(yo, y1, y2), On considére la permutatignde U,, qui az; associe
y; ; on abienr = p.y.p~1.0

[ Les matrices de permutations

Définition 86 L'application ¢ qui & une permutation associe la matrice gs-
sociée a cette permutation est un morphisme injectif dahs(K) (ensemble
des matrices inversibles de type n)).

On ala propriétép(s)~! = ¢p(o1) =t ¢(o).

Le déterminant dé(s) est égal a la signature de

[ La signature

Proposition 87 (Différentes caractérisations de la signatureOn peut défi-
nir la signaturee sur o,, de I'une des facons suivantes :

1) On appellenversion d'une permutatiorp, une paire(i, j) d’éléments tels
que(j —i).(p(j) — p(i)) < 0. On définite(p) = (—1)"*®), avecInv(p) le
nombre d’inversions.

2) Il existe un unigue morphismelec,, sur{—1, 1} tel quee(t) = —1 sit est
une permutation.

3) ¢(p) est égal & —1)° avecs le nombre de transpositions dans une décom-
position dep en produit de transpositions.

Démonstration : Pas trés trés dur... Pour voir guentraine il faut voir quee(p)
est le produit deﬂKjw, le reste est facilel
Il'y a en outre une caractérisation de la signature, donnéelénll

@ Simplicité de U,, pour n > 4; conséquences

Cette preuve est tirée de4, p. 28], fort bon livre en algébre, pour ceux qui
connaissent déja les bases du moins.
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Théoréeme 88 U,, est simple (i.e. sans sous-groupe distingué non trivial) si
n > 5.

Démonstration : On procede en deux étapes :
elecasn =5
- Le groupeUs; se décompose en 60 éléments; I'identité, 15 éléménts d’ordre 2, qui
sont des produits de deux transpositions disjointes, 20 éléments d’ordre 3, qui sont des
3-cycles, et 24 d'ordre 5, qui sont des 5-cycles. On va se préoccuper des classes de
conjugaison dé’s.
- les éléments d’ordr2 sont conjugués (facile).
- les3-cycles sont conjugués.
Supposond] sous-groupe d&s, et H < Us, et H # {1}.
- S'il contient un élément d’ordr8 il les contient tous, puisqu'il est distingué et que
les éléments d’ordrg sont conjugués.
- S'’il contient un élément d’ordre il les contient tous, puisqu’il est distingué et que
les éléments d’ordr2 sont conjugués.
- S'il contient un éléments d’ordre5, alors il contient aussi 18-Sylow engendré par
2 (voir les théoremes de Sylow,5). Les5-Sylow étant tous conjugués, il les contient
donc tous ; tout élément d’ordfeétant inclus dans ufrsylow, tout élément d’ordré
est alors inclus dan¥.
- S'il contient donc un seul type d’éléments parmi les éléments ci-dessus en plus de
l'unité, alors alors son cardinal serait saitt 20, soit1 + 24, soit1 + 15; or ces
nombres ne divisent pa¥). Donc il contient au moins deux types de ces éléments.
Donc son cardinal est au moitst 15 + 20, et comme il divises0, H est en fait égal
aUs. Le résultat est donc prouvé dans le cad/ge
elecasn >5
- On considerdd < U, H # {1} ; on considérer dansH, o # 1.
- Par hypothése on a un certairtel queb = o(a) # a.
- on peut choisie différent & la fois de:, deb et deo (b).
- on considere- le 3-cycle (ach). 771 = abe.
- On notep la permutation(r.0.771).0~! = (acbh)(0.a, 0.b, 0.c).
- L'ensemble{a, b, ¢,0.a,0.b,0.c} ayant au plus élément (cat.a = b), on le com-
pléte par des éléments quelconques pour avoir un enseidé éléments contenant
{a,b,¢c,0.a,0.b,0.c}.
- p est l'identité en dehors dE, etp(F) = F.
- On constate qug est différent de I'identité cas(b) # b.
- Ur, ensemble des permutations paireg-test isomorphe &5 ; on a un morphisme
injectif ¢ deUr dansU,, en considérant pour une permutatiothe U la permutation
dont la restriction & estt et la restriction & est I'identité.
- On considérdd’ I'intersection deH et deUr.
- H' est distingué dang, clairement.
- il est clair quepr appartient &/, et quepr n'est pas I'élément neutre.
- Par simplicité dé/, on sait alors quél’ est égal &/ .
- On consideére alors usrcyclec de F, il est dansH’, donce(c) est dandd.
- H contient donc ur8-cycle, or puisqu'il est distingué il contient aussi sa classe de
conjugaison, donc il contient tous I8sycles (les3-cycles étant tous conjugués). Donc
il contient le groupe engendré par lesycles, c'est-a-dird/,,.

41



Ceci termine la preuva.

Corollaire 89 D(U,,) = U, pourn > 5 etD(o,) = U, pourn > 2.

Démonstration : e Premiére preuve (en utilisant le théoreme) :
D(U,) est distingué, donc il ne saurait étre plus petit e puisquel,, est simple,
doncD(U,,) = U,.
D(0,,) est le sous-groupe engendré par les commutateurg der il est clair que ces
commutateurs appartiennent/a (considérer leurs signatures). Dab¢o,, ) est inclus
dansU,,, or puisgu'il est distingué, il ne saurait étre inclus strictement.
e Deuxiéme preuve (élémentaire) :
- on montre facilement que tout commutateuwgeest dand’/,,.
- on en déduit qud (U,,) C D(o,) C U,
- on montre alors que tow:cycle deU,, s'écrit comme commutateur d’éléments de
U, ; en effet avecf un tel 3-cycle, f et 2 sont conjugués dang, (vrai pour toute
paire de3-cycles), dongf? = ¢.f.t~ !, etdoncf = t.f.t~1. f~1.0

Corollaire 90 Les sous-groupes distinguésadesont{1},U,, o,,.

Démonstration : Supposong{ sous-groupe distingué ds, .
e HNU, estégald ouU,,.
e SiHNU, =U,,alors siH # U,, alorsH contient un produit impair de transpo-
sitions ; en multipliant par I'inverse du produit des transpositions sauf une on constate
gueH contient une transposition. Etant données deux transpositions, on constate qu’elles
sont conjuguées par les élémentdie doncH contient en fait toutr,,.
e SiHNU, = {1}, alorse est un isomorphisme d# sure(H). Donc H contient en
fait un seul autre élément au plus. S'il en contient deux alorsrdadutre élément; il
doit commuter avec n'importe quel élément puis@iiest distingué et puisquen’est
pas conjugué a l'unité ; or le centre dg est trivialO

Corollaire 91 SoisG un sous-groupe de,, d’indicen. AlorsG estisomorphe
aan,l.

Démonstration : On rappelle que I'indice d’un sous-groupe, on appelle indice le
cardinal du groupe quotient. Un sous-groupe d’indiae o,, est donc en fait un sous-
groupe de cardindl — 1)!.

Le casn < 4 s'obtient facilement. Pout > 5, on constate que,, ou G opére a gauche

sur 'ensemble quotient (par translation & gauche, ¥@&rd. On a donc un homomor-
phisme¢ deo,, dans I'ensemble des permutationsogg H, qui est isomorphe &Il

reste maintenant a voir que cet homomorphisme est injectif (le caractéere surjectif se
déduisant alors des cardinaux). Son noyau est l'intersection.des ! poura dans

on, et donc il est de cardinal au plus le cardinaldedonc(n — 1)!; or il est distingué,

et on a montré que les seuls sous-groupes distingués éeient{1}, U,, eto,, ; donc

il s’agit de1, d'ou le résultatC
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Admettons enfin sans preuve la proposition ci-dessous :

Proposition 92 Sin # 4 etn # 6 tous lesG vérifiant ces hypothéses sont
conjugués. En fait, avec les mémes hypothéses que ci-dessus, il &lisige
G soit 'ensemble des permutations laissairtvariant.

= Décomposition des,,

On a une suite exacte
€
1-U, —0o,—{-1,1} -1

avece la signature. Avee une transposition (c’est a dire une permutation de deux
éléments) alor§/d, 7} est un groupe qui est une section peudonc on a

On = Up x{r,I1d} ~U, x{-1,1} ~ U, xZ/2Z

En outreg,, estisomorphe al'ensemble des automorphismes intérieurs latsgus;
en effet le centre est alors trivial. On verra plus bas que I'ensemble des automorphismes
intérieurs est lui-méme égal a I'ensemble des automorphismes latsgue

© Automorphismes deo,,

© Les automorphismes intérieurs sont des automorphismes

Les automorphismes intérieurs sont les automorphismes de la forme.7.u =1,
avecu une permutation quelconque. Les automorphismes intérieurs forment un sous-
groupe du groupe des automorphismes, de maniéere évidente.

o Les automorphismes sont des automorphismes intérieurs lorsque £ 6

Proposition 93 Un automorphisme de,, transformant toute transposition en
transposition est un automorphisme intérieur.

Démonstration : On considére les transpositions = (1,¢) pouri > 1. Ces
transpositions engendrent toutes les transpositions. Il suffit donc de montrer, que
qui transforme toutes ces transpositions en transpaositions, coincident avec un automor-
phisme intérieur.

Pour cela on constate que :

e les¢(t;) ne sont pas disjointes deux a deux.

® ¢(t;) eto(t;) ont méme élément commun qu€t;) eto(ty).

e on peut donc notep(t;) sous la formezy, z;).

e 2z est la permutation recherchée, tel que I'automorphisme intérieur correspondant cor-
responde &.0
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Proposition 94 On supposer = 1.k + 2.ks + ... + n.k, et queos est une
permutation produit dé , k; cycles disjointsk; d'ordre 1, k, d’'ordre 2, k3
d’ordre 3, ... k, d’ordre k,,. Alors le cardinal du centralisateur deest égal a

le(s)| = T kv

Démonstration : e Tout d’abord on montre le résultat pour un seul cycle, d’ordre
n.
Le centralisateur est alors tout simplement de cardinal s’agit du sous-groupe en-
gendré par ce cycle. Pour le voir on se raméne a un ¢ycte ..., n) ; pour quer com-
mute avec ce cycle, il faut quén+1) = 7(n)+1, c'est-a-dire que (n+1)—7(n) = 1,
donc quer(n) = 7(0) + n (on compte modula) ; on a donc un élément dans le cen-
tralisateur pour tout élément die n).
e On le généralise ensuiteiécycles de méme ordrie
Alors en se restreignant aux permutations laissant invariants chacun des supports, on a
i possibilités, on obtient don&. Mais il reste la possibilité d'intervertir les supports,
il faut donc multiplier park!. Il est clair que toutes les permutations ainsi construites
sont bien dans le centralisateur ; pour la réciproque, il suffit de supposerejuet 1
appartenant au support du méme cycle (supposés de lafgrine 1,..,5+i— 1), et
gu’ils ne sont pas envoyés dans un méme support; on constate alors que notre permu-
tation ne saurait commuter avec notre produit de cycles.
¢ On le généralise enfin au cas le plus général.
Facile ! Il suffit de faire comme ci-dessus et de constater que quand deux supports ont
pas la méme taille il est impossible de mettre tous les éléments de I'un dans lautre...

Théoréme 95 Sin # 6 alors tout automorphisme dg, est un automorphism
intérieur.

11

Démonstration : Limage d’une transposition par un automorphisgnest d’ordre
2, et donc est un produit decycles disjoints. Par la propositi®t le cardinal de son
centralisateur est alog$'.k!.(n — 2.k)! ; ce cardinal est aussi le cardinal du centralisa-
teur de notre transposition initiale, dogn — 2)!. Sin = 6, on a une solution avec
n = 6etk = 3, sin # 6, on a une seule solution polir= 1. Donc 'image d'une
transposition pap est une transposition ; donc par la proposit@p est un automor-
phisme intérieurl
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1.10.12 Groupes en géométrie
© Groupe diédral D,,

Définition 96 (Groupe diédral) On appellegroupe diédral d'ordre n et on
note D,, le groupe des isométries du plan conservant un polygone régulier a
n cOtés. Il contien.n éléments, comme on pourra s’en convaincre en distin-
guant le cas pair et le casn impair ; n rotations etn symétries.
On noteR,, 'ensemble des rotations deD,,.

Proposition 97 OnaR,, < D,,, etdonc

p
1—-R,—D,—>Z/2Z — 1

en effetD,, étant d'ordre2.n, le quotient deD,, par R,, est d’'ordre2, et ne
peut donc étre qu’isomorpheZy/2.7Z.

Etant donnée- € D,, \ R,, {r,Id} fournit une section; donc on ®,, =
R, x {r,Id}, doncD, ~Z/nZ x 7/2Z.

On pourra consulter la part? pour plus d’informations sur le groupe diédral.

1.11 Application des groupes a la géométrie

Ci-dessous une liste non exaustive d'applications des groupes en géométrie :

— cercle unité complexe(U, x), groupe des nombres complexes de module
permettant de définir les angles. Isomorpt@AR).

— groupe linéaire GL(FE) des applications linéaire d’un espace vectoriel dans lui-
méme. Voirl.10.2

— groupe affine GA(¢) des bijections affines d’'un espace euclidiedans lui-
méme. Le centre d&A(£) est réduit a l'identité. On remarquera notamment
que si le groupe additif d'un espace vectoriel agit librement et transitivement
sur un ensemblg, celui-ci est muni par cette opération d’une structure d’espace
affine. Voir1.10.5

— groupe des isométriesi’'un ensemble (voir partks?)

— groupe des similitudesd’'un espace euclidien (voir partie10.9

— groupe orthogonald’un espace euclidie®(E), voir 1.10.3

— groupe projectif d'un espace vectoriel de dimension finie. Vbif.0.6
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Chapitre 2

Anneaux

2.1 Définitions

Définition 98 (Anneau) Un anneauest un triplet(A, +, x) tel que

e A est un ensemble non vide

e + est une loi de composition interne (c’est a dire une applicatiomde A
dansA), telle que(A, +) est un groupe commutatif.

distributive par rapport a+

On appelleunité de (A, +, x) tout élément inversible pout.
Si en outrex est commutative, 'anneau est dimmutatif.
On note 0 I'élément neutre pour l'addition,l I'élément neutre pour la
multiplication, le symétrique de € A pour + est noté—a, et le symétrique
lorsquea est une unité, de pour x est notéax .

a x b sera souvent abrégéb ou mémeub.

a etb appartenant aA sont ditsassociéssi a = b.x pour un certainz unité.
La relation d’association est une relation d’équivalence.

On dit quea divise b, ou quea est undiviseur de b, ou queb est unmultiple
dea, poura etb dansA, s'il existex tel queb = a.zx.

ai,...,an, Si pour touts, dla; et si pour toutd’ Vi d’'|a; implique d’|d. On
dit quea est unplus petit commun multiple ouppcm des éléments, ..., a,,
si pour touti, a;|d et si pour toutd’, Vi a;|d’ impliqued|d’. a € A est dit
irréductible sia n'est pas une unité et $ja implique queb est une unité ou
gueb est associé a.

e x est une loi de composition interne associatisgant un élément neutre

On dit quea est unplus grand commun diviseur ou pgcd des éléments

nY

D

\ |

&

Les notions de ppcm et pgcd seront surtout utilisées dans le cadre d’an-

neaux principaux (voir partid.2), bien que leur définition puisse étre utilisée dans un
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cadre plus général.

Proposition 99 e ¢ € A est irréductible si et seulement gin’est pas une
unité et sib.c = a impliqueb ou ¢ est une unité.
e DansZ les éléments irréductibles sont les nombres premiers.

J'aiici imposé I'existence d'un élément neutre pour la multiplication ; selon les ter-
minologies ce n'est pas toujours le cas. Sil'on ne suppose pas 'existence d'un élément
neutre pour la définition d’'un anneau, alors un anneau vérifiant en outre cette propriété
sera appelé anneamitaire. Dans la vie de tous les jours, les anneaux sont toujours
unitaires. L'hypotheése de commutativité est trés classique, mais ici cette hypothése sera
précisée quand elle est nécessaire.

Exemples :
o (Z,+, x) estun anneau.
e (P(E),A,N) estun anneau commutatif, avAda différence symétrique, c’est a dire
AAB=AUB-ANB.

Propriétés :(notez quea, pourn € Neta € A, désignes+a+a+---+a(an
fois), eta™ désignen X a X a X - -+ X a (a n fois).
e 1 0, a moins que le cardinal dé soit 1.
e a.0 = 0.a = 0 pour touta € A.
e —(a.b) = (—a).b = a.(—b) pour tous(a, b) € A?
e (na).b = n.(ab) = a.(nb) pour tous(a, b) € A? etn € N.
e L'ensemble des unités forme un groupe peaur

Proposition 100 (Formule du binbme de Newton)Soit a et b dans un an-
neauA. Sia etb commutentalors

(a+b)"= Y Cka*pr=*
ke[0,n]

Démonstration : Par une récurrence sans difficulté, en se rappelanttfue=
-1
Cpy+CT10

Exemple Maple

> (r+y) 3

(x+y)°
> expand(%);

z® + 327y + 3xy® + ¢°
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Définition 101 (Diviseurs de0, anneaux inteégres, éléments nilpotents) 1.
Un élémentz est ditdiviseur & gauche de0 s'il existeb # 0 tel que

b.a = 0.
Un élémenta est ditdiviseur a droite de 0 s'il existeb # 0 tel que
a.b=0.

Un élément est difiviseur de 0 s'il est a la fois diviseur a gauche de
et diviseur a droite dé.

Un anneau est disans diviseur de0 s’il n'admet pas de diviseur a
gauche dé ou de diviseur a droite de autre que0 lui-méme.

2. Un anneau est dintégre si :
e il est de cardinal> 1
e il est commutatif
e il est sans diviseur de

3. Un élémentz est ditnilpotent s'il existen € N tel quea™ = 0. On
appelle alorsindice de nilpotence dex le plus petitn convenable nor
nul.

Remarques :
e (Z,4+, x) estun anneau integre.
e Tout anneau comporte un diviseur @@ gauche, un diviseur dea droite, et un di-
viseur de) tout court ; il s’agit de) lui-méme. Un anneau sans diviseur(dee signifie
donc pas que I'anneau ne comporte pas de divisedr de
e Un anneau est sans diviseur@s'il n'admet pas de diviseur a gauche@autre que
0. En effet, siA n'admettant pas de diviseur a gaucheddedmet un diviseur a droite
de 0 autre que), alorsO = ab poura etb non nul, ce qui contredit le fait qugén’ait
pas de diviseur a gauche.
e De méme, un anneau est sans diviseud dé n'admet pas de diviseur a droite fe
autre que.
e Un anneau est sans diviseur@siab = 0= a =0o0ub = 0.

Définition 102 (Morphisme d’anneaux) Une application f d'un anneau
(A, 4+, x) vers un anneayB, +, x) est unmorphisme d’anneaux (ou ho-
momorphisme) si :

e f est un morphisme du grougd, +) vers le groupd B, +)

o f(z.y) = f(x).f(y) pour tout(z,y) € A

o f(1a) =15

On appelle alorsmoyaude f 'ensembleker f desx € A tels quef(x) = 0.

Remarques :
e Le noyau d’un morphisme d’anneaux est le noyau du morphisme de groupes sous-
jacent.
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e (0 appartient au noyau de tout morphisme d’anneaux.
e L'image de l'inverse est I'inverse de I'image, pour chacune des deux lois.

Définition 103 (Produit d’anneaux) On appelleproduit de deux anneaux
leur produit cartésien muni de I'addition terme a terme et de la multiplication
terme a terme.

On vérifie facilement qu’un produit d’'anneaux est un anneau.

Définition 104 (Sous-anneau)Etant donné A, 4, x) un anneau, une partie
B de A est unsous-anneaude A si
elecB

e (B, +) est un sous-groupe del, +)
e B est stable par multiplication

Propriétés :
¢ Un sous-anneau est un anneau, mais un anneau inclus dans un anneau n’en est pas
nécessairement un sous-anneau ; en effet il faut considérer la corditidn
Par exemple I'ensemble des matrices de la forme

z 0
0 0
estun anneau inclus dans I'anneau des matfiges mais n’en est pas un sous-anneau.
e L'image réciproque d'un sous-anneau par un morphisme d’anneaux est un sous-

anneau.
e L'image d’'un sous-anneau par un morphisme d’anneaux est un sous-anneau.

[¢)

Théoréme 105 Pour tout anneau A, +, x), il existe un unique morphism
d’anneaux d€Z, +, x) dans(A4, +, x). Il est défini par¢(n) = 14 + ... +
14 nfois etg(—n) = —14 — 14 -+ — 14 n fois pourn > 0.

Démonstration : On vérifie aisément que ainsi définit est bien un morphisme
d’anneau (1) est nécessairement égal &t ¢(0) 0. Par récurrence, les propriétés
des anneaux permettent de vérifier que les autres éléments sont aussi définis de maniére
uniqued

Remarque : ceci montre que tout anneau contient un sous-anneau minimal qui est

$(Z).
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2.2 Idéaux, anneaux quotients

Définition 106 (Idéal & gauche, idéal a droite)On se donne(A4, +, x) un
anneau et une partie non vide dd.

I est unidéal & gauche (resp. a droitele (A, +, x) si

o [ est stable pour I'addition

e A.I estinclus dang (resp.l.A estinclus dang)

(£

I est unidéal (parfois on ditidéal bilatére) si I est a la fois un idéal a gauch
et un idéal a droite A et {0} sont toujours des idéaux dé; on les appelle
idéaux triviaux de A. Les autres idéaux sont appelés idéaux non triviaux|(on
dit parfois aussidéaux propres) de A.

Exemples : DansM, (R), 'ensemble des matrices a premiére colonne nulle est
un idéal a gauche, 'ensemble des matrices a premiére ligne nulle est un idéal a droite.
Propriétés :
e Un idéal contenant ou toute autre unité de 'anneau est I'anneau tout entier.
e La réunion d’une suite croissante d’idéaux est un idéal.
e [ idéal deA et J idéal deB ; alorsI x J estun idéal ded x B.
e Lintersection d’'une famille d’'idéaux est un idéal.

Proposition 107 e Le noyau d’un morphisme est un idéal.

e L'image réciproque d’'un idéal par un morphisme est un idéal.
e L'image d'un idéal par un morphisme est un idéal de I'image de I'anr(eau
pas nécessairement de I'anneau dans lequel I'image est incluse...).

Définition 108 Une intersection d’idéaux étant un idéal, on peut définir
I'idéal engendré par une partiede A comme l'intersection de tous les idéalx
contenant cette partie. C'est donc aussi le plus petit idéal contenant cette par-
tie. On note( E) I'idéal engendré pat&.

Définition 109 On appelledéal principal unidéall d’un anneau commutatif
engendré un singletofi:}. On note abusivemeiit:) pour ({z}).
On appelleanneau principal un anneau intégre tel que tout idéal est princi-
pal.

Un idéal I d’'un anneau commutatif est diéal maximal s'il est différent de
'anneau tout entier et si tout idéal incluadtest égal & ou a I'anneau lui-
méme.

On appellesommed’une famille d'idéaux/y)rcx I'ensemble de$ ;. ; x;
avec/J finiinclus dansk etz; € I;.

Un idéal est ditde type fini s'il est somme d’'un nombre fini d'idéaux prindi
paux.

Remarques :
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e Un anneau principal est donc commutatif, non rédufbd, sans diviseur de; et

tout idéal de cet anneau est principal.

e On notera bien qu’un idéal maximal n’est pas un idéal qui est maximal... Il est en fait
maximal parmi les idéaux propres.

e Dans un anneau commutatlf () = {z.a/a € A}.

e Une somme d’idéaux est un idéal.

e La somme des idéaul, avecl;, = (xy) est I'idéal engendré par la famille des.

Nb : Un idéal de type fini est donc un idéal engendré par un nombre fini d’éléments.

Proposition 110 Sia etb sont associés alorg:) = (b).
Dans un anneau intégre il y a réciproque.

Démonstration : Facile au vu de la derniére remardue.

Il n'y a pas de réciproque dans le cas général!

Théoréme 111 (Théoréme de Bezout) est supposé principal.
e un générateur dé = (a1) + (a2) + ... + (an) st un pged des;.
e d, diviseur commun des;, est pgcd desg; si et seulement s'il existe une
famille (\;);e[1,n tels qued = ) A\;a; (relation de Bezou).

e un générateur dé = (a1) N (az) N ...N (a,) €stun ppcm des;.

Démonstration :

Le premiere est simple : un tel génératedrdoit nécessairement diviser tous les
a;, et il doit nécessairement étre dans I'idéaét donc tout élément qui divise tous les
a;, étant lui méme un générateur fedoit diviserd.

Le seconde est une simple traduction du fait quesoit bien dand et soit un
générateur dé.

Pour le troisieme , donnons-nous un tel générateur ; il appartienfaet donc est
un multiple de chaque; ; et sip’ est un autre multiple des, alors il est dans tous les
(a;), et donc appartient 4, et donc est un multiple ded

DansA = Z ou A = K[X] avecK un corps, il est utile de disposer d'un algorithme
pratique permettant de découvrir une relation de Bezout ergté si une telle relation
existe. Pour cela, il suffit de constater quetb ont méme pgcd que eta — ¢b, pour
toutg dansA, par exemple avegle quotient dans la division euclidienne @dearb. Si
a est divisible pab, le pgcd de: etb est simplemeni; sinon, on effectue une division
euclidienne. Considérons un exemple pratique, cherchons le pgcded80.

30 J42

42 =1 % 30 + 12
12 /30
30=2x12+6
126 et12 =2 x 6
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Donc
6=30—-2x12=30—2x (42—30) =3 x 30 — 2 x 42

ce qui est bien la relation de Bezout attendue. Cet algorithme est agdgetéhme
d’Euclide.

Définition 112 Un idéalI est ditpremier si et seulement si/I est intégre.
Un élément d'un anneau est ¢litemier si et seulement 'idéal engendré par
cet élément est premier.

Proposition 113 e Un idéall de A est premier si et seulement s'il est différgnt
de A etsia.b € I impliqguea € T oub € 1.
e L'image réciproque d'un idéal premier par un homomorphisme d’anngaux
est un idéal premier.

La premiére de ces deux propriétés est fondamentale car c’est généralement celle
gue I'on utilise pour montrer qu’un idéal est premier.

Proposition 114 Un anneau commutatif est intégre si et seuleme(idsest
un idéal premier.

Démonstration :

(0) idéal premier
si et seulement si
a.b e (0) - ac (0)oudbe (0)
si et seulement si
ab=0—a=00ub=0
si et seulement si
Aintégred

Lemme 115 Soit A un anneau.A est un corps si et seulement4iest non
réduit a{0} et ses seuls idéaux sofit} et A.

Démonstration : e Supposons que les seuls idéauxAlsoient{0} et A.
Soitz dansA4, x # 0, x.A est un idéal, autre qui®}, donc il contient toutd, donc en
particulier il contientl, donc il est inversible.
¢ Réciproquement s est un corps, alors saitnon nul appartenant a un idéiglalors
I contientz. A, doncz.z~1. A, doncA.O

Proposition 116 Dans un anneau principal, les idéaux premiers s@ht et
(p), avecp irréductible.

Démonstration : e Soit I un idéal premier ep # 0 un élément ded tel que
I = (p). Supposons qug = a.b. Alors a.b € (p), et donc puisqud est premier,
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a € (p)oubd € (p); on suppose € (p). Alorsa = p.a’. On a alorg.a’.b = p, donc
p(1 —a'b) =0, or A estintegre, dona’.b = 1, doncb est une unitél

Proposition 117 Dans un anneau principal, pour togtirréductible, (p) est
un idéal maximal.

Démonstration : SoitI = (p), avecp irréductible. Supposons C J, avecJ in-
clus dansA. Alors J = (g), etp = g.a. Maisp étant irréductible, soif = p.x avecx
unité, soitg est une unité. Dans le premier cds= I, et dans le deuxiéme cas—= A.
O

On va maintenant étudier la notion d’anneau quotient.
Cette notion n’est étudiée que dans le cas d’anneaux commutatifs.

Définition 118 Etant donnél un idéal deA, on définit une relation d’équiva
lenceR; par
aRb < a—-bel

Alors I'ensemble quotient pour cette relation, muni des opérations induites par
les opérations su¥, est un anneau; on I'appellenneau quotientde A par
I'idéal I, etonle noted /1.

Il convient de vérifier que la relation est bien compatible avec les opérations défi-
nies sur I'anneau (vérification aisée).

2.3 Décomposition d’'un homomorphisme d’anneaux et
utilisation des idéaux

Définition 119 (Factorisation d’'un homomorphisme) On dit que f homo-
morphisme d’un annead vers un anneau3 se factorise pard/I avecl
idéal deA si et seulement s'il exisighomomorphisme dé /7 dansB tel que

f(z) = g(z).

Théoréme 120 Soit f un homomorphisme d’anneaux devers B. Alors pour
tout I idéal inclus dansKer f , on définitr — T la projection canonique de
AsurA/I, eton ales propriétés suivantes :

o |l existe un uniqgue homomorphismele A/IdansB tel queVz f(z) = ¢g(T)
oeIm f~A/Ker f

e g estinjectif si et seulement 8i= Ker f

e g est surjectif si et seulement Siest surjectif
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Proposition 121 {mage et image réciproque d’un idéal par un homomorphisme)
e L'image réciproque d’'un idéal par un homomorphisme est un idéal

e Sif est un homomorphisme surjectdors I'image d’'un idéal parf est un
idéal.

Proposition 122 Soit I ideal de A. Alors I'application ¢ qui a un ideal.J
avecl C J C A associe la projectiory de J sur A/I est une bijection de
'ensemble des idéaux décontenant! vers 'ensemble des idéaux de¢/I.

Démonstration : e x — T étant surjectif, il est clair que associe bien un idéal a
un idéal.
e Pour montrer que est bijective, on considére I'applicatiafhqui a un idéalK de
A/I associ€{a/a € K}.O

Proposition 123 Un idéal d’'un anneaud est maximal si et seulement4j I
est un corps.

Démonstration : On utilise le lemmel15et la propriété ci-dessus.

Corollaire 124 Tout idéal maximal est premier.

Démonstration : Supposons qué, idéal maximal, contient..b, aveca ¢ I et
be 1.
Alors la classe de et la classe dé dansA/I sont non nulles, et leur produit est nul,
d’ou contradictiori

Théoréme 125 (Krull) Pour tout idéall de A, I différent deA, il existe un
idéal maximal deA contenant/.

Démonstration : Cette preuve nécéssite I'axiome du choix, via le théoreme de
Zorn (voir le lemme??).
e On considere I'ensemble des idéaux différentsidentenant idéal deA, ordonné
par I'inclusion.
e Cet ensemble est inductif. En effet étant donnée une chaine, on considére la réunion,
c’est un idéal différent del (en effet il ne contient pakpar exemple).
e On peut donc considérer un élément maximal pour l'inclusion, et conclure que cet
idéal est maximaill
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2.4 Anneaux commutatifs

Dans la vie de tous les jours, comme je I'écrivais un peu plus haut, les anneaux
sont généralement supposés commutatifs. On va maintenant étudier des cas particuliers
d’anneaux commutatifs, avec des cas de plus en plus riches. Tout d’abord les anneaux
euclidiens, puis les anneaux noethériens, puis les anneaux intégres, puis les anneaux
factoriels, puis les anneaux principaux. On a les implications (prineiptdctoriel) et
(factoriel= intégre).

2.4.1 Anneaux euclidiens

Cette notion n’est étudiée que dans le cas d’anneaux commutatifs.

Définition 126 Un anneauA commutatif est dieuclidien pour une applica-
tion f de A\ {0} dansN, si pour touta dansA et toutb dansA \ {0} il existe
(q,r) € A% tels quea = b.qg +retr =0ou f(r) < f(b).

Un anneaud commutatif est dieuclidien s'il existe une application pour la
quelle il est euclidien.

Proposition 127 e Z est euclidien.
o K[X] est euclidien.

Démonstration : Considérer respectivement :

* f(2) = ||
e f(P) = deg(P) (voir la démonstration de la division euclidienneef)0

Proposition 128 Etant donnégf une application multiplicative (i.ef (a.b) =
f(a).f(b)) deA\{0} dansN\{0}, avecA anneau intégre, on prolongémulti-
plicativement sur le corps des fractions den posanf (a/b) = f(a)/f(b) (f
est maintenant a valeurs dafly. Alors A est euclidien pouy si et seulement
si pour toutz dans le corps des fractions il existelansA tel quef(z—a) < 1.

Démonstration : Facile..O

Proposition 129 Tout anneau euclidien est principal.

Démonstration : Soit A un tel anneau (commutatif, euclidien). On se dorje
dansI \ {0} tel que f(Fy) soit minimal. On notel’ I'idéal engendré paF;, c'est a
dire I'ensemble de#;. P pour P € K[X].

Pour toutP danslI, on utilise la définition® = P,.QQ + R; alorsP € I, Py € I, donc
Py.Q € I (par définition d’'un idéal), et don® € I; or f(R) < f(FPp) si R estnon
nul, ce qui contredit la définition d&,, doncR est nul, donc? € I’, doncl = I’ et
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donc I'anneau est principal.

Proposition 130 Z[i] etZ[v/2] sont euclidiens.

Démonstration : Dans les deux cas on utilise la caractérisation de la proposition
128
Dans le premier cas on choigita + i.b) = |a + i.b| poura etb dansQ.
Dans le second cas on utiligéa + b./2) = |a® — 2.b?| sia eth dansZ.
Ce second choix est particulierement instrucfifa +b.1/d) = |a®—d.b?| sera souvent
utile.O

2.4.2 Anneaux noethériens

Définition 131 (Anneau noethérien)Un anneau commutatif dont tout idéa
est de type fini est ditoethérien

Proposition 132 Un anneau commutatif est noethérien si et seulement si foute
suite croissante d'idéaux est stationnaire a partir d’'un certain rang.

Démonstration : Trop facile pour que nous le prouvions ! Exercice pour le ledteur.

Proposition 133 Un anneau commutatifi est noethérien si et seulement|si
tout ensemble non vide d’'idéaux deadmet un élément maximal pour I'inclu
sion.

Démonstration : Rappelons juste qu’'un élément maximal n’est pas nécessaire-
ment le plus grand élément, I'existence d’'un élément maximal n’entraine pas méme
celle d’un plus grand élément (voir les définitions en pa@jel

Proposition 134 e Tout anneau quotient d’'un anneau noethérien est noethé-
rien.
e Un anneau principal est noethérien.

Démonstration : e La proposition122 montre qu’un idéal du quotient est la pro-
jection d’un idéal, ce dernier étant de type fini, le projeté est de type fini.
¢ Facile, tout idéal d’'un anneau principal est engendré par un seul élément, donc par
un nombre fini d’éléments.

La propriété annoncée pour les anneaux quotients n’est pas vraie pour les sous-
anneaux.
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Théoréme 135 (Théoréme de Hilbert)Si A est un anneau noethérien, alofs
pour toutn A[X7, ..., X,,] est aussi un anneau noethérien.

Démonstration : Admis (preuve difficile)a

_

e Tout corps est un anneau noethérien, donc it , . . ., z,,] aussi.
e Z|x1,. .., x,] st noethérien.

2.4.3 Anneaux integres

On a déja vu les définitions, mais voici un rappel : Un anneau est dit intégre si :
e il est de cardinal> 1
e il est commutatif
e il est sans diviseur de

Définition 136 (Définitions dans les anneaux intégresy et b dans A an-
neau integre sont difgremiers entre euxsi

YV € a z|a etz|b — z est une unité

De méme les eéléments d’une familg);c(1 ., sSont dits premiers entre eux i
un élément divisant tous les est nécessairement une unité.

Corollaire 137 (Théoréeme de Bezout)Dans un anneau principal des él¢
mentsz; sont premiers entre eux si et seulement s'il existe une famiti&s|é-
ments ded telle qued_ \;a; soit une unité.

Proposition 138 Soit A un anneau intégre, et I'application qui az dansA
guotienté par la relation d’associatioR associe I'idéal engendré par. ¢ est
un isomorphisme d’ordre entrg¢ /R muni de la divisibilité et 'ensemble des
idéaux principaux ded muni de l'inverse de l'inclusion.

Démonstration : e Tout d’abord il est clair que est bien définie, car deux élé-
ments associés engendrent évidemment le méme idéal.
e L'application est surjective, par définition, puisqu’on considére I'ensemble des idéaux
principaux.
e Montrons que I'application est injective : si deux élémengtb engendrent le méme
idéal alorsh = b'.a eta = a’.b et donch = b'.a’.b et donch’ eta’ sont des unités (car
A est intégre), et dont = a.
e Montrons qu’il s’agit d’'un morphisme d’ordres :
- Sialb alorsb = a.cdoncb.A = a.c.A C a.A et(b) C (a) clairement.
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- Si(b) C (a) alorsb = a.c pour un certaire et donca|b.00

2.4.4 Anneaux factoriels

Cette notion n’est étudiée que dans le cadre d’anneaux commutatifs.

Définition 139 (Anneau factoriel) Un anneauA est ditfactoriel si :
e il estintegre

e touta dansA s’écrit de maniére unique a association pres et a permutation
présa = a’.p1.ps.....p, aveca’ unité etp; irréductible pour tout.

(1]

Etant donné un élémentirréductible deA un anneau factoriel, on appell
valuation p-adique de A poura dansA le nombre d’occurences d'un élément
associé g dans la décomposition desous forme: = a’.p;.....p,. On note
généralement, (A) la valuationp-adique dez.

[9°))
i

Proposition 140 Etant donnéA un anneau factoriel, on peut choisir un él
ment dans chaque classe d'équivalenceldeour la relation d’associatiorik.
L'ensemble de ces éléments permet de simplifier la décompositioa deen

a=d Ica/rp;" ) e support de — vy, (a) étant fini.

Démonstration : EvidentO

Voyons maintenant quelques propriétés intéressantes des anneaux factoriels.

Proposition 141 Dans un anneau factoriel un élément est irréductible sj et
seulement s’il est premier.

Le lemme et le théoréme qui suivent se démontrent trés facilement, simplement en
considérant les décompositions:ce, et éventuellement pour conclure.

Lemme 142 (lemme d’Euclide) Si A est un anneau factoriel, alors giest
irréductible et divisec.y, alorsp divisex oup divisey.

Théoreme 143 (Théoreme de Gaussi z divisex.y et siz est premier aveq
x alors z divisey.

) Un exemple d’application (parmi beaucoup d’autres) est le théoi&rne

Proposition 144 Un anneau intégre noethérien vérifiant le lemme d’Euclide
ou le théoréme de Gauss est factoriel.

Démonstration : AdmisO
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Dans I'exemple ci-dessous on utilise le fait dliest factoriel.

Exemple Maple

> ifactor(200!);

(2)197(3)"7 (5)(7)%2 (1) (13)10(17) 1 (19)1°(23)° (20)°(31)° (37)° (41"

(43)%(47)%(53)%(59)3(61)3(67)(71)(73)%(79)%(83)*(89)(97)(101)(103)
(107)(109)(113)(127)(131)(137)(139)(149)(151)(157)(163)(167)(173)(179)
(181)(191)(193)(197)(199)

2.4.5 Anneaux principaux

On rappelle tout d’abord la définition d’un anneau principal : il s'agit d’'un anneau
intégre dont tout idéal est principal.

Je donne sans démonstration (vai#,[p156]) le résultat important suivant :

Proposition 145 Tout anneau principal est factoriel.

On peut préciser aussi que sur le corps des fractions rationnelles a coefficients dans
un anneau principal, on dispose de la décomposition en éléments simples.

2.5 Zoologie des anneaux

2.5.1 Nilpotence (d’'une somme de deux éléments nilpotents qui
commutent)

Proposition 146 La somme de deux éléments nilpotents qui commutent est nil-
potente.

Démonstration : Considérer deux tels élémentetd, et développer par le binome
de Newton100la puissancéa + b)™ avecn la somme de leurs indices de nilpotence
respectifgl

25.2 Z/nZ
© Généralités

Etant donnén € N on notem la classe den dansZ/nZ (la relation d’équivalence
considérée étant la congruence modulox ety sont équivalents si divisex — y).
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Proposition 147 On a équivalence entre les propriétés suivantes :
e m est premier avea

e 71 est générateur du group&./nZ, +)

e 7 est inversible dans 'anneal./nZ, 4, x)

Démonstration : Facile, en application du théoréme de Bezout.

Définition 148 (Fonction d’Euler) On appellefonction d’Euler la fonction
¢ telle quep(n) soit le nombre d’entiers tels quel <z < netx An=1.

Proposition 149 e Sin est premieky(n) =n — 1 etp(n”) =n""1.(n — 1) si
r>0
¢ ¢(n) estle nombre d’éléments inversibles(@nZ, +, x)

Démonstration : le premier point est clair ; il suffit de voir qu’un élément est pre-
mier avecp™ si et seulement s'il n’est pas divisible par
Le second point est un corollaire de la proposition précédente.

© Lemme chinois

Lemme 150 (Lemme Chinois)Sip etq sont premiers entre eux alors

(Z/pgZ,+) ~ (Z/pZ,+) x (Z/qZ,+)

Démonstration : Il s'agit des groupes additifs usuels. L'égalité des cardinaux
montre qu’il suffit de trouver un morphisme de groupes injectif. Pour cela on asso-
cie a la classe de dansZ/pqZ la classe de dansZ/pZ et la classe de dansZ/qZ.

Il est clair que si deux entiers ont la méme classe mogylalors ils ont la méme
classe modulg et modulog, donc I'application est bien définie.

Le fait que cette application soit un morphisme est clair.

L'application est injective, car si deux entiers ont la méme classe madetlg, alors
ils ont la méme classe moduig.0
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Corollaire 151 Sin = II;pg, avec lesp; premiers distincts et les; > 0,
alors
(Z/nZ,+, x) =~ T(Z/p} L, +, ¥)

(Z/nZ)" = IL(Z/p{" Z)"

Démonstration : Le premier point découle de I'utilisation récurrente du lemme
chinois, le deuxieme et le troisieme sont des conséquences immédiates du premier.

@ Automorphismes deZ/nZ

Proposition 152 L'ensemble des automorphismesZigiZ est isomorphe &
(Z/nZ)*.

Démonstration : |l suffit de considérer I'applicatiof qui & un élément inversible
m associe 'automorphisme+— m.x ;
o il est clair que c’est un morphisme injectif ¢8/nZ)* dansAut(Z/nZ)
e étant donné un automorphisnfede Z/nZ on montre facilement qu'il est égal a

P(f(1)).0

Corollaire 153 Aut(Z/nZ) est un groupe abélien d'ordré(n).

@ Forme des groupesZ/p*Z)*

p désigne un nombre premier.

Lemme 154 (Z/pZ)* ~ (Z/(p — 1)Z,+)

Démonstration : (Z/pZ) est un corps fini (voir le chapitre sur la théorie des
groupes).

On sait (voir propositionl74) que le groupe multiplicatif d’'un corps fini est cy-
clique, donc isomorphe a un certdifi/nZ).

Il suffit donc de se rappeler que le cardinal(@gpZ)* estp — 1 pour conclure

Lemme 155 Sik > 0, alors(1 +p)Pk =1+ A.phtt avech > 0etAAp = 1.

Démonstration : Par récurrence Sur:
ok=1
(1+p)P = f:o C;)pz
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donc(1+p)? =1+ p> +m.p® =1+ p%.(1+m.p)

e k quelconque

On écrit(1+p)?" " = ((1+p)?")? = (1 + Ap**t1)7; il suffit alors de développer en
utilisant le binbme de Newton la puissancéeme en isolant le premier et le dernier
termeQ

Corollaire 156 1 + p est d’'ordrep®~! dansZ/p“Z.

Démonstration : il est d’ordre au plup®~—' au vu du lemme précédent.
Enoutre(1 + p)?" ~ =1+ Ap>!, et donc ne saurait étre congra &nodulop®.00

Lemme 157 Sim ett sont premiers entre eux, etsietb commutent, et si
est d’'ordrem etb est d’ordret, alorsa.b est d’ordrem.t.

Démonstration : e |l est facile de voir quexb est d'ordre au plusn.t, puisquea
etb commutent.
¢ Réciproquement, gub)" = 1, alorsa™!.b™* = 1, donca™! = 1, puisqueb™* = 1.
Donct divise I'ordre deab. De mémen divise I'ordre deab; doncm.t divise I'ordre
deab, puisquem ett sont premiers entre eux.

Proposition 158 Sip premier> 2, m > 2, alors

(Z/p*Z)" ~ L) p(p*)Z ~ L[p° " .(p — 1)Z

Démonstration : On va utiliser les lemmes précédents.
e On considére tout d’abord I'applicatiahdéfinie par

¥ (Z/p°Z)" — (Z/pL)*

1 étant la fonction induite par l'identité (il convient de bien vérifier guest bien
définie et est un morphisme de groupes surjectif)

e par le lemmel54tout élément dont 'image par est non égal & engendréZ /pZ)* ;
donc son ordre est un multiple ge- 1 (voir le lemmel54).

e étant donné un tel élément, il existg appartenant au groupe engendré:ptel que

y estd’ordrep — 1.

e On applique alors le lemmE57, y.(p + 1) est d’ordre le produit des ordres geet
dep + 1; ory est d’ordrep — 1 comme on vient de le voir, gt+ 1 est d’ordrep®—!
par le corollairel56; y.(p + 1) est donc d’ordrép + 1).p*~ ! ; le groupe engendré par
y est donc nécessairemd/p*Z)* tout entier, d'ol le résultat.

On vient donc par cette proposition de détailler la forme(@9~Z)* dans le cas
oup > 2. Il convient de considérer le cas= 2.
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Lemme 159 .
E>0—5% =14 \.2F2

avecA A2 =1 (i.e. A impair)

Démonstration : Facile, par récurrends.

Proposition 160 (Z/2.2)* = {1}, (Z/4.7Z)* = {1,—1} ~ Z/2.7Z, et ensuite
(pour v < 3) (Z/2°7)* ~ 7.J2.7 x 7.)2° 2.

Démonstration :
¢ On considére le morphisme surjeatifnduit par l'identité dgZ/2*Z)* sur(Z/4.Z)* =
{1,-1} =~ Z/2.Z.
¢ Le noyau de) est d’ordre2®—2
e 5 appartient au noyau dg.
o par le lemmel 59, 5 est d’ordre2*—2 (I'ordre est une puissance deet52” "’ ne peut
étre congru d)
¢ le noyau de) est donc cyclique (au vu des trois affirmations précédentes)
e On a alors la suite exacte (voir chapitre sur la théorie des groupes)

(4

7)2.7 — 1
| 7/20-2 s (zj207) — L FE

e Le sous-groupg—1, 1} de(Z/2*Z)* est une section dg, et il est distingué puisque
notre groupdZ/2*7)* est abélien. Donc on a un produit direct

(Z)2°7)* ~ 7./2.7. x 7.]2°*Z

ce qui conclut la preuve (précisons que le produit direetB estisomorphe au produit
directB x A...)O

2.5.3 Idéaux étrangers

Définition 161 Soit A un anneau et et d deux idéaux bilateresdd. Les an-
neauxc etd sont dits étrangers (ou comaximauxysk d = A.

Exemples : deux idéaux maximaux sont toujours étrangers.

Proposition 162 Siay,...,an,, b1,..., b, sont des idéaux bilatéres dg et
si pour tout(i, j) € {1,...,n} x {1,...,m} a, etb; sont étrangers, alors les
idéauxa; X as X --- X a, €tby x by x --- X by, sont étrangers.

Démonstration : On fait d'abord la preuve pourn = 1 en utilisant des égalités :
x; +y; = 1 avecx; € a; ety; € b;. On multiplie terme a terme. Puis on fait pareil
avecaq,...,a, et chaque,. O
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Remarque : dang, a etb sont premiers entre eux si et seulemerfugiet (b) sont
étrangers.
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Chapitre 3

Corps

3.1 Définitions de base

Définition 163 Un anneau K, +, .) est uncorps si et seulement si le groupe
des unités esk’ — {0}.
Un corps est dicommutatif si 'anneau sous-jacent est commutatif, c’est a
dire si la multiplication est commutative.

Propriétés :
e Un anneau commutatif non nul est un corps si et seulement si ses seuls idéaux sont
les idéaux triviaux.
e Un anneau intégre fini est un corps.

3.2 Extensions de corps

Définition 164 Un sous-anneall de I'anneau sous-jacent a un corps est
unsous-corpsde K si c’est un corps pour les lois induites.

Si L est un sous-corps d&, on dit queK est unsur-corps ou uneextension
del.

AvecL sous-corps dé{, et A C K, on dit queA engendreK sur L si K est
le plus petit sous-corps d€ contenantd et L. On note alorsk’ = L(A). SiA
est fini on notdS’ = L(a, ..., a,). L'extension est dite monogénesstontient
un seul élément.

Théoréme 165 Etant donné un anneau integrk il existe un unique corp&
(a isomorphisme prés) contenant un anneau intdgrisomorphe aA et tel
gue tout sous-corps d€ contenantB soit K lui-méme.
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Démonstration : On procéde selon les étapes suivantes pour montrer I'existence :
e On considére les classes d’équivalencesAw A pour la relationR définie par
(x,y)R(z',y") < xy’ = 'y (intuitivement les classes d’équivalence sont les frac-
tions). Appelong< I'ensemble quotient ainsi obtenu.
¢ On considére ensuite I'addition sur ces classes, facile a retrouver au vu de la consi-
dération sur les fractions; il s'agitde, y) + (z',¢’) = (zy/ + 2y, yy'). De méme la
multiplication est définie pafa, b).(a’,b’) = (ad’, bl’). Il est facile de voir que ces lois
vérifient toutes les propriétés souhaitées, et qu’elles sont bien définies dans la structure
quotient. On trouve un élémefi, 1) neutre pour I'addition, et un élémefit, 1) neutre
pour la multiplication.
e L'application qui ax associe(xz, 1) est un morphisme injectif dd dansK. C'est
donc un isomorphisme dé sur son imaged’.
e Etant donné un sous-corps @ contenantd’, il contient nécéssairement les quo-
tients d’éléments dd’, et doncK tout entier.
e Il ne reste plus qu’'a vérifier 'unicité d&’, & isomorphisme prés. Cette tache est
laissée au lecteur.

Applications :
e Construction dé) a partir deZ.
e Construction du corps des fractions rationnelles, a partir de 'anneau des polynémes.

Proposition 166 e Si L est un sous-corps di, alors K est unL-espace vec
toriel.

e Si la dimension dé( en tant quel.-espace vectoriel est finie alors on I'ap
pelledegréde K pour L et on le notgK : L|.
e Si K et L sont finis, alor§ K| = | L|I2,

Démonstration : Le premier point est clair.
Le second point est une définition.
Le troisieme point est clain

Théoréme 167 (Théoréme des bases téléscopiqu&)M C L C K (tous
trois des corps) alors st; est une base d& en tant queL-espace vectorie
et si f; est une base db en tant quel -espace vectoriel , alors;. f; est une
base de en tant quel/-espace vectoriel . Doré( : M| = [K : L].[L : M].

Démonstration : Faciled
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Définition 168 (Différentes extensions de corpspi L est une extension du
corps K, alors un élément de L est ditalgébrique sur K s'il existe un po-
lyndmeP a coefficients dan& tel queP(a) = 0. Un nombre réel est souvent
dit simplemenalgébrique s'il est algébrique suf). L'ensemble des éléments
de L algébriques sulK est appelée extension algébriqueldedansL.

Etant donnéX un corps etP € K[X], on appellecorps de rupture de P un
sur-corpsL de K dans lequelP admet une racine et tel queL = K (a).
Etant donnéK un corps etP € K[X], on appellecorps de décomposition
de P un sur-corpsL de K dans lequelP est scindé e, = K(Z), avecZ
I'ensemble des zéros dedansL.

Etant donnéK un corps, on appelleloture algébrique de K une extensior
de K algébriquement close et dont tous les éléments soient algébriqués sur

On a existence du corps de décomposition, et existence du corps de rupture lorsque
théoreme de Steinitz (difficile) montre que tout corps admet une cloture algébrique,
unique a isomorphisme pres.

Démonstration : (de I'existence du corps de rupture) Le cofp€X ) /(P) convient
(ie le quotient dek par I'idéal engendré par). O

3.3 Corps finis

Proposition 169 Un anneau integre fini est un corps.

Démonstration : Si un anneau est intégre, I'applicatisn— yx est bijective pour
touty. En particulier, il existe: tel queyx = 1.0

Théoréme 170Un corps fini n’est jamais algébriguement clos.

Démonstration : Facile ; il suffit de considérer le polynémb,c (X — k) + 1.0

Théoréeme 171 Quel que soifp premier, quel que soit dansN non nul, il
existe un unique corps, a isomorphisme pres, de cardifiallout corps fini
est de cette forme.

Théoreme 172 (Wedderburn) Tout corps fini est commutatif.

Démonstration : Ces résultat, non triviaux, ne seront pas prouveés ici. On pourra
consulter [4] pour une preuve compréhensile.
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Enfin deux résultats (non triviaux) donnés sans preuve :

Proposition 173 Le groupe des automorphismes d’'un corps fini de cardinal
p" est cyclique, d’'ordrer, engendré pat: — x™.

Proposition 174 Le groupe multiplicatif d’'un corps fini est cyclique.

68



Chapitre 4

Quelques résultats
supplémentaires d'arithmetique
et théorie des nombres

4.1 Sous-groupes additifs d&®

Proposition 175 Tout sous-group&: du groupe(RR, +) vérifie I'une et une
seule des deux conditions suivantes :

/G = 2Z

G est dense darR

Démonstration :
e On considérey = infG N RT*.
e On distingue les deux cas> 0 eta = 0.0
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4.2 Représentatiorp-adique des réels

Définition 176 On se donne un entigr > 1. On appelle représentatiop-
adique du réek la suite d’entierc,, ) ,en définie par

_ E(z)sin=0
en = p%E(p”a:) — pE(p"~1x) sinon

(E(y) désignant la partie entiere dg.

[]

Théoreme 177 (Caractérisation du développement-adique) Théoréme 178
Le développement-adique dex € R est périodique a partir d'un certair
rang si et seulement siest rationnel.

Démonstration :
e Supposons tout d’'abord le développement périodique.
Alors x est somme des,p~™ pourn € N. Vue la périodicité, cette somme se
réécrit comme somme d'un rationnel ety . \ =iy, aveca dans, et doncr est

somme d’un rationnel et d%’i;—kf: et doncz est rationnel.
e Réciproquement supposons qusoit rationnel.
- On peut écrirec = a/b aveca etb dansN (on se limite au cas > 0, les autres
cas étant similaires)
- On définitzy = a, et par récurrence,, 1 = (x, — bc,)p, avece, le quotient
dans la division euclidienne dg, parb.
- On montre facilement par récurrence quel z; < bp pour touti et que les;
sont le développemenptadique dex.
- lesz; étant bornés, on passe nécéssairement deux fois par la méme valeur ; a partir
de ce moment, le développement est clairement périodique.
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4.3 Fractions continues

Définition 179 (Fractions continues) Une fraction continue est un objet de
la forme suivante :

1
[ao,al,...,an,...]:aoJria n T
R

Elle est caractérisée par une suite d’entiers qui est finie ou infinie.

On appelleconvergentsd’une fraction continue la suite de numératepyset
de dénominateurg,, définis par :

—Ppo=ao, g =1

-p=aa+lqg=1

e

— Pn = GpPn—1 + Pn—2,4n = GnQn—1 + qn—2

Propriétés :

— A tout nombre réel on peut associer un et un seul développement en fraction
continue.

— Tout nombre rationnel peut étre représenté par une fraction continue finie (ex
5 =0+ 537)-

— Seuls les nombres rationnels peuvent étre représentés par une fraction continue
finie.

— Un nombre est quadratique (ie solution d’'une équation du second degré a coef-
ficients dan<Z) si et seulement si son développement en fraction continue est

périodique.
— Une fraction continue est liée a ses convergents par les relatigns. , a,,] =
Pn/qn €t[ag, ..., an,...] =lim, Z— En outre avec
p
[ag,...,an] = l,
qn
llao, ..., an] — [ag, .., an,...]| < 1/¢3.

Théoréme 180 (Formule d’Euler) Supposons les; tous non nuls.
Alors1/ay — 1/as +1/as — 1/ag+ ... + (=1)"/a, =

ay + 3
as—ai+ )
ag—az+

oy . .
“n—1
aAn—an—1

ap_1—ap_2+

Démonstration :
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e Pourn = 1, le résultat est clair.

e Au rang2, un calcul rapide montre que le résultat est encore valable.

e On procede ensuite par récurrence, en supposant I'égalité vraie polret les
rangs inférieurs.

e Dans I'égalité pour. — 1, on remplace,, par%

e Le résultat en découle tout seut...

4.4 Cryptographie a clé révélée : RSA

Précisons que I'on parle aussi de clé publique .

L'objectif de lacryptographie est de permettre de communiquer par des messages
codés, qui ne pourront étre lus que par leur destinataire.

Pour cela, un "superviseur" donne a chaque receveur potentiel un "décodeur" et une
“clé". La clé, comme son nom ne l'indique peut-étre pas, est quelque chose qui peut
étre diffusé a tout le monde.

Pour envoyer un messagé crypté a un individu/, il suffit de passer le message
M par la moulinette de la clé correspondanté. Lela n’est pas difficile, puisque
diffuse abondamment sa clé, a tous ses correspondants éventuels. Lioregoi¢ un
message, il peut alors utiliser son décodeur, qu'il est seul a posséder, pour transformer
le message crypté en le message original.

La difficulté est que, formellement, il est toujours possible de reconstruire le mes-
sage initial a partir du message crypté, pourvu que vous ayez la clé. Pour cela, il suffit
de tester tous les messages possibles, I'un aprés 'autre (ils sont bien en bijection avec
N, comme on peut s’en convaincre facilement en considérant I'ordre lexicographique
sur les messages possibles), et de les passer par la moulinette de la clé jusqu’a ce que
I'on retrouve le message crypté. Mais il reste un espoir de fabriquer une cryptographie
efficace, car bien sdr, cette méthode prendrait un temps énorme. La cryptographie est
ainsi basée sur I'hypothése de base que certaines taches, faciles a faire dans un sens
(le sens du cryptage par une clé), est difficile a faire dans I'autre (décryptage a I'aide
d’'une clé).

On note bien que la difficulté réside dans le fait que la fonction "clé" est publique.
Sion cache la clé, il est trés facile de réaliser des cryptographies parfaites. Par exemple,
on peut utiliser le protocole suivant pour gdesnvoie un messagel :

- A signale aB qu'il veut lui envoyer un message, que I'on supposera constitué
uniqguement dé et del (par un codage quelconque on peut facilement se ramener a
cela), et de longueuro00.

- B fournit a A une listeL de 1000 chiffres0 ou 1, 0 et1 étant équiprobables.

- le protocole recommence a I'étape précédente jusqu’a ce que la liste de chiffres
soit passée sans étre interceptée; on tire au sort une nouvelle lisd@@ehiffres a
chaque nouvel essai.

- A transforme le messagd en un messag®/’, parM’' = M + L dansZ/2Z.

- AenvoitM' a B; si M’ est intercepté, il ne sera pas décodable, puidgoiest
pas connu.

- B décodeM’ parM = M’ + L dansZ/2Z.

Aucune interception ne permet de décoder le message ; mais les étapas
peuvent prendre du temps ou n'étre pas réalisables. Il est indispensable de changer
de listeL a chaque nouveau message, ou du moins régulierement - sinon, en considé-
rant les fréquences déset desl, un observateur des différentg’ pourrait finir par
reconstituet’.
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L'algorithmeRSA, du nom de ses inventeurs, Rivest, Shamir et Adleman, est basé
sur la difficulté de la factorisation d’'un nombre entier en nombres premiers.

Supposons quel souhaite envoyer des messages cryptés RIA Alors B se
donne deux grands nombres premigiest . Maple permet aisément de construire de
tels nombres, par exemple ; il suffit par exemple de tirer des nombres au sort et de re-
commencer jusqu’a ce qu'ils soient premiers, grace a un algorithme permettant de dire
si oui ou non un nombre est premier. En fait les algorithmes utilisés pour cela sont géné-
ralement probabilistes, c’est-a-dire qu'ils ont une probabilité non nulle de se tromper;
mais les erreurs sont extrémement rares. La fonction Maple "isprime" permet de tester
la primalité d’'un nombre ; par exemple, "isprime(123456789012345678901234567)"
renvoit "false", donc "123456789012345678901234567" n’est pas premier.
"nextprime(123456789012345678901234567)" renvoit
"123456789012345678901234651", qui est donc le nombre premier le plus petit plus
grand que celui-ci. On constate donc que Maple permet trés rapidement de trouver de
grands nombres premiers; les exemples ici fournis ne sont pas du tout a la limite du
faisable, on peut aller largement au dela.

Ces deux nombres premiers seront ngtét g. La premiére partie de la clé pu-
blique, notée:, sera le produit de et q. A choisit alors un nombré, premier avec
¢(c) = (p—1)(¢ — 1), avecy la fonction d’Euler, c’est-a-dire le nombre de nombres
premiers plus petits que donc(p — 1)(¢ — 1). Il est facile de choisir un nombre qui
soit premier avec un autre : il suffit d’en piocher un au hasard, et de recommencer jus-
gu’'a ce que l'algorithme de Bezout confirme que ces nombres sont premiers entre eux.
On peut aussi déterminer facilement!, inverse del dans(Z/cZ)* ~ Z/#(c)Z (il y
a isomorphisme calZ/cZ)* ~ (Z/pZ)* x (Z/qZ)* par le corollairel51 et isomor-
phisme entrgZ/pZ)* et Z/(p — 1)Z (resp.(Z/qZ)* etZ/(q — 1)Z) par le lemme
154) : il suffit d’utiliser I'algorithme de Bezout.

Cryptage:

- On suppose le message suffisamment court pour étre codable par un élément in-
versible deZ/cZ, ce qui est possible en remplacant le message par des tranches suc-
cessives suffisamment petites (si on a un alphabet de daillesuffit de prendre des
tranches de longueuraveca! < ¢(c)). Cette méthode de codage n’a pas a étre com-
pliquée ni a étre cachée. Il suffit donc d’avoir une injectioriide!] dans(Z/cZ)*.

- chague message deest donc remplacé (pat) par un élément inversible dans
Z/cZ.

- A envoie alors & le nombree = n? dansZ/cZ.

Décryptage

- B, qui dispose dé et ded !, effectue simplement le calcul dé qui lui donne
n, et donc le message initial.

D’autres systémes de cryptographie a clé publique font intervenir des structures
plus complexes qué/nZ, comme par exemple les courbes elliptiques.

73



Chapitre 5

PolynOmes a une indéterminée

5.1 Généralités

Définition 181 SoitA un anneau commutatif unitaire (resji.un corps).
L’ensemble des suites nulles a partir d’'un certain rang d’éléments, deoté AMN | est
un A-module (resp. ufK-espace vectoriel ) pour I'addition et la multiplication par u
scalaire usuelles. En le munissant en outre du produit suivant :

X : (u,v) — w avecw, = Z U;.V;
i+j=n

On obtient uned-algeébre (respK-algébre), notéed [ X] (resp.K[X]).
Les éléments dE[X ] sont appelépolyndmes
Deux polyndmed® et @ non nuls sont ditassociéss'il existe ) inversible tel que
P=)Q.
On identifieA K et 'ensemble des suit¢s,, ),cn avecu, = 0 pour toutn > 0, par
I'isomorphisme canonique — (un)nen aveCup = = €tn > 0 — u, = 0.
On noteX I'élément(un )nen avecup = 0, u1 = 1, etu, = 0 pourn > 1.
La famille desX* pouri € N constitue la base canonique du module libr&N) (resp.
duK-espace vectorielk ().
Etant donnéP un polyndme, on appeligegré de P et on notedeg P le plus grandn
tel queP,, est non nul. On appelleoefficient dominant deP le coefficient dexd¢s
(que I'on peut voir commé(deg(P)*(P) si I'on travaille avec un corps, voir la partie
?7?); on le notecoe f (P).
Un polynéme non nul est ditnitaire si son coefficient dominant ekt
On appellesupport d’'un polyndme P I'ensemble des € N tels queX ™" (P) # 0.
Par définition d’'un polynéme, son support est fini.
Le degré d’'un polyndme est donc aussi leup de son support.
On appellevaluation de P et on noteval(P) I'inf du support deP.
On appellecomposé de deux polynémeB et Q et on notePo( le polyndméey . P,Q™

(que I'on peut aussi voir comme, X (P).Q* sil'on travaille avec un corps).
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Proposition 182 e 1 est élément neutre pour la multiplicatiots, élément
neutre pour, 0 élément neutre pour I'addition.
e Les éléments inversibles B8 X | sont les éléments identifiés aux éléments de
K\ {0}.
e deg(0) = —oo etwval(0) = +00
e deg(1)=0
o deg(X?) =ietval(X?) =i

(P.Q) = deg(P) + deg(Q) etval(P.Q) = val(P) + val(Q)
o deg(P + Q) < sup(deg(P),deg(Q)) avec égalité sileg(P) # deg(Q) ou
si les coefficients dominants deet Q ne sont pas opposés.
e val(P + Q) < sup(val(P),val(Q)) avec égalité sval(P) # val(Q) ou si
Pyai(p) €tQuai(q) NE SoNt pas opposés.
e si A estintégre alorsA[ X ]| est un anneau intégre ; c’'est a dire que le prodit
de deux polynémes est nul si et seulement si I'un des deux polyndmes est nul.
e (P+Q)oR=PoR+QoRmaisengénéraPo(Q+R) # PoQ+PoR

5.2 Division euclidienne

Théoréme 183 (Division euclidienne)SoientA et B deux polyndmes, avec
coef(B) inversible. Alors

3(Q, R) polyndbmegA = B.Q+ R

avec
deg R < deg B

Démonstration : e Unicité :
Supposon®.QQ + R = B.Q' + R’ avec les conditions données sur le degré. Alors

B(QQ-Q)Y=R -R
deg(B) + deg(Q — Q') = deg(R' — R)
donc
deg(Q — Q') = —o0
etQ=Q etR=~R'.
o Existence :
On distingue deux cas.
- Si le degré ded est inférieur strictement au degré @k le résultat est clair avec

Q=0etR=A.
- Sinon on procéde par récurrence sur le degrd den considérant

coef(A) ydeg(A)—deg(B)
coef(B)’
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Il est & remarquer que c’est par la méthode de la récurrence que I'on pratique la
division euclidienne.

Définition 184 @ est appelé@uotient de A par B, et R est appeléestede A
par B.

Un exemple en Maple :

Exemple Maple

> rem(zt + 23 + 22 + 2+ 1,23, 2);

1+2°+2

> quo(zt + 23 + 2% + 2 + 1,23, 1);

r+1

Corollaire 185 SoitK un corps.K[X] est un anneau euclidien, donc un a‘n—
neau principal.

Démonstration : La division euclidienne en est la preuve ; dans un corps, tout po-
lyndme non nul a son coefficient dominant inversiale.

5.3 Fonction associée, racines d’'un polynéme

Définition 186 Etant donnéd3 uneA-algébre associative commutative et uni
taire, on peut identifiet” a une application ded dans 4, dite application
polyndmiale associée al, noté P, et définie par

P(z)=Y_ P,a"

neN

Cela est notamment valable poBr= A ; implicitementP désignera généra
lement une fonction dd dansA.

Proposition 187 Soita dansA et P un polynéme appartenant&[X].
Le reste de la division euclidienne depar (X — a) estP(a).

En considérant la division euclidienne #epar (x — a)™, on peut énoncer la défi-
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nition suivante :

Proposition 188 - Définition

Soit P un polynémeg un élément del etn un entier naturel.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

- (X —a)"|Pet(X —a)"tt fP

- Il existe un polyndmeé tel queP = (X — a)"Q etQ(a) non nul.
On dit alors ques estracine de P d’ordre de multiplicité 7.

5.4 CasouA = K estun corps

Théoreme 189 SiK est un corps commutatif alof§[ X ] est un anneau euclit
dien, donc un anneau principal, donc un anneau factoriel.

Démonstration : Le fait queK[X] est un anneau euclidien a été prouvé en propo-
sition127.0

Proposition 190 - Définition On dit qu’un corpsK estalgébriquement clos
si et seulement si I'une des trois propositions suivantes est vérifiée :

- tout polyndme d&|[ X | estscindé c’est-a-dire produit de polyndmes de degré
1

- tout polyndme non constant a une racine di&ns
- tout polyndme irréductible est de degré

\ |

\ —
&\ DansK[X] avecK corps algébriquement clos, tout polyndme de degré
s'écrit de maniére unique a I'ordre prés des facteurs sous la forme :

(X — k1) (X — ko). (X — k)

avecc inversible, et leg; les racines (pas forcément distinctes!) du polynéme.

‘- C est algébriquement clos, comme énoncé dans la propo8ition
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Un exemple en Maple :

Exemple Maple

> Pi=X-—>z"4-1;

P=Xx"-1
> factor(P);

(z—1)(z+1)(2% + 1)
> factor(P, complex);

(x + 1.)(z + 1. I)(z — 1.T)(z — 1.000000000)

5.5 Zoologie des polynémes

En dehors des paragraphes ci-dessous, on pourra consulter 1& pauid’inter-
polation par les polynémes de Lagrange, d’ailleurs généralisable a un cadre plus vaste
gue les polyndmes réels, et le théore® d’approximation par les polynémes de
Bernstein.

5.5.1 Relations entre les racines et les coefficients d’un polynédme -
localisation des racines d’'un polynéme

On se donne pour I'ensemble de cette partie un polynBneeC[X ], de degrén,
P non nul. On définitP = > p; X".
© Relations entre les racines et les coefficients d'un polyndbme

On utilisera ici les polynébmes symétriques élementaites: ¥, ,, définis en partie
6.3.1

Théoréme 191 (Relations entre racines et coefficients d’un polyndme)
Notonso; = ¥;(r1, ..., ), avecry,...,, des complexes.

OnaP = A, (X —r;) pour un certain\ si et seulement i, = (—1)”’—;;1' .

Démonstration : On écrit simplement I'égalité
n ]
Zpin = NI, (z —r;)
=0

On en déduit que. = p,, et les relations souhaitées en développant d'un coté et de
l'autre du signe=.0

@ Localisation des racines d'un polynéme

o Premiéres informations Le théoréme de Roll@? permet de montrer que le poly-
néme dérivé d'un polyndme scindé est scindé.
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© Méthode itérative On peut par exemple utiliser la méthode de Newton, trouvable
dans tout bon ouvrage d’analyse numérique. On pourra par exemple consllter |
FLEMMARD verifier

© Méthode algébrique La théorie du résultant donne quelques résultats intéressants
sur la localisation de racines ; voir théoréfiriis,

5.5.2 Polyndémes irréductibles

Définition 192 Un polyndmeP appartenant aK[X] est ditpolyndme irré-
ductible si il estirréductible en tant qu'élément de 'annel8(X ], c’est-a-dire
s'il n'est pas inversible et si tout diviseur deest une unité ou est produit de
P par une unité.

Pour plus d’informations sur la recherche de facteurs irréductibles communs a deux
polynémes, on consultera le théorefris,

Théoréme 193 e Les polyndmes irréductibles d§X] sont les polynédmes d
degrél.

e Les polynémes irréductibles d&X] sont les polyndmes de degtéet les
polyndmes: X? + bX + ¢, aveca # 0 etb? — 4ac < 0.

D

Démonstration : Il est évident que les polyndmes considérés sont bel et bien
irréductibles, dans les deux cas réel et complexe. Réciproquement, le théoreme de
D’Alembert-Gauss?? donne le résultat dans le cas complexe. Dans le cas réel, on
procéde comme suit :

e Supposon® € R[X] irréductible dan®R[X].

e Par simplicité et sans perte de généralité, on va supdoseitaire.

e Siz estracine dé” dansC, alorsz I'est aussi, avec le méme ordre de multiplicité.

e P n'a pas de racine réellg sinonX — r diviseraitP et P ne serait pas irréduc-
tible.

e P peut donc s’écrird® = IT/_, (X — r;)"i (X — 7;)™.

o (X —r;)(X —7;) estalors un polynéme réel (on le voit simplement en le déve-
loppant), dond” est un produit de polyndémes de discriminants négatifs strictement (la
aussi il suffit de développer pour le voir). Il n’est irréductible que s'il contient un et un
seul tel terme.

D’ou le résultata
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5.5.3 Résultant. Discriminant

Définition 194 Etant donnésP et @ deux polyndmes dK[X], on appelle
résultant de P et () le déterminant de la matrice suivante :

Py 0 0 0 ... 0 Q 0 0 0 ... 0 0 o0
PR P 0 O ... 0 Q@ Q O 0 ... 0 0 0
P, ... P, O ... 0 Q ... Q 0... 0 0 0
Py ... .o .00 Qs ... ... 0o
Qq
0 Q,
00 Q
0o .0 Q
Py Ppoy L o0 .0 @
0 P, 0 0 Qq
0 o P, - .0 o0 @
0 0o P, . .0 .0 @ SR
0 . s Py 0 0 Q

avecP = > 1_ P, X"etQ =>1_, Q. X"
On appellediscriminant d’'un polyndmeP le résultant deP et de P’ son
polynéme dérivé.

Théoréme 195Le résultant de” etQ est nul si et seulement Biet( ont au
moins un facteur irréductible en commun.

Le discriminant d'un polyndmé est nul si et seulement si il a au moins un
facteur irréductible en commun avec son polynéme dérivé.

Démonstration :

La deuxieme affirmation n’est naturellement qu’une spécialisation de la premiére.
On se contentera donc de prouver la premiere.

e Supposons tout d'abord quget @ aient un facteur irréductible commug

-Alors P = RS etQQ = RT, avecdeg T' = deg Q — deg R etdeg S = deg P —
deg R, T etS non nuls.

- PT = @S, ouPT — QS = 0. Ceci exprime trés exactement I'existence d’'un
vecteurX tel que la matriceV/ donnée dans I'énoncé vérifid X = 0, avecX non
nul ; donc la matrice n’est pas la matrice d’'une bijection, donc son déterminant est nul.

e Supposons maintenant qu'il exisietel que M X soit nul etX soit £ 0. Alors,
il existe P et @ vérifiant PT = QS, avecdeg T = deg Q — deg R etdeg S =
deg P — deg R.

- Supposons alors que et n'aient pas de facteur irréductible en commun. Alors,
par le lemme de Gauds!3 P divise S, ce qui est impossible caeg S < deg P.O

En particulier, siles polynémes sont scindés, ils ont une racine commune si et seule-
ment si leur résultant est nul. & est scindé, son discriminant est nul si et seulement
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si il admet une racine double.

5.5.4 Division suivant les puissances croissantes

Théoréeme 196 (Division suivant les puissances croissanteSpitn € N, C
et D des polyndmes a une indéterminée sur un méme andeammutatif et
unitaire.

On suppose qu®(0) (en tant qu'élément dd), est inversible.

Alors il existe deux polyndmég et R vérifiant

C=DQ+X""'R
deg@ <n

@ et R sont appelés respectivemeqiotient et reste de la division suivant
les puissances croissantes dépar D a l'ordre n.

Démonstration : La preuve se fait par récurrence inverse sur la valuatiofi.dg&i
cette valuation est supérieure ou égatefal, le résultat est clair. La suite est facilg...

) Cela servira notamment pour les développements limités de quotients (voir
proposition??, ou pour la décomposition de fractions rationnelles en éléments simples
(voir proposition ....).

Voyons un exemple concret, la division suivant les puissances croissames-de
2X?2 +2parX +2:

X3 4+2X242 X +2
- X +2 1
X3+2X?2—-X

DoncX? +2X2%2 +2 = (X +2)(1) + (X? + 2X — 1)X, c'est la division suivant les
puissances croissantes a I'or@reContinuons :

X3 4+2X242 X +2
- X +2 1— X
X3+2X2-X

DoncX® +2X2+2 = (X +2)(1 — 3) + (X + 2)X?, c'est la division suivant les
puissances croissantes a I'ordreContinuons encore :

X3 42X242 X+2
— X +2 1- 3 +32X7?
X3 +2X%7 - X
_X* _x
2
X“+%Xz
5 5
- ZX3+?Xj
—3X
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Donc, division suivant les puissances croissantes a 'adie® + 2X2 + 2 = (X +
2)(1- % +5X%) - 1x3,

5.5.5 Polyndmes orthogonaux

Définition 197 On suppose donnga, b) € EQ, a < b. On suppose donnége
une fonctionw de]a, b[ dansR* continue. Enfin on suppose que pour toyt

f;’ x"w(x)dx est convergentd On note alorsE I'ensemble des fonctions de
Ja, b] dansR telles que

b
1 £lly == \// |f(2)2w(z)dx < oo

L'ensemble des polyndmes est inclus dahnds muni du produit scalaire sui
vant:

b
< fig>= / F(@)g()w(x)da

est un espace de Hilbert.
Il existe alors une suite de polyndm@s, ),.cn, telle quedegP,, = n, et telle
gue lesP,, forment une famille orthogonale.

aUn cas classique e, b) € R? etw = 1, ou biena etb quelconques ab(z) = e

Démonstration : Le résultat découle simplement de I'orthogonalisation de Schmidt

(proposition??) appliquée a, X, X2, X3, .... Le fait que le degré d&, est< n pro-
vient simplement des propriétés de I'orthogonalisation de Schmidt, ie le faiPgue
appartient a I'espace engendré pak, ..., X". Le fait que ce degré est n provient
simplement du fait que s'il existait uR,, de degré< n, alors la familleP,, ..., P,
serait une famille libre (puisqu’orthogonale) et située dans un espace de dimension
ce qui contredit le lemme de Stein22.

Les polyndmes orthogonaux ont de multiples applications, que I'on pourra trouver
par exemple dans le livr&].

On pourra consulter 'exemple Maple qui se trouve suite a I'orthogonalisation de
Schmidt (voir propositior??).

5.5.6 Polyndmes de Tchebycheff de premiére espece

Théoreme 198

Vn € N3T,, € R[X]/deg T,, < n AVtcos(nt) = Ty, (cos(t))

T,, est appel@olyndme de Tchebycheff de permiére espéece

Démonstration :
e Soitn € N.On a
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n
e = cos(nx) + isin(nx) = (cos(x) + isin(x))" = Z C¥ cos(x)™ sin(x)*(i)*
k=0
e En prenant les parties réelles :

k<n/2
cos(nz) = Z C% cos(x)"~2F(=1)* (1 — cos(x)?)*
k=0

D’ou le résultatd

Proposition 199

2k +1
2n

7))

T, = 2" 1720 (X — cos(

Démonstration : |l suffit de vérifier que le coefficient dominant est le bon, que le
degré est le bon, et que less(2.tL ) sont bien des racines.

5.5.7 Tout polyndme positif est somme de deux carrés

Théoréme 200 Soit P un polyndme appartenant®[X].
On suppose en outre queest positif suiR.
Alors P est somme de deux carrés.

Démonstration : e Soit Cool 'ensemble des polynémes qui s’expriment comme
somme de deux carrés.

e Alors C'ool contient tous les polyndmes de la forifae— a)™, pourn pair.

e Tout polyndme irréductible unitaire de degtéest danCool. En effet, X2 +
b.X +cestégal X —2)2+ (c— %), qui est bien une somme de deux carréssiﬁl—z

e Du coup, tout polyndme irréductible de de@é coefficient dominant- 0 est
dansCool.

e Si P et@ sont dans”ool, alors PQ) est dan<’ool (Cool est stable par multipli-
cation). En effet, ave® = A? + B etQ = C? + D?:

(A% + B*).(C* + D?) = (AD + BC)? + (AC — BD)?

e Cool contient les polyndmes positifs dépourvus de racine. En effet/5edns
racine ; il est produit de polyndmes irréductibles. Le coefficient dominant est positif,
au vu de I'équivalent er-oco, donc on peut I'exprimer comme produit de polyndmes
irréductibles de degré a coefficients dominants positifs.

e Soit P un polynéme positif. On a déja vu que s'il n'admet pas de racine il est
dansCool. On suppose maintenant qu’il admet des racines, par exemple une racine
a. Soitn maximal tel que(X — a)" divise P. P = (X — a)™(Q est équivalent en
aaQ(a)(X — a)™; doncn doit étre pair pour que le signe de puisse étre positif.

En supposant par récurrence que pour les degrés inférieurs a cétded@sultat est
acquis, on conclut qu@ et X — a sont dang”ool, et donc queP est dang”ool.00
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Chapitre 6

Polynbmes a plusieurs
iIndeterminées

Cette partie sera délibérément trés peu détaillée ; beaucoup de démonstrations sont
calquées sur le cas des polyndbmes a une indéterminée. Ceux qui préferent un cadre
simple et utile peuvent se limiter a la pa&jeu I'on travaillera avec des polynémes
a une seule indéterminée, et fournissant les méthodes permettant de s’attaquer a cette
partie plus abstraite.

Cette partie doit étre compléetée par la pditigui par contre peut étre lue indépen-
damment de celle-ci.

84



6.1 Généralités

Définition 201 Soit A un anneau commutatif unitaire.

On appellepolynéme an indéterminées a coefficients dansi I'ensemble
des applications presques nullesi& dansA. On noteA[X;, ..., X,,] I'en-
semble des polyndmesidndéterminées a coefficients daAs

On dit queP € K[X7,...,X,,] estde degréd si d est le max dep/| tels que
P, est non nul (voir définitio?? pour les rappels sur les opérations daNs).
On dit queP est de degrél en X; si le sup desi tels qu'il existev tel quer;
est non nul est.

On noteX; I'élement deA[ X, ..., X,,] nul partout sauf ew = (6; ;) je[1,n)
avecX, = 1.
Etant donnés” et Q deux polyndmes, on nofe= P x @ le produit de P et
) avec
Rl/ = Z PaQB
a+pB=v

(pour les opérations dan¥y™, voir définition??).
On appellemonémeun polyndme dont un seul élément est non nul.
On appelledérivé formel d’'un polynémeP par D” pourv € N” e polynéme

Z (v +a)! Povs

|
aeNn @

On note parfois;s- D avecy; = (8 ;) je(1,n]-

Proposition 202 On identifieA[ X1, ..., X, ] & A[X;, ..., X,—1][X,], ainsi
queA[Xl, Ce ,Xp][Xp+1, Ce ,Xn] é.A[Xl, Ce 7‘Xvn}

A[Xy,...,X,] estintegre si et seulement4iest integre.

A[Xy,...,X,] est muni naturellement d’une structure demodule. Muni de
la multiplication définie plus haut, il s’agit d’und-algébre.

L'ensemble des monémes unitaires est une basé 8e, ..., X,,].

Etant donnéeB une A-algebre associative commutative unitair®, €
AlXy,...,X,] etay,...,x, n éléments deB, on appellevaleur de P en
(w1,...,3,) I'élément deB > . P,xi"zy ... 2;». On note cet élémen
P(ml, ...,Zn). On constate ainsi gu’un polynénfes’identifie naturellemen
a une applicationP de B™ dansB. On noteAlzs,...,z,] 'ensemble des
P(x1,...,x,) POUrP € Alxq,...,x,].

Si(z1,...,x,) vérifie P(zy,...,z,) = 0, on dit que(zy, . .., z,) est un zéro
deP.

Etant donn&(z, ..., z,) n éléments d&3, 'ensemble des polyndmésvé-
rifiant P(x1,...,2,) = 0 est un idéal ded[ X}, ..., X,,], engendré par les

(X; —a;) pouri € [1,n].
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6.2 SiA estun corpskK

Proposition 203 Si K est un corpsK[X3, ..., X,] est naturellement muni
d’'une structure dék-espace vectoriel .
Formule de Taylor, SK est un corps de caractéristique nulle : sélte K[X],
alors .

P=>" —(D"P)(0)X”

veNn

6.3 Zoologie des polynémes a plusieurs indéterminées
6.3.1 Polyndmes symétriques

A est supposé ici anneau commutatif et unitaire.

Définition 204 Soit P € A[X;,...,X,]. P est ditpolyndbme symétrique
si et seulement si pour tout permutation del[l,...,n], P(X1,...,X,) =
P(Xa'(l)a XU(2)7 ceey XU(n))

On appellepolyndmes symétriques élémentaireles polyndmes de la forme

Shon = Z Xo, Xy Xa,

1<ai1<a2<...<arp<n

pourl <k <n.
On appellek-iéme polyndme de Newtore polynémeV, = > | XF.

Les polyndmes symétriques élémentaires sont de la forme suivante, dans le cas
n=3:
Yi3=X1+ X2+ X35
Yo3=X1Xo+ XoX5+ X1X3
Y33 = X1X2X3

Je ne donnerai pas ici de preuve des résultats énoncés; on pourra se réfgjer a [
On a les propriétés suivantes :

e Les polyndmes symétriques élémentaires sont symétriques (évident)

e Les polyndmes de Newton sont symétriques (évident)

e Si () est un polynéme, alor® = Q(X1,5, X2, ..., Lpn,n) €St UN polyndme sy-
métrique (facile)

e SiP e A[Xy, ..., X,] est symétrique, alors il existe un polyndi@del queP =
QX1 0, X2 m, -, 2n.n) (pas évident du tout, récurrence sur le nombre d’'indéterminées
et sur le degré du polynéme.

¢ Relations de Newton: Sil <k <nona

k—1
N = (=1)'Np—iSim + (~1)* kS (k, n)
i=1
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