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Chapitre 1

Notations et définitions usuelles

A ∧B note la conjonction logique ;A ∧B si et seulement siA etB.
A ∨B note la disjonction logique ;A ∨B si et seulement siA ouB.
A→ B signifie queA impliqueB.
A ⇐⇒ B signifie queA etB sont logiquement équivalents, c’est à dire que si on a
A, on a nécessairementB.
Une relation surE est un sous-ensemble deE × E.
x ∈ A signifie quex est un élément de l’ensembleA.
A ⊂ B signifie que l’ensembleA est inclus dans (éventuellement égal à)B.
Une suite est ditepresque nullesi elle est nulle sauf pour un nombre fini de valeurs de
l’index.
Une relationR est diteréflexivesi pour toutx xRx.
Une relationR est ditesymétriquesi pour toutx et touty xRy si et seulement siyRx.
Une relationR est diteantisymétrique si pour toutx et touty xRy ∧ yRx→ x = y.
Une relationR est ditetransitive si pour toutx, touty et toutz, xRy ∧ yRz → xRz.
Une relationR est unerelation d’équivalencesi elle est réflexive, symétrique et tran-
sitive.
Une relationR(x, y) est unefonctionR est telle que pour toutx il existe au plus uny
tel queR(x, y). C’est uneapplication deA dansB si elle est incluse dansA×B et si
pour toutx il existe un et un seuly dansB tel queR(x, y).
Etant donnée une relation d’équivalenceR surE, la classe d’équivalencedex ∈ E
est l’ensemble desy tels quexRy. L’ensemble des classes d’équivalence réalise une
partition deE.
Etant donné un ordre, on appellesegmentd’extrémitésa etb l’ensemble desx tels que
a ≤ x ≤ b ∨ b ≤ x ≤ a.
On noteliminfn→+∞xn la valeursupn→+∞infk≥nxn.
On note de mêmelimsupn→+∞xn la valeurinfn→+∞supk≥nxn.
Etant donnés deux ensemblesE et F avecE ⊂ F on noteχE ou 1E et on appelle
fonction caractéristique deE la fonction qui àx dansF associe1 si x ∈ E et 0
sinon.
On définitδi,j parδi,j = 1 si i = j et0 sinon. Cette notation est appeléefonction delta
de Kronecker.
On appellesupport d’une fonction l’adhérence de l’ensemble desx tels quef(x) 6= 0.
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signifie "Attention !"

signifie "Application" (sert à convaincre du fait (réel !) que les mathématiques
servent à quelque chose !)
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signifie "Pour y voir plus clair".

signifie "Remarque".
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Chapitre 2

Ensembles ordonnés

Définition 1 SoitE un ensemble. Unordre (partiel) surE est une relation≤
telle que pour tout(x, y, z) ∈ E3 :
• x ≤ x
• (x ≤ y ∧ y ≤ x)→ x = y
• (x ≤ y ∧ y ≤ z)→ x ≤ z
Ces trois propriétés sont respectivement laréflexivité, la symétrie et la
transitivité .

E équipé d’un tel ordre est appelé «ensemble partiellement ordonné».

Un ordre≤ donne naissance à une relation d’inégalité stricte< par :x < y ⇐⇒
(x ≤ y ∧ x 6= y.

On définit aussi :
• x ≥ y ⇐⇒ y ≤ x
• x 6≤ y ⇐⇒ ¬(x ≤ y)
• x ‖ y ⇐⇒ x 6≤ y ∧ y 6≤ x (x ety ne sont pas comparables)

Soit F un sous-ensemble deE, E étant muni d’un ordre partiel≤E ; on définit
l’ordre partiel≤E induit surF parx ≤F y ⇐⇒ x ≤E y.

Définition 2 Un ensembleE muni d’un ordre partielE est dittotalement or-
donnési et seulement si∀(x, y) ∈ E2x ≤ y ∨ y ≤ x. Un ensemble totalement
ordonné est aussi appelé unechaîne. Un ensemble tel quex ≤ y → x = y est
appelé uneantichaîne.

Définition 3 Une chaîneC est dîte maximale si et seulement si quel que soit
l’élémentx, l’ensembleC ∪ {x} n’est pas une chaîne.
Une antichaîneC est dîte maximale si et seulement si quel que soit l’élément
x, l’ensembleC ∪ {x} n’est pas une antichaîne.
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On noten la chaîne[0, n[.
Dans la suite du texte≤ désigne une relation d’ordre partiel.

Définition 4 Etant donné≤, on définit larelation de couverture≺ parx ≺ y
(y couvrex ou x est couvert pary) si et seulement six < y ∧ ∀z(x ≤ z <
y → z = x). Ceci signifie qu’il n’y a pas dez tel quex < y < z.

SiE est fini, la relation de couverture détermine la relation d’ordre partiel (et réci-
proquement).

Définition 5 On définit maintenant lediagramme de Hassepour un ensemble
fini partiellement ordonné. A chaque élément deE on associe un point du plan,
et on trace une ligne dex à y si x ≺ y. On veille à ce que ces lignes n’inter-
sectent pas les autres points, et on veille à ce quex ≺ y implique que l’or-
donnée du point associé àx soit inférieure à l’ordonnée du point associé à
y.

Définition 6 Une applicationφ : E → F est dîte :
• monotonesi x ≤ y → φ(x) ≤ φ(y).
• unmorphismesi x ≤ y ⇐⇒ φ(x) ≤ φ(y).
• un isomorphisme d’ordre si c’est un morphisme bijectif.

Quandφ est un morphisme, on écritφ : E ↪→ F .
Quandφ est un isomorphisme on écritE ∼= F ; E etF sont isomorphes.

Proposition 7 Soitφ bijective deE dansF : alors les trois énoncés suivants
sont équivalents :
• φ est un isomorphisme d’ordre
• x < y dansE si et seulement siφ(x) < φ(y) dansF
• x ≺ y dans P si et seulement siφ(x) ≺ φ(y)

Deux ensembles finis ordonnés sont isomorphes si et seulement si ils ont un dia-
gramme de Hasse commun.

Définition 8 Ledual d’un ensemble ordonné est le même ensemble mais muni
de l’ordre≤δ tel quex ≤δ y si et seulement siy ≤ x. Le dual d’un énoncéψ
et l’énoncéψδ obtenu en remplaçant≤ par≥ et réciproquement.
Un énoncé est vrai pour tous les ensembles ordonnés si et seulement si son
dual est vrai pour tous les ensembles ordonées.
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Définition 9 SoitF sous-ensemble deE tel queF ⊂ E, avecE ordonné.F
est unidéal d’ordre si et seulement six ∈ F ∧ y ≤ x → y ∈ F . F est un
filtre d’ordre si et seulement si(x ∈ F ∧ x ≤ y)→ y ∈ F .
F est un filtre d’ordre si et seulement si le complémentaire deF est un idéal
d’ordre.

On définit↓ F par l’ensemble desx tel que pour un certainy dansF on ax ≤ y.
Par définition↓ x est égal à↓ x. ↓ F se lit «section initiale engendrée parF».
On définit↑ F par l’ensemble desx tel que pour un certainy dansF on ay ≤ x. Par
définition↑ x est égal à↑ x. ↑ F se lit «section initiale engendrée parF».
↓ F est donc le plus petit idéal d’ordre contenantF , et↑ F est le plus petit filtre d’ordre
contenantF .
On noteO(E) l’ensemble des idéaux d’ordre de l’ensemble ordonnéE ; il est lui-
même ordonné.

Les trois énoncés suivants sont équivalents :
• x ≤ y
• ↓ x ⊂↓ y
• (∀F ∈ O(E))y ∈ F → x ∈ F

Définition 10 x estmaximal si et seulement six ≤ y → x = y
x est lemaximum deE si et seulement si pour touty on ay ≤ x. On écrit
x = maxQ.
Les notions deminimal et d’élément minimum sont définies de manière
duale, en renversant l’ordre.
L’élément maximum d’un ensemble est généralement noté>, et l’élément mi-
nimum est généralement noté⊥.

Lorsque l’ensemble est fini, l’ensemble des éléments maximaux et l’ensemble des
éléments minimaux sont des anti-chaînes maximales.
Lorsqu’une chaîne{x1 < x2 < ... < xn} est maximale, alors∀i xi ≺ xi+1.

Définition 11 On appelle généralement :
• graphe de la relation le graphe dans lequel on supprime les réflexivités.
• graphe de compatibilité l’ensemble des(x, y) avecx comparable ày.
• graphe de Hasse(ne pas confondre avec diagramme de Hasse) l’ensemble
des(x, y) tels quex ≺ y.
• graphe de couverturel’ensemble desx, y tels quex ≺ y ouy ≺ x.

On note dans la suiteE⊥ l’ensemble ordonné constitué de l’ensembleE auquel
on ajoute une constante⊥ inférieure à tous les éléments deE. S’il y avait une relation
d’ordre surE, la relation surE⊥ contient cette relation. S’il n’y en avait pas, on obtient
ce que l’on appelle un ordre plat.
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Définition 12 L’union disjointe E∪̇F de deux ensembles ordonnés disjoints
E etF est l’ensemble union deE etF avecx ≤E∪̇F y ⇐⇒ (x ≤E y∨x ≤F
y).
La somme linéaireE ⊕ F de deux ensembles ordonnés disjointsE et F est
l’ensemble réunion deE et F muni de la relationx ≤E⊕F ⇐⇒ (x ≤E
y ∨ x ≤F y ∨ (x ∈ E ∧ y ∈ F )).
On noteP ⊕⊥ Q la somme séparéedeP etQ, égale à(P ∪̇Q)⊥.
On noteP ⊕∨ Q la somme coalescentedeP etQ, obtenue en considérant
P ∪̇Q et en identifiant les deux éléments⊥.
Le produit de P1, ..., Pn est défini sur l’ensemble produit cartésien par
(x1, ..., xn) ≤P1×P2×...×Pn (y1, ..., yn) ⇐⇒ ∀i xi ≤Pi yi.

SoitX = {1, 2, ..., n}, et soitφ : P (X) → {0, 1}n défini parφ(A) = (ε1, ..., εn)
avecεi = 1 si i ∈ A et εi = 0 sinon. Alorsφ est un isomorphisme d’ordre.

L’ensembleY X des applications d’un ensembleX vers un ensemble ordonnéY
sont naturellement ordonnées parf ≤ g ⇐⇒ ∀x f(x) ≤ g(x). SiX est lui-même
ordonné, on peut considérer simplement l’ensemble des applications monotones, que
l’on noteY <X>.
On peut aussi considérer des fonctions au lieu de considérer des applications ; on consi-
dère alors quef ≤ g si et seulement si pour tout élémentx du domaine de définition
def on af(x) ≤ g(x).
Pour ordonner l’ensemble des fonctions deX dansY on ajoute un élément⊥ dansY
inférieur à tous les éléments, et en remplaçant une fonction par l’application qui lui est
égale sur son domaine de définition et qui est égale à⊥ en dehors de ce domaine. Cette
fonction qui à une fonction deX dansY associe une application deX dansY⊥ est un
isomorphisme d’ordre.
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Chapitre 3

Graphes

On s’intéresse ici au cas le plus général d’un ensembleX muni d’une relation bi-
naireU . (X,U) est un graphe orienté.

On noteΓ+(x) l’ensemble desy tels que(x, y) ∈ U ; on l’appelle ensemble des
successeursdex.
On noteΓ−(x) l’ensemble desy tels que(y, x) ∈ U ; on l’appelle ensemble despré-
décesseursdex.
On noted+(x) = |Γ+(x)| le degré sortantoudegré externedex.
On noted−(x) = |Γ−(x)| le degré entrantoudegré internedex.
Si d−(x) = 0 x est appelé unesource.
Si d+(x) = 0 x est appelé unpuits.

Théorème 13 SoitG = (X,U) un graphe orienté fini.G est sans circuit si et
seulement si les deux énoncés suivants sont vérifiés :
• ∃x ∈ X d−(x) = 0
• ∀x ∈ X d−(x) = 0 =⇒ G \ {x} est sans circuit.

Théorème 14 SoitG = (X,U) un graphe orienté fini.G est sans circuit si
et seulement si il existe une permutation(x1, x2, ..., xn) des sommets tels que
d−Gi(xi) = 0 oùGi = G[{xi, ..., xn}].

Ci-dessous un algorithme déterminant si oui ou non un graphe est sans circuit ou
non.
Le codage machine employé consiste en une liste de successeurs pour chaque sommet.

Procédure sans-circuit(G)
Début : Pour toutx ∈ X faire

d−(x) = 0
Pour toutx ∈ X faire

Pour touty ∈ Γ+(x) faire
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d−(y)← d−(y) + 1
Source← ∅
Nbsommets← 0
Pour toutx ∈ X faire

Si d−(x) = 0 alors Source← Source∪{x}.
Tant que Source6= ∅ faire

x← choix(Source)
Source← Source privé de{x}
Nbsommets← Nbsommets+1
Pour chaque successeury dex faire

d−(y)← d−(y)− 1
Si d−(y) = 0 alors

Source← Source∪{y}.
Si (Nbsommets= n) alorsG est sans circuit sinonG a au moins un circuit.

La complexité de cet algorithme estO(n+m) avecn le nombre de sommets etm
le nombre d’arcs.
Source peut être implémentée sous forme de liste, avec pour fonction de choix la fonc-
tion simplissime qui choisit le premier élément.

Un tri topologique d’un graphe orienté sans circuitG = (X,U) est une permuta-
tion (x1, x2, ..., xn) deX telle que(xi, xj) ∈ U =⇒ i < j.

Notons que la permutation calculée par l’algorithme précédent (ie. l’ordre de sortie
de Source) est un tri topologique.

L’algorithme suivant sert à engendrertousles tris topologiques :

Procédure Tri-topologique(G)
Pour toutx ∈ X calculerd−(x) (comme dans l’algorithme précédent)
S ← ∅
Pour toutx ∈ X faire :

si d−(x) = 0 alorsS ← S ∪ {x}
σ ← ∅
Tri-topo(G,S, σ)

avec la procédure récursive «Tri-topo» suivante :

Tri-topo(G,S, σ)
Si S = ∅ alors écrireσ sinon

Pour toutx ∈ S faire
S′ ← S − {x}
σ ← σ.x (concaténation)
Pour touty ∈ Γ+(x) faire

d−(y)← d−(y)− 1
Si d−(y) = 0 alors

S′ ← S′ ∪ {y}
Tri-topo(G,S′, σ)
Pour touty ∈ Γ+(x) faire

d−(y)← d−(y)− 1
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σ ← σ privé dex

La complexité est enO((n+m) ∗ |L(G)|).
Il existe des algorithmes de complexitéO(n ∗ |L(G)|) (beaucoup plus compliqués).
L(G) est le nombre de tri topologiques,n le nombre de sommets,m le nombre d’arcs.

On considère maintenant un grapheG = (X,U) orienté et sans circuits. On pose
h(x) = 0 si d−(x) = 0 eth(x) = max{h(y)|(y, x) ∈ U}+ 1 sinon ;h(x) est appelé
hauteur dex.

Algorithme de construction des niveaux du graphe ; unniveau est de la forme
Xi = {x ∈ X|h(x) = i} :
• Calculer les degrés internes.
• nb-sommets=0
• Pour toutx ∈ X faire
• • Si d−(x) = 0 faire
• • • ajouter(x) au niveau0.
• • • nb-sommets++
• i← 0
• Tant que niveau(i) est non vide faire
• • Pour toutx dans niveau(i) faire
• • • pour touty successeur dex faire• • • • d−(y)← d−(y)− 1
• • • • Si d−(y) = 0 alors
• • • • • niveau(i+ 1)← niveau(i+ 1) ∪{y}
• • • • • nb-sommets← nb-sommets+1
• • i← i+ 1

Il y a des circuits si et seulement si à la fin de l’algorithme nb-sommets est différent
den.
La complexité est enO(n+m).

Un chemin sur un grapheG = (X,U) est un n-uplet(x1, ..., xk) tel que∀i(xi, xi+1) ∈
U .
SoitG = (X,U) un graphe orienté, lafermeture transitive Gf = (X,Uf ) deG est
définie par(x, y) ∈ Uf si et seulement si il existe un chemin(x1, ..., xk) deG avec
x = x1 ety = xk.
SoitG = (X,U) un graphe orienté avecX = {1, ..., k} etX0 = ∅.
Soit µ = (x1, ..., xl) un chemin deG, l’intérieur deµ, notéI(µ), est{x2, ..., xl−1}.
I(µ) = ∅ si et seulement sil ≤ 2.
On définit une suite de graphesGk = (X,Uk) de la manière suivante :(x, y) ∈ Uk
si et seulement si il existe un cheminc entrex et y avecI(c) ⊂ Xk. En particulier
G0 = G ∪ {(x, x)|x ∈ X}, etGn = Gf .

Lemme :(i, j) ∈ Uk ⇐⇒ ((i, j) ∈ Uk−1 ∨ ((i, k) ∈ Uk−1 ∧ (k, j) ∈ Uk−1))

On déduit de ce lemme un algorithme destiné à déterminer la fermeture transitive
d’un graphe, l’algorithme de Roy-Warshall :
• a← g
( on initialise la matrice avec le graphe)
• Pouri variant de1 àn faireai,i ← 1
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• Pourk variant de1 àn faire
• • Pouri variant de1 àn faire
• • • Pourj variant de1 àn faire
• • • • ai,j ← ai,j ∨ (ai,k ∧ ak,j)

On peut constater que l’on n’applique pas exactement le lemme, car lesai,j ne sont
pas les bons, mais l’on peut aussi montrer que l’algorithme fonctionne tout de même.

La complexité de l’algorithme de Roy-Warshall estO(n3).

SoitG = (X,U) un graphe orienté,Gr = (X,Ur) est uneréduction transitive
deG siUr ⊂ U ,Gr n’a pas de transitivité et(Gr)f = Gf .
La réduction transitive n’est pas toujours unique.
Si G = (X,U) est un graphe orienté sans circuit, il a une unique réduction transitive
appelégraphe de Hasse.

Algorithme général de calcul d’une fermeture transitive (pas seulement dans le cas
d’un graphe sans circuit).
• Pourx ∈ X faire
• •marque(x)← faux
• • Γ+

f (x)← ∅
• Pour toutx ∈ X faire
• • file← {x}
• • tant que file6= ∅ faire
• • • y ← premier(file)
• • • supprimer (y,file)
• • • Pour toutz ∈ Γ+(y) faire
• • • • Si marque(y)=faux alors
• • • • •marque(z)← vrai
• • • • •marque(Γ+

f (x)← Γ+
f (x) ∪ {z})

• • • • • file← file ∪ { z }
• • Pour toutz ∈ Gamma+

f (x) faire
• • • marque(x)← faux

Le coût de cet algorithme estO(n|U |+ |Uf |).

On cherche maintenant à déterminer à la fois la fermeture et la réduction transitive
dans un graphe sans circuit.
L’algorithme employé est l’algorithme de Goralcicova-Koubek.

• Pour toutx ∈ X faire
• • Γ+

f (x)← ∅
• • Γ+

r (x)← ∅
• • marque(x)← faux
• On classe les points dans l’ordre d’un tri topologiqueτ = (x1, x2, ..., xn)
• Pouri variant den à1 faire
• • S ← Γ+(xi)
• • Tant queS 6= ∅
• • • x← minτ (S)

11



• • • Si non(marque(X)) alors
(cas où(xi, x) n’est pas un arc de transitivité)
• • • • Γ+

r (xi)← Γ+
r (xi) ∪ {x}

• • • • Γ+
f (xi)← Γ+

f (xi) ∪ {x}
• • • •marque(x)← vrai
• • • • Pour touty ∈ Γ+

f (x) faire
• • • • • si non(marque(y)) alors
• • • • • •marque(y)← vrai
• • • • • • Γ+

f (xi)← Γ+
f (xi) ∪ {y}

• • • • S ← S \ {x}
• • Pour touty ∈ Γ+

f (xi) faire
• • • marque(y)← faux

La complexité est enO(n+ n|Ur|+ |Uf |).

Problèmes ouverts : peut on réaliser la fermeture transitive deG enO(n + |Uf |) ?
La réduction transitive enO(n + |U |) ? Comment détecter qu’un graphe est fermé
transitivement ? Réduit transitivement ? (probablement faisable en temps linéaire)
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Chapitre 4

Théorie des ensembles - autres
systèmes axiomatiques -
construction des ensembles
usuels

4.1 Les axiomes de la théorie des ensembles de Zermelo-
Fraenkel

Une classeest associée à une propriété d’une seul élément ; c’est à dire que l’on
se donne une assertion comportant une et une seule variable libre ; un élément est dans
la classe correspondante s’il vérifie l’assertion. Les formules comportant plusieurs va-
riables libres sont appeléesrelations. Eventuellement on peut avoir une distinction
entre des variables et des paramètres ; dans ce cas on a une classe pour chaque valeur
possible des paramètres.
La théorie des ensembles est basée sur un ensemble d’axiomes. Les objets de cette
théorie sont appelésensembles, et la classe des ensembles est appeléeunivers. Les
axiomes de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel sont les suivants :
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Axiome 15 Axiome d’extensionalité :

∀x∀y(∀z(z ∈ x ⇐⇒ z ∈ y)→ x = y

( deux ensembles sont égaux si et seulement si ils contiennent exactement les
mêmes éléments )

Axiome 16 Axiome de l’union :

∀x∃y∀z(z ∈ y ⇐⇒ ∃t(t ∈ x ∧ z ∈ t)

( une union d’ensembles est un ensemble )

Axiome 17 Axiome de l’ensemble des parties :

∀x∃y∀z(z ∈ y ⇐⇒ z ⊂ x)

( les parties d’un ensembles forment une partie. On notex ⊂ y l’assertion
∀z(z ∈ x→ z ∈ y))

Axiome 18 Axiome du schéma de remplacement :
Etant donné une formuleR(x, y, z0, ..., zn) de paramètresz0, ..., zn, définis-
sant pour toute valeur deszi une fonction, alors :

∀z0...∀zn(∀x∀y∀y′E(x, y, z0, ..., zn) ∧ E(x, y′, z0, ..., zn)→ y = y′)

→ ∀t∃w∀v(v ∈ w ⇐⇒ ∃u(u ∈ t ∧ E(u, v, x0, ..., xk−1)))

On ajoute usuellement un axiome supplémentaire à ces axiomes :

Axiome 19 axiome de l’infini, qui affirme qu’il existe un ordinal infini. Nous
verrons plus loin ce qu’est un ordinal, et ce qu’est un ordinal fini.

Théorème 20 La consistance de ces axiomes n’est pas changée si on remplace
l’axiome de l’infini par sa négation.

Démonstration : Voir [12]...ut

On appellepaire l’ensemble{x, y}. Ne pas confondre avec lecouple(x, y), qui dé-
signe en fait l’ensemble{{x}, {x, y}}. On note de même(x, y, z) l’ensemble(x, (y, z)),
et ainsi de suite pour lesn-uplets ordonnés. La différence entre{x0, ..., xn} et(x0, ..., xn)
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est que dans le premier cas l’ordre des termes n’influe pas, alors que dans le second
elle influe. On démontre l’associativité et la commutativité de l’union. On noteraP(E)
l’ensemble des parties de l’ensembleE.
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On notera que toutes les opérations intuitives sur les ensembles sont pos-
sibles, enfin presque. On peut en tout cas utiliser les intersections, définir l’ensemble
des éléments d’un ensemble donné qui vérifient une propriété donnée, on peut travailler
sur l’ensemble des parties d’un ensemble, on peut travailler sur un produit cartésien
d’ensembles, bref toutes ces choses sans lesquelles les maths prendraient vraiment la
tête. On peut aussi montrer l’existence et l’unicité de l’ensemble vide.

4.2 La "taille" des ensembles : ordinaux, cardinaux

4.2.1 Les ordinaux

Définition 21 (Définitions de base pour les ordinaux)On dit qu’un en-
semble muni d’une relation d’ordre estbien ordonnési et seulement si toute
partie non vide de cet ensemble admet un élément minimum. L’ordre est alors
appelé unbon ordre. On appellesegment initial d’une partie bien ordonnée
un ensemble de cette partie tel que étant donné un élément de cette partie,
tous les éléments qui sont inférieurs à cet élément sont aussi dans la partie.
On appellesegment initial engendré parx l’ensemble desy plus petits que
x ; cette partie est clairement un segment initial.
Un ensemble est dittransitif si tout élément de cet ensemble est inclus dans
cet ensemble. C’est à dire que siS ∈ E, alorsS ⊂ E (non, il n’y a pas de
faute de frappe !). Un ensemble est unordinal s’il est transitif s’il est bien
ordonné par∈, cette relation étant une relation d’ordre strict. On noteOn
l’ensemble des ordinaux.

Par exemple les ensembles suivants sont des ordinaux :

∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}.

Proposition 22 • Les segments initiaux d’un ordinal sont soit lui-même, soit
ses éléments.
• Tout élément d’un ordinal est un ordinal.
• Un ordinal n’appartient pas à lui-même.

Démonstration :
• SoitS un segment initial d’un ordinalO. AlorsS est un segment initial engendré par
un certaina (a est l’élément minimum deO \ S) ; l’ensemble des éléments qui sont
plus petits quea étant les éléments qui appartiennent àa (puisque c’est ainsi que l’on
a défini la relation d’ordre),a est donc le segment initial engendré para.
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• Facile...
• Il suffit de voir que l’on a imposé que∈ soit un ordre strict.ut

Proposition 23 Etant donné deux ordinauxO etP , une et une seule des trois
assertions suivantes est vérifiée :• O ∈ P
• P ∈ O
• P = O.

Démonstration : Il suffit de considérer l’intersection deO etP et d’examiner ses
propriétés.ut

La relation∈ est donc une relation d’ordre total sur la classe des ordinaux.

Proposition 24 • La relation∈ est un bon ordre sur la classe des ordinaux.
• Le plus petit élément de la classe des ordinaux plus grands queE estE∪{E}.
• L’union d’une classe d’ordinaux est un ordinal ; il est plus grand que tous les
ordinaux de cette classe, et il est plus petit que tous les autres ordinaux plus
grands que tous ces ordinaux.

Démonstration :
• Il suffit de constater comme on l’a vu plus haut que le segment initial engendré par
O estO.
• Il est clair queE doit appartenir à un tel élément, ainsi qu’être inclus dedans ; réci-
proquement l’ensembleE ∪ {E}.
• Facile.ut

Définition 25 Etant donnéE un ordinal,E∪{E} est appelé lesuccesseurde
E. On le noteE + 1. E est dit leprédécesseurdeE + 1.

Propriété amusante :
La classe des ordinaux n’est pas un ensemble. En effet si un tel ensembleE existe, alors
tout élément deE est un ordinal, et donc un ensemble d’ordinaux, et doncE ∈ E ; ce
qui n’est pas possible pour un ordinal puisque∈ est une relation d’ordre strict.

Définition 26 On appelle morphisme d’ordre entre deux ensembles ou
classes ordonnésA et B une application deA versB telle quef(a) ≥
f(b) ⇐⇒ a ≥ b. Un morphisme d’ordre bijectif est appeléisomorphisme
d’ordre . S’il existe un isomorphisme d’ordre entre deux ensembles ou classes
alors on dit que ces ensembles ou classes sont isomorphes pour l’ordre.

Théorème 27 S’il existe un isomorphisme d’ordre entre deux ordinauxE et
F , alorsE etF sont égaux (alors l’isomorphisme d’ordre est l’identité).
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Théorème 28 Pour tout ensemble ordonnéE il existe un et un seul isomor-
phisme d’ordre deE vers un ordinal.

Théorème 29 Toute relation de bon ordre dont le domaine n’est pas un en-
semble est nécessairement isomorphe pour l’ordre à la classe des ordinaux.

Il est ensuite possible de montrer que s’il est vrai pour une certaine propriétéP à
une seule variable librex queP (x) est vrai pour tout ordinalE plus petit queF , alors
P est vraie pourF , alors on peut conclure que la propriété est vraie pour tout ordinal.

Il reste de nombreuses choses à justifier pour expliquer toutes les petites choses que
l’on s’autorise en maths sans se prendre la tête trop ; mais ces considérations dépassent
mon propos...

4.2.2 Les cardinaux

� Le théorème de Cantor-Bernstein

f(X)c

f(X)c

f

g

X f(X)

g(          )

FIG. 4.1 – Démonstration du théorème de Cantor-Bernstein.
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Théorème 30 (Théorème de Cantor-Bernstein)Soit E et F deux en-
sembles,f une injection deE dansF , et g une injection deF dansE ; alors
il existe une bijection deE dansF .

Démonstration : •On considère l’ensemble des partiesX deE telles queg(f(X)c)∩
X = ∅.
•On montre que cet ensemble admet un élément maximal (car il est stable par réunion)
• On montre que le maximumX vérifieg(f(X)c) ∪X = E
• On montre que la fonction qui àx associef(x) si x ∈ X et l’unique y tel que
g(y) = x si x 6∈ X est une bijectionut

� L’axiome du choix et ses dérivés

� Généralités - rappels

Définition 31 (Définitions sur les ordres) Un ordre est une relation ré-
flexive, antisymétrique, transitive.
Une relation d’ordre strict est une relation< telle que≤ définie parx ≤
y ⇐⇒ (x = y ∨ x < y) soit une relation d’ordre, et telle que pour toutx
¬x < x.
Un élémentx d’une partieE est unminimum de cette partieE si et seulement
si x ∈ E et si∀e ∈ E e ≥ x.
Un élémentx d’une partieE est un élémentminimal deE si et seulement si
x ∈ E et sie ∈ E ete ≤ x→ e = x.
Un élémentx est ditminorant d’une partieE si ∀e ∈ E e ≥ x ; il n’est pas
nécessaire quex soit dansE.
On définit de mêmemaximum, élément minimal, majorant.
La figure4.2 illustre ces notions.
Un bon ordre est un ordre tel que toute partie non vide a un minimum.

� L’axiome du choix

Axiome 32 (Axiome du choix, première version)Etant donné un ensemble
E, il existe une fonctionf qui à une partie non vide deE associe un élément
de cette partie.

Axiome 33 (Axiome du choix, deuxième version)Un produit d’ensembles
non vides est non vide.

On montre facilement que ces deux axiomes sont équivalents. Pour des applications
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Min X
(éléments
minimaux
de X)

X
Max X

(élément maximal
de X)

et

de X
élément maximum

Majorants de X

FIG. 4.2 – Illustration de quelques notions sur les ordres.X n’a pas de minorant, ni
de plus petit élément ; par contre il a un maximum, c’est le même élément que l’élé-
ment maximal unique. Bien noter toutefois qu’un élément maximal, même lorsqu’il est
unique, n’est pas nécessairement un maximum.

amusantes de l’axiome du choix on pourra consulter??.

Théorème 34 (Théorème de Zermelo)E non vide→il existe une relation de
bon ordre (i.e. telle que toute partie non vide admette un minimum).

Il est difficile de montrer ce théorème à partir de l’axiome du choix. La réciproque
est par contre facile.

Définition 35 (Ensemble inductif) Deux éléments sont ditscomparablessi
l’un des deux est inférieur ou égal à l’autre.
On appellechaineun ensemble totalement ordonné, c’est à dire tel que deux
éléments soient toujours comparables.
Un ensemble ordonné est ditinductif si toute chaine admet un majorant.

Lemme 36 (Lemme de Zorn) Tout ensemble non vide ordonné inductif ad-
met un élément maximal.

Le lemme de Zorn est équivalent au théorème de Zermelo, lui même équivalent
aux deux versions de l’axiome du choix. On peut montrer Zermelo à partir de Zorn en
considérant l’ensemble des bons ordres sur des parties deE, un couple(X,R) étant
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inférieur à un couple(X ′,R′), avecX etX ′ des parties deE etR etR′ des bons
ordres sur respectivementX etX ′, siX ⊂ X ′,R ⊂ R′, et six ∈ X etx′ ∈ X ′ avec
x′R′x, alorsx′ ∈ X.

L’axiome du choix permet par exemple de démontrer l’existence d’une base pour
tout espace vectoriel. L’axiome du choix est équivalent à l’existence d’une injection de
A dansB ou deB dansA pour tous ensemblesA etB ; la preuve de ce fait à partir
de Zorn se fait facilement, en considérant les bijections entre des parties deA et des
parties deB, par contre la réciproque est difficile.

L’axiome de fondation est l’assertion selon laquelle dans tout ensemble non vide
il existe un élément d’intersection vide avec cet ensemble ; l’axiome de fondation sera
plus détaillé en4.5.

Théorème 37 (Consistance relative deAC et de¬AC) (AC désigne
l’axiome du choix)
Si la théorie axiomatique de Zermelo-Fraenkel avec axiome de fondation est
consistante, alors la théorie de Zermelo-Fraenkel avec axiome de fondation et
axiome du choix est consistante.
Si la théorie axiomatique de Zermelo-Fraenkel est consistante, alors la théorie
de Zermelo-Fraenkel avec axiome du choix est consistante.
D’autre part si la théorie de Zermelo-Fraenkel est consistante, alors la théorie
de Zermelo-Fraenkel avec la négation de l’axiome du choix est consistante.
Enfin, si la théorie de Zermelo-Fraenkel avec axiome de fondation est consis-
tante, alors la théorie de Zermelo-Fraenkel avec axiome de fondation et avec
la négation de l’axiome du choix (i.e. en supposant qu’il existe un ensemble
sur lequel on ne peut pas construire une relation de bon ordre) est consistante.

Démonstration : Fortement non trivial. Je passe.ut

Il est aussi possible de remplacer la négation de l’axiome du choix par le
fait queP(ω) ne puisse pas être bien ordonné ; une telle théorie est consistante si la
théorie avec axiome de fondation est consistante.

� Quelques exercices
• On peut énoncer sans l’axiome du choix :

- un produit de groupes est non vide
- un produit dénombrable d’espaces métriques compacts est compact

� Définition des cardinaux. Ordinaux finis et infinis

Définition 38 Deux ensembles sont ditséquipotentss’il existe une bijection
de l’un dans l’autre.

Il est évident qu’il s’agit là d’une relation d’équivalence.
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L’axiome du choix permet de démontrer le théorème suivant :

Théorème 39 Tout ensemble est équipotent à un ordinal.

Définition 40 Etant donné un ensemble, on sait qu’il existe au moins un or-
dinal auquel cet ensemble est équipotent. Eventuellement il peut y en avoir
plusieurs ; le plus petit élément de ces ordinaux (au sens défini plus haut sur
les ordinaux, c’est à dire la relation∈) est appelé lecardinal de l’ensemble.

On note usuellementE le cardinal deE, ou#E. On noteCard la classe des
cardinaux.

Théorème 41 (Théorème de Cantor)Pour tout ensembleE, on a #E ≤
#P(E).

Démonstration : Supposons le contraire ; alors il existe une surjectionf deE
dansP(E). PosonsF l’ensemble desx ∈ E tels quex 6∈ f(x) ; il suffit alors de consi-
dérer lex ∈ E tel quef(x) = F . On constate que six ∈ f(x), alorsx 6∈ f(x) ; et
vice-versa.ut

On notera queCard n’est pas un ensemble ; sinon on pourrait construire un en-
semble égal àOn, ce qui est impossible.

Définition 42 (Somme de cardinaux)On noteA + B le cardinal de l’union
disjointe de deux ensembles respectivement équipotents àA etB.

On notera que cette définition pose quelques petits problèmes de définition, pas diffi-
ciles à résoudre. L’addition de cardinaux est commutative et associative.
Une propriété importante est le fait que la somme desEi pour i ∈ I est le plus grand

élément entreI et lesEi, sous réserve que l’un au moins de ses ensembles (I ou l’un
desEi) soit infini.

Définition 43 (Produit de cardinaux) On noteA × B le cardinal du produit
cartésien deA et deB.

Là aussi il convient de vérifier que le produit de deux couples d’ensembles de mêmes
cardinaux respectifs est le même. On peut en outre vérifier que la multiplication de
cardinaux est associative et commutative, et distributive par rapport à l’addition. On
notera que le produit de deux cardinaux est le plus grand de ces deux cardinaux.

Définition 44 (Exponentiation de cardinaux) Etant donnés des cardinauxA
etB on noteAB le cardinal de l’ensemble des applications deB dansA.
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On vérifiera facilement que la définition a bien un sens. On peut aussi montrer que
AB+C = AB ×AC et queAB

C = AB×C .
De nombreuses manipulations plus approfondies sur les cardinaux requièrent l’axiome

du choix.

Définition 45 Un ordinal est ditfini si tout ordinal inclus dans cet ordinal
admet un prédécesseur. On appelle aussientier naturel un ordinal fini.

Moi ça m’amuse beaucoup de définir un entier naturel comme étant un ensembleE
incluant chacun de ses éléments, tel que pour toute partieF deE il existex ∈ E ∩ F
tel quex ∈ G pour toutG ∈ F \ {x} et pour tout élémentF deE il existeG incluant
chacun de ses éléments, tel que pour toute partieH deG il existey ∈ G ∩H tel que
x ∈ I pour toutI ∈ H \ {y}, et tel queG ∪ {G} = F . Si je me suis pas gouré.

On montre plein de choses bien agréables sur les ordinaux finis ; ils sont stable par
union, produit, exponentiation. On montre aussi que tout ordinal fini est un cardinal.

Définition 46 Un cardinal est ditfini s’il est fini en tant qu’ordinal. Dans le
cas contraire il est ditinfini . On noteCard′ la classe des cardinaux infinis.

Nous supposons maintenant l’axiome de la théorie des ensembles selon lequel il
existe un ordinal infini. Unordinal infini est, par définition, un ordinal qui n’est pas
fini. Cet axiome de la théorie des ensembles est équivalent à l’axiome selon lequel la
classe des ordinaux finis est un ensemble ; ainsi, puisque la classe des ordinaux n’est
pas un axiome, il existe un ordinal infini. On peut encore formuler cet axiome en disant
qu’il existe un ordinal limite, au vu de la définition ci-dessous :

Définition 47 Un ordinal différent du vide et sans prédécesseur est appelé un
ordinal limite . C’est donc un ordinal non vide tel que tout élément plus petit
que lui a un successeur aussi plus petit que lui.

Propriété : Un ordinal limite est l’union des ordinaux qui lui sont inférieurs.

Définition 48 On appelleω le minimum des ordinaux infinis.ω est donc un
ordinal limite, c’est le plus petit, et c’est l’ensemble des ordinaux finis.
Un ensemble est ditfini si son cardinal est fini.
Un ensemble est ditdénombrablesi son cardinal est inférieur ou égal àω.
ω est un cardinal ; on noteℵ0 = ω et pour tout ordinalE n’étant pas un
ordinal limite, alors avecF le prédécesseur deE, ℵE est le plus petit ordinal
plus grand queℵF ; et siE est un ordinal limite, alorsℵE est l’union desℵF
pourF ∈ E.

Propriété :
Un ensemble infini est un ensemble contenant une partie dénombrable infinie.
Un ensemble infini est un ensemble qui est en bijection avec l’une de ses parties
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propres.
ℵE est un cardinal.

4.3 L’axiome d’accessibilité

Définition 49 (Cardinal accessible et inaccessible)Un cardinalE est ditin-
accessibles’il est plus grand queω, si pour toutF cardinal< E on a2F < E,
et si toute famille de cardinaux< E, indexée par une famille de cardinal< E,
a unsup plus petit queE.
Un cardinal est ditaccessibles’il n’est pas inaccessible.
L’axiome d’accessibilitéaffirme que tout cardinal est accessible.

Théorème 50 Si Zermelo-Fraenkel avec axiome du choix est consistant, alors
Zermelo-Fraenkel avec axiome du choix et axiome d’accessibilité est consis-
tant.

Démonstration : Difficile...ut

4.4 L’hypothèse du continu

Le théorème de Cantor nous dit queℵE+1 ≤ 2ℵE (il est clair que2ℵE est le cardinal
de l’ensemble des parties deE).

Définition 51 (Hypothèse du continu - hypothèse du continu généralisée)
On appelle hypothèse du continu l’assertionℵ1 = 2ℵ0 .
On appelle hypothèse du continu généralisée l’assertionℵE+1 = 2ℵE pour
toutE ordinal.

Propriété :
L’hypothèse du continu est équivalente à l’assertion selon laquelle les parties deω
peuvent être bien ordonnées de manière à ce que tout segment initial strict soit dénom-
brable.

Théorème 52 Si la théorie de Zermelo-Fraenkel est consistante, alors la théo-
rie de Zermelo-Fraenkel plus hypothèse du continu généralisée est consistante.

Démonstration : Trop dure !ut
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4.5 L’axiome de fondation

Définition 53 (Axiome de fondation) On appelle axiome de fondation
l’axiome selon lequel pour tout ensembleE non vide il existeF tel queF ∈ E
etF ∩ E = ∅.

Cet axiome entraîne, par exemple, qu’il n’existe pas d’ensemblex tel quex = {x},
ni d’ensemblex tel quex ∈ x.

Théorème 54 Si la théorie de Zermelo-Fraenkel est consistante, alors la théo-
rie de Zaermelo-Fraenkel plus axiome de fondation est consistante.

Démonstration : Dure !ut

Théorème 55 Il n’existe pas de suiteUn d’ensembles telle queUn+1 ∈ Un
pour toutn.

Démonstration : La preuve, facile, nécessite l’axiome de fondation.ut

Théorème 56 Si l’on utilise l’axiome de fondation, alors un ensembleE est
un ordinal si et seulement si il est transitif et si deux élémentsu et v deE
vérifient au moins une des assertions suivantes :
• u ∈ v
• u = v
• v ∈ u

Démonstration : La preuve est plus difficile, et je ne la donne pas ici car elle
dépasse mon propos de simple brève introduction à la théorie des ensembles.ut

Bien sûr on peut montrer que si ces hypothèses sont vérifiées alors pour tout couple
(u, v) c’est l’uneet une seuledes assertions qui est vérifiée.

Théorème 57 Si l’on utilise l’axiome de fondation, alors pour tout ensemble
E il existe un unique ensemble transitif contenantE et inclus dans tout en-
semble transitif incluantE.

Démonstration : Non triviale.ut

Définition 58 On appellefermeture transitive deE l’ensemble transitif dont
l’existence est garantie par le théorème57.
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Propriété :
La fermeture transitive deE est la réunion deE et de l’union des fermetures transitives
des éléments deE.

Définition 59 Une relationR est diteextensivesi ∀(y, z)[∀x(xRy ⇐⇒
xRz)→ y = z].
Un ensemble est ditextensifsi ∈ est une relation extensive sur cet ensemble.
C’est à dire que si deux éléments ont même intersection avec l’ensemble, alors
ils sont égaux.

Propriétés :
Un ensemble transitive est extensif.
Un ensemble extensif est isomorphe à un ensemble transitif, et l’isomorphisme est
unique (nécessitant l’axiome de fondation).

Il est possible de prouver que l’axiome de fondation est relativement consistant,
c’est à dire que la théorie basée sur les axiomes de Zermelo-Fraenkel est consistante si
et seulement si la théorie basée sur les mêmes axiomes plus l’axiome de fondation est
consistante.

4.6 Résumé de théorie des ensembles

En résumé on a les implications de consistance du schéma4.3.
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ZF

ZF + AF + not(AC)

ZF + AF + COH
ZF + AF + AC + GCH

ZF + AF ZF + not(AC)

ZF + AF + AC + CH

ZF \ infini

FIG. 4.3 –ZF désigne la théorie de Zermelo-Fraenkel.ZF \ infini désigne la même
théorie mais privée de l’axiome de l’infini et muni de sa négation.AC désigne l’axiome
du choix.not(AC) désigne la négation deAC. COH désigne l’axiome selon lequel
les parties deω ne peuvent pas être bien ordonnes.AF désigne l’axiome de fondation.
ACC désigne l’axiome d’accessibilité.CH désigne l’hypothèse du continu, etGCH
l’hypothèse du continu généralisée. Une flèche relie une théorieT à une théorieT ′ si
T ′ est plus forte queT , c’est-à-dire que tous les théorèmes deT sont des théorèmes
deT ′. Notez bien que toutes les théories présentes sur la figure sont consistantes si et
seulement siZF est consistante. Notez bien aussi que siZF est consistante, alors il
est impossible de le prouver ; mais que par contre si elle ne l’est pas, on dispose d’un
algorithme théorique permettant en temps fini de le prouver...
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