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Chapitre 1

Fonctions holomorphes

Un ouvrage de référence est [16], dont nous suivons ici la démarche.

1.1 Cadre

On va ici se préoccuper de fonction deΩ dansC, avecΩ un ouvert deC.

1.2 Généralités

Définition 1 Une fonction est ditedérivable au sens complexe ena ∈ Ω si
limx→a

f(x)−f(a)
x−a existe et est finie. On note alors cette limitef ′(a).

Une fonction est diteholomorphe surΩ si elle est dérivable au sens complexe
en tout point deΩ. On noteH(Ω) l’ensemble des fonctions holomorphes sur
Ω.
On noteraD(a, r) (resp.D′(a, r)) avecr > 0 l’ensemble desx deΩ tels que
|x− a| < r (resp.0 < |x− a| < r).
Un domaine est un ouvert connexe non vide.

On remarque immédiatement que :

- H(Ω) est un anneau pour l’addition et la multiplication usuelles.

- la composée de deux fonctions holomorphes est holomorphe.

- tout polynôme est holomorphe surC

- l’inverse d’une fonction holomorphe ne s’annulant pas est holomorphe

- l’exponentielle complexe est holomorphe surC
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- toute série entière est holomorphe ; sif(z) =
∑∞
n=0 cn.(z − a)n, alorsf ′(z) =∑∞

n=1 n.cn.(z − a)n−1

1.3 Vers le théorème de Cauchy

Proposition 2 Soitµ une mesure complexe sur un espace mesurableX, φ une
fonction complexe mesurable,Ω un ouvert du plan qui ne rencontre pasφ(X).
Alors avec

f(z) =
∫
X

dµ(t)
φ(t)− z

définie pourz ∈ Ω On af ∈ H(Ω).

Démonstration : • On développe en série entière1/(φ(t)− z) sur un disque suf-
fisamment petit pour être inclus dansΩ et pour que la convergence soit uniforme.

• On permute alors l’intégrale et la somme (merci la convergence uniforme), et on
obtient bien le résultat désiré.ut

Définition 3 On appellecourbe une application continue d’un intervalle
[a, b] deR dansC.

On appellecheminune application continueC1 par morceaux d’un intervalle
[a, b] deR dansC.

Une courbe ou un cheminγ est ditfermé si γ(a) = γ(b).

Etant donnéγ une courbe, on noteγ∗ l’image de[a, b] par γ.

Etant donnéγ un chemin etf une fonction continue surγ∗, on note
∫
γ
f(z).dz

l’intégrale
∫

[a,b]
f(t).γ′(t).dt, on appelle cette intégrale l’intégrale def le

long deγ.

Deux cheminsγ et γ′ sont dits équivalents, si pour toute fonctionf continue
sur γ∗ et γ′∗ l’intégrale def le long deγ est égale à l’intégrale def le long
deγ′.

La longueur d’un cheminγ est l’intégrale de la fonction constante égale à1
le long de cet arc.

On appelleindice dez pourz ∈ Ω par rapport àγ, avecΩ le complémentaire
deγ∗, le complexe

Indγ(z) =
1

2.i.Π

∫
γ

dt

t− z
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si φ est une bijectionC1 de [a, b] dans[c, d], si γ est un chemin d’inter-
valle de définition[a, b] et γ′ est un chemin d’intervalle de définition[c, d], alors si
γ = γ′ ◦φ alors l’intégrale le long deγ est la même que l’intégrale le long deγ′ ; c’est
à dire qu’un reparamétrageC1 transforme un chemin en un chemin équivalent.

Théorème 4 (Indice) L’indice dez par rapport àγ est entier, constant sur
chaque composante connexe deΩ (le complémentaire deγ∗), et nul sur la
seule composante connexe deΩ qui ne soit pas bornée.

Démonstration : • Pour voir qu’il y a une seule composante connexe non bornée,
c’est facile, il suffit de voir queγ∗ est inclus dans un disque ; le complémentaire de ce
disque est connexe et donc inclus dans une composante connexe.

• Pour voir que l’indice est un entier, on suppose l’arc défini sur[0, 1], on considère

la fonction qui àt associeexp(
∫ t

0
γ′(u)
γ(u)−z .du). En dérivant cette fonction, on obtient

qu’elle est proportionnelle àγ(t)− z.

• On déduit de ça que notre fonction prend la valeur1 en1, ce qui est pile poil ce
qu’il nous fallait pour que notre fonction soit un multiple de2iΠ.

• L’indice est constant sur chaque composante connexe, puisqu’il est continu et que
chaque composante connexe a donc une image connexe.

• | 1
2iΠ

∫ 1

0
γ′(s).ds
γ(s)−z | ≤ |

M
2Π

∫ 1

0
γ′(s).ds|, avecM un majorant de| 1

γ(s)−z |. M ten-
dant vers0 pourz tendant vers l’infini, l’indice est de module inférieur à1 pourz assez
grand, et donc il est nul sur la composante connexe non bornée.ut

Quelques remarques :

- On montre facilement que l’indice d’un pointz par rapport au chemin[0, 1]→ C,
t 7→ e2iΠ.t, est1 si |z| < 1 et0 sinon.

- On montre facilement que l’intégrale de la dérivée d’une fonction holomorphe le
long d’une chemin fermé est nulle. Par suite, l’intégrale d’un polynôme le long d’un
chemin fermé est nulle.
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Lemme 5 (Théorème de Cauchy dans le cas d’un triangle dans un convexe)
Soit un triangle de sommetsa, b et c. L’intégrale le long de ce triangle est
en fait l’intégrale suivant[a, b], plus l’intégrale suivant[b, c], plus l’intégrale
suivant[c, a].

On supposeΩ convexe.

Alors soitf une fonction continue surΩ, et holomorphe surΩ \ {p}, avec
p ∈ Ω.

Alors l’intégrale def le long du triangle est nulle.

(On montrerait facilement le même résultat pour un carré où n’importe quel
autre polygone, en le triangulant)

Démonstration :
Il faut distinguer trois cas

• p n’est sur aucun des trois côtés du triangle. Alors on coupe le triangle en quatre
plus petits triangles, comme sur la figure1.1 (schéma de gauche), et on constate que
l’intégrale sur au moins l’un des triangles doit être de valeur absolue le quart de la va-
leur absolue de l’intégrale le long du gros triangle ; or la longueur du petit triangle est
la moitié de la longueur du gros. On construit ainsi par récurrence une suite de triangles
Dn de longueurL.2−n. On considère le pointx, intersection des triangles.

Soit ε un réel> 0. f est dérivable enx. Il existe donc un triangleDn tel que pourz
dansDn, f(z)−f(x)−f ′(x).(z−x) est de module inférieur àε.|z−x|. Or l’intégrale
d’une fonction polynôme sur un chemin fermé est nulle, puisqu’un polynôme est la
dérivée d’un autre polynôme.

On obtient ainsi que l’intégrale le long du petit triangle est majorée parε.(2−n.L)2 ;
et puisque l’intégrale sur le grand triangle initial est majorée par4n fois le module de
l’intégrale sur le triangleDn, on en déduit que cette intégrale est nulle.

• On suppose maintenant quep soit égal àa (b ou c se traitent bien sûr de même).
Alors on placex et y comme sur la figure1.1 (schéma de droite) ; l’intégrale def sur
les trianglesxyb etybc est nulle ; et celle suraxy peut être rendue aussi petite qu’on le
souhaite, puisqu’il suffit de faire tendrex ety versa (rappelons quef est continue, sur
un compact, donc bornée).

• Supposons maintenant quep soit un point de]a, b[ ; il suffit alors de raisonner sur
abp, bcp et cap pour conclure.ut

Ceux qui ont un peu d’avance auront constaté que l’hypothèse implique en fait
quef soit holomorphe sur toutΩ ; mais nous avons besoin de notre lemme avec ces
hypothèses-ci afin d’arriver à prouver les résultats qui impliqueront ces résultats.
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FIG. 1.1 – Découpage en petits triangles ; on utilise les milieux des côtés.

On passe maintenant à une version un peu plus forte :

Théorème 6 (Théorème de Cauchy dans un ensemble convexe)On sup-
poseΩ ouvert et convexe,p dansΩ, f continue surΩ etf ∈ H(Ω \ {p}.
Alors l’intégrale def le long deγ est nulle pour tout cheminγ fermé tel que
γ∗ ⊂ Ω.

Démonstration : On fixe un pointa deΩ, et on définitF (z) pourz dansOmega
comme l’intégrale sur[a, z] def .

On raisonne alors sur des trianglesa, z, x pour considérer la limite deF (z)−F (x)
z−x

pourx tendant versz. On montre facilement que cette limite estf , et donc quef est
une dérivée et est continue, et donc le résultat est clair.ut

Théorème 7 (Formule de Cauchy dans un ensemble convexe)On se donne
γ un chemin fermé dans un ouvert convexeΩ, etf holomorphe surΩ. Siz ∈ Ω
etz 6∈ γ∗ alors

f(z).Indγ(z) =
1

2iΠ

∫
γ

f(u)
u− z

.du

Démonstration :
On se donnez vérifiant les hypothèses. On définit alorsg parg(u) = f(u)−f(z)

u−z si
u ∈ Ω etu 6= z, etg(z) = f ′(z).
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La fonctiong est continue, et holomorphe en tout point deΩ \ {z}, donc d’après
le théorème6, on a

∫
γ
g(u).du = 0. En coupantg en ses deux termesf(u)

u−z et f(z)
u−z , on

obtient le résultat désiré.ut

On arrive maintenant à un résultat fondamental d’analyse complexe, facilement dé-
montrable grâce aux résultats qui précèdent.

Théorème 8 (Développement en série entière des fonctions holomorphes)
Toute fonction holomorphe est développable en série entière.

Démonstration : On se donnea dansΩ, et un disque suffisamment réduitD(a, r)
centré ena pour être inclus dansΩ.

Alors on applique la formule de Cauchy (théorème7) à f sur le convexeD(a, r),
avec pourγ l’application de[0, 1] dansC définie part 7→ a+ re2iΠ.t.

On obtient une expression def(z) qui permet d’appliquer la proposition2, et on a
fini...ut

Remarquons qu’une fonction holomorphe est développable en série entière, donc
sa dérivée est développable en série entière, donc sa dérivée est holomorphe. La déri-
vée d’une fonction holomorphe est donc une fonction holomorphe. En fait une fonction
C-dérivable (i.e. dérivable au sens complexe) estC∞.

Enfin un théorème qui peut servir et qui ne coûte pas cher à montrer maintenant
qu’on en est là :

Théorème 9 (Théorème de Morera)Soit f une fonction continue complexe
dans un ouvertΩ dont l’intégrale sur tout triangle est nulle. Alorsf est holo-
morphe surΩ.

Démonstration : • On considère un disque ouvertD inclus dansΩ centré sura.

•On construit une fonctionF surD dontf est la dérivée, parF (z) =
∫

[a,z]
f(u).du

(un disque, c’est convexe...).

• F est holomorphe, donc sa dérivéef est holomorphe.

• Puisque tout cela est valable pour n’importe quel disque inclus dansΩ, f est ho-
lomorphe surΩ.ut

Voir le théorème19.

Maintenant on va voir plein de conséquences de ces fort jolis théorèmes.

7



Théorème 10 Soitf une fonction holomorphe surΩ un ouvert connexe. Soit
Z l’ensemble desz tels quef(z) = 0. Alors soitZ est égal àΩ, soitZ n’a pas
de point d’accumulation dansC.
SiZ n’est pasC alors peut pour touta dansZ trouver un entier positif unique
m tel quef(z) = (z−a)m.g(z), avecg holomorphe non nulle ena. L’ensemble
des zéros def est dans ce cas au plus dénombrable.

On verra une jolie application avec le théorème de Runge??.

Démonstration : SoitZ ′ l’ensemble des points d’accumulation deZ.Z ′ ⊂ Z, car
f étant continue,Z est fermé.

On considère le développement en série entière def sur un disqueD centré sura
quelconque dansZ(f) ;

f(z) =
∑
n∈N

cn.(z − a)n

pour toutz ∈ D.

Si lescn ne sont pas tous nuls, on considère le plus petit entierm tel quecm 6= 0.
On sait alors queg, définie parg(z) = f(z)

(z−a)m si z 6= a et g(a) = cm, vérifie les
conditions demandées. Par continuité deg, on peut alors déduire quea est un point
isolé deZ, puisqueg est non nul sur un voisinage dea.

Le fait queZ ne contienne aucun point d’accumulation implique queZ contient
un nombre fini de points sur toute boule de rayonn, et donc queZ est au plus dénom-
brable.

De tout ça on déduit que sia est dansZ ′, alors il y a un disque autour dea qui est
aussi dansZ ′. DoncZ ′ est ouvert, puisqu’il contient un disque centré sura pour touta
dansZ ′. Mais il est aussi fermé, puisqu’il est un ensemble de points d’accumulations.
Donc s’il n’est pas vide et que l’on travaille dans un connexe,Z ′ est égal àΩ.ut

On remarque au passage que deux fonctions holomorphes égales sur un ensemble
ayant un point d’accumulation sont donc nécéssairement égales (leur différence est
holomorphe et nulle sur un ensemble ayant un point d’accumulation). Ce résultat est
connu sous le nom deprincipe de prolongement analytique.

Proposition 11 (Principe du prolongement analytique)Si deux fonctions
holomorphes sont égales sur un ensemble ayant un point d’accumulation alors
elles sont égales partout où elles sont définies.
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Définition 12 On appellem l’ ordre du zéro def ena.

Si f est holomorphe sur un ouvertΩ privé d’un pointa, et n’est pas holo-
morphe ena, on dit quef admet unesingularité isoléeena.

La singularité est diteartificielle si en changeantf(a) on peut rendref holo-
morphe ena.

Théorème 13 Si f admet une singularité isolée ena et est bornée sur un voi-
sinage dea, alors la singularité est artificielle.

Démonstration : • On définith parh = (z 7→ (z − a)2.f(z)), eth(a) = 0.

• h est holomorphe, on la développe en série entière,h(z) =
∑
n≥2 cn.(z − a)n

(h est nulle et de dérivée nulle ena, puisquef est bornée sur un certain voisinage dea).

• Il ne reste alors plus qu’à poserf(a) = c2.ut

On peut faire encore plus fort :

Théorème 14 Soitf ∈ H(Ω \ {a}), alors l’un des cas suivants se produit :

- f admet une singularité artificielle ena ou pas de singularité du tout

- il existe desci en nombre fini tels quez 7→ f(z) −
∑ ci

(z−a)i admette une
singularité artificielle ena.

- L’image de tout voisinage dea par f est dense dansC

Démonstration :
• Supposons qu’on ne soit pas dans le troisième cas, et choisissonsz tel quez n’ap-

partienne pas à l’adhérence def(D′(a, r)) avecr > 0.

• Définissonsg(z) = 1
f(z)−w

• g est holomorphe surD′(a, r), et est bornée dans un voisinage dea ; doncg est
prolongeable en une fonction holomorphe surD(a, r).

• Si g(a) 6= 0, alorsf est prolongeable en une fonction holomorphe, et on n’en
parle plus, c’est le premier cas.

• Sinon, alors on considèrem l’ordre du zéro deg ena, et on développe en série
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entièrez 7→ (z−a)m

g(z) .

• La flemme de finir, mais c’est pas très dur à partir de là...ut

Définition 15 Dans le deuxième cas,
∑m
i=1

ci
(z−a)i est appelépartie princi-

pale du pôle def ena ; m est appelé l’ordre du pôle ena.

c1 est appelérésidu def ena ; on le noteRes(f ; a).

Dans le troisième cas, on dit quef a unesingularité essentielleena.

Dans le premier cas, on dit quef a unesingularité artificielle ena.

Théorème 16 On se donnef une série entière,f(z) =
∑
n∈N cn.(z − a)n,

pour |z| < R. Alors pour toutr tel que0 < r < R on a

∑
N

|cn|2.r2n =
1

2Π

∫ 2Π

0

|f(a+ reiθ)|2.dθ

Démonstration : Considérer la formule de Parseval (voir théorème??), avec la
base desθ 7→ e−inθ.ut

Quelques corollaires pas trop difficiles :

Corollaire 17 (Théorème de Liouville) Une fonction holomorphe surC tout
entier (On dit que cette fonction estentière ) est soit constante soit non bornée.

- si f holomorphe n’est pas constante sur un domaine (i.e. ouvert connexe)Ω, alors
tout voisinage dea contient un pointb tel que|f(b)| > |f(a)|.

Autre corollaire :

Théorème 18 (Estimations de Cauchy)f holomorphe sur un disque ouvert
D de rayonR, |f | bornée parM sur D, alors |f (n)(a)| ≤ n! M

Rn pour tout
n ≥ 0.

Ceci servira pour le théorème19et pour le théorème69.

Passons maintenant à des propriétés de passage à la limite :
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Théorème 19 Soitfn une suite de fonctions holomorphes surΩ tendant vers
f uniformément sur tout compact deΩ. Alors f est holomorphe, et lesf ′n
convergent uniformément sur tout compact versf ′.

Démonstration :
• f est continue comme limite uniforme sur tout compact d’une suite de fonctions

continues.

• Pour le caractère holomorphe def , on regarde ce qu’il se passe sur des diques
ouverts (Ω étant réunion de tels disques) et il suffit ensuite de considérer l’intégrale
def sur le contour d’un triangle inclus dans un disque (un tel disque étant convexe) ;
l’intégrale d’une limite uniforme étant la limite de l’intégrale, on déduit que l’intégrale
de f sur tout triangle est nulle. Le théorème de Morera (voir théorème9) permet de
conclure.

• On utilise ensuite le théorème18 pour voir que|f ′(z)− f ′n(z)| ≤ 1
r‖f − fn‖K ,

avecK un compact ; d’où la convergence uniforme des dérivées, et le résultat désiré.ut

Théorème 20 On supposeΩ convexe,a1, ..., an des points distincts deΩ, etf
holomorphe surΩ \ {a1, ..., an}. On suppose quef admet en pôle en chaque
ai, et on se donne un chemin ferméγ ne passant pas par lesai. Alors

1
2iΠ

∫
γ

f(z).dz =
n∑
k=1

Res(f ; ak).Indγ(ak)

Démonstration : On applique le théorème de Cauchy à la fonctionf moins ses
parties principales en lesai ; l’intégrale de cette fonction est donc nulle. Il ne reste
alors qu’à considérer l’intégrale des parties principales, ce qui est facile au vu de ré-
sultats antérieurs (voir le théorème4, et le fait quexn pourn 6= −1 a une primitive
holomorphe surC \ {0}).

Théorème 21 • Si f est holomorphe et admet un zéro d’ordrem ena, alors
le résidu def ′/f ena estm.

• Sif est holomorphe surΩ \ {a}, alors le résidu def ′/f ena est égal à−m.

Démonstration : Pas dur... Il suffit de réécrire la fonction soit en divisant par
(z − a)m (premier• ), soit en soustrayant la partie principale du pôle (second• )...ut
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Théorème 22 Soitf une fonction holomorphe, etγ un cheminθ 7→ a+ reiθ,
avecD(a, r) inclus dansΩ.

On définitΓ = f ◦ γ. Soitw n’appartenant pas àΓ∗.

Alors le nombre de zéros def −w dansD(a, r), comptés avec leurs ordres de
multiplicité, est égal à l’indice dew par rapport àΓ.

Démonstration : Le nombre de zéros def − w dansD(a, r) est égal à la somme
des résidus def ′/(f − w) dansD(a, r), et cette somme est bien l’indice dew par
rapport àΓ.ut

Théorème 23 (Théorème de l’image ouverte)On se donneΩ un ouvert
connexe, i.e. un domaine, etf holomorphe surΩ. Alors sif n’est pas constante,
et pour toutz0 dansΩ, f induit sur un voisinage ouvertV dez0 une application
surjective deV sur un ouvertW , telle que pour toutw dansW \{w0 = f(z0)},
il y ait exactementm points distinctsz ∈ V dont l’image parf estw, avecm
l’ordre du zéro def − w0 enz0.

Démonstration :
• on considère un cercle orienté suffisamment petit autour dew0 pour que le disque

D de même centre et de même rayon ne comporte pas de zéro ni def − w0 ni def ′

dedans, à partz0 lui-même.

• on considère le contour de ce cercle suffisamment petit

• on considère l’image parf de ce contour, et la composante connexeW dew0

dans le complémentaire de cette image (W est ouvert comme composante connexe d’un
ouvert, le complémentaire de l’image d’un compact étant évidemment fermé puisque
complémentaire d’un compact (rappelons que l’image d’un compact par une applica-
tion continue est un compact)).

• on prend alors pourV l’intersection du disque ouvertD et de l’image réciproque
deW .

• L’indice dew0 par rapport àΓ = f ◦ γ estm, ainsi donc que l’indice de toutw
dansV . D’où le résultat...ut

Remarquons un corollaire intéressant, qui donne son nom à ce théorème ; l’image
de tout ouvert par une fonction holomorphe est un ouvert.

Il est clair au vu du théorème précédent que si l’on af ′(z) non nul, avecf holo-
morphe, alors on a localement une bijection autour dez. On peut améliorer ce résultat ;
la réciproque locale, est elle aussi holomorphe ; cela fait l’objet du théorème suivant.
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Théorème 24 Soitf holomorphe,f de dérivée non nulle ena alors on peut
trouver un ouvertV contenanta tel quef induise une bijection deV surf(V ) ;
la réciproque def est holomorphe surf(V ).

Démonstration : Tout ce qui reste à prouver est le caractère holomorphe de la ré-
ciproqueg def surf(V ).

Pour cela on considèreg(z)−g(a)
z−a , on utilise la continuité deg (qui découle du fait

quef est une application ouverte, i.e. que l’image de tout ouvert par une fonction holo-
morphe est une fonction holomorphe), et le fait quef ′(a) est non nul, et tout ça coule
de source...ut

On va maintenant montrer que l’on a le droit de modifier "un peu" une courbe sans
changer l’indice d’un point par rapport à cette courbe.

Théorème 25 Siγ1 etγ2 sont deux chemins d’intervalle de paramétrage[0, 1]
(ou autre chose...) et si pour toutt ∈ [0, 1] on a|γ1(t)−γ2(t)| ≤ |γ1(t)|, alors
Indγ1(0) = Indγ2(0).

Démonstration :
• On poseγ = γ2/γ1.

• On a alorsγ
′

γ = γ′2
γ2
− γ′1

γ1
, donc en intégrant sur[0, 1] on déduit que la différence

entre l’indice de0 par rapport àγ2 et l’indice de0 par rapport àγ1 est l’indice de0 par
rapport àγ.

• |1− γ(t)| < 1 ; donc l’indice de0 par rapport àγ est0.ut

Corollaire 26 (Théorème de Rouché)f et g holomorphes surΩ, le disque
fermé de centrea et de rayonr étant inclus dansΩ, et |f(z)− g(z)| < |f(z)|
sur le cercle de centrea et de rayonr. Alorsf etg ont le même nombre de zéros
sur le disque ouvert de centrea et de rayonr (en comptant leurs multiplicités).

Démonstration : On considèreγ(t) = e2iΠt, et γ1 = f ◦ γ et γ2 = g ◦ γ. On
applique alors le théorème précédent...ut

Cela servira notamment pour montrer le théorème27 (preuve d’ailleurs fort
sympathique). Ainsi que le rappelle Rudin dans [16], on peut aussi utiliser ce résultat
pour montrer que tout polynôme de degrén an racines dansC (en montrant que tout
polynôme de degrén a le même nombre de zéros quezn, dans un disque de rayon
suffisamment grand.
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1.4 Topologie deH(Ω)

Pour cela on consultera2.2.2.

1.5 Zoologie des applications holomorphes

1.5.1 Théorème de Montel

Théorème 27 (Théorème de Montel)Soit Ω un ouvert connexe deC, K
compact deΩ, M ≥ 0, m > 0, k ∈ K. Alors il existe un certain
NombreMaxDeZeros tels que le nombre de zéros def dansK, pour
f bornée a par M sur K et telle que |f ′(k)| ≥ m, est majoré par
NombreMaxDeZeros.

aEn module.

Démonstration :
• On considère l’ensembleUn des applicationsf holomorphes surΩ telles que le

nombre de zéros def surK soit< n (n ∈ N ∪ {+∞} ; on montre queUn est ouvert.

- Pour cela donnons-nousf dansUn

- SoitNombreZeros le nombre de zéros def dansK. NombreZeros, par défi-
nition deUn, est fini.

- Considérons les disques fermésD(zi, εi) inclus dansΩ, et tels quef ne s’annule
pas sur le disque ouvert, sauf peut-être enzi.

- Il est clair que les disques ouvertsD(zi, εi) recouvrentK.

- On en extrait un nombre fini. LesD(zi, εi) pour i ∈ I, avecI fini, recouvrent
doncK.

- On considère alorsLesCercles le compact constitué des cercles de rayonεi et de
centre leszi pouri dansI.

- On considère alorsη l’inf de f surLesCercles.

- On considère alors l’ensembleV des fonctionsg telles quesupLesCercles|g − f |
est inférieur strictement àη. Par le théorème de Rouché26, les fonctionsg dansV ont
un nombre de0 égal au nombre de zéros def .

- Le résultat est ainsi prouvé.
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• On en déduit donc que l’application qui àf associe son nombre de zéros surK
est semi-continue supérieurement.

• L’ensembleF des applicationsf bornées en module parM surK et telles que
|f ′(k)| ≥ m étant compact, le nombre de zéros est borné, le maximum est atteint (car
une application semi-continue supérieurement sur un compact atteint son maximum,
voir proposition??), et il n’est pas infini par la condition|f ′(k)| ≥ m.ut

1.5.2 Fonctions holomorphes majorées par un polynôme

Théorème 28 Soitf une fonction holomorphe surC, etP un polynôme, avec
|f | ≤ |P |. Alorsf est un polynôme, de degré≤ au degré deP .

Démonstration :
Il suffit d’utiliser le théorème18, qui nous dit que

|f (n)(0)| ≤ n!M/Rn

avecM un majorant de|f | sur le disque de centre0 et de rayonR. PuisqueM ≤
L+K ×Rp (par hypothèse), on en déduit :

|f (n)(0)| ≤ n!(L+K ×Rp)/Rn

et doncf (n) = 0 pourn > p, d’où le résultat.ut

1.5.3 Fonctions holomorphes tendant vers l’infini en l’infini

Théorème 29 Soitf une fonction holomorphe surC. On suppose

lim|z|→∞|f(z)| =∞

Alorsf est une fonction polynôme.

Démonstration :
• SoitZ l’ensemble des zéros def .

• Au vu de l’hypothèse, pourz assez grand en module,|f(z)| ≥ 1. DoncZ est
inclus dans un compactK.

• SiZ est infini, alorsZ possède un point d’accumulation dansK, et donc d’après
le théorème10f est nulle. Ce cas étant résolu, on peut supposerZ fini.

•On considère alors1/f . C’est une fonction holomorphe sur le complémentaire de
Z. SurZ, en utilisant le théorème10, on constate que1/f admet des pôles, et non pas
des singularités essentielles ; on peut donc lui soustraire une fraction rationnelleP/Q,
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afin que1/f − P/Q soit holomorphe.

• 1/f − P/Q est majoré par un polynôme, donc d’après le théorème28 c’est un
polynôme.

• 1/f−P/Q = R, avecR un polynôme, doncf = (Q−R)/P , fraction rationnelle.

• f étant holomorphe,f n’a pas de pôle, et donc se simplifie en un polynôme.ut

1.5.4 Sphère de Riemann̂C - Fonctions holomorphes sur̂C

Définition 30 (Sphère de Riemann)Soit Ĉ l’espace topologique obtenu en
rajoutant un point, noté∞, à C, une base de voisinages de ce point étant
constituée des ensemblesU ∪ {∞}, oùU parcourt les complémentaires dans
C des parties compactes (en somme, c’est le compactifié d’Alexandrov deC).
On noteS2 la sphère unité de l’espaceR3.

La projection stéréographique depuis le pôle nordN

pN :
S2 → Ĉ

(x, y, t) 7→ (x+ iy)/(1− t) si t 6= 1
N 7→ ∞

,

est un homéomorphisme de la sphèreS2 sur Ĉ.
La droite projective complexeP1(C) est le quotient deC2\{(0,0)} par l’action dia-

gonale par multiplication du groupe multiplicatif des nombres complexes non nulsC
∗,

munie de la topologie quotient. La classe d’un couple(z1, z2) de nombres complexes
non tous les deux nuls est notée(z1 : z2).

L’application

r :
P

1(C) → Ĉ

(z1, z2) 7→ z1/z2 si z2 6= 0
(1 : 0) 7→ ∞

est un homéomorphisme de la droite projectiveP1(C) surĈ.
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Proposition 31 Soita, b, c, d quatre nombres complexes tels quead− bc 6= 0.
Alors l’endomorphisme linéaire deC2 défini par la matrice

A =
(
a b
c d

)
passe au quotient en un homéomorphisme deP

1(C) qui, lu surĈ, est l’homo-
graphie

hA : z 7→ az + b

cz + d
,

prolongée parhA(−d/c) =∞ ethA(∞) = a/c si c 6= 0, ces deux conditions
étant remplacées parhA(∞) = ∞ si c = 0. On a ainsi défini un morphisme
injectif dePSL(2,C) dans Homéo(Ĉ).

La droite projective complexe hérite d’une structure de variété complexe de dimen-
sion (complexe) 1. La sphère de Riemann estĈmunie de la structure complexe héritée
de celle deP1(C) par le biais der. Celle-ci peut être décrite par un jeu de deux cartes.
Soit P1 l’ouvert deP1(C) correspondant aux couples ayant la première coordonnée
non nulle etP2 l’ouvert correspondant aux couples ayant la deuxième coordonnée non
nulle. Les ouverts correspondants dansĈ sont respectivementU1 = C etU2 = Ĉ\{0},
dont l’intersection estC∗.

La matrice

J =
(

0 1
1 0

)
,

qui permute les coordonnées dansP1(C), réalise un homéomorphisme (de changement
de carte) entreP1 etP2, qui est holomorphe, car il se litz 7→ 1/z dansU1 ∩ U2 = C

∗.

Une applicationf : Ĉ → C est alors dite holomorphe (respectivement méro-
morphe, oùf n’est alors supposée définie qu’en dehors de l’ensemble de ses pôles) si
elle est holomorphe (respectivement méromorphe) dans les cartes, c’est-à-dire, d’une
part, dansC au sens usuel et, d’autre part, dansU2 au sens quez 7→ f(1/z) est holo-
morphe (respectivement méromorphe) dansC au sens usuel.

Une applicationf : Ĉ → Ĉ est alors holomorphe si et seulement si elle est méro-
morphe en dehors de l’image réciproque de∞.

Proposition 32 Les applications holomorphes dêC dansC sont les fonctions
constantes.

Démonstration : Soit f une application holomorphe dêC dansC. Par continuité
en∞, la fonctionf est bornée sur le complémentaire d’une partie compacte deC.
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Commef est également bornée sur ce compact,f est bornée donc constante.ut

Théorème 33 Les applications holomorphes dêC dansĈ sont les fractions
rationnelles.

Démonstration : Soitf une telle application. On supposef non constante. Comme
les fonctions holomorphes non constantes,f a ses zéros isolés, si bien quef n’admet
qu’un nombre fini de pôles et de racines (carĈ est compact). SoitP une fraction ra-
tionnelle ayant pour racines (comptées avec multiplicité) les pôles def et pour pôles
les racines def , de sorte quefP n’ait ni pôle, ni racine. La fonctionfP définit alors
une application holomorphe dêC dansC, qui est constante d’après la proposition pré-
cédente, si bien quef est une fraction rationnelle.ut

Théorème 34 Les automorphismes de la sphère de Riemann sont les homo-
graphies.

Démonstration : Si P = A/B est une fraction rationnelle etw un élément dêC,
le nombre de solutions danŝC, comptées avec multiplicité, de l’équationP (z) = w est
le maximum des degrés deA et deB. Par conséquentP est bijective si et seulement si
A ouB est de degré1, l’autre étant de degré0 ou1. ut

Proposition 35 Les applications holomorphes dêC dans Ĉ qui sont holo-
morphes dansC au sens usuel sont les polnômes.

Démonstration : Soitf une telle application. Par le même raisonnement que pré-
cédemment,f est constante sauf sif(∞) = ∞. Pla cons-nous donc dans ce dernier
cas de figure. La fonctionf admet alors un nombre fini (éventuellement nul) de zéros,
car une infinité de zéros aurait un point d’accumulation dansĈ, donc dansC puisque
f(∞) =∞ etf serait alors nulle.

Soit P un polynôme ayant pour racines (comptées avec multiplicité) les zéros de
f , de sorte que la fonctiong = f/P n’ait pas de racine dansC. Si g(∞) =∞, alors la
fonction1/g définit une application holomorphe dêC dansC qui s’annule uniquement
en∞, ce qu’interdit la proposition précédente. On a doncg(∞) = λ pour un certain
nombre complexeλ. La proposition préćdente montre alors queg = λ, si bien que
f = λP . ut
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Chapitre 2

Analyse fonctionnelle

En analyse fonctionnelle, une référence classique, détaillée et complète, est le livre
[2].

2.1 Résultats fondamentaux

2.1.1 Hahn-Banach

� Le théorème

Théorème 36 (Théorème de Hahn-Banach desR-espace vectoriel )SoitE
unR-espace vectoriel , etp une application deE dansR telle que :
• ∀(x, y) ∈ E, p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)
• ∀x ∈ E,∀λ ∈ R+, p(λ.x) = λ.p(x)
Alors toute forme linéairel surF sous-espace vectoriel deE telle quel(x) ≤
p(x) peut être prolongée en une forme linéaireL surE telle que∀x, L(x) ≤
p(x).

NB : noter quep norme ou semi-norme convient.

voir la partie "applications" juste un peu plus bas.

Démonstration : Cette preuve fait intervenir le lemme de Zorn (voir lemme??).

On considère l’ensembleI des formes linéairesf prolongeantl sur un certain sous-
espace vectorielD(f) deE contenantF , et telle quef ≤ p pour toutx deD(f).

On munitI de la relation d’ordre définie par

f1 ≤ f2 ⇐⇒ D(f1) ⊂ D(f2) ∧ ∀x ∈ D(f1)f1(x) = f2(x)

I est inductif. En effet, siJ est une partie deI totalement ordonnée, alors la fonc-
tion f définie parD(f) = ∪g∈JD(g) et f(x) = g(x) si g ∈ J et x ∈ D(g) est un
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majorant deJ .

Par le lemme de Zorn (lemme??), on en déduit queI possède un élément maximal
f .

On suppose maintenant queD(f) 6= E (on va chercher à montrer que cette hypo-
thèse est contradictoire). Alors on considèrey n’appartenant pas àD(f). On définitf ′

surD(f) + R.y parf ′(x+ t.y) = f(x) + α.t, α étant choisi tel que pour toutx dans
D(f) on aitα ≤ p(x + y) − f(x) et α ≥ f(x) − p(x − y) ; ce qui est possible car
f(x1) + f(x2) ≤ p(x1 + x2) ≤ p(x1 + y) + p(x2 − y).

D’où le résultat.ut

� Des applications

� Sur les formes linéaires

Corollaire 37 Soitg une forme linéaire continue sur un sous-espace vectoriel
d’un R-espace vectoriel norméE. Alors il existe une forme linéaire continue
f surE prolongeantg et telle que‖f‖ = ‖g‖.

Démonstration : Application directe du théorème de Hahn-Banach.ut

( la norme sur l’espace dual, évoquée ici, est la norme usuelle, ici la norme def ,
forme linéaire continue, est le sup des‖f(x)‖ pourx de norme1)

Corollaire 38 Soitx dans unR-espace vectoriel norméE, alors il existe une
forme linéaire continuef surE telle que‖f‖ = ‖x‖ etf(x) = ‖x‖2.

Démonstration : Il suffit de prolonger une application linéaire adéquate définie
surR.x.ut

Corollaire 39 Pour tout x d’un R-espace vectoriel norméE, on a ‖x‖ =
supf∈E′/‖f‖∞=1 ‖f(x)‖ = maxf∈E′/‖f‖∞=1 ‖f(x)‖.

Démonstration : L’inégalité ‖x‖ ≥ supf∈E′/‖f‖∞≤1 ‖f(x)‖ est évidente. Choi-

sissons alorsf0 donné par le corollaire précédent (‖f0‖ = ‖x‖ et f0(x) = ‖x‖2). On
a

‖f‖∞ =
‖f0‖∞
‖x‖

= 1

‖f(x)‖ =
‖f0(x)‖
‖x‖

=
‖x‖2

‖x‖
= ‖x‖

D’où le résultat annoncé.ut
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Ce corollaire servira pour la partie2.8.1.

� En géométrie

Théorème 40 (>Séparation des convexes 1)SoientA etB des convexes non
vides disjoints d’unR-espace vectoriel norméE ; si A est ouvert, alors il
existe une forme linéaire continuef surE et un réelα tels quef(x) ≤ α pour
x ∈ A etf(x) ≥ α si x ∈ B.

On notera que cela signifie précisément qu’il existe un hyperplan affine fermé
(rappelons que l’image inverse d’un singleton par une forme linéaire non nulle
est un hyperplan fermé si et seulement si cette forme linéaire est continue)
séparant (au sens large)A etB.

On peut en fait étendre le résultat àf(x) < α (et non simplement≤).

Démonstration : On va avoir besoin de deux lemmes.

Lemme 41 On se donneU un ouvert convexe contenant0, et on définitµU la
jauge associée àU , c’est-à-dire queµU (x) est l’inf des réelst > 0 tels que
t−1.x ∈ U .

Alors il existe un certain réelM tel que

∀x µU (x) ≤M.‖x‖

U = {x/µU (x) < 1}

∀(x, λ) ∈ E × R+ µU (λ.x) = λ.µU (x)

∀(x, y) ∈ E µU (x+ y) ≤ µU (x) + µU (y)

(les deux dernières conditions permettent d’utiliser le théorème de Hahn-
Banach)

Démonstration : Pas très très dur (en le faisant dans cet ordre)...ut

Lemme 42 SoitU un convexe non vide ety n’appartenant pas àU . Alors il
existe une forme linéaire continuef surE avecf(x) < f(y) pour toutx dans
E.

Démonstration :
• On montre le résultat dans le cas où0 appartient àU , et on généralise par une

simple translation

• En supposant donc que0 ∈ U , on considère la jaugeµU (définie comme précé-
demment).
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• On définit la forme linéaireg surR.y parg(t.y) = t.

• Il est clair queg(x) ≤ µU (x)

• On peut donc prolongerg àE tout entier ; appelonsf la forme linéaire obtenue
avecf ≤ µU .

• f est continue de par le lemme41 (1ère propriété), etf vérifie les hypothèses
demandées (deuxième propriété du lemme41).ut

On peut maintenant en revenir à la démonstration du théorème, toujours non dé-
montré.

• On noteU = {x− y/(x, y) ∈ A×B}.

• U est convexe

• U est ouvert (carA l’est)

• U ne contient pas0

• On considère la fonctionf donnée par le lemme42 avecy = 0, c’est-à-dire né-
gative sur toutU .

• Le fait quef soit négative sur toutU se traduit exactement par le fait que pour
tout (x, y) ∈ A× B on aitf(x) < f(y). On considère alorsα le sup desf(x) pourx
dansA, et le résultat est démontré.

L’extension (< au lieu de≤) se montre comme suit :

- supposons qu’il existex0 tel quef(x0) = α.

- A ouvert implique qu’il existeε tel queB(x0, ε) soit incluse dansA. (1)

- f non nulle implique qu’il existeg dansE de norme1 tel quef(g) > 0. (2)

- (1) implique quex′0 = x0 + ε
2g ∈ A.

- (2) implique quef(x′0) > α ce qui est absurde !ut
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Théorème 43 (Séparation des convexes 2)Soient A et B deux convexes
disjoints deE (toujours un espace vectoriel normé ), non vides. On supposeA
fermé etB compact ; alors il existe une forme linéaire continuef 6= 0 avec
f(A) ≤ c1 etf(B) ≥ c2 avecc1 < c2.

Cela signifie exactement queA et B sont séparés par un hyperplan fermé
(puisque image inverse d’un singleton par une forme linéaire continue non
nulle) au sens strict.

On montrera en utilisant ce théorème que la topologie faible est séparée ; voir
le corollaire77.

Démonstration : • On se donneε positif.

• On noteAε le ε-voisinage deA (ie la réunion des boules ouvertes de rayonε de
centre dansA), etBε le ε-voisinage deB.

• On remarque queAε etBε sont ouverts (comme tous lesε voisinages)

• Pourε assez petit,Aε etBε sont disjoints

• D’après le théorème précédent, on peut séparerAε et Bε au sens large par un
hyperplan fermé.

• On af ≤ α surA etf > α surB compact doncf ≥ β > α surB.ut
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On retiendra donc que l’on peut séparer dans un espace vectoriel normé
par un hyperplan fermé :

• au sens large, deux convexes disjoints dont l’un (au moins) est ouvert

• au sens strict, deux convexes disjoints dont l’un est fermé et l’autre compact.

� En topologie

Corollaire 44 SoitF un sous-espace vectoriel deE (qui est toujours un es-
pace vectoriel normé ), qui n’est pas dense dansE. Alors il existe une forme
linéaire continue surE, non nulle, qui est nulle surF .

Démonstration : • On se donnex qui n’est pas dans l’adhérence deF .
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• {x} est compact.

• On peut séparerF et {x} au sens strict ; soitf la forme linéaire correspondante.
On suppose quef(F ) < K < f(x)

• f(F ) < K impliquef(F ) = 0, puisqueF est un espace vectoriel .ut

Corollaire 45 SiF est un sous-espace vectoriel deE et si toute forme linéaire
continue surF est nulle surE, alorsF est dense dansE.

Le théorème de Runge??sera démontré grâce à ce corollaire.

Démonstration : C’est une reformulation du corollaire précédent.ut

2.1.2 Le théorème de Baire et ses conséquences

Théorème 46 (Théorème de Baire)SoitX un espace topologique. SiX est
localement compact, ou s’il est métrique complet, alors
• Toute intersection dénombrable d’ouverts denses est dense
• Une réunion dénombrable de fermés recouvrantX comporte un fermé d’in-
térieur non vide

Comme le signale le livre [2], on peut en fait énoncer plus précisément que l’inté-
rieur de la réunion d’une suite de fermés d’intérieurs vides est vide.

Démonstration : Ce théorème ayant été prouvé (voir théorème??) je ne fais que
le rappeler ici. Rappelons juste que les deux• sont équivalents (considérer les complé-
mentaires des fermés du deuxième• )ut

Notons que le théorème de Baire est en particulier valable pour les espaces de
Banach.

Théorème 47 (Théorème de Banach-Steinhaus)Ce théorème est dit aussi
théorème de laborne uniforme.

On se donneE etF des espaces de Banach, et(Ti)i∈I une famille d’applica-
tions linéaires continues deE dansF .

Si pour toutx, ∃M/∀i ∈ I/‖Ti(x)‖ < M‖x‖.

Alors∃M/∀i ∈ I/‖Ti‖ < M .
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Ce théorème est plus intuitif sous son petit nom de "théorème de la borne uni-
forme". L’hypothèse est que l’on a une famille d’applications bornées sur chaque point ;
la conclusion est que l’on peut les borner uniformément (bien vérifier que l’on a des
Banach).

Notez bien que la famille desTi n’est pas nécessairement dénombrable !

Démonstration : La aussi je ne donne pas de preuve, puisqu’elle se trouve au théo-
rème??.ut

On verra une application à la transformation de Toeplitz (proposition??), qui
fournit une preuve élégante de la moyenne de Césaro (corollaire??).

Corollaire 48 SoientE et F deux Banach, etTn une suite d’applications
linéaires continues deE dansF , avecTn(x) convergeant pour toutx - on
note par la suiteT (x) sa limite.

Alors‖Tn‖ est borné,T est linéaire continue, et‖T‖ ≤ liminf‖Tn‖.

Démonstration : Application directe du théorème de Banach-Steinhaus.ut

Corollaire 49 SoitE un espace vectoriel normé etX un sous-ensemble deE.

On suppose que pour toutf appartenant àE′ l’ensemblef(X) est borné.

AlorsX est borné.

Démonstration : On applique Banach-Steinhaus dansE′, avec pour famille d’ap-
plications linéaires les applications qui àf ∈ E′ associef(x), pourx ∈ X.

Il faut bien noter que le dual d’un espace vectoriel normé est un Banach, et que ce
résultat est nécessaire à cette preuve (voir corollaire??).

Noter aussi que ce résultat exprime que "faiblement borné" implique "fortement
borné".

Cette façon de voir est d’ailleurs une belle illustration de la notion de "borne uni-
forme". Si une partie est bornée suivant "toutes les directions" (traduire : suivant toute
forme linéaire), alors elle est bornée " tout court "...ut

Théorème 50 (Théorème de l’application ouverte)SoientE et F des es-
paces de Banach, etT une application linéaire continue surjective deE dans
F . Alors T est ouverte (c’est à dire que l’image de tout ouvert parT est un
ouvert.
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Démonstration : voir le théorème??.ut

Bien entendu, dans le cas oùT est bijective, on en déduit le théorème d’isomor-
phisme de Banach??, qui stipule qu’une bijection linéaire continue est de réciproque
continue (et donc est un homéomorphisme).

Il faut noter un corollaire important : si un espace vectorielE muni de la normeN1

est un espace de Banach, et siE muni de la normeN2 est aussi un espace de Banach,
alors siN1 est plus fine queN2, alors en faitN2 est équivalente àN1.

Théorème 51 (Théorème du graphe fermé)SoitT : E → F , linéaire entre
les BanachE et F . L’applicationT est continue si et seulement si le graphe
deT est fermé dansE × F .

Démonstration : Voir le théorème??.ut

Voir le théorème81.

2.1.3 Autres définitions et propriétés indispensables

Il est indispensable de connaître la topologie faible, la topologie quotient, la to-
pologie produit, la topologie forte, pour la suite. On travaillera exclusivement sur un
espace de BanachE, son dual sera un espace de Banach notéE′ (comme tout dual
d’espace vectoriel normé ). On noteraS la sphère unité deE, c’est à dire l’ensemble
des vecteurs de norme1.

En résumé (on se reportera à la partie topologie??pour toute les preuves) :

• Dans un espace vectoriel normé les opérations algébriques (multiplications par
un scalaire et somme) sont continues. La norme est continue elle aussi.

• La topologie associée à la norme surE est parfois appelée topologie forte.

• La topologie faible surE est la topologie engendrée par la famille des applica-
tions linéaires continues ; c’est a dire que c’est la topologie la moins fine qui rendre
toutes ces applications linéaires continues continues (non c’est pas une erreur s’il y a
deux fois le mot continu !), c’est à dire qu’une base d’ouverts est constituée par les
intersections FINIESde "bandes" de la forme{x/|fi(x− x0)| < εi}, pour certainsfi
dansE′, certainsεi > 0, et un certainx0 dansE. La boule unité fermée deE′ (déter-
minée par la norme‖.‖∞) ci-dessous rappelée) est compacte POUR LA TOPOLOGIE
FAIBLE * (théorème de Banach Alaoglu).

• la topologie forte sur le dual est la topologie engendrée par la norme‖.‖∞ qui à
f ∈ E′ associesupx∈S‖f(x)‖. La topologie forte est plus fine que la topologie faible,
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elle-même plus fine que la topologie faible *.

• Etant donnéX un espace topologique,R une relation d’équivalence surX, la to-
pologie quotient est l’ensemble des partiesY deX/R telles quep−1(Y ) soit un ouvert
deX, avecp la projection canonique deX surX/R. Il faut savoir quep est continue
et ouverte.

• La topologie induite par une famille applications deX dans d’autres espaces to-
pologiques, est la topologie la moins fine qui rende toutes ces applications continues.
Une applicationf à valeurs dansX muni de la topologie engendrée par la famille des
fi est continue si et seulement si sa composée avec chaquefi est continue. Il faut noter
que la topologie faible est la topologie engendrée par les applications linéaires conti-
nues.

• La topologie produit, définie sur un produit d’espaces topologiques, est la topo-
logie engendrée par les projections canoniques sur chacun des espaces topologiques du
produit. Une applications à valeurs dans le produit est alors continue si et seulement si
chacune de ses projections canoniques est continue. Un produit est séparé si et seule-
ment si chacun des facteurs l’est. Le théorème de Tykhonov affirme qu’un produit de
compacts est compact.

2.1.4 Quelques convergences dans les espaces de fonctions

� Quelques rappels de topologie

Les résultats sont parfois donnés sans preuve ; on se réfèrera à la partie??.

� Convergence simple

Définition 52 (convergence simple)On dit qu’une suitefn d’applications de
X dansY avecY un espace topologiqueconverge simplementversf si pour
toutx dansX fn(x) tend versf(x) pourn tendant vers+∞.

Proposition 53 (La convergence simple correspond-elle à une topologie ?)
Soit l’espaceY X des applications deY dansX, avecY un espace topo-
logique. La topologie produit surY X a pour suites convergentes les suites
simplement convergentes. C’est pourquoi on appelle cette topologie la
topologie de la convergence simple.

Démonstration :
• Soit fn une suite d’éléments deY X , convergeant simplement vers une certaine

fonctionf . Montrons qu’elle converge aussi versf pour la topologie produit.

SoitU un ouvert pour la topologie produit, contenantf . Alors (par définition) il
existex1, ..., xn dansX etVi voisinage def(xi) tel que{g ∈ Y X/∀i ∈ [1, n], g(xi) ∈
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Vi} ⊂ U . Il est alors clair qu’à partir d’un certain rang lesfn sont dansU .

• Supposons maintenant quefn est une suite d’éléments deY X , convergeant vers
une certaine fonctionf pour la topologie produit. Donnons nous alorsx dansX ; etU
un voisinage def(x). Alors V = {g ∈ Y X/g(x) ∈ U} est un voisinage def dans
Y X , doncfn est dansV à partir d’un certain rang, doncfn(x) ∈ V à partir de ce
même rang. Ceci montre quefn(x) tend versf(x).ut

Grâce à ce résultat on obtient facilement quelques propriétés, dues à la stabilité de
certaines propriétés topologiques par passage au produit :

Corollaire 54 (Caractéristiques de la topologie de la convergence simple)
On considère la topologie de la convergence simple surY X .

• si Y est séparé la topologie de la convergence simple est séparée

• si Y est compact, alors la topologie de la convergence simple est compacte

• siY est connexe (resp. par arcs), alors la topologie de la convergence simple
est connexe (resp. par arcs).

Démonstration : Un produit de séparés est séparé, un produit de compacts est
compact, un produit de connexes est connexe, un produit de connexes par arcs est
connexe par arcs.ut

� Convergence uniforme, convergence uniforme sur des parties

Définition 55 On dit qu’une suitefn d’applications deX dansY avecY un
espace métriqueconverge uniformémentversf si pour toutε positif il existe
N tel que pour toutn ≥ N et toutx dansX d(f(x), fn(x)) < ε.

Etant donnéeS une partie deP (X), on dit que la suite(fn) de fonctions deX
dansY (avecY un espace métrique) estuniformément convergente sur les
éléments deS si pour toutL ∈ S la suite(fn|L) est uniformément convergente
surL.

Souvent,X sera un espace topologique localement compact etS sera l’ensemble
des compacts deX.
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Définition 56 (Topologie de la convergence uniforme)SoitK un compact et
F un espace métrique. L’espace des applications continues deK dansF , noté
C0(K,F ) est métrique avec la distance

d(f, g) = supx∈Kd(f(x), g(x))

La topologie associée est ditetopologie de la convergence uniforme.

Définition 57 (Topologie de la convergence uniforme sur tout compact)
Dans ce cas on peut définir la famille d’écarts(NK), pourK compact non
vide deX, par :

NK(f, g) = sup
x∈K

d(f(x), g(x)) ∈ [0,∞]

Et la topologie engendrée par ces écarts a pour suites convergentes les suites
uniformément convergentes sur les compacts deX. C’est pourquoi on appelle
la topologie engendrée par ces applicationstopologie de la convergence
uniforme sur tout compact.

Si la famille(Ki)i∈I (I non nécessairement dénombrable !) est telle que tout
compactK deX est inclus dans un certainKi, alors la famille desNKi suffit.

La topologie de la convergence uniforme sur tout compact a donc pour base
d’ouverts lesN−1

K (f, [0, ε[) pour ε > 0, K compact non vide etf application
deX dansY .

Proposition 58 (Métrisabilité : topologie de convergence uniforme )Si X
est en fait un espace topologique compact, et si on se limite à l’ensemble
C0(X,Y ) des applications continues deX dans Y alors l’application
d(f, g) = supXd(f(x), g(x)) est une distance et définit une topologie (sur
C0(X,Y )) pour laquelle les suites convergentes sont les suites uniformément
convergentes au sens de la définition55.

Proposition 59 (La topologie de la convergence uniforme sur tout compact est-elle métrisable ?)

On supposeX localement compact, réunion dénombrable de compactsKn,
Km ⊂ Km+1, Y métrique ; alors la topologie engendrée par la distance

d(f, g) =
∞∑
k=0

1
2k

NKk(f, g)
1 +NKk(f, g)

admet pour suites convergentes les suites uniformément convergentes sur tout
compact au sens de la définition55.
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Exemple : Soitx ∈ K. Montrer que la fonction qui àf ∈ C0(K,F ) associef(x)
est continue pour la topologie de la convergence uniforme (resp. de la convergence
uniforme sur tout compact).

� Comparatif entre toutes ces notions de convergence

Proposition 60 Supposons queX est un espace topologique localement
compact, etY un espace métrique.

Convergence pour la topologie de la convergence uniforme

⇓

Convergence pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact

⇓

Convergence pour la topologie de la convergence simple

Topologies dues aux mesures

(X,µ) étant un espace mesuré, les espaces de fonctionsLp(X) etLp(X) ont été
définis et étudiés en partie??.

Rappelons juste queLp(X) désigne l’ensemble des classes d’équivalences de l’en-
semble des applications deX dansR pour la relation d’équivalence "être égales presque
partout" qui contiennent au moins un élément dansLp(X).

Rappelons aussi queLp(X), siX est réunion d’une suite croissante (pour l’inclu-
sion) de compacts de mesure finie, pour1 ≤ p < ∞, est le complété pour la norme

‖.‖p = f 7→ p

√∫
X
|f |p de l’ensemble des fonctions continues à support compact (le

résultat n’est pas valable pourp = ∞ ; ici l’adhérence serait simplement l’ensemble
des applications continues qui, pour toutε > 0, sont inférieures àε1 en dehors d’un
certain compactKε).

On définit en outre deux autres notions de convergence, liées à la notion de mesure :
la convergence en mesure et la convergence presque partout.

1En module !
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Définition 61 Soitfn une suite de fonctions deX dansY , avecX un espace
mesuré, etY un espace topologique.

On dit quefn converge presque partoutvers f s’il existeN négligeable
inclus dansX tel quefn converge simplement versf sur le complémentaire
deN .

Soitfn une suite de fonctions deX dansC avecX un espace mesuré.

On dit quefn converge en mesure versf si pour toutε la limite pourn→∞
de la mesure de{x/|fn(x)− f(x)| > ε} est nulle.

On a alors les résultats suivants entre nos différentes notions de convergence des
fn versf (lorsque toutes sont définies) :

Notez bien quep <∞.

Convergence uniforme

⇓

Convergence uniforme sur tout compact

⇓

Convergence simple

⇓

Convergence presque partout

⇓ si lesfn sont majorées en module par une fonctiong appartenant àLp

Convergence dansLp

⇓

Convergence en mesure

⇓

Convergence presque partout d’une suite extraite
et

Convergence presque partout etX de mesure finie⇒ convergence en mesure

Ci-dessous une liste de contre-exemples, pour bien se mettre en tête qu’il ne faut
pas confondre convergences et convergences :

• convergence uniforme sur tout compact n’implique par convergence uniforme
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En effet, sur[0,+∞[ la suitefn définie par

fn(x) = 1 si x < n

fn(x) = 0 sinon

converge uniformément sur tout compact vers la fonction constante égale à1, mais ne
converge pas uniformément vers cette fonction.

• converge simple n’implique pas convergence uniforme sur tout compact
Il suffit de prendrefn(x) = max(1− nx, 0) sur [0, 1]. fn(x) converge clairement

vers0 pourx > 0 et vers1 pourx = 0. La convergence n’est pas uniforme car lesup
de |fn − f | reste égal à1 ; elle n’est pas non plus uniforme sur tout compact car[0, 1]
étant compact on aurait alors convergence uniforme.

• convergence presque partout n’implique pas convergence simple.
Evident :fn(x) = 1 pour toutx de[0, 1], f(x) = 1 pour toutx de[0, 1[ etf(1) = 0.

•Convergence presque partout et même convergence simple n’impliquent pas conver-
gence dansLp si lesfn ne sont pas majorées en module par une fonction deLp.

Par exemple, surR, fn(x) = n si x ∈]0, 1/n[, fn(x) = 0 sinon (on pourrait aussi
avoir ce résultat avec des fonctions continues, en considérant des fonctions affines par
morceaux...).

• Convergence dansLp n’implique pas convergence presque partout.
On considèrefn(x) = 1 si il existeu ∈ N tel quex + u est compris au sens large

entre
∑n
k=0 1/k et

∑n+1
k=0 1/k, 0 sinon.

• Convergence en mesure n’implique pas convergence dansLp

Même contre-exemple que pour "convergence presque partout et même conver-
gence simple n’impliquent pas convergence dansLp si lesfn ne sont pas majorées en
module par une fonction deLp".

• Convergence presque partout n’implique pas convergence en mesure si la mesure
deX n’est pas finie

Facile ; surR, l’applicationfn qui àx associesin(x/n).

2.2 Théorèmes d’Ascoli et conséquences

2.2.1 Théorie

Définition 62 (Equicontinuité) Soit F une famille d’applicationsX → Y
oùX est un espace topologique etY un espace métrique. On dit queF est
équicontinuesi, pour toutε > 0 et toutx ∈ X il existe un voisinageVx dex
dansX tel qued(f(x), f(y)) < ε pour toutf ∈ F et touty ∈ Vx.
SiX est aussi métrique,F est diteuniformément équicontinuesi pour tout
ε > 0 il existeα > 0 tel que pour tousx, y vérifiantd(x, y) < α et toutf ∈ F ,
on aitd(f(x), f(y)) < ε.

32



Exemples : Une famille finie est toujours équicontinue.
On a un équivalent du théorème de Heine pour les familles équicontinues sur un

espace compact.

Théorème 63 SiX est métrique compact et siY est métrique, siF est une
famille d’applications équicontinues deX dansY , alors la familleF est uni-
formément équicontinue.

Démonstration : On considèreαx le rayon d’une boule inclus dans leVx corres-
pondant à unε donné ; on recouvre l’espace avec ces boules, on en extrait un recouvre-
ment fini, puis on prend le min desαx, et on a le résultat.ut

Théorème 64 (Théorème d’Ascoli)• Soit F un espace métriquea, et E un
espace topologique ; soitF une famille équicontinue ene ∈ E de fonctions de
E dansF .

AlorsFb est équicontinue ene.

• SiF est équicontinue en tout point, alorsF est équicontinue en tout point.

• AvecE une partie dense deE, la topologie de la convergence simple, la
topologie de la convergence uniforme sur tout compact, la topologie induite
par la convergence simple surEc, induisent la même topologie surF .

aHypothèse facile à retenir ; on ne pourrait pas définir la notion de famille équicontinue siF
n’était pas métrique.

bAdhérence prise pour la topologie de la convergence simple, c’est à dire pour la topologie
produit dansFE .

cC’est-à-dire la topologie induite par les projections canoniques deFE sur les(Fxi )i

Démonstration : • • (on prouve les deux premiers• en un seul coup) On se donne
ε > 0. On a donc un certainU voisinage dee tel que pour toutx dansU et toutf ∈ F
d(f(x), f(e)) < ε. On cherche à montrer que cela est en fait vrai pour toutf ∈ F . On
se donne une telle fonctionf , et un certainx dansU .

On définit alorsVx l’ensemble des applicationsg deE dansF telles que

d(g(x), f(x)) < ε et d(g(a), f(a)) < ε.

Vx est un voisinage def pour la topologie simple, donc il doit intersecterF ; soit g
dans l’intersection obtenue. Il suffit alors d’écrire

d(g(x), g(a)) ≤ d(g(x), f(x)) + d(f(x), f(a)) + d(f(a), g(a)) ≤ 3ε

• Il est clair que la topologie de la convergence simple surE est moins fine que le
topologie de la convergence simple elle-même moins fine que la topologie de la conver-
gence uniforme sur tout compact (rappelons qu’un singleton, comme tout ensemble fini
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séparé, est compact). Le seul problème est la réciproque. On se donne doncU un ou-
vert pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact,f dansU , et on
cherche à montrer queU contient un voisinage pour la topologie de la convergence
simple surE def .

U étant ouvert enf pour la topologie forte, il existe un compactK et un réel> 0 ε
tels que

{g ∈ F/∀y ∈ Kd(f(y), g(y)) < ε}

soit inclus dansU .

∀x∃Ux ouvert enx /∀g ∈ F∀y ∈ Uxd(g(x), g(y)) < ε/5

Alors par la propriété de Borel-Lebesgue, il existe un sous-ensembleI fini deK tel
queK ⊂ ∪x∈IUx. LesUx étant ouverts non vides etE étant dense dansE, on choisit
pourx ∈ I un pointyx ∈ E .

Considérons alorsW = {g ∈ F/∀x ∈ I d(g(yx), f(yx)) < ε/5}

∀z ∈ K ∃x ∈ I/z ∈ Ux
et

d(g(z), f(z)) ≤

d(g(z), g(x))+d(g(x), g(yx))+d(g(yx), f(yx))+d(f(yx), f(x))+d(f(x), f(z)) ≤ ε

Doncg ∈ U , doncW ⊂ U et doncU est un voisinage def pour la topologie de la
convergence simple surE . D’où le résultat.ut

Théorème 65 (Théorème d’Arzéla-Ascoli)Une partie F incluse dans
C0(K,F ) est relativement compacte pour la topologie de la convergence uni-
forme si et seulement si on a les deux conditions suivantes :
• La familleF est équicontinue
• Pour toutx ∈ K l’ensemble desf(x) pourf ∈ F est relativement compact

Voir simplement la partie applications, ci-dessous ; mais aussi le théorème92.

Démonstration : Tout d’abord supposons que notre familleF est relativement
compacte dansC0(K,F ). Pour toutx l’évaluationx̂ : C0(K,F ) → F est continue ;
donc l’imagex̂(F) est compacte, or il contient{f(x)|f ∈ F} ; donc l’adhérence de
ce dernier ensemble est un fermé d’un compact, et est donc compacte, d’où le second
point. Par ailleurs, commeF est relativement compacte, avecε > 0, on peut trou-
ver f1, ..., fn ∈ F tels que pour toutf ∈ F , d(fi, f) < ε ; la famille desfi étant
équicontinue (comme toute famille finie), pourx ∈ K donné, il existe un voisinage
Vx de x tel qued(fi(x), fi(y)) < ε pour touty ∈ Vx. Commed(f(x), f(y)) ≤
d(fi(x), fi(y)) + 2.d(fi, f), on voit que, pour touty ∈ Vx on ad(f(x), f(y)) ≤ 3.ε.
Réciproquement (voir figure2.1), supposons les deux conditions données remplies, et
montrons que la familleF est relativement compacte. Pour cela on considèreC0(K,F )
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comme un sous-ensemble deFK muni de la topologie produit, cette inclusion indui-
sant surC0(K,F ) la topologie de la convergence simple. PosonsCx = {f(x)|f ∈ F}.
Par la seconde condition (qui n’intervient qu’ici),Cx est compact. CommeF est inclus
dans le produit desCx, F est compact dansFK . Il faut alors montrer queF est inclus
dansC0(K,F ), et que la topologie produit surF et la topologie de la distance sont les
mêmes, ce qui finira la preuve.

x

(x)

(x)

K

F

x     K

FIG. 2.1 – Illustration de la preuve du théorème d’Arzéla-Ascoli. L’adhérence de la
famille considérée est un fermé d’un produit de compacts, donc est un compact ; il
reste à vérifier que l’adhérence est bien incluse dansC0(K,F ), et que la topologie
produit induit bien la topologie de la distance uniforme.

Lemme 66 Si F est équicontinue alorsF ⊂ C0(K,F ) (adhérence pour la
topologie produit).

Démonstration : Le théorème d’Ascoli (2ème point) implique que la familleF
est équicontinue, ce qui implique clairement le résultat.ut

Lemme 67 La topologie induite par la topologie produit surF et la topologie
de la distance ( = topologie de la convergence uniforme) sont les mêmes.

Démonstration : Chaque fonction̂x (évaluation enx) étant continue, tout ouvert
deF est un ouvert pour la topologie de la convergence uniforme.
Il reste à voir que tout voisinage def0 appartenant àF dansF pour la métrique,
contient un voisinage def0 dansF muni de la topologie produit. Soitε > 0, et consi-
dérons{g ∈ F|max d(g(x), f0(x)) ≤ ε} (qui décrit une base de voisinages deF
pour la métrique). Pour toutx, on obtient par la condition1 un voisinage ouvert de
x dansK tel que siy ∈ Vx on ait d(h(x), h(y)) < ε/3 pour touth ∈ F . Par
compacité deK on peut trouverx1,...xn tels queK = ∪ni=1Vxi . Considérons alors
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V = {g ∈ F|d(g(xi), f0(xi)) < ε/3} ; c’est un voisinage def0 pour la topologie
produit. Sig ∈ V etx ∈ K soitxi0 tel quex ∈ Vxi0 , on a alors

d(g(x), f0(x)) ≤ d(g(x), g(xi0)) + d(g(xi0), f0(xi0)) + d(f0(xi0), f0(x)) < ε

doncd(g(x), f0(x)) ≤ ε pour toutx ∈ K. Par conséquent le voisinage

{g ∈ F|max d(g(x), f0(x)) ≤ ε}

def0 pour la topologie de la convergence uniforme contientV qui est un voisinage de
f0 pour la topologie produit. En résumé pour cette preuve, un sens est trivial, et l’autre
sens se prouve en utilisant une boule pour la distance, et en appliquant à la fois l’équi-
continuité deF et la compacité deK.ut
Ces deux preuves achèvent donc le théorème d’Arzéla-Ascoli. En résumé il faut donc,
pour le sens difficile :
• Utiliser la condition sur les parties relativement compactes deF pour conclure à la
relative compacité deF dans l’espace produit
• Utiliser l’équicontinuité pour montrer queF ⊂ C0(K,F )
• Utiliser l’équicontinuité deF et la compacité deK pour montrer que les deux topo-
logies sont égales.ut

2.2.2 Applications

� Topologie deH(Ω)

On travaille surH(Ω), avecΩ un ouvert deC, munie de la topologie de la conver-
gence uniforme sur tout compact.

Définition 68 On dit d’une partieF deH(Ω) qu’elle estbornéesi pour tout
compactK de Ω il existe une certaine constanteCK telle que pour toutef
dansF et toutk dansK, |f(k)| ≤ CK .

Théorème 69 Les parties compactes de l’ensemble des donctions holo-
morphes surΩ H(Ω) sont les parties fermées et bornées.

Démonstration : •Montrons tout d’abord (partie facile) que les parties compactes
sont fermées et bornées.

- Les parties compactes sont fermées, par le lemme?? (tout compact d’un espace
séparé est fermé)

- Les parties compactes sont bornées ; c’est évident.

• Supposons queK soit une partie fermée bornée deH(Ω).
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- Montrons tout d’abord queK est équicontinue en tout pointx deΩ. Soit donc un
tel x.

- x est centre d’un certain disque compact inclus dansΩ

- toutef deK est bornée par un certainM sur ce disque compact de rayonR

- donc la dérivée def en tout point du disque de centrex et de rayonR/2 est ma-
jorée par2M/R, grâce à l’estimateur de Cauchy (théorème18).

- doncF est équicontinue enx, par le théorème des accroissements finis??.

- Etant donnéx dansΩ, l’ensemble desf(x) pourf dansF est borné, donc relati-
vement compact.

- Par le théorème d’Arzéla-Ascoli65, K est donc relativement compact, or il est
fermé, donc il est compact.ut

Corollaire 70 L’ensemble des fonctions holomorphes surΩ H(Ω) muni de la
topologie de la convergence uniforme est métrisable, mais pas normable.

Démonstration : Pour voir queH(Ω) est métrisable, il suffit de consulter le lemme
??et le théorème59.

D’après le théorème de Riesz (??), si H(Ω) était normable, alors la boule unité
fermé serait compacte si et seulement si l’espace était de dimension finie. OrH(Ω)
n’est pas de dimension finie.ut

2.3 La hiérarchie desCk(Ω), avecΩ ouvert deRn

Définition 71 Etant donnéΩ un ouvert deRn, on noteCk(Ω) l’ensemble des
fonctionsk fois continument dérivables deΩ dansC.

Ck(Ω) est stable par produit, et sif est dansCk(Ω) et ne s’annule pas alors1/f
est dansCk(Ω).

Pourf dansCk(Ω) etν dansNn et telle que
∑n
i=1 µi ≤ k, on note

δνf =
δ|ν|f

(δx1)ν1 . . . (δxn)νn

L’ordre des dérivations importe peu, comme on l’a vu dans le chapitre de calcul diffé-
rentiel.
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Définition 72 (Opérations dansNn) Etant donnésν etη dansNn :

• on noteν! = Πn
i=1(νi)!.

• on noteν ≥ η si ∀i ∈ [1, n]νi − ηi ≥ 0

• si ν ≥ η on noteα = ν − η avec∀i ∈ [1, n]αi = νi − ηi

• si ν ≥ η on noteCην = ν!
η!(ν−η)! = Πn

i=1C
ηi
νi

• on note|ν| =
∑n
i=1 νi

• on note0 l’élément(0, ..., 0) deNn.

Proposition 73 (Formule de Leibnitz)

δα(f.g) =
∑
β≤α

Cβαδ
βfδαg

Il s’agit d’un produitet pas d’une composition.

Démonstration : Récurrence facile, utilisant le corollaire??.ut

Définition 74 (Distance surCk(Ω)) On définit maintenantKm comme étant
l’intersection de la bouleB(0,m) et de{x/d(x,Ωc) ≥ 1

m}. On définit ensuite
Nm(f), pourf dansCk(Ω) parNm(f) =

∑
ν∈Nd/|ν|≤k supKmδ

νf(x).

On définit ensuite surCk(Ω) la distance :

d(f, g) =
∑
m>0

1
2m

Nm(f − g)
1 +Nm(f − g)

Il est indispensable pour la suite de consulter les propriétés topologiques desKm

ainsi définis ; voir lemme??.
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Théorème 75 • Nm est une semi-norme

• d est bien définie et est une distance

• La topologie définie pour cette distance a pour suites convergentes les suites
de fonctions(fn) de Ck(Ω) telles que pour toutν tel que |ν| ≤ k δνfn
converge uniformément sur tout compactK deΩ.

• Ck(Ω) est complet pour cette distance

Démonstration :
• Le fait queNm soit une semi-norme est évident (rappelons qu’un semi-norme a

tout d’une norme à ceci près qu’une semi-norme n’est pas nécéssairement nulle seule-
ment en0)

• d est bien définie, car12m
Nm(f−g)

1+Nm(f−g) ≤
1

2m . Il est clair qued(f, g) = 0 ⇐⇒
f = g, et qued(f, g) = d(g, f). Il reste à voir l’inégalité triangulaire.

Pour cela soientf g eth dansCk(Ω). Alors

Nm(f − g) ≤ Nm(f − h) +Nm(h− g)

Par croissance dex 7→ x
1+x ,

Nm(f − g)
1 +Nm(f − g)

≤ Nm(f − h) +Nm(h− g)
1 +Nm(f − h) +Nm(h− g)

Nm(f − g)
1 +Nm(f − g)

≤ Nm(f − h)
1 +Nm(f − h)

+
Nm(h− g)

1 +Nm(h− g)

Il ne reste qu’à sommer en pondérant par1/2m pour avoir le résultat désiré.

• Commençons par montrer qu’une suite convergente pour cette distance est bien
convergente uniformément sur tout compact, ainsi que toutes ses dérivées. Ce résultat
est en fait clair ; il suffit de voir que tout compact deK est inclus dans unKi ; et que
pour qued(f, g) tende vers0, il faut queNm(f, g) tende vers0.

La réciproque est plus laborieuse.

Réciproquement, supposons que toutes les dérivées≤ k defn convergent unifor-
mément sur tout compact, notonsf la fonction limite. Alors donnons nousε > 0.
Soitm tel que

∑∞
i=m+1 1/2i < ε. Choisissons ensuiteN tel que pourn ≥ N et tout

m′ < m Nm′(fn − f) ≤ ε. Alors on a biend(fn, f) ≤ ε pour toutn ≥ N .

• Il reste à montrer la propriété de complétude.

Donnons-nousfn une suite de Cauchy pour la distance ainsi définie surCk(Ω).
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Pour toutx dansΩ il existe un certainm tel quex ∈ Int(Km)

Le fait que(fn)n soit une suite de Cauchy nous permet de déduire que pourν ∈ Rn
tel que|ν| ≤ k (fνn(x))n est une suite de Cauchy. On notef∞,ν(x) la limite.

Pour toutm, on va montrer par récurrence sur|ν| quef estC |ν| surKm, et que sur
l’intérieur deKm f∞,ν = δνf∞,0.

La propriété est claire pour|ν| = 0 ; une limite uniforme de fonctions continues est
continue.

On se donne alorsν en supposant la propriété vraie jusqu’à|ν| − 1.

On définitν′ tel queδν = δ
δxp

δν
′
.

Alors surKm tel quey appartienne à l’intérieur deKm, intéressons-nous à la dé-
rivée suivantδxp deδν

′
f∞,0 = f∞,ν (si on montre son existence et sa continuité, on

aura conclu grâce au théorème??).

Poury′ suffisamment proche dey pour être dansKm et pour que le segment[y, y′]
soit dansKm, avec∀i ∈ [1, n]i 6= p ⇒ yi = y′i (c’est à dire que le pointy′ est juste
déplacé suivant la coordonnéep.

δν
′
fi(y′)− δν

′
fi(y) =

∫ y′p

yp

δ

δxp
δν
′
fi(y1, ..., yp−1, u, yp+1, ..., yn)du

δν
′
fi(y′)− δν

′
fi(y) =

∫ y′p

yp

δνfi(y1, ..., yp−1, u, yp+1, ..., yn)du

Et en faisant tendrei vers+∞

fν
′
(y′)− fν

′
(y) =

∫ y′p

yp

f∞,ν(y1, ..., yp−1, u, yp+1, ..., yn)du

Donc la dérivée partielleδδxp existe et est continue enx (elle vautf∞,ν).

Moralité de tout ça :

• Si on se donne un compactK etν ≤ k

• AlorsK est inclus dans l’intérieur d’un certainKm

• Sur ceKm il y a convergence uniforme de la dérivéeδνfn versδνf∞,0, puisqu’il
y a convergence pourNm.

• La limite est bien dansCk(Ω).
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DoncCk(Ω) est bien complet pour la métrique que l’on a définie !ut

Corollaire 76 (Autre façon de voir la topologie surCk(Ω)) La même topo-
logie serait définie en définissant les fermés comme étant les sous-ensembles
contenant les limites de toute suite convergente pour la topologie de la conver-
gence uniforme de toutes les dérivées d’ordre total≤ k sur tout compact.

2.4 La topologie faible

Nous allons montrer ici quelques propriétés de la topologie faible.

Corollaire 77 La topologie faible est séparée.

Démonstration : C’est une application directe du théorème43; les singletons sont
compacts, on en prend deux, on les sépare au sens strict par un hyperplan fermé ; les
deux demi-espaces ouverts restant sont des ouverts séparants les deux points...ut

Définition 78 On notexn ⇀ x le fait que la suitexn d’élément deE
converge versx ∈ E pour la topologie faible.

On notexn → x la convergence dexn versx pour la topologie de la norme
(ben oui, on est dans un espace vectoriel norméE), etfn → f dansE′ pour
la convergence defn versf pour la topologie forte. On pourra aussi qualifier
de convergence forte la convergence dansE pour la norme.

Exemple :
Dans cette proposition, les∀f désignent∀f ∈ E′.

(xn ⇀ x) ⇐⇒ (∀f, f(xn)→ f(x))

(xn → x)→ (xn ⇀ x)

(xn ⇀ x)→ (‖xn‖ borné et‖x‖ ≤ liminf‖xn‖)

(xn ⇀ x etfn → f)→ (fn(xn)→ f(x)(dansR))

(xn → x etfn ⇀ f)→ (fn(xn)→ f(x)(dansR))
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2.5 Liens entre topologie faible et topologie forte

2.5.1 En dimension finie

Théorème 79 SiE est de dimension finie, alors la topologie faible surE et la
topologie forte surE sont égales.

Démonstration :
• La topologie forte est toujours plus fine que la topologie faible (évident au vu des

définitions ; dans un ouvert (au sens de la topologie faible) , tout point possède un voisi-
nage de la forme∩i∈I{x/fi(x−x0) < εi}, et pour tout pointx dans cette intersection
on loge une boule ouverte centrée surx de rayoninf{(εi−‖x−x0‖)/‖fi‖∞|i ∈ I}) :
il s’agit là d’un ouvert pour la topologie forte.

•Réciproquement, soitx dansE, etU un ouvert (pour la topologie forte) contenant
x. On cherche à construire un ouvert pour la topologie faible qui contiennex et qui soit
inclus dansU . On peut naturellement se restreindre àU = B(x, ε), boule ouverte de
centrex et de rayonr.

• On fixe(e1, ..., en) une base deE de vecteurs de norme1.

•On note(fi)i∈[1,n] la famille des applications telles que∀t ∈ E t =
∑
i∈[1,n] fi(t).

• On peut alors écrire‖t− x‖ ≤
∑
i∈[1,n] |fi(t− x)|.

• Il suffit alors d’écrireV = {t/|fi(t− x)| < ε/n} pour avoir un ouvertV pour la
topologie faible inclus dansU et contenantx.ut

On verra en partie2.7.1que cette propriété est caractéristique de la dimension finie.

2.5.2 Dans le cas général

Théorème 80 SoitE un espace vectoriel normé , etC convexe inclus dansE.
AlorsC est faiblement fermé (i.e. fermé pour la topologie faible) si et seulement
siC est fortement fermé (i.e. fermé pour la topologie forte).

On trouvera une application avec la proposition87.

Démonstration :
• Il est clair que siC est faiblement fermé, alors il est fortement fermé. Il suffit

donc de se préoccuper de la réciproque.

• Supposons maintenantC fortement fermé.
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• On se donne un pointx appartenant au complémentaire deC.

• D’après le théorème43 il existe un hyperplan fermé qui sépareC et{x} au sens
strict.

• L’hyperplan délimites deux demi-espaces faiblement ouverts, dont l’un contient
x et est inclus dans le complémentaire deC.

•C a donc un complémentaire faiblement ouvert, etC est donc faiblement fermé.ut

Théorème 81 SoientE etF des espaces de Banach. On se donneT une ap-
plication linéaire deE dansF . AlorsT est continue pourE etF munis chacun
de sa topologie faible si et seulement siT est continue pourE etF munis de
leur topologie d’espaces vectoriels normés (ie la topologie forte).

Démonstration : • Supposons tout d’abord queT est continue deE dansF pour
la topologie forte, et montrons queT est continue pour la topologie faible.

- on va procéder en montrant que pour toute forme linéaire continuef surF , l’ap-
plicationf ◦ T est continue ( deE muni de la topologie faible dansR).

- soit doncf ∈ F ′.

- f ◦ T est continue pour la topologie forte, et linéaire.

- f ◦ T est donc continue pour la topologie faible aussi (puisque, par définition, la
topologie faible rend continues toutes les formes linéaires continues).

• Supposons maintenant queT est continue deE dansF pour la topologie faible,
et montrons queT est continue pour la topologie forte.

- le graphe deT est alors fermé dans le produitE×F , muni de la topologie produit
des topologies faibles deE etF .

- le graphe deT est donc aussi fermé pour le produit des topologies fortes car ce
graphe est un convexe faiblement fermé deE × F deE × F , et doncT est continue
pour la topologie forte (re-utilisation du théorème du graphe fermé??). ut
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2.6 Espaces de Hölder

2.6.1 EspacesLipα(Ω)

Définition 82 On dit qu’une application d’un métriqueE dansC vérifie la
condition de Hölder d’ordre α si il existeC dansR+ tel que pour tousx et
y dansE |f(x)− f(y)| ≤ Cd(x, y)α.

Etant donnéΩ un ouvert deRn et α un réel appartenant à]0, 1], on note
Lipα(Ω) l’ensemble des applications bornées deΩ dans C vérifiant la
condition de Hölder d’ordreα surΩ.

Etant donnéf dansLipα(Ω), on note‖f‖α le réel‖f‖∞+supx6=y
|f(x)−f(y)|
‖x−y‖α .

Il s’agit d’une norme.

définirLipα pourα > 1 serait peu intéressant, car on travaillerait sur des
fonctions localement constantes sur un ouvert, c’est à dire, les composantes connexes
d’un ouvert étant ouvertes et dénombrables, surR

n ouRN ...

Proposition 83 • Toute fonction dansLipα(Ω) est uniformément continue.

• Toute fonction dansLipα(Ω) se prolonge en une fonction continue surΩ.

• Si0 < α ≤ β ≤ 1, alorsLipβ(Ω) ⊂ Lipα(Ω)

• Toute fonctionC1 à dérivée bornée est dansLipα pour toutα ∈]0, 1].

Démonstration : La plupart des points sont évidents ; le prolongement en une
fonction continue utilise le fait queC est complet, le fait queΩ est dense dansΩ,
l’uniforme continuité de toute fonction dansLipα(Ω) et le théorème??.ut

Théorème 84Lipα(Ω) (muni de la norme‖.‖α)est un espace de Banach.

Démonstration :
• Donnons-nous(fm) une suite de Cauchy dansLipα(Ω).

• (fm) est aussi de Cauchy pour la norme‖.‖∞.

• Soit doncf la limite de la suite(fm) pour la convergence uniforme.

• f est bien bornée, puisque limite uniforme de fonctions bornées.
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• |fm(x)− fm(y)| ≤ ‖fp‖α︸ ︷︷ ︸
bornée.

‖x− y‖α

•On fait alors tendrem vers∞, et on constate quef vérifie la condition de Hölder
d’ordreα.

• Vérifier quefm tend versf pour‖.‖α est facile...ut

Il existe une fonction qui soit dansLipα(R) pour toutα dans]0, 1[ mais
pas dansLip1(R) ; par exemple la fonction définie au théorème??. Montrer ce fait est
toutefois fortement non trivial...

2.6.2 EspacesCk,α(Ω)

Définition 85 (Espaces de Hölder)Etant donnéΩ un ouvert deRn, α dans
]0, 1], k ∈ N, on définit par récurrence surk les espacesCk,α(Ω) par

C0,α(Ω) = Lipα(Ω)

k ≥ 1⇒

Ck,α(Ω) = {f bornée deΩ dansC /∀i ∈ [1, n]
δf

δxi
existe et appartient àCk−1,α(Ω)}

Cette définition équivaut à (voir définition72pour les opérations surNn) :

Ck,α(Ω) = {f ∈ Ck(Ω)/f bornée∧ ∀ν/|ν| ≤ k ⇒ Dνf ∈ Lipα(Ω)

On munitCk,α(Ω) de la normef 7→ ‖f‖k,α =
∑
|ν|≤k ‖Dνf‖α.

De manière équivalente, ‖f‖k,α =
∑
ν≤k(‖Dνf‖∞ +

supx6=y
|f(ν)(x)−f(ν)(y)|

|x−y|α ) (c’est la même expression développée !) et la
norme suivante est équivalente à celle-ci :

f 7→ ‖f‖′k,α =
∑
|ν|≤k

‖Dνf‖∞ +
∑
|ν|=k

sup
x6=y

f (ν)(x)− f (ν)(y)
|x− y|α

Bien sûr il convient de vérifier l’équivalence des deux définitions.

Quelques résultats sans preuve :
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Théorème 86 • Ck,α(Ω) est un espace de Banach.

• Les fonctions deCk,α(Ω) sont prolongeables par continuité surΩ en
fonctions vérifiant la condition de Hölder pour toutes les dérivées≤ k.

• k + α ≥ k′ + α′ impliqueCk,α ⊂ Ck′,α′

• ‖uv‖k,α ≤ ‖u‖k,α‖v‖k,α

Pour plus d’informations sur les espaces de Hölder, on pourra consulter le livre
[22].

2.7 Zoologie de l’analyse fonctionnelle

2.7.1 La topologie faible n’est pas la topologie forte en dimension
infinie

Proposition 87 Soit E un Banach de dimension infinie. Alors la topologie
faible est différente de la topologie forte.

Démonstration : On a vu au théorème79 que si la dimension est finie, alors la
topologie faible et la topologie forte sont égales. On a aussi vu que dans le cas général,
la topologie forte est plus fine que la topologie faible. On va montrer ici que la topo-
logie forte est strictement plus fine en dimension infinie, en exhibant un ouvert pour la
topologie forte qui n’est pas ouvert pour la topologie faible, ou, ce qui revient au même
par passage au complémentaire, un fermé pour la topologie forte qui n’est pas fermé
pour la topologie faible.

• On considère la sphère unitéS deE. Elle est fermée, comme image réciproque
d’un singleton (donc un fermé) par une application continue (la norme).

• On va chercher à déterminer l’adhérence deS pour la topologie faible.

• Soitx de norme< 1.

• On se donneU un voisinage dex pour la topologie faible.

• Alors (propriété de base de la topologie faible),U contient une intersection d’un
nombre fini de{t/|fi(x− t)| < εi}.

• Lesfi étant en nombre fini, l’intersection de leurs noyaux ne saurait être réduite à
0 (en effet sinon l’application qui àt associe(f1(t), ..., fn(t)) serait injective, et donc
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la dimension deE serait finie).

• On peut donc choisiry non nul tel quefi(y) = 0 pour touti.

• x+ λ.y est dansU pour toutλ.

• ‖x+ λ.y‖ est minoré par| |λ|.‖y‖ − ‖x‖ |, et donc en faisant tendreλ vers±∞
on conclut queU intersecteS.

• On en déduit d’un coup que la boule ouverte de rayon1 n’est pas ouverte, que la
sphère de rayon1 n’est pas fermée, et que l’adhérence de la sphère de rayon1 contient
au moins la boule fermée de rayon1. La boule unité fermée du dual d’un espace vec-
toriel normé étant compacte pour la topologie faible (voir théorème??), cette boule
est fermée pour la topologie faible2 ; et donc l’adhérence de la sphère unité est bien la
boule unité fermée.ut

2.8 Les topologies surE ′

Rappelons queE′ est le dual deE, c’est à dire l’ensemble des formes linéaires
continues surE. En tant que dual d’un espace vectoriel normé ,E′ est un Banach,
c’est à dire qu’il est normé complet.

E′ est muni naturellement de deux topologies déjà vues ; d’une part la topologie
forte (c’est à dire la topologie de la norme‖.‖∞, avec‖f‖∞ = supx∈S‖f(x)‖ - S
étant la sphère unité), d’autre part la topologie faible - définie par rapport à son dual
(E′)′, c’est à dire le bidualE′′ deE.

On va introduire une troisième topologie, encore moins fine que la topologie faible ;
la topologie faible-*.

2On peut aussi éviter l’utilisation de?? en disant queB(0, 1) est un convexe fermé pour la topologie
forte, donc est fermée pour la topologie faible (théorème80)
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2.8.1 La topologie faible-*

Pour plus d’informations on consultera le livre [2].

Définition 88 On définit uneinjection canonique deE dans son bidualE′′

par x 7→ (f 7→ f(x)). A tout élement deE on associe donc une forme linéaire
continue surE′ (il s’agit donc bien d’un élément deE′′.
On noteraφx, pourx dansE, l’application qui àf dansE′ associef(x).

Proposition 89 • Il s’agit bien d’une injection (voir résultat77).

• Il s’agit d’une isométrie (voir corollaire39).

• Il ne s’agit pas nécessairement d’une bijection ; c’est toutefois le cas lorsque
E est de dimension finie ou est un espace de Hilbert. Par définition, l’espace
E est ditréflexif lorsqu’il s’agit d’une bijection.

Définition 90 La topologie faible étoile, alias topologie faible-*, est la
topologie engendrée par la famille desφx pourx dansE.

On noterafn
∗
⇀f la convergence de la suitefn versf dansE′ pour la topolo-

gie faible *.

Proposition 91 • La topologie faible * est séparée.

• fn ∗⇀f si et seulement si pour toutx fn(x)→ f(x).

• Convergence forte≥ convergence faible≥ convergence faible-*

• Sifn
∗
⇀f alors‖fn‖ est bornée et‖f‖ ≤ liminf‖fn‖

• Sifn
∗
⇀f etxn → x alorsfn(xn)→ f(x)

2.8.2 Un résultat utilisant le théorème d’isomorphisme de Banach,
le théorème d’Ascoli et le théorème de Riesz

Théorème 92 SoitE l’espace vectoriel des applications continues de[0, 1]
dansR muni de‖f‖0 = max[0,1]‖f(t)‖. Alors tout sous-espace vectoriel de
E formé de fonctionsC1 et fermé (pour la topologie de(E, ‖.‖0)) est de di-
mension finie.
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Démonstration : SoitF un tel sous-espace.

• F est un Banach pour la norme‖.‖1, où‖f‖1 = ‖f‖0 + ‖f ′‖0. Prouvons-le :

- Soit (fn)n∈N une suite de Cauchy dans(F, ‖.‖1).

- fn est aussi de Cauchy dans(F, ‖.‖0).

- f ′n aussi.

- fn etf ′n convergent donc vers deux fonctions, disonsf etg respectivement, conti-
nues.

- pour toutt dans[0, 1],
∫ t

0
f ′n(u)du→

∫ t
0
g(u)du.

- doncfn(t)− fn(0)→
∫ t

0
g, doncf(t)− f(0) =

∫ t
0
g

- doncg = f ′

- doncfn → f dans(F, ‖.‖1).

• La norme‖.‖1, définie par‖f‖1 = ‖f‖0 + ‖f ′‖0 pourf C1, est majorée surF
parA.‖f0‖, pour un certainA > 0. Prouvons-le :

- Considérons l’applicationJ identité de(F, ‖.‖1) dans(F, ‖.‖0), où ‖f‖1 =
‖f‖0 + ‖f ′‖0.

- F est fermé dans(E, ‖.‖0), donc(F, ‖.‖0) est un Banach.

- F est aussi un Banach dans(E, ‖.‖1) (voir le • précédent).

- J est linéaire, continue, bijective entre2 Banach ; c’est donc un homéomorphisme.

- ainsi par le théorème d’isomorphisme de Banach (??), on a bien le résultat an-
noncé.

• Soit maintenantB = {f ∈ F/‖f‖0 ≤ 1}. AlorsB est équicontinue. Prouvons-
le :

- ‖f‖1 ≤ A.‖f‖0 ≤ A, pour toutf ∈ B, donc par l’inégalité des accroissements
finis,B est équicontinue.

• Pour toutx dans[0, 1], l’ensemble desf(x) pourf dansB est inclus dans[−1, 1],
par définition deB ; donc cet ensemble est relativement compact.

• Par le théorème d’Arzéla-Ascoli, et grâce aux deux points précédents,B est rela-
tivement compacte.B est fermée par définition.
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• Par le théorème de Riesz??, F est donc de dimension finie.ut
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