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Chapitre 1

Fonctions holomorphes

Un ouvrage de référence est], dont nous suivons ici la démarche.

1.1 Cadre

On va ici se préoccuper de fonction QedansC, avect2 un ouvert deC.

1.2 Généralités

Définition 1 Une fonction est ditelérivable au sens complexe en € Q) si
limiﬁaw existe et est finie. On note alors cette limftéa).

Une fonction est ditbolomorphe sur (2 si elle est dérivable au sens complexe
en tout point de&?. On noteH (2) I'ensemble des fonctions holomorphes sur
Q.

On noteraD(a,r) (resp.D’(a, r)) avecr > 0 I'ensemble des de(2 tels que
|z —al <r(resp.0 < |z —al <7).

Un domaine est un ouvert connexe non vide.

On remarque immédiatement que :

- H(Q) est un anneau pour I'addition et la multiplication usuelles.

- la composée de deux fonctions holomorphes est holomorphe.

- tout polyndme est holomorphe sQr

- I'inverse d’'une fonction holomorphe ne s’annulant pas est holomorphe

- I'exponentielle complexe est holomorphe §ur



- toute série entiére est holomorphe f¢t) = >~ c,.(z — )", alorsf'(z) =

Yoo nen.(z—a)" !

1.3 \Vers le théoréme de Cauchy

Proposition 2 Soitu une mesure complexe sur un espace mesutgbleune
fonction complexe mesurable,un ouvert du plan qui ne rencontre pagX).

Alors avec dul)
_ H
1= s

définie pourz € Q Onaf € H(Q).

Démonstration : e On développe en série enti€ré(4(t) — z) sur un disque suf-
fisamment petit pour étre inclus dafieet pour que la convergence soit uniforme.

e On permute alors l'intégrale et la somme (merci la convergence uniforme), et on
obtient bien le résultat désire.

1%

Définition 3 On appelle courbe une application continue d'un intervall
[a,b] deR dansC.

On appellechemin une application continu€'® par morceaux d'un intervalle
[a,b] deR dansC.

Une courbe ou un cheminest ditfermé siy(a) = ~(b).
Etant donnéy une courbe, on note* I'image dela, b] par ~.

Etant donnéy un chemin eff une fonction continue sur*, on notefw f(z).dz
l'intégrale f[a}b] f(t).~'(t).dt, on appelle cette intégrale I'intégrale dg le
long de~y.

Deux cheming et~ sont dits équivalents, si pour toute fonctigrcontinue
sur~* et~’* l'intégrale de f le long dey est égale a l'intégrale d¢ le long
de~'.

La longueur d’'un cheminy est l'intégrale de la fonction constante égald 3
le long de cet arc.

On appellendice de z pour z € Q) par rapport ay, avect le complémentaire

de~*, le complexe
1 dt
Ind = —
ndy(2) 2.¢.HLt—z




t si ¢ est une bijectiorC! de|[a, b] dansie, d), si~ est un chemin d'inter-
valle de définition[a,b] et+’ est un chemin d’intervalle de définitidn, d], alors si
~ =~ o ¢ alors l'intégrale le long de est la méme que l'intégrale le long g&; c’est
adire qu'un reparamétrage! transforme un chemin en un chemin équivalent.

Théoreme 4 (Indice) L'indice de = par rapport a~ est entier, constant sur
chaque composante connexe @dgle complémentaire de*), et nul sur la
seule composante connexefd@ui ne soit pas bornée.

Démonstration : e Pour voir qu'il y a une seule composante connexe non bornée,
c’est facile, il suffit de voir que/* est inclus dans un disque ; le complémentaire de ce
disque est connexe et donc inclus dans une composante connexe.

e Pour voir gue I'indice est un entier, on suppose I'arc définj@Lit], on considere

la fonction qui &t associecap( Ot v?;()Z)inu). En dérivant cette fonction, on obtient

qu’elle est proportionnelle &(t) —

e On déduit de ¢a que notre fonction prend la valeen 1, ce qui est pile poil ce
gu'’il nous fallait pour que notre fonction soit un multiple 2i1.

e L'indice est constant sur chaque composante connexe, puisqu'’il est continu et que
chaque composante connexe a donc une image connexe.
1
o 5 ) Yy(j)_dj < 2% Jo 7/ (s)-ds|, avecM un majorant d¢—-1—|. M ten-
dant vers) pourz tendant vers I’ |nf|n| l'indice est de module mferleur[ ep)ourz assez
grand, et donc il est nul sur la composante connexe non barnée.

Quelques remarques :

- On montre facilement que I'indice d’un poiafpar rapport au chemij, 1] — C,
t — 211t estl si|z| < 1 et0 sinon.

- On montre facilement que I'intégrale de la dérivée d'une fonction holomorphe le
long d’une chemin fermé est nulle. Par suite, I'intégrale d’'un polynéme le long d’'un
chemin fermé est nulle.



Lemme 5 (Théoreme de Cauchy dans le cas d’'un triangle dans un convexe)
Soit un triangle de sommets b et c. L'intégrale le long de ce triangle es
en fait I'intégrale suivan{a, b], plus 'intégrale suivantb, c|, plus l'intégrale
suivant[c, a].

—

On supposé2 convexe.

Alors soit f une fonction continue su, et holomorphe suf2 \ {p}, avec
pe .

Alors I'intégrale def le long du triangle est nulle.

(On montrerait facilement le méme résultat pour un carré ou n'importe quel
autre polygone, en le triangulant)

Démonstration :
Il faut distinguer trois cas

e p n'est sur aucun des trois cOtés du triangle. Alors on coupe le triangle en quatre
plus petits triangles, comme sur la figurel (schéma de gauche), et on constate que
l'intégrale sur au moins I'un des triangles doit étre de valeur absolue le quart de la va-
leur absolue de l'intégrale le long du gros triangle ; or la longueur du petit triangle est
la moitié de la longueur du gros. On construit ainsi par récurrence une suite de triangles
D,, de longueud..2—™. On considére le point, intersection des triangles.

Soite un réel> 0. f est dérivable en. Il existe donc un triangl®,, tel que pour:
dansD,,, f(z)— f(z) — f'(z).(z — x) est de module inférieurd|z — z|. Or I'intégrale
d’une fonction polyndme sur un chemin fermé est nulle, puisqu’un polyndme est la
dérivée d'un autre polyndéme.

On obtient ainsi que l'intégrale le long du petit triangle est majorée.par™.L)? ;
et puisque l'intégrale sur le grand triangle initial est majoréedfidois le module de
l'intégrale sur le triangl®™, on en déduit que cette intégrale est nulle.

e On suppose maintenant quesoit égal & (b ou ¢ se traitent bien sir de méme).
Alors on placer ety comme sur la figuré.1 (schéma de droite) ; I'intégrale desur
les trianglescyb etybe est nulle ; et celle surxy peut étre rendue aussi petite qu’on le
souhaite, puisqu'il suffit de faire tendieety versa (rappelons quég est continue, sur
un compact, donc bornée).

e Supposons maintenant gueoit un point dea, o[ ; il suffit alors de raisonner sur
abp, bep et cap pour conclures

Ceux qui ont un peu d’avance auront constaté que I'hypothése implique en fait
gue f soit holomorphe sur tou® ; mais nous avons besoin de notre lemme avec ces
hypothéses-ci afin d’arriver a prouver les résultats qui impliqueront ces résultats.



b G

FiG. 1.1 — Découpage en petits triangles; on utilise les milieux des cotés.

On passe maintenant a une version un peu plus forte :

Théoréme 6 (Théoréme de Cauchy dans un ensemble convex@h  sup-
posef) ouvert et convexg, dans(?, f continue su et f € H(Q\ {p}.

Alors l'intégrale def le long dewy est nulle pour tout chemit fermé tel que
v* C Q.

Démonstration :  On fixe un pointz de?, et on définitF'(z) pourz dansOmega
comme lintégrale sufa, z] de f.

On raisonne alors sur des triangtes, = pour considérer la limite d (Zi:f(z)
pour z tendant verz. On montre facilement que cette limite gstet donc quef est
une dérivée et est continue, et donc le résultat esticlair.

Théoréme 7 (Formule de Cauchy dans un ensemble convex&n se donne
~ un chemin fermé dans un ouvert convexet f holomorphe suf2. Siz €

etz ¢ v* alors
1
® 4,

f(z).Ind(2) = S | uea

Démonstration :
On se donne vérifiant les hypothéses. On définit algrparg(u) = W si
u € Qetu # z, etg(z) = f'(2).



La fonctiong est continue, et holomorphe en tout point@§ {z}, donc d'aprés
le théoremes, on af_ g(u).du = 0. En coupany en ses deux termeféf—; et % on
obtient le résultat désir@é.

On arrive maintenant a un résultat fondamental d’analyse complexe, facilement dé-
montrable grace aux résultats qui précédent.

Théoréme 8 (Développement en série entiere des fonctions holomorphes)
Toute fonction holomorphe est développable en série entiére.

Démonstration : On se donne dans(?, et un disque suffisamment rédiia, r)
centré eru pour étre inclus danQ.

Alors on applique la formule de Cauchy (théoreme f sur le convexeD(a, ),
avec poury I'application de[0, 1] dansC définie part — a + re?t,

On obtient une expression géz) qui permet d’appliquer la propositidh et on a
fini...O

Remarquons qu’une fonction holomorphe est développable en série entiére, donc
sa dérivée est développable en série entiére, donc sa dérivée est holomorphe. La déri-
vée d'une fonction holomorphe est donc une fonction holomorphe. En fait une fonction
C-dérivable (i.e. dérivable au sens complexe)&st.

Enfin un théoréme qui peut servir et qui ne colte pas cher & montrer maintenant
guonenestla:

Théoreme 9 (Théoreme de Morera)Soit f une fonction continue complexe
dans un ouverf2 dont I'intégrale sur tout triangle est nulle. Alorsest holo-
morphe suK).

Démonstration : e On considére un disque ouvdptinclus dang? centré sum.

e On construit une fonctiof’ surD dont f est la dérivée, paf(z) = f[a . fw).du
(un disque, c’est convexe...).

e F' est holomorphe, donc sa dérivéest holomorphe.

e Puisque tout cela est valable pour n'importe quel disque inclus@afi®st ho-
lomorphe suf.00

) \oir le théoremel 9.

Maintenant on va voir plein de conséquences de ces fort jolis théoréemes.



Théoréme 10 Soit f une fonction holomorphe st un ouvert connexesoit
Z I'ensemble des tels quef(z) = 0. Alors soitZ est égal &2, soitZ n'a pas
de point d’accumulation dars.

SiZ n’est pasC alors peut pour tout: dansZ trouver un entier positif unique
mtelquef(z) = (z—a)™.g(z), avecg holomorphe non nulle em L'ensemble
des zéros d¢ est dans ce cas au plus dénombrable.

) On verra une jolie application avec le théoreme de Ritye

Démonstration : SoitZ’ 'ensemble des points d’accumulationdeZ’ C Z, car
f étant continueZ est fermé.

On considére le développement en série entiérg sier un disqueD centré sui
quelconque dan&(f);

f(z)= Z en(z —a)”

neN
pour toutz € D.

Silesc,, ne sont pas tous nuls, on considére le plus petit entiezl quec,, # 0.
On sait alors que, définie parg(z) = (Zf(z) siz # aetg(a) = ¢, Vérifie les

—aq)™

conditions demandées. Par continuitégden peut alors déduire queest un point
isolé deZ, puisquey est non nul sur un voisinage de

Le fait queZ ne contienne aucun point d’accumulation implique dgleontient
un nombre fini de points sur toute boule de raygmret donc queZ est au plus dénom-
brable.

De tout ¢ca on déduit que siest dansZ’, alors il y a un disque autour dequi est
aussi dangZ’. DoncZ’ est ouvert, puisqu'’il contient un disque centré sour touta
dansZ’. Mais il est aussi fermé, puisqu'il est un ensemble de points d’accumulations.
Donc s'il n'est pas vide et que I'on travaille dans un conneXegst égal &2.0

On remarque au passage que deux fonctions holomorphes égales sur un ensemble
ayant un point d’accumulation sont donc nécéssairement égales (leur différence est
holomorphe et nulle sur un ensemble ayant un point d’accumulation). Ce résultat est
connu sous le nom darincipe de prolongement analytique

Proposition 11 (Principe du prolongement analytique)Si deux fonctions
holomorphes sont égales sur un ensemble ayant un point d’accumulation|alors
elles sont égales partout ou elles sont définies.




Définition 12 On appellem I’ ordre du zéro def ena.

Si f est holomorphe sur un ouvest privé d’un pointa, et n’est pas holo-
morphe eru, on dit quef admet unesingularité isoléeena.

La singularité est ditaurtificielle si en changeanf(a) on peut rendref holo-
morphe enu.

Théoréme 13 Si f admet une singularité isolée eret est bornée sur un voi
sinage des, alors la singularité est artificielle.

Démonstration : e On définith parh = (2 — (2 — a)?.f(2)), eth(a) = 0.

e h est holomorphe, on la développe en série entigfe) = >, ., c,.(2 — a)”
(h est nulle et de dérivée nulle enpuisquef est bornée sur un certain voisinagesle

e |l ne reste alors plus qu'a posg¢fa) = co.0

On peut faire encore plus fort :

Théoréme 14 Soitf € H(Q2\ {a}), alors I'un des cas suivants se produit :
- f admet une singularité artificielle enou pas de singularité du tout

- il existe desc; en nombre fini tels que — f(z) — > E=mD admette une
singularité artificielle er.

- L'image de tout voisinage depar f est dense darS

Démonstration :
e Supposons qu’on ne soit pas dans le troisieme cas, et choisissngiez n'ap-
partienne pas a I'adhérence fieD’(a, r)) avecr > 0.

e Définissongy(z) = ) —w

e g est holomorphe sub’(a, ), et est bornée dans un voisinageadedoncg est
prolongeable en une fonction holomorphe 84w, r).

e Sig(a) # 0, alors f est prolongeable en une fonction holomorphe, et on n'en
parle plus, c’est le premier cas.

e Sinon, alors on considére I'ordre du zéro dey ena, et on développe en série



(z—a)™

entiérez —
9(2)

e La flemme de finir, mais c’est pas trés dur a partir deda...

Définition 15 Dans le deuxieme cds,; =5y est appelépartie princi-

pale du pdle def ena; m est appelé 'ordre du pble em
¢ est appelé&ésidude f ena; on le noteRes(f;a).
Dans le troisieme cas, on dit qyfea unesingularité essentielleena.

Dans le premier cas, on dit quéa unesingularité artificielle ena.

Théoréme 16 On se donngf une série entieref(z) = > cn.(2z — a)",
pour |z| < R. Alors pour toutr tel que0 < r < Ron a

1 211 )
S a2 = ﬁ/0 Fla+re)2.d0

N

Démonstration : Considérer la formule de Parseval (voir théoréP®g avec la
base de$ — e~%.0)

Quelques corollaires pas trop difficiles :

Corollaire 17 (Théoréme de Liouville) Une fonction holomorphe s tout
entier (On dit que cette fonction esttiere) est soit constante soit non borné

®

- si f holomorphe n’est pas constante sur un domaine (i.e. ouvert cordeakyrs
tout voisinage de contient un poinb tel que|f(b)| > | f(a)|.

Autre corollaire :

Théoréme 18 (Estimations de Cauchy)f holomorphe sur un disque ouvert
D de rayonR, |f| bornée parM sur D, alors | £ (a)| < 22 pour tout
n > 0.

) Ceci servira pour le théoreni® et pour le théorémeo.

Passons maintenant a des propriétés de passage a la limite :
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Théoréme 19 Soit f,, une suite de fonctions holomorphes Sutendant vers
f uniformément sur tout compact de Alors f est holomorphe, et leg),
convergent uniformément sur tout compact vgrs

Démonstration :
e f est continue comme limite uniforme sur tout compact d’une suite de fonctions
continues.

e Pour le caractére holomorphe deon regarde ce qu'il se passe sur des diques
ouverts 2 étant réunion de tels disques) et il suffit ensuite de considérer l'intégrale
de f sur le contour d’un triangle inclus dans un disque (un tel disque étant convexe);
I'intégrale d'une limite uniforme étant la limite de I'intégrale, on déduit que I'intégrale
de f sur tout triangle est nulle. Le théoréme de Morera (voir théor@ermet de
conclure.

e On utilise ensuite le théoréme pour voir que| f'(z) — f(2)| < L|1f = full s
avecK un compact; d'ou la convergence uniforme des dérivées, et le résultat@ésiré.

Théoréme 20 On supposé€) convexeqs, ..., a, des points distincts de, et f
holomorphe suf) \ {a4,...,a,}. On suppose qu¢ admet en pdle en chaque
a;, et on se donne un chemin fermée passant pas par les. Alors

ﬁ/yf(z)dz = I;Res(f;ak).lndv(ak)

Démonstration : On applique le théoréme de Cauchy a la fonctfomoins ses
parties principales en les; ; I'intégrale de cette fonction est donc nulle. Il ne reste
alors qu’'a considérer I'intégrale des parties principales, ce qui est facile au vu de ré-
sultats antérieurs (voir le théoremeget le fait quex™ pourn # —1 a une primitive
holomorphe su€ \ {0}).

Théoréme 21 e Si f est holomorphe et admet un zéro d’ordreena, alors
le résidu def’/f ena estm.

o Si f est holomorphe sur \ {a}, alors le résidu deg’/ f ena est égal &m.

Démonstration : Pas dur... Il suffit de réécrire la fonction soit en divisant par
(z —a)™ (premiere ), soit en soustrayant la partie principale du pdle (seeondd
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Théoreme 22 Soit f une fonction holomorphe, etun chemiry — a + re'?,
avecD(a,r) inclus dan<.

On définitl’ = f o . Soitw n'appartenant pas &™*.

Alors le nombre de zéros de— w dansD(a, r), comptés avec leurs ordres de
multiplicité, est égal a I'indice de par rapport al'.

Démonstration : Le nombre de zéros dé— w dansD(a, r) est égal & la somme
des résidus d¢’/(f — w) dansD(a,r), et cette somme est bien l'indice depar
rapport al'.00

Théoreme 23 (Théoreme de I'image ouverteon se donnef2 un ouvert
connexe, i.e. un domaine, gholomorphe suf. Alors sif n'est pas constante,
et pour toutzy dans(?, f induit sur un voisinage ouvelf dez, une application
surjective dé/ sur un ouvertV, telle que pour touty dansiW\ {wy = f(z0)},
il y ait exactementn points distincts: € V dont I'image parf estw, avecm
I'ordre du zéro def — wq enzg.

Démonstration :

e On considere un cercle orienté suffisamment petit autourydeour que le disque
D de méme centre et de méme rayon ne comporte pas de zérgfni-dey ni de f’
dedans, a pat lui-méme.

e on considére le contour de ce cercle suffisamment petit

e on considére I'image paf de ce contour, et la composante connéXede wq
dans le complémentaire de cette imagégst ouvert comme composante connexe d’un
ouvert, le complémentaire de I'image d’un compact étant évidemment fermé puisque
complémentaire d’'un compact (rappelons que I'image d'un compact par une applica-
tion continue est un compact)).

e on prend alors pou¥ l'intersection du disque ouver? et de I'image réciproque
deWV.

e L'indice dewy par rapport &' = f o v estm, ainsi donc que l'indice de tout
dansV. D’ou le résultat.0]

Remarquons un corollaire intéressant, qui donne son hom a ce théoréme ; I'image
de tout ouvert par une fonction holomorphe est un ouvert.

Il est clair au vu du théoreme précédent que si I'off @) non nul, avecf holo-

morphe, alors on a localement une bijection autour.den peut améliorer ce résultat;
la réciproque locale, est elle aussi holomorphe ; cela fait I'objet du théoreme suivant.

12



Théoréme 24 Soit f holomorphe,f de dérivée non nulle em alors on peut
trouver un ouverl” contenant: tel quef induise une bijection d& sur f (V) ;
la réciproque def est holomorphe suf (V).

Démonstration : Tout ce qui reste a prouver est le caractére holomorphe de la ré-
ciproqueg de f sur f(V).

Pour cela on considé@%, on utilise la continuité deg (qui découle du fait
qguef est une application ouverte, i.e. que I'image de tout ouvert par une fonction holo-
morphe est une fonction holomorphe), et le fait ¢fie:) est non nul, et tout ¢ca coule
de source.d

On va maintenant montrer que I'on a le droit de modifier "un peu” une courbe sans
changer 'indice d’'un point par rapport a cette courbe.

Théoréme 25 Siv, ety, sont deux chemins d'intervalle de paramétré@e |
(ou autre chose...) et si pour tout [0, 1] on a|v; (t) —y2(t)| < |y1(t)], alors
Ind,, (0) = Ind.,,(0).

Démonstration :
e On posey =72 /7.

eOna alors— 5 ”1 , donc en intégrant sue, 1] on déduit que la différence
entre l'indice deO par rapport & et I'indice de0 par rapport & est I'indice de0 par
rapport &y.

e |1 —~(¢)| < 1;donc I'indice de0 par rapport & est0.0

Corollaire 26 (Théoreme de Rouché)f et g holomorphes suf?, le disque
fermé de centre et de rayorr étant inclus dansl, et|f(z) — g(z)| < |f(2)|

sur le cercle de centre et de rayon-. Alors f etg ontle méme nombre de zérps
sur le disque ouvert de centiiget de rayon- (en comptant leurs multiplicités).

Démonstration : On considérey(t) = €2, ety; = foyety, = goy. On
applique alors le théoréme précédent...

) Cela servira notamment pour montrer le théoré&ivi€preuve d’ailleurs fort
sympathique). Ainsi que le rappelle Rudin dafng][ on peut aussi utiliser ce résultat
pour montrer que tout polyndme de degré n racines dan& (en montrant que tout
polynéme de degré a le méme nombre de zéros qufe, dans un disque de rayon
suffisamment grand.
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1.4 Topologie deH (£2)

Pour cela on consulte?a?.2

1.5 Zoologie des applications holomorphes

1.5.1 Théoréeme de Montel

Théoreme 27 (Théoréme de Montel)Soit 2 un ouvert connexe d&€, K
compact deQ2, M > 0, m > 0, k € K. Alors il existe un certain
NombreMaxDeZeros tels que le nombre de zéros dedans K, pour
f bornée? par M sur K et telle que|f’(k)] > m, est majoré par
NombreMaxDeZeros.

2En module.

Démonstration :

e On considere I'ensemblig,, des applicationg’ holomorphes suf) telles que le
nombre de zéros dgsur K soit< n (n € NU {400} ; on montre quéJ,, est ouvert.

- Pour cela donnons-noysdansU,,

- Soit NombreZeros le nombre de zéros dédansK. NombreZeros, par défi-
nition deU,,, est fini.

- Considérons les disques fermB$z;, ¢;) inclus dang?, et tels quef ne s’annule
pas sur le disque ouvert, sauf peut-étrezgn

- Il est clair que les disques ouvelfiy z;, ¢;) recouvrenty’.

- On en extrait un nombre fini. LeB(z;,¢;) pouri € I, avec! fini, recouvrent
doncK.

- On considére alorEesCercles le compact constitué des cercles de rayoet de
centre les; pour: dansl/.

- On considére alorg I'inf de f sur LesCercles.
- On consideére alors I'ensemblédes fonctiong telles quesuprescercies|g — f]
est inférieur strictement#@ Par le théoréme de Rouch§, les fonctiong; dansV” ont

un nombre dé égal au nombre de zéros de

- Le résultat est ainsi prouvé.
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e On en déduit donc que I'application quifaassocie son nombre de zéros &lr
est semi-continue supérieurement.

e L'ensembleF des applicationg bornées en module pdd sur K et telles que
|f'(k)] > m étant compact, le nombre de zéros est borné, le maximum est atteint (car
une application semi-continue supérieurement sur un compact atteint son maximum,
voir proposition??), et il n’est pas infini par la conditiofy’ (k)| > m.O

1.5.2 Fonctions holomorphes majorées par un polynéme

Théoreme 28 Soit f une fonction holomorphe si&, et P un polynédme, avec
|f| < |P|. Alors f est un polyndme, de degréau degré deP.

Démonstration :
Il suffit d'utiliser le théorémel 8, qui nous dit que

£ (0)] < n!M/R"

avec M un majorant ddf| sur le disque de centi@ et de rayonR. PuisqueM <
L + K x RP (par hypothése), on en déduit :

|F™(0)| < n!(L + K x R?)/R"

etdoncf(™) = 0 pourn > p, d’ou le résultat]

1.5.3 Fonctions holomorphes tendant vers linfini en I'infini

Théoréme 29 Soit f une fonction holomorphe s@. On suppose

lim||—oo|f(2)] = 00

Alors f est une fonction polynéme.

Démonstration :
e Soit Z 'ensemble des zéros de

e Au vu de I'hypothése, pout assez grand en modulg(z)| > 1. Donc Z est
inclus dans un compadt .

e Si Z estinfini, alorsZ posséde un point d’accumulation dakiset donc d'aprées
le théoremelO f est nulle. Ce cas étant résolu, on peut suppgsmi.

e On consideére alors/ f. C’est une fonction holomorphe sur le complémentaire de

Z.SurZ, en utilisant le théorém&0, on constate qué/ f admet des pdles, et non pas
des singularités essentielles ; on peut donc lui soustraire une fraction ratioRpiélle
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afin quel/f — P/Q soit holomorphe.

e 1/f — P/Q est majoré par un polyndme, donc d’'aprés le théoréeeest un
polynéme.

e 1/f—P/Q = R, avecR un polyndbme, don¢ = (Q—R)/ P, fraction rationnelle.

e f étant holomorphef n'a pas de péle, et donc se simplifie en un polynéme.

1.5.4 Spherede RiemaniT - Fonctions holomorphes surC

>

Définition 30 (Sphére de Riemann)Soit(@ 'espace topologique obtenu e
rajoutant un point, notéx, a C, une base de voisinages de ce point étant
constituée des ensembl€sJ {co}, oU U parcourt les complémentaires dans
C des parties compactes (en somme, c’est le compactifié d’Alexand@)y d
On noteS? la sphere unité de 'espade’.

4%

La projection stéréographique depuis le pble nird

S? - C
v (myt) o @i/ (I—t)sitA],
N — o

est un homéomorphisme de la sph&fesurC.

La droite projective complex@' (C) est le quotient d@z\{(om} par I'action dia-
gonale par multiplication du groupe multiplicatif des nombres complexes norriuls
munie de la topologie quotient. La classe d’un couple z2) de nombres complexes
non tous les deux nuls est notég : z3).

L'application
PY(C) — C
r: (21,22) +— 21/72Si20#0
(1:0) —» o

est un homéomorphisme de la droite projeciV¢C) surC.
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Proposition 31 Soita, b, ¢, d quatre nombres complexes tels quk— bc # 0.
Alors I'endomorphisme linéaire d&? défini par la matrice

a b

(0 0)
passe au quotient en un homéomorphism&d€) qui, lu surC, est 'homo-
graphie
az+b
cz+d’
prolongée parh 4(—d/c) = oo etha(oo) = a/e Sic # 0, ces deux conditions
étant remplacées pdr4(co) = oo sic = 0. On a ainsi défini un morphism
injectif de PSL(2,C) dans Homé¢C).

ha:zr—

[¢]

La droite projective complexe hérite d’une structure de variété complexe de dimen-
sion (complexe) 1. La sphére de Riemann@stunie de la structure complexe héritée
de celle deP! (C) par le biais de-. Celle-ci peut étre décrite par un jeu de deux cartes.
Soit P, I'ouvert deP*(C) correspondant aux couples ayant la premiére coordonnée
non nulle etP; I'ouvert correspondant aux couples ayant la deuxieme coordonnée non
nulle. Les ouverts correspondants d@nsont respectivemenif, = C etUs = C\ {0},
dont I'intersection est*.

La matrice

0 1
=(Ve)

qui permute les coordonnées d&i$C), réalise un homéomorphisme (de changement
de carte) entré et P, qui est holomorphe, car il se lit— 1/z dansU; N Uy = C*.

Une applicationf : C — C est alors dite holomorphe (respectivement méro-
morphe, ouf n'est alors supposée définie qu’en dehors de I'ensemble de ses péles) si
elle est holomorphe (respectivement méromorphe) dans les cartes, c'est-a-dire, d'une
part, dansC au sens usuel et, d’autre part, ddfsau sens que — f(1/z) est holo-
morphe (respectivement meéromorphe) d&reu sens usuel.

Une applicationf : C — C est alors holomorphe si et seulement si elle est méro-
morphe en dehors de I'image réciproquexde

Proposition 32 Les applications holomorphes dedansC sont les fonctiong
constantes.

Démonstration : Soit f une application holomorphe d&dansC. Par continuité
en oo, la fonction f est bornée sur le complémentaire d’'une partie compacté.de
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Commef est également bornée sur ce compg@dast bornée donc constante.

Théoreme 33 Les applications holomorphes d2dansC sont les fractions
rationnelles.

Démonstration :  Soit f une telle application. On suppog@&on constante. Comme
les fonctions holomorphes non constantes, ses zéros isolés, si bien qfie'admet
gu’un nombre fini de pdles et de racines (€aest compact). SoiP une fraction ra-
tionnelle ayant pour racines (comptées avec multiplicité) les pblesatgour pbles
les racines d¢f, de sorte quef P n’ait ni pdle, ni racine. La fonctiorf P définit alors
une application holomorphe dédansC, qui est constante d’aprés la proposition pré-
cédente, si bien qug est une fraction rationnellel

Théoréme 34 Les automorphismes de la sphére de Riemann sont les homo-
graphies.

Démonstration : Si P = A/B est une fraction rationnelle et un élément d&,
le nombre de solutions dafs comptées avec multiplicité, de I'équatidt{z) = w est
le maximum des degrés deet deB. Par conséqueri? est bijective si et seulement si
A ou B est de degré, I'autre étant de degréou 1. O

Proposition 35 Les applications holomorphes @@ dansC qui sont holo-
morphes dan€ au sens usuel sont les polnémes.

Démonstration : Soit f une telle application. Par le méme raisonnement que pré-
cédemmentf est constante sauf $i(co) = co. Placons-nous donc dans ce dernier
cas de figure. La fonctiofi admet alors un nombre fini (éventuellement nul) de zéros,
car une infinité de zéros aurait un point d’accumulation dandonc dan<C puisque
f(o0) = oo et f serait alors nulle.

Soit P un polyndme ayant pour racines (comptées avec multiplicité) les zéros de
f, de sorte que la fonctiopn= f/P n’ait pas de racine dari3. Si g(co) = oo, alors la
fonction1/g définit une application holomorphe @edansC qui s’annule uniquement
enoco, ce gu'interdit la proposition précédente. On a dgfiso) = A pour un certain
nombre complexe\. La proposition préfd:ente montre alors que = A, si bien que
f=AP.O
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Chapitre 2

Analyse fonctionnelle

En analyse fonctionnelle, une référence classique, détaillée et compléte, est le livre

[].

2.1 Reésultats fondamentaux
2.1.1 Hahn-Banach

© Le théoreme

Théoreme 36 (Théoreme de Hahn-Banach dé&-espace vectoriel )Soit E
unR-espace vectoriel , gtune application d&& dansR telle que :

o V(z,y) € E,p(z+y) < p(x)+py)

oz € E VA € RT p(A.x) = Ap(w)

Alors toute forme linéairé sur F' sous-espace vectoriel detelle quel(z)
p(z) peut étre prolongée en une forme linéalresur E telle queVz, L(zx)

p(x).

<
<

NB : noter quep horme ou semi-norme convient.

) Vvoir la partie "applications” juste un peu plus bas.
Démonstration : Cette preuve fait intervenir le lemme de Zorn (voir lem&tg

On considére 'ensembledes formes linéaireg prolongeant sur un certain sous-
espace vectoridD( f) de E contenantF, et telle quef < p pour toutz: de D(f).

On munit! de la relation d’ordre définie par

fi < f2 <= D(f1) C D(f2) ANVx € D(f1) fr(z) = fa(z)

I est inductif. En effet, si/ est une partie dé totalement ordonnée, alors la fonc-
tion f définie parD(f) = UgesD(g) et f(z) = g(z) sig € J etz € D(g) estun
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majorant deJ.

Par le lemme de Zorn (lemn®¥®?), on en déduit qué posséde un élément maximal
f.

On suppose maintenant qi f) # E (on va chercher & montrer que cette hypo-
thése est contradictoire). Alors on considgr@appartenant pas8(f). On définitf’
surD(f) + R.y par f'(x + t.y) = f(z) + a.t, « étant choisi tel que pour toutdans
D(f)onaita < p(z +y) — f(z) eta > f(x) — p(x — y); ce qui est possible car
f(@1) + fz2) < p(e1 + x2) < play +y) +p(a2 —y).

D’ou le résultatd

@ Des applications

o Sur les formes linéaires

Corollaire 37 Soitg une forme linéaire continue sur un sous-espace vectoriel
d'un R-espace vectoriel normE. Alors il existe une forme linéaire continye
f sur E prolongeanty et telle que|| f|| = ||g]|-

Démonstration : Application directe du théoreme de Hahn-Banakch.

(la norme sur I'espace dual, évoquée ici, est la norme usuelle, ici la norrfie de
forme linéaire continue, est le sup de&x)|| pourz de normel)

Corollaire 38 Soitx dans unR-espace vectoriel normg, alors il existe une

forme linéaire continug’ sur E telle que| f|| = ||z|| et f(z) = ||||*.
Démonstration : |l suffit de prolonger une application linéaire adéquate définie
SurR.z.0

Corollaire 39 Pour toutz d’'un R-espace vectoriel norm&, on aljz|| =
suprer /||fll =1 |f (@) = mazsep =1 IIf(@)].

Démonstration : L'inégalité [|z| > supscp/ /5 <1 [If(2)]| est évidente. Choi-

sissons alorg, donné par le corollaire précédetitf¢|| = ||z| et fo(z) = ||z[|*). On
a
[ foll
f 00 = < = 1
171l 2
Ifo(@)ll _ [l
fl@)] = ==z
7@ =S = g = el

D’ou le résultat annoncBé.
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) Ce corollaire servira pour la partie8.1

© En géométrie

Théoreme 40 (>Séparation des convexes HoientA et B des convexes non
vides disjoints d’'unR-espace vectoriel normé& ; si A est ouvert, alors il
existe une forme linéaire continyesur E' et un réelx tels quef (z) < a pour
reAetf(x) > asiz e B.

On notera que cela signifie précisément qu'il existe un hyperplan affine fermé
(rappelons que I'image inverse d’un singleton par une forme linéaire non nulle
est un hyperplan fermé si et seulement si cette forme linéaire est continue)
séparant (au sens large) et B.

On peut en fait étendre le résultatfdz) < « (et non simplement).

Démonstration : On va avoir besoin de deux lemmes.

Lemme 41 On se donné/ un ouvert convexe contenahtet on définituy la
jauge associée &J, c'est-a-dire queuy (z) est I'inf des réelg > 0 tels que
tlzel.

Alors il existe un certain réel/ tel que

Vo (x) < M.z
U={z/pv(z) <1}
V(z,\) € Ex RY uy(\x) = Ay ()
V(z,y) € Epu(z+y) < po(@) + po(y)

(les deux dernieres conditions permettent d'utiliser le théoréme de Hahn-
Banach)

Démonstration : Pas trés trés dur (en le faisant dans cet ordre)...

Lemme 42 SoitU un convexe non vide gtn’appartenant pas &/. Alors il
existe une forme linéaire continyesur E avecf(z) < f(y) pour toutz dans
E.

Démonstration :
e On montre le résultat dans le cas @appartient &/, et on généralise par une
simple translation

e En supposant donc quec U, on considere la jaugey (définie comme précé-
demment).
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e On définit la forme linéairg surR.y parg(t.y) = t.
e |l est clair quey(z) < py(z)

e On peut donc prolonger a E tout entier ; appelong la forme linéaire obtenue
avecf < uy.

e f est continue de par le lemndel (1ére propriété), ef vérifie les hypotheses
demandées (deuxieme propriété du lemihe

On peut maintenant en revenir a la démonstration du théoréme, toujours non dé-
montré.

e Onnotel = {z — y/(z,y) € A x B}.
e U est convexe

e U est ouvert (cad I'est)

¢ U ne contient pa#

e On considére la fonctiolf donnée par le lemmé2 avecy = 0, c’est-a-dire né-
gative sur toulU.

e Le fait quef soit négative sur tout/ se traduit exactement par le fait que pour
tout (x,y) € A x Bonaitf(z) < f(y). On considére alora le sup desf(x) pourx
dansA, et le résultat est démontré.

L'extension k au lieu de<) se montre comme suit :

- supposons qu'il existe, tel quef(zg) = a.

- A ouvert impligue gqu'il existe tel queB(x, €) soit incluse dansl. (1)

- £ non nulle implique qu'il existg dansE de normel tel quef(g) > 0. (2)

- (1) implique query =z + 59 € A.

- (2) implique quef(z;) > « ce qui est absurdel!
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Théoréme 43 (Séparation des convexes Hoient A et B deux convexe
disjoints deFE (toujours un espace vectoriel normé ), non vides. On supgo
fermé etB compact; alors il existe une forme linéaire continfieZ 0 avec
f(A) < ¢y etf(B) > coavece; < ca.

O
D

Cela signifie exactement qué et B sont séparés par un hyperplan fermé
(puisque image inverse d'un singleton par une forme linéaire continue|non
nulle) au sens strict.

) On montrera en utilisant ce théoréme que la topologie faible est séparée ; voir
le corollaire77.

Démonstration : e On se donne positif.

e On noteA, le e-voisinage deA (ie la réunion des boules ouvertes de rayate
centre dangl), et B, le e-voisinage des.

e On remarque qud. et B, sont ouverts (comme tous lesoisinages)
e Poure assez petitd. et B, sont disjoints

e D’apres le théoreme précédent, on peut sépdteet B, au sens large par un
hyperplan fermé.

eOnaf <asurdetf > asurBcompactdong > (> asurB.0O
\

&
) On retiendra donc que I'on peut séparer dans un espace vectoriel normé
par un hyperplan fermé :

e au sens large, deux convexes disjoints dont I'un (au moins) est ouvert

e au sens strict, deux convexes disjoints dont I'un est fermé et I'autre compact.

© En topologie

Corollaire 44 Soit F' un sous-espace vectoriel de (qui est toujours un est
pace vectoriel normé ), qui n'est pas dense dah®lors il existe une forme
linéaire continue suiF, non nulle, qui est nulle suf.

Démonstration : e On se donne qui n'est pas dans I'adhérence He
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e {z} est compact.

e On peut séparef et {z} au sens strict; sojf la forme linéaire correspondante.
On suppose qué(F) < K < f(x)

e f(F) < K implique f(F') = 0, puisqueF’ est un espace vectoriél .

Corollaire 45 SiF est un sous-espace vectoriel Het si toute forme linéaire
continue surF’ est nulle surE, alors F' est dense dans.

) Le théoréme de Rund®? sera démontré grace a ce corollaire.

Démonstration : C’est une reformulation du corollaire précédent.

2.1.2 Lethéoréme de Baire et ses conséquences

Théoréme 46 (Théoréme de Baire)Soit X un espace topologique. Si est
localement compact, ou s'il est métrique complet, alors

e Toute intersection dénombrable d'ouverts denses est dense

e Une réunion dénombrable de fermés recouvrdntomporte un fermé d’in
térieur non vide

Comme le signale le livreZ], on peut en fait énoncer plus précisément que l'inté-
rieur de la réunion d’'une suite de fermés d'intérieurs vides est vide.

Démonstration : Ce théoréme ayant été prouvé (voir théor&fgje ne fais que

le rappeler ici. Rappelons juste que les dewont équivalents (considérer les complé-

mentaires des fermés du deuxiésm]

Notons que le théoréeme de Baire est en particulier valable pour les espaces de
Banach.

Théoréme 47 (Théoréme de Banach-Steinhaus}e théoréme est dit aussi
théoréme de I&orne uniforme.

On se donné et F' des espaces de Banach(#});c; une famille d’applica-
tions linéaires continues d& dansF'.

Si pour toutr, IM/Vi € I/||T;(z)|| < M|z

Alors3IM Vi € I/|T;|| < M.
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Ce théoréme est plus intuitif sous son petit nom de "théoréme de la borne uni-
forme". Lhypothése est que I'on a une famille d’applications bornées sur chaque point ;
la conclusion est que I'on peut les borner uniformément (bien vérifier que I'on a des
Banach).

Notez bien que la famille deE; n’est pas nécessairement dénombrable!

Démonstration : La aussi je ne donne pas de preuve, puisqu’elle se trouve au théo-
reme??.0

) On verra une application a la transformation de Toeplitz (proposit®nqui
fournit une preuve élégante de la moyenne de Césaro (cordiigire

Corollaire 48 SoientE et F' deux Banach, e, une suite d’applications
linéaires continues dé” dansF', avecT, (x) convergeant pour tout - on
note par la suitel'(x) sa limite.

Alors || T, || est borné " est linéaire continue, 6tT'|| < liminf||T,||.

Démonstration : Application directe du théoreme de Banach-Steinhaus.

Corollaire 49 Soit E un espace vectoriel normé &t un sous-ensemble de
On suppose que pour togitappartenant &£’ I'ensemblef (X ) est borné.

Alors X est borné.

Démonstration : On appliqgue Banach-Steinhaus ddfis avec pour famille d’ap-
plications linéaires les applications qufae E’ associef(x), pourz € X.

Il faut bien noter que le dual d’'un espace vectoriel normé est un Banach, et que ce
résultat est nécessaire a cette preuve (voir corolfadye

Noter aussi que ce résultat exprime que "faiblement borné" implique "fortement
borné".

Cette fagcon de voir est d'ailleurs une belle illustration de la notion de "borne uni-
forme". Si une partie est bornée suivant "toutes les directions” (traduire : suivant toute
forme linéaire), alors elle est bornée " tout court?'...

Théoreme 50 (Théoréme de 'application ouverte)Soient E et F' des es-
paces de Banach, &t une application linéaire continue surjective dedans
F. Alors T est ouverte (c’est a dire que I'image de tout ouvert ffaest un
ouvert.
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Démonstration : voir le théoreme??.0

Bien entendu, dans le cas @Uest bijective, on en déduit le théoreme d’isomor-
phisme de Banach?, qui stipule qu’'une bijection linéaire continue est de réciproque
continue (et donc est un homéomorphisme).

Il faut noter un corollaire important : si un espace vectafighuni de la norméV;
est un espace de Banach, etlsinuni de la normeV, est aussi un espace de Banach,
alors siV; est plus fine quéV,, alors en faitVy est équivalente &/;.

Théoréme 51 (Théoréme du graphe ferméSoitT : E — F, linéaire entre
les BanachF et F. L'applicationT" est continue si et seulement si le graphe
deT estfermé dan&’ x F.

Démonstration : Voir le théoréme??.00

) \oir le théoréeme31.

2.1.3 Autres définitions et propriétés indispensables

Il est indispensable de connaitre la topologie faible, la topologie quotient, la to-
pologie produit, la topologie forte, pour la suite. On travaillera exclusivement sur un
espace de Banach, son dual sera un espace de Banach igtécomme tout dual
d’espace vectoriel normé ). On note¥da sphére unité dé&, c’est a dire 'ensemble
des vecteurs de normnie

En résumé (on se reportera a la partie topol@gipour toute les preuves) :

e Dans un espace vectoriel normé les opérations algébriques (multiplications par
un scalaire et somme) sont continues. La norme est continue elle aussi.

¢ La topologie associée a la norme duiest parfois appelée topologie forte.

e La topologie faible sulF est la topologie engendrée par la famille des applica-
tions linéaires continues; c’est a dire que c’est la topologie la moins fine qui rendre
toutes ces applications linéaires continues continues (non c’est pas une erreur s'ily a
deux fois le mot continu!), c'est a dire qu'une base d’'ouverts est constituée par les
intersections FINIESle "bandes" de la forméz/|f;(x — x0)| < €;}, pour certainsf;
dansE’, certains:; > 0, et un certainzy dansE. La boule unité fermée de’ (déter-
minée par la normé. || ) ci-dessous rappelée) est compacte POUR LA TOPOLOGIE
FAIBLE * (théoréme de Banach Alaoglu).

e la topologie forte sur le dual est la topologie engendrée par la nfprime qui a
f € E' associesup,csl| f(2)|. La topologie forte est plus fine que la topologie faible,
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elle-méme plus fine que la topologie faible *.

e Etant donnéX un espace topologiqu®, une relation d’équivalence si¥, la to-
pologie quotient est I'ensemble des parfiede X /R telles quep—(Y") soit un ouvert
de X, avecp la projection canonique d¥ sur X/R. Il faut savoir quep est continue
et ouverte.

¢ La topologie induite par une famille applications #edans d’autres espaces to-
pologiques, est la topologie la moins fine qui rende toutes ces applications continues.
Une applicationf a valeurs dan¥X muni de la topologie engendrée par la famille des
f; est continue si et seulement si sa composée avec clfagaecontinue. Il faut noter
gue la topologie faible est la topologie engendrée par les applications linéaires conti-
nues.

e La topologie produit, définie sur un produit d’espaces topologiques, est la topo-
logie engendrée par les projections canoniques sur chacun des espaces topologiques du
produit. Une applications a valeurs dans le produit est alors continue si et seulement si
chacune de ses projections canoniques est continue. Un produit est séparé si et seule-
ment si chacun des facteurs I'est. Le théoreme de Tykhonov affirme qu’un produit de
compacts est compact.

2.1.4 Quelgques convergences dans les espaces de fonctions
@ Quelques rappels de topologie

Les résultats sont parfois donnés sans preuve ; on se réferera a |&partie

© Convergence simple

Définition 52 (convergence simple)On dit qu’une suitef,, d’applications de
X dansY avecY un espace topologiqueonverge simplemenvers f si pour
toutz dansX f,(x) tend versf(z) pourn tendant verstoo.

Proposition 53 (La convergence simple correspond-elle a une topologie 7
Soit 'espaceY X des applications d& dans X, avecY un espace topo
logique. La topologie produit sur'* a pour suites convergentes les suites

simplement convergentes. C’est pourquoi on appelle cette topologje la
topologie de la convergence simple

~

Démonstration :
e Soit f,, une suite d’éléments dé~, convergeant simplement vers une certaine
fonction f. Montrons gu’elle converge aussi veffpour la topologie produit.

Soit U un ouvert pour la topologie produit, contenght Alors (par définition) il
existery, ..., z, dansX etV; voisinage def (z;) tel que{g € YX /Vi € [1,n], g(z;) €
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Vi} C U. Il est alors clair qu'a partir d'un certain rang I¢s sont dand’.

e Supposons maintenant qiig est une suite d’éléments d&¥, convergeant vers
une certaine fonctioff pour la topologie produit. Donnons nous alerdansX ; etU
un voisinage def(z). Alors V = {g € YX /g(z) € U} est un voisinage d¢ dans
Y X, donc f,, est dans’ a partir d’'un certain rang, dong,(z) € V a partir de ce
méme rang. Ceci montre qyeg(z) tend versf(z).0

Gréace a ce résultat on obtient facilement quelques propriétés, dues a la stabilité de
certaines propriétés topologiques par passage au produit :

Corollaire 54 (Caractéristiques de la topologie de la convergence simple)
On considére la topologie de la convergence simpleystic

e Si Y est séparé la topologie de la convergence simple est séparée
e Si Y est compact, alors la topologie de la convergence simple est compacte

e si Y est connexe (resp. par arcs), alors la topologie de la convergence simple
est connexe (resp. par arcs).

Démonstration : Un produit de séparés est séparé, un produit de compacts est
compact, un produit de connexes est connexe, un produit de connexes par arcs est
connexe par ards.

© Convergence uniforme, convergence uniforme sur des parties

Définition 55 On dit qu’une suitef,, d’applications deX dansY avecY un
espace métriqueonverge uniformémentvers f si pour toute positif il existe
N tel que pour touk > N et toutz dansX d(f(z), fn(x)) <e.

Etant donnée une partie deP(X), on dit que la suité f,,) de fonctions deX

dansY (avecY un espace métrique) eshiformément convergente sur les
éléments desS si pour toutL € S la suite(f,,|,,) est uniformément convergente
sur L.

Souvent, X sera un espace topologique localement compaStssra 'ensemble
des compacts d& .

28



Définition 56 (Topologie de la convergence uniforme)Soit K un compact et
F un espace métrique. L'espace des applications continués densF’, noté
C°(K, F) est métrique avec la distance

d(f,9) = supzerd(f(x), g(z))

La topologie associée est dit@pologie de la convergence uniforme

Définition 57 (Topologie de la convergence uniforme sur tout compact)
Dans ce cas on peut définir la famille d'écaf®d’x ), pour K compact non
vide deX, par :

NK(fa g) = sup d(f(m>7g(x)) € [07 OO]
zeK
Et la topologie engendrée par ces écarts a pour suites convergentes les
uniformément convergentes sur les compact&¥ d€’est pourquoi on appellg
la topologie engendrée par ces applicatiotpologie de la convergence
uniforme sur tout compact.

Si la famille (K;);c; (I non nécessairement dénombrable!) est telle que
compactK de X estinclus dans un certaifi;, alors la famille desVg, suffit.

La topologie de la convergence uniforme sur tout compact a donc pour
d’ouverts IesN,}l(f, [0, €]) poure > 0, K compact non vide ef application
de X dansY.

Proposition 58 (Métrisabilité : topologie de convergence uniforme )Si X
est en fait un espace topologique compact, et si on se limite a I'ense
C°(X,Y) des applications continues d& dans Y alors I'application
d(f,g) = supxd(f(x),g(x)) est une distance et définit une topologie (s
C°(X,Y)) pour laquelle les suites convergentes sont les suites uniformé
convergentes au sens de la définitiin

suites

tout

base

mble

sur
ment

PI’OpOSitiOﬂ 59 (La topologie de la convergence uniforme sur tout compact est-elle métrisable ?)
On supposeX localement compact, réunion dénombrable de compAGts
K., C K11, Y métrique; alors la topologie engendrée par la distance

admet pour suites convergentes les suites uniformément convergentes §
compact au sens de la définitiéb.

ur tout
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Exemple : Soitz € K. Montrer que la fonction qui & € C°(K, F') associef ()
est continue pour la topologie de la convergence uniforme (resp. de la convergence
uniforme sur tout compact).

o Comparatif entre toutes ces notions de convergence

Proposition 60 Supposons queX est un espace topologique localement
compact, et” un espace métrique.

Convergence pour la topologie de la convergence uniforme

4

Convergence pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact

4

Convergence pour la topologie de la convergence simple

Topologies dues aux mesures

(X, ) étant un espace mesuré, les espaces de fondfi(Ts) et LP(X) ont été
définis et étudiés en partk?.

Rappelons juste que? (X)) désigne I'ensemble des classes d’équivalences de I'en-
semble des applications dedansR pour la relation d’équivalence "étre égales presque
partout” qui contiennent au moins un élément dahgX).

Rappelons aussi qu&’(X), si X est réunion d’une suite croissante (pour l'inclu-
sion) de compacts de mesure finie, paug p < oo, est le complété pour la norme
I, = f {/fx | f|P de 'ensemble des fonctions continues a support compact (le
résultat n'est pas valable popr= oo ; ici 'adhérence serait simplement I'ensemble
des applications continues qui, pour teut- 0, sont inférieures a* en dehors d’un
certain compaci,).

On définit en outre deux autres notions de convergence, liées a la notion de mesure :
la convergence en mesure et la convergence presque partout.

1En module!

30



Définition 61 Soit f,, une suite de fonctions d€ dansY’, avecX un espace
mesuré, el” un espace topologique.

On dit que f,, converge presque partoutvers f s'il existe N négligeable
inclus dansX tel que f,, converge simplement veyssur le complémentaire
deN.

Soit f,, une suite de fonctions d€ dansC avecX un espace mesuré.

On dit quef,, converge en mesure verg si pour toute la limite pourn — oo
de la mesure déz/|f,(x) — f(x)| > €} estnulle.

On a alors les résultats suivants entre nos différentes notions de convergence des
fn versf (lorsque toutes sont définies) :

Notez bien que < oc.

Convergence uniforme

4

Convergence uniforme sur tout compact
\
Convergence simple
\
Convergence presque partout
| silesf,, sont majorées en module par une foncticeppartenant &7
Convergence dans?

4

Convergence en mesure

4

Convergence presque partout d’une suite extraite
et
Convergence presque partout@ide mesure finies- convergence en mesure

Ci-dessous une liste de contre-exemples, pour bien se mettre en téte qu'’il ne faut
pas confondre convergences et convergences :

e convergence uniforme sur tout compact n'implique par convergence uniforme
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En effet, suf0, +oo[ la suitef,, définie par
fo(z)=1siz <n
fn(x) = 0sinon

converge uniformément sur tout compact vers la fonction constante égjateaas ne
converge pas uniformément vers cette fonction.

e converge simple n’implique pas convergence uniforme sur tout compact

Il suffit de prendref,,(z) = maxz(1l — nx,0) sur[0, 1]. f,(x) converge clairement
vers0 pourx > 0 et versl pourx = 0. La convergence n’est pas uniforme casie
de|f, — f| reste égal & ; elle n’est pas non plus uniforme sur tout compact[@at]
étant compact on aurait alors convergence uniforme.

e convergence presque partout n'implique pas convergence simple.
Evident:f,,(x) = 1 pour toutz de0, 1], f(z) = 1 pour toutz de[0, 1[ et f(1) = 0.

e Convergence presque partout et méme convergence simple n'impliquent pas conver-
gence dand? silesf, ne sont pas majorées en module par une fonctioh”de

Par exemple, suR, f,(z) = nsiz €]0,1/n], f,(z) = 0 sinon (on pourrait aussi
avoir ce résultat avec des fonctions continues, en considérant des fonctions affines par
morceaux...).

e Convergence dank? n’implique pas convergence presque partout.
On considéref,, (x) = 1 si il existeu € N tel quex + u est compris au sens large

entre>}_, 1/k et> 1=y 1/k, 0 sinon.

e Convergence en mesure n'implique pas convergenceians

Méme contre-exemple que pour "convergence presque partout et méme conver-
gence simple n'impliquent pas convergence dahsi les f,, ne sont pas majorees en
module par une fonction d&r".

e Convergence presque partout n'implique pas convergence en mesure si la mesure

de X n’'est pas finie
Facile ; surR, I'application f,, qui ax associesin(z/n).

2.2 Théoremes d’Ascoli et conséquences
2.2.1 Théorie

Définition 62 (Equicontinuité) Soit 7 une famille d’'applicationsX — Y
ol X est un espace topologique Btun espace métrique. On dit que est
équicontinuesi, pour toute > 0 et toutz € X il existe un voisinagd’, dex
dansX tel qued(f(x), f(y)) < e pour toutf € F' et touty € V.

Si X est aussi métriqueF est diteuniformément équicontinue si pour tout
e > 0 il existea > 0 tel que pour tous:, y vérifiantd(z, y) < a ettoutf € F,

on aitd(f(x), f(y)) <e.
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Exemples : Une famille finie est toujours équicontinue.
On a un équivalent du théoréme de Heine pour les familles équicontinues sur un
espace compact.

Théoréeme 63 Si X est métrique compact et 8i est métrique, siF est une
famille d’applications équicontinues d€ dansY’, alors la famille F est uni-
formément équicontinue.

Démonstration : On considerey,, le rayon d’une boule inclus dans & corres-
pondant a ur donné ; on recouvre I'espace avec ces boules, on en extrait un recouvre-
ment fini, puis on prend le min des,, et on a le résultat

Théoreme 64 (Théoréme d'Ascoli)e Soit F' un espace métrigdeet £ un
espace topologique ; saff une famille équicontinue enc E de fonctions de
E dansF.

Alors F° est équicontinue en
« Si F est équicontinue en tout point, alafSest équicontinue en tout point.
e Avec& une partie dense dé&, la topologie de la convergence simple, |la

topologie de la convergence uniforme sur tout compact, la topologie induite
par la convergence simple s§Ff, induisent la méme topologie S

2Hypothese facile a retenir; on ne pourrait pas définir la notion de famille équicontirtie| si
n'était pas métrique.

bAdhérence prise pour la topologie de la convergence simple, c’est & dire pour la topplogie
produit dansF'¥ .

cC'est-a-dire la topologie induite par les projections canoniqueBesur les(F;,);

Démonstration : e e (on prouve les deux premiesésen un seul coup) On se donne
€ > 0. On a donc un certaifi voisinage de tel que pour tout: dansU et toutf € F
d(f(x), f(e)) < e. On cherche a montrer que cela est en fait vrai pour fogtF. On
se donne une telle fonctiofy et un certain: dansU.
On définit alorsl,, 'ensemble des applicationsde E dansF' telles que

d(g(x), f(x)) < e et d(g(a), f(a)) <

V. est un voisinage d¢ pour la topologie simple, donc il doit intersectér,; soit g
dans l'intersection obtenue. Il suffit alors d'écrire

d(g(x), 9(a)) < d(g(x), f(x)) + d(f(2), f(a)) + d(f(a), g(a)) < 3e

e Il est clair que la topologie de la convergence simple&ast moins fine que le
topologie de la convergence simple elle-méme moins fine que la topologie de la conver-
gence uniforme sur tout compact (rappelons qu’un singleton, comme tout ensemble fini
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séparé, est compact). Le seul probléme est la réciprogue. On se donné darau-
vert pour la topologie de la convergence uniforme sur tout comgadansU, et on
cherche a montrer quE contient un voisinage pour la topologie de la convergence
simple sur€ de f.

U étant ouvert erf pour la topologie forte, il existe un compagtet un réeb> 0 e
tels que

{9 € F/vy € Kd(f(y),9(y)) < €}
soit inclus dang/.

V23U, ouvert enr /g € FVy € Uyd(g(z),9(y)) < €/5

Alors par la propriété de Borel-Lebesgue, il existe un sous-ensehifibliede K tel
queK C U,c;U,. LesU, étant ouverts non vides &tétant dense dans, on choisit
pourz € I un pointy, € £.

Considérons alor®” = {g € F/Vz € I d(9(yz), f(yz)) < €/5}

Ve K3Jxel/zeU,

et

d(g(2), f(2)) <
d(9(2), 9(2))+d(9(x), 9(y2)) +d(9(ya), f (Y2))+d(f (y), f(2))+d(f(2), f(2)) < €

Doncg € U, doncW C U et doncU est un voisinage d¢ pour la topologie de la
convergence simple sdr D'ou le résultat

Théoréeme 65 (Théoréeme d'Arzéla-Ascoli)Une partie F incluse dans
C°(K, F) est relativement compacte pour la topologie de la convergence|uni-
forme si et seulement si on a les deux conditions suivantes :
e La famille 7 est équicontinue

e Pour toutz € K I'ensemble deg(x) pour f € F est relativement compact

) Voir simplement la partie applications, ci-dessous ; mais aussi le thé@2me

Démonstration : Tout d’abord supposons que notre familfeest relativement
compacte dan€”’ (K, F). Pour toutr I'évaluationz : C°(K, F) — F est continue;
donc 'imagez(F) est compacte, or il contierftf(x)|f € F}; donc I'adhérence de
ce dernier ensemble est un fermé d’'un compact, et est donc compacte, d’ou le second
point. Par ailleurs, commg& est relativement compacte, avec> 0, on peut trou-
ver fi,..., fn € F tels que pour touf € F, d(f;, f) < e; la famille desf; étant
équicontinue (comme toute famille finie), paure K donné, il existe un voisinage
V. de x tel qued(f;(x), fi(y)) < e pour touty € V,. Commed(f(z), f(y)) <
d(fi(z), fi(y)) + 2.d(f;, ), on voit que, pour touy € V, on ad(f(z), f(y)) < 3.e.
Réciproquement (voir figure.1), supposons les deux conditions données remplies, et

montrons que la famillé& est relativement compacte. Pour cela on considg(és, F')
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comme un sous-ensemble A& muni de la topologie produit, cette inclusion indui-
sant suiCy (K, F) la topologie de la convergence simple. Pos6ps= {f(z)|f € F}.
Par la seconde condition (qui n’intervient qu’ial), est compact. Commg estinclus
dans le produit de§',,, F est compact danB’ . Il faut alors montrer qué- est inclus
dansC?(K, F), et que la topologie produit siF et la topologie de la distance sont les
mémes, ce qui finira la preuve.

X K

/FCTC%

X e K

FIG. 2.1 — lllustration de la preuve du théoréme d’Arzéla-Ascoli. Ladhérence de la
famille considérée est un fermé d’'un produit de compacts, donc est un compact; il
reste a vérifier que I'adhérence est bien incluse dahgs, F), et que la topologie
produit induit bien la topologie de la distance uniforme.

Lemme 66 Si F est équicontinue alor§ ¢ C°(K, F) (adhérence pour la
topologie produit).

Démonstration : Le théoréme d’Ascoli (2éme point) implique que la famifie
est équicontinue, ce qui implique clairement le résuatat.

Lemme 67 La topologie induite par la topologie produit U et la topologie
de la distance ( = topologie de la convergence uniforme) sont les mémes

Démonstration : Chaque fonctiori (évaluation enc) étant continue, tout ouvert
de F est un ouvert pour la topologie de la convergence uniforme.
Il reste & voir que tout voisinage d& appartenant & dansF pour la métrique,
contient un voisinage d&, dansZF muni de la topologie produit. Sait> 0, et consi-
dérons{g € Flmax d(g(z), fo(z)) < €} (qui décrit une base de voisinages He
pour la métrique). Pour tout, on obtient par la condition un voisinage ouvert de
r dansK tel que siy € V, on aitd(h(x),h(y)) < €/3 pour touth € F. Par
compacité de’ on peut trouvetr,,...z, tels queK = U ,V,,. Considérons alors
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V = {g € Fld(g(z;), fo(x:)) < €/3}; c’est un voisinage d¢, pour la topologie
produit. Sig € V etx € K soitz;, tel quer € V,, , ona alors

d(g(x), fo(x)) < d(g(x), 9(ws,)) + d(g(wiy), fo(wio)) + d(folwiy), fo(x)) <€

doncd(g(z), fo(x)) < e pour toutz € K. Par conséquent le voisinage

{9 € Flmaxd(g(w), fo(x)) < €}

de f, pour la topologie de la convergence uniforme contiégui est un voisinage de

fo pour la topologie produit. En résumé pour cette preuve, un sens est trivial, et l'autre
sens se prouve en utilisant une boule pour la distance, et en appliquant a la fois I'équi-
continuité deF et la compacité d&’.00

Ces deux preuves achevent donc le théoreme d’Arzéla-Ascoli. En résumé il faut donc,
pour le sens difficile :

o Utiliser la condition sur les parties relativement compacte$'gmur conclure a la
relative compacité dé& dans I'espace produit

o Utiliser I'équicontinuité pour montrer qué ¢ C°(K, F)

o Utiliser I'équicontinuité deF et la compacité dé& pour montrer que les deux topo-
logies sont égales.

2.2.2 Applications
© Topologie deH (2)

On travaille surH (©2), avecS) un ouvert deC, munie de la topologie de la conver-
gence uniforme sur tout compact.

Définition 68 On dit d'une partieF de H (2) qu’elle estbornéesi pour tout
compactK de () il existe une certaine constantéx telle que pour toutef
dansF et toutk danskK, |f(k)| < Ck.

Théoréme 69 Les parties compactes de I'ensemble des donctions holo-
morphes suf) H(2) sont les parties fermées et bornées.

Démonstration : e Montrons tout d’abord (partie facile) que les parties compactes
sont fermées et bornées.

- Les parties compactes sont fermées, par le lefdtngout compact d’'un espace
séparé est fermé)

- Les parties compactes sont bornées ; c’est évident.

e Supposons qué’ soit une partie fermée bornée HE(Y).
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- Montrons tout d’abord qu& est équicontinue en tout pointde (2. Soit donc un
tel .

- x est centre d'un certain disque compact inclus dans
- toute f de K est bornée par un certai sur ce disque compact de rayén

- donc la dérivée d¢ en tout point du disque de centreet de rayonk/2 est ma-
jorée par2M /R, grace a I'estimateur de Cauchy (théorehge

- doncF est équicontinue en, par le théoréme des accroissements fiffis

- Etant donné&: dans(2, I'ensemble deg (x) pour f dansF est borné, donc relati-
vement compact.

- Par le théoreme d'Arzéla-Ascdhi5, K est donc relativement compact, or il est
fermé, donc il est compagt.

Corollaire 70 L'ensemble des fonctions holomorphes QUK (2) muni de la
topologie de la convergence uniforme est métrisable, mais pas normable

Démonstration : Pour voir queH (2) est métrisable, il suffit de consulter le lemme
?? et le théoremé&9.

D’aprés le théoréme de Ries2%, si H({2) était normable, alors la boule unité

fermé serait compacte si et seulement si I'espace était de dimension fini&({Qr
n’est pas de dimension finie.

2.3 La hiérarchie desC*(02), avecf) ouvert de R"

Définition 71 Etant donné? un ouvert deR™, on noteC*(2) I'ensemble des
fonctionsk fois continument dérivables dedansC.

Ck(Q) est stable par produit, et giest dansC*(2) et ne s’annule pas alois f
est dang>* ().

Pour f dansC*((2) etr dansN" et telle que>_""_, y; < k, on note

slvlf
(61‘1)”1 R (5.’17,”)”"

6" f =

L'ordre des dérivations importe peu, comme on I'a vu dans le chapitre de calcul diffé-
rentiel.
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Définition 72 (Opérations dansN™) Etant donnés etn dansN™ :
e on notev! =117, (v;)!.

eonnoter > nsivie [I,njy; —n; >0

esiv >nonnotea =v —navecvi € [1,nla; = v; —

e siv > nonnoteC = WLW =1 ,C

eonnotely| =" v

e on note0 I'élément(0, ...,0) deN"™,

Proposition 73 (Formule de Leibnitz)

3*(f.9) = Y CRs"f6%g

BLa

Il s’agit d’'un produitet pas d’'une composition.

Démonstration : Récurrence facile, utilisant le corollai®®.c0

Définition 74 (Distance surC*(2)) On définit maintenank’,, comme étant
lintersection de la boul&3(0,m) et de{xz/d(z, Q) > -L}. On définit ensuite
Ny (f), pour f dansC*(Q2) par No,(f) = 3=, ena 1)<k SUPK,, 0" f ().

On définit ensuite sut” () la distance :

B 1 Nm(.f_g)
d(f.9) —%ﬁm

Il est indispensable pour la suite de consulter les propriétés topologiqués,des
ainsi définis ; voir lemmeé?.
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Théoréme 75 e N,,, €st une semi-norme
e d est bien définie et est une distance

e La topologie définie pour cette distance a pour suites convergentes les suites
de fonctions(f,,) de C*(Q) telles que pour touv tel que|v| < k §f,

converge uniformément sur tout compactde ).

e C*(Q) est complet pour cette distance

Démonstration :
e Le fait queV,, soit une semi-norme est évident (rappelons qu’un semi-norme a
tout d'une norme a ceci prés qu’une semi-norme n’est pas nécéssairement nulle seule-
ment erd)

P Ny (f— i
* d est bien définie, cagh: 173472 < 5. Il est clair qued(f,g) = 0 <=

f=g,etqued(f,g) =d(g, f). Il reste & voir 'inégalité triangulaire.
Pour cela soienf g eth dansC*(Q). Alors

Nm(f _g) < Nm(f - h) +Nm(h _g)

Par croissance de— ﬁ
xT

Nm(ffg) < Nm(ffh)+NnL(h7g)
1+Nm(f_g) o 1+Nm(f_h)+Nm(h_g)

Nm(f*g) < Nm(ffh) + Nm(hfg)
1+Nm(f_g>_1+Nm(f_h) 1+Nm(h_g)
Il ne reste qu’a sommer en pondérant pA2™ pour avoir le résultat désiré.

e Commencgons par montrer qu'une suite convergente pour cette distance est bien
convergente uniformément sur tout compact, ainsi que toutes ses dérivées. Ce résultat
est en fait clair; il suffit de voir que tout compact deest inclus dans uik; ; et que
pour qued( f, g) tende vers), il faut queN,,, (f, g) tende ver9).

La réciproque est plus laborieuse.
Réciproquement, supposons que toutes les dérivéesle f,, convergent unifor-

mément sur tout compact, notoyfsla fonction limite. Alors donnons nous > 0.

Soitm tel qued ;> ., 1/2° < e. Choisissons ensuit¥ tel que poum > N et tout

m' <m Np(fn — f) < e. Alors on a bierd(f,, f) < e pour toutn > N.
e |l reste a montrer la propriété de complétude.

Donnons-noug,, une suite de Cauchy pour la distance ainsi définie8ur?).
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Pour toutz dans(? il existe un certainn tel quez € Int(K,,)

Le fait que(f,, ). soit une suite de Cauchy nous permet de déduire quepeuR™
tel que|v| < k (f(z)), estune suite de Cauchy. On ngtg , (x) la limite.

Pour toutn, on va montrer par récurrence suf que f estC!”! surK,,, et que sur
lintérieur de K, foo, = 0¥ foo.0-

La propriété est claire polw| = 0 ; une limite uniforme de fonctions continues est
continue.

On se donne alorg en supposant la propriété vraie jusqwa— 1.
On définity’ tel ques” = 526",
P

Alors sur K, tel quey appartienne a l'intérieur d&’,,,, intéressons-nous a la dé-
., . ’ . . . s
rivée suivanbz, ded” f o = foo,. (SI ON Montre son existence et sa continuité, on
aura conclu grace au théorerm®.

Poury’ suffisamment proche depour étre dangs,,, et pour que le segmefy, y/']

soit dansk,,,, avecVi € [1,n]i # p = y; = y. (C'est & dire que le poiny’ est juste
déplacé suivant la coordonnge

’ ’ y;’ 6 ’
¢ fl(y/) - fl(y> = / g(sy fi(yla ey Yp—1,U, Yp+1, 7yn)du
Yp p

/ ’ yf’
& fi(y') — 0" fily) =/ 0" fi(Y1y ooy Yp—15 Uy Ypt1s oy Y )dU

Yp
Et en faisant tendrévers+oo

’ ’ yp
P = ) = / Foow (U1 e Yyt ts Yt 1 ooy )l

Yp

Donc la dérivée partiellgfg—,p existe et est continue en(elle vautf., , ).
Moralité de tout ¢a :
e Sion se donne un compaktetr < k
e Alors K est inclus dans I'intérieur d'un certaik,,,

e Sur cek,, il'y a convergence uniforme de la dérivéef,, verss” fo o, puisqu’il
y a convergence pouv,,.

e La limite est bien dan€*(9).
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DoncC* () est bien complet pour la métrique que I'on a défime !

Corollaire 76 (Autre fagon de voir la topologie surC*(2)) La méme topo-
logie serait définie en définissant les fermés comme étant les sous-ensembles
contenant les limites de toute suite convergente pour la topologie de la canver-

gence uniforme de toutes les dérivées d’ordre tetdl sur tout compact.

2.4 Latopologie faible

Nous allons montrer ici quelques propriétés de la topologie faible.

Corollaire 77 La topologie faible est séparée.

Démonstration : C’est une application directe du théoré#i®s les singletons sont
compacts, on en prend deux, on les sépare au sens strict par un hyperplan fermé; les
deux demi-espaces ouverts restant sont des ouverts séparants les deuxpoints...

Définition 78 On notex,, — =z le fait que la suitex,, d’élément deF
converge verse € E pour la topologie faible.

On notez,, — « la convergence de,, versz pour la topologie de la norme
(ben oui, on est dans un espace vectoriel nofiget f,, — f dansE’ pour
la convergence d¢, versf pour la topologie forte. On pourra aussi qualifie
de convergence forte la convergence d&hgour la norme.

=

Exemple :
Dans cette proposition, |&&f désignent/'f € E'.

(¥n = z) = (Vf, f(zn) — f(2))
(p — ) = (T = T)
(#n = ) = (|| borné et|z|| < liminf||z.|)
(zn = zetfn — f) = (fu(zn) — f(z)(dansk))
(zn —zetfn = f) = (fu(zn) — f(z)(dansk))
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2.5 Liens entre topologie faible et topologie forte

2.5.1 En dimension finie

Théoréme 79 Si E est de dimension finie, alors la topologie faible €liet la
topologie forte sutE sont égales.

Démonstration :

e La topologie forte est toujours plus fine que la topologie faible (évident au vu des
définitions ; dans un ouvert (au sens de la topologie faible) , tout point posséde un voisi-
nage de la forme;c;{z/f;(x — xz¢) < €;}, et pour tout point: dans cette intersection
on loge une boule ouverte centrée swte rayonin f{(e; — ||z —xo||) /|| fill |7 € I}) :

il s’agit la d’un ouvert pour la topologie forte.

e Réciproquement, saitdansFE, etU un ouvert (pour la topologie forte) contenant
2. On cherche a construire un ouvert pour la topologie faible qui contiebgui soit
inclus dandJ. On peut naturellement se restreindr& & B(z, €), boule ouverte de
centrex et de rayon-.

e Onfixe(ey, ..., e,) une base d& de vecteurs de normie

e On note( f;)ie(1,,) la famille des applications telles que € Et =3, (, ,,; fit).

e On peut alors écrirgt — x| < 3oy, [fi(t — 2)].

o |l suffit alors d’écrireV = {t/|f;(t — z)| < ¢/n} pour avoir un ouvert’ pour la
topologie faible inclus dang et contenant.00

On verra en parti@.7.1que cette propriété est caractéristique de la dimension finie.

2.5.2 Dans le cas général

Théoreme 80 Soit £/ un espace vectoriel normé ,€tconvexe inclus dang.
AlorsC est faiblement fermé (i.e. fermé pour la topologie faible) si et seulement
si C est fortement fermé (i.e. fermé pour la topologie forte).

) On trouvera une application avec la propositimn
Démonstration :
e Il est clair que siC est faiblement fermé, alors il est fortement fermé. Il suffit
donc de se préoccuper de la réciproque.

e Supposons maintena@tfortement fermé.
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e On se donne un point appartenant au complémentairee

e D’apreés le théoremé3il existe un hyperplan fermé qui sépareet {«} au sens
strict.

e L'hyperplan délimites deux demi-espaces faiblement ouverts, dont I'un contient
x et est inclus dans le complémentairede

e C' adonc un complémentaire faiblement ouvert;etst donc faiblement fernig.

Théoreme 81 SoientFE et F' des espaces de Banach. On se dofinene ap-
plication linéaire deF dansF'. AlorsT est continue pouf et F munis chacun
de sa topologie faible si et seulemenfIsest continue poul’ et F' munis de
leur topologie d’espaces vectoriels normés (ie la topologie forte).

Démonstration : e Supposons tout d'abord qaéest continue dé’ dansF pour
la topologie forte, et montrons queest continue pour la topologie faible.

- on va procéder en montrant que pour toute forme linéaire confiraug F', I'ap-
plication f o T' est continue ( dé& muni de la topologie faible darg).

- soit doncf € F'.
- f o T est continue pour la topologie forte, et linéaire.

- f o T est donc continue pour la topologie faible aussi (puisque, par définition, la
topologie faible rend continues toutes les formes linéaires continues).

e Supposons maintenant giieest continue dé’ dansF’ pour la topologie faible,
et montrons qué& est continue pour la topologie forte.

- le graphe d€" est alors fermé dans le prodiitx F', muni de la topologie produit
des topologies faibles dg et F'.

- le graphe d&" est donc aussi fermé pour le produit des topologies fortes car ce

graphe est un convexe faiblement ferméiie F' de E x F, et doncT est continue
pour la topologie forte (re-utilisation du théoréme du graphe fet@én
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2.6 Espaces de Hdolder
2.6.1 Espaced.ip,(Q)

Définition 82 On dit qu’une application d’'un métriqu& dansC vérifie la
condition de Holder d’ordre « si il existeC dansR* tel que pour tous: et
ydansk |f(z) — f(y)| < Cd(z,y)~.

Etant donnéQ un ouvert deR™ et « un réel appartenant 0, 1], on note
Lip,(2) 'ensemble des applications bornées fledans C vérifiant la
condition de Hoélder d’ordrex sur €.

Etant donnéf dansLip, (€2), on notel| f||, le réel|| f|| . +sup,._, W
Il s’agit d’'une norme.

t définir Lip,, poura > 1 serait peu intéressant, car on travaillerait sur des
fonctions localement constantes sur un ouvert, c’est a dire, les composantes connexes
d’un ouvert étant ouvertes et dénombrables RuouRY ...

Proposition 83 e Toute fonction dan&ip, () est uniformément continue.
o Toute fonction dangip,, () se prolonge en une fonction continue $ur
¢ Si0 < a< g <1,alors Lipg(2) C Lipa(£2)

o Toute fonctiorC! a dérivée bornée est datisp,, pour touta €]0, 1].

Démonstration : La plupart des points sont évidents; le prolongement en une
fonction continue utilise le fait qu€ est complet, le fait qué) est dense danQ,
I'uniforme continuité de toute fonction dadsp,, (f2) et le théoremé?.0

Théoréme 84 Lip, (2) (muni de la norme|.||  )est un espace de Banach.

Démonstration :
e Donnons-nousf,,) une suite de Cauchy daigp,, ().

e (fm) est aussi de Cauchy pour la norpg __.
e Soit doncf la limite de la suitg f,,,) pour la convergence uniforme.

e f est bien bornée, puisque limite uniforme de fonctions bornées.
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i |fm(m) - fm(y)

< Il e —ul®
——

bornée.
e On fait alors tendren versco, et on constate qug vérifie la condition de Holder

d’ordrea.
o \Vérifier quef,, tend versf pourl||.||, est facile.I
t Il existe une fonction qui soit dansip, (R) pour touta dans|0, 1] mais

pas dand.ip; (R) ; par exemple la fonction définie au théoréfi®e Montrer ce fait est
toutefois fortement non trivial...

2.6.2 Espaceg*(Q)

Définition 85 (Espaces de Holder)Etant donné&? un ouvert deR™, o dans
10, 1], k € N, on définit par récurrence sur les espace€™™<(Q) par

Co*’(Q) = Lips(Q)
k>1=

CP*(Q) = {f bornée de dansC /Vi € [1,7] ;f existe et appartient &~ (Q)}

Xy

Cette définition équivaut a (voir définitiat2 pour les opérations suk"™) :

Ch(Q) = {f € C*(Q)/f bornée A Vv /|v| < k = D" f € Lipa (1)
On munitC**(Q2) de lanormef — || fll;, o = 3 ,1< 10" fllo-

De maniére équivalente, |f||, . = Yoo<eUD"flle +

) _f() ~ . P P
supxiyw) (c’est la méme expression développée!) et| la

[z—y

norme suivante est équivalente a celle-ci :

@) () — £(¥)
Folflea= D ID"fllo+ > sup @) = 1)

vk ety el

* Bien sdr il convient de vérifier 'équivalence des deux définitions.

Quelques résultats sans preuve :
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Théoréme 86 ¢ C*:*(12) est un espace de Banach.

e Les fonctions deC*%(€2) sont prolongeables par continuité s&t en
fonctions vérifiant la condition de Holder pour toutes les dérivéds

e k+a >k +« impliqueCke c Ok

o luvlly o < llulleallvllq

Pour plus d'informations sur les espaces de Hdélder, on pourra consulter le livre

[22).

2.7 Zoologie de I'analyse fonctionnelle

2.7.1 La topologie faible n’est pas la topologie forte en dimension
infinie

Proposition 87 Soit £ un Banach de dimension infinie. Alors la topologie

faible est différente de la topologie forte.

Démonstration : On a vu au théoréme9 que si la dimension est finie, alors la
topologie faible et la topologie forte sont égales. On a aussi vu que dans le cas général,
la topologie forte est plus fine que la topologie faible. On va montrer ici que la topo-
logie forte est strictement plus fine en dimension infinie, en exhibant un ouvert pour la
topologie forte qui n’est pas ouvert pour la topologie faible, ou, ce qui revient au méme
par passage au complémentaire, un fermé pour la topologie forte qui n'est pas fermé
pour la topologie faible.

e On considére la sphére unitéde E. Elle est fermée, comme image réciproque
d’'un singleton (donc un fermé) par une application continue (la norme).

e On va chercher & déterminer I'adhérencesdeour la topologie faible.
e Soitz de norme< 1.
¢ On se donné/ un voisinage de: pour la topologie faible.

e Alors (propriété de base de la topologie faiblg)contient une intersection d'un
nombre fini de{t/|fi(z —t)| < € }.

e Les f; étant en nombre fini, I'intersection de leurs noyaux ne saurait étre réduite a
0 (en effet sinon I'application qui &associg f1(t), ..., f»(t)) serait injective, et donc
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la dimension d&v serait finie).
e On peut donc choisiy non nul tel quef;(y) = 0 pour tout;.
e z + \.y estdang/ pour tout\.

e [z + A.y|| est minoré paf |A].||y|| — ||z| |, et donc en faisant tendpevers+oo
on conclut qud/ intersecteS.

e On en déduit d'un coup que la boule ouverte de rayorest pas ouverte, que la
sphere de rayoh n’est pas fermée, et que I'adhérence de la sphére de lagomtient
au moins la boule fermée de raybnLa boule unité fermée du dual d’un espace vec-
toriel normé étant compacte pour la topologie faible (voir théor@mecette boule
est fermée pour la topologie faiBleet donc I'adhérence de la sphére unité est bien la
boule unité ferméeal

2.8 Les topologies sult’

Rappelons qué’ est le dual deF, c’est a dire 'ensemble des formes linéaires
continues sul. En tant que dual d’'un espace vectoriel norm@ ,est un Banach,
c’est a dire qu'il est normé complet.

E’ est muni naturellement de deux topologies déja vues; d’'une part la topologie
forte (c’est a dire la topologie de la nornijd|__, avec||f|| ., = supzes||f(z)| - S
étant la sphére unité), d’autre part la topologie faible - définie par rapport a son dual
(E"), c'est a dire le biduaE"” de E.

On va introduire une troisieme topologie, encore moins fine que la topologie faible ;
la topologie faible-*.

20n peut aussi éviter I'utilisation de? en disant queB(0, 1) est un convexe fermé pour la topologie
forte, donc est fermée pour la topologie faible (théor@&tje
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2.8.1 Latopologie faible-*

Pour plus d’informations on consultera le livid.[

Définition 88 On définit unenjection canonique deE dans son bidual E”
parz — (f — f(x)). Atout élement d& on associe donc une forme linéaire
continue surE’ (il s'agit donc bien d’'un élément dg”’.

On noterag,,, pourz dansE, I'application qui a f dansE’ associef ().

Proposition 89 e Il s’agit bien d’'une injection (voir résultaf 7).
o |l s’agit d’'une isométrie (voir corollaire39).
¢ Il ne s’agit pas nécessairement d’une bijection ; c’est toutefois le cas lorsque

E est de dimension finie ou est un espace de Hilbert. Par définition, I'espace
E est ditréflexif lorsqu’il s’agit d’une bijection.

Définition 90 La topologie faible étoile alias topologie faible-*, est la
topologie engendrée par la famille dés pour xz dansE.

On noteraf,, * f la convergence de la suitg, vers f dansE’ pour la topolo-
gie faible *.

Proposition 91 e La topologie faible * est séparée.

e [, * f si et seulement si pour toutf, (z) — f(z).

e Convergence fortez convergence faible= convergence faible-*
o Sif, * falors| f,.|| est bornée ef f|| < liminf|| f,||

o Sif, " fetx, — xalors f,(x,) — f(z)

2.8.2 Un résultat utilisant le théoréme d’isomorphisme de Banach,
le théoréme d’Ascoli et le théoreme de Riesz

Théoréme 92 Soit E I'espace vectoriel des applications continues|[dgl]
dansR muni de| f||, = max || f(t)|. Alors tout sous-espace vectoriel de
E formé de fonction&>! et fermé (pour la topologie de®, ||.||,)) est de di-
mension finie.
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Démonstration : Soit F' un tel sous-espace.

e I’ est un Banach pour la nornie

120U £l = [Ifllg + | £/ll- Prouvons-le :
- Soit (f»)nen Une suite de Cauchy dafs, ||.||, ).

- f» est aussi de Cauchy dafis, ||.||,).

- f] aussi.

- f» et f/ convergent donc vers deux fonctions, disgret g respectivement, conti-
nues.

- pour toutt dans{0, 1], f5 f4(u)du — [ g(u)du.
-doncf,, (t) — £,(0) — [1 g, doncf(t) — £(0) = [I g
- doncg = f/

- doncf, — f dans(, |.|,).

e La normel.||,, définie par| f||, = || f[l, + || f'll, pour f C", est majorée suF
par A.|| foll, pour un certaimd > 0. Prouvons-le :

- Considérons I'applicatiory identité de(F,||.|[,) dans(F,|.|,), ou || fll; =
1 llo + 11 llo-

- F' est fermé dangF, ||.||,), donc(F, ||.||,) est un Banach.
- F est aussi un Banach dafi, ||.||,) (voir le e précédent).
- J estlinéaire, continue, bijective ent@anach ; c’est donc un homéomorphisme.

- ainsi par le théoréme d'isomorphisme de Bana®®,(on a bien le résultat an-
nonce.

e Soit maintenanB = {f € F/||f||, < 1}. Alors B est équicontinue. Prouvons-
le :

-1y £ Adlflly < A, pour toutf € B, donc par I'inégalité des accroissements
finis, B est équicontinue.

e Pour toutr dang|0, 1], 'ensemble deg (z) pour f dansB estinclus dans-1, 1],
par définition deB ; donc cet ensemble est relativement compact.

e Par le théoréme d’Arzéla-Ascoli, et grace aux deux points précédeets, rela-
tivement compacteB est fermée par définition.
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e Par le théoreme de Rie82, F est donc de dimension finie.
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