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Chapitre 1

Calcul différentiel

Il est recommandé de bien maîtriser la partie?? avant d’étudier cette partie, et no-
tamment les espaces de Banach.
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1.1 Introduction

1.1.1 Généralités

Définition 1 SoientE etF des espaces vectoriels normés etU un ouvert deE.
Soit une applicationf : U → F , on dit quef estdifférentiable (oudérivable)
enx ∈ U s’il existe une application linéaire continueφ deE dansF telle que

limh→0
f(x+ h)− f(x)− φ(h)

‖ h ‖
= 0

On appelleφ la différentielle oudérivéedef enx, on la noteDf(x).
f est ditedifférentiable si elle est différentiable en tout point deU .

Proposition 2 • Sif est dérivable enx, alorsf est continue enx.
• La dérivée def est unique et

Df(x)(h) = limt→0
f(x+ t.h)− f(x)

t

• La notion de dérivée ne dépend que des topologies et pas des normes (du
moment qu’elles définissent la même topologie) ; si deux normes sont équi-
valentes, alors une fonction différentiable pour l’une est différentiable pour
l’autre, et la différentielle est la même.
• D(λf + µg)(x) = λDf(x) + µDg(x)
• SiE = K corps associé aux espaces vectorielsE etF , alors la différentia-
bilité équivaut à l’existence de la limite pourt → 0 de f(x+t)−f(x)

t . On note
alors cette limitef ′(x), etDf(x)(t) = t.f ′(x).
• L’application qui à une application différentiable enx0 associe sa différen-
tielle enX0 est une application linéaire de l’espace vectoriel des applications
deE dansF différentiables enx0 dans l’espace vectoriel des applications li-
néaires deE dansF .
• Une application linéaire continuef est différentiable en tout pointx0 et
Df(x0)(h) = f(h).

Démonstration : Un peu laborieux mais rien de bien difficile, en notantε(x, h) =
f(x+ h)− f(x)−Df(x)(h), pourh suffisamment petit pour quex+ h appartienne
àU .ut
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Définition 3 SoientE etF des espaces vectoriels normés etU ouvert deE. f
deU dansF estde classeC1 si elle est différentiable et si l’application qui à
x associe la différentielle def enx est continue (voir?? pour un rappel de la
topologie usuelle surL(E,F )) .

Proposition 4 • Sif est constante sa dérivée est nulle partout,f estC1.
• Siφ deE dansF est linéaire continue, alorsφ estC1 avecDφ(x) = φ, pour
toutx.
• Sif deE1×E2× ...×En dansF est multilinéaire continue, alorsf estC1,
et on a

Df(x1, ..., xn)(h1, ..., hn) =
n∑
i=1

f(x1, x2, ..., xi−1, hi, xi+1, ..., xn)

Démonstration : pas dur, tout ça !ut

Théorème 5 (Différentielle de fonctions composées)SoitE,F etG des es-
paces vectoriels normés , etU et V des ouverts deE etF respectivement. Si
f deU dansV est différentiable enx et g deV dansG est différentiable en
f(x), alors la composéeg ◦ f est différentiable enx et a pour différentielle

D(g ◦ f)(x) = Dg(f(x)) ◦Df(x)

Sig etf sontC1 alorsg ◦ f estC1.

Démonstration : on écrit comme pour d’autres preuvesf(x + h) = f(x) +
Df(x)(h) + ε(h) ‖ h ‖, et de mêmeg((f(x) + k), et on calcule...
Pour voir que la composée estC1, il suffit de voir que la différentielle est la composée
de3 fonctions continues.ut

Définition 6 (Isomorphisme d’espaces normés)Un isomorphisme de l’es-
pace vectoriel norméE sur l’espace vectoriel norméF est une applica-
tion φ : E → F linéaire continue et bijective d’inverse continue. On note
Isom(E,F ) le sous-ensemble deL(E,F ) formé des isomorphismes deE
dansF .

Théorème 7 Soient E et F des espaces de Banach. Le sous-ensemble
Isom(E,F ) est ouvert dansL(E,F ). L’application inv : Isom(E,F ) →
Isom(F,E) qui àu associeu−1 estC1 avecDinv(u)(v) = −u−1.v.u−1.

Démonstration : Soitu0 un isomorphisme deE versF ; alorsu0 + v = u0.(Id+
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u−1
0 .v). Si ‖ v ‖<‖ u−1

0 ‖−1, on a‖ u−1
0 .v ‖ v ‖< 1, et donc la série

+∞∑
i=0

(−u−1
0 .v)i

est convergente dansL(E,F ) et donne un inverse à(Id+ u−1
0 .v).

Donc pour‖ v ‖<‖ u−1
0 ‖−1, l’inverse deu0 + v est

∑+∞
i=0 (−u−1

0 .v)n.u−1
0 .

On a alors(u0 + v)−1 = u−1
0 − u−1

0 .v.u−1
0 +

∑+∞
i=2 (−u−1

0 .v)i.u−1
0 ; or la quantité

(−u−1
0 .v)i.u−1

0
‖v‖ tend vers0 quandv tend vers0. L’applicationDinv est continue comme

composée de fonctions continues, comme on s’en convaincra aisément.ut

Proposition 8 (Liens entre différentiabilité Banach surR et surC) Un C-
espace vectoriel peut aussi être considéré comme unR-espace vectoriel ; il
suffit de restreindre le produit par un scalaire à un produit par un scalaire réel.
En remplaçantE et F en tant queC-espaces vectoriels parE et F en tant
queR-espaces vectoriels , une fonction différentiable pourC est différentiable
pour R ; par contre la réciproque n’est pas garantie dans le cas général ; il
faut que la différentielle surR soit définie etque la différentielle surR soit
linéaire et continue en tant qu’application entreC-espaces vectoriels (c’est à
dire appartienne àLC(E,F )).

Démonstration : Sans grande difficulté, et laissée au lecteur.ut

1.1.2 Applications à valeurs dans un produit d’espaces vectoriels
normés

Proposition 9 Soit f une application deE dansF1 × F2, avecE, F1 et F2

des espaces vectoriels normés , et soientf1 et f2 ses composantes. Alorsf
est différentiable enx si et seulement sif1 et f2 sont différentiables enx, et
Df(x)(h) = (Df1(x)(h), Df2(x)(h)).
En outre,f estC1 si et seulement sif1 etf2 sontC1.

Démonstration : Il suffit de voir que les projections canoniques deF surF1 etF2

sontC1 car linéaires et continues, et que l’injection canonique deF1 dansF ou deF2

dansF sont linéaires continues, donc elles aussiC1.ut

Corollaire 10 (Formule de Leibnitz) Si f1 : U → F1 et f2 : U → F2 sont
différentiables enx etB : F1×F2 → G etB deF1×F2 dansG est bilinéaire
continue, alorsB(f1, f2) : x 7→ B(f1(x), f2(x)) est différentiable enx et

DB(f1, f2)(x)(h) = B(f1(x), Df2(x)(h)) +B(Df1(x)(h), f2(x))

En outre sif1 etf2 sontC1 alorsB(f1, f2) estC1.
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1.1.3 Applications de plusieurs variables et dérivées partielles

Proposition 11 (Définition des dérivées partielles)SoitU un ouvert du pro-
duit E1 × E2 de deux espaces vectoriels normés , soitf : U → F , avecF
espace vectoriel normé , etf différentiable ena = (a1, a2). Alors les deux
applications partiellesx1 7→ f(x1, a2) etx2 7→ f(a1, x2) sont différentiables
respectivement ena1 et a2. On note les deux différentielles obtenues respec-
tivementD1f(a1, a2) etD2f(a1, a2), ou bien δf

δx1
et δf

δx2
, et on les appelles

respectivementpremière dérivée partielleetdeuxième dérivée partielle. On
a alors

Df(a1, a2)(h1, h2) = D1f(a1, a2)(h1) +D2f(a1, a2)(h2)

On peut généraliser de même à un produit fini d’espaces vectoriels normés ;
si f est différentiable en(a1, a2, ..., an), alors pour touti dans [1, n] x 7→
f(a1, ..., ai−1, x, ai+1, ..., an) est différentiable enai, sa différentielle enai
est notéδfδxi (a), et

Df(a1, ..., an)(h1, ..., hn) =
n∑
i=1

δf

δxi
(a)(hi)

Démonstration : Facile !ut

Il n’y a pas de réciproque dans le cas général ! Même si toutes les dérivées par-
tielles sont définies la différentielle n’est pas nécéssairement définie. Par contre si les
différentielles partielles sont continues alors on peut conclure quef est différentiable
et mêmeC1 (voir partie1.2.3).

Théorème 12 SoitE un espace de Banach ,U un ouvert deE et F1, ..., Fn
des espaces de Banach . Soitf deU dansF1 × ...× Fn.
On notepi(x1, ..., xn) = xi.
Alorsf est différentiable enx si et seulement si chacune des applicationfi de
E dansFi y 7→ pi(f(x)) est différentiable enx et on a alors

Df(x)(h) = (Df1(x)(h1), Df2(x)(h2), ..., Dfn(x)(hn))

Démonstration : • Le sens "seulement si" est clair ; une composée d’applications
différentiables est différentiable.
• Le sens "si" et l’égalité annoncée s’obtiennent simplement en considérant

f =
n∑
i=1

ui ◦ fi
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avecui(x) = (0, ..., 0, x, 0, , , 0).ut

Définition 13 Eventuellement on peut avoirU ouvert deRn et F = R
m ;

on peut alors noter la différentielle sous forme matricielle ; cette matrice est
appeléematrice jacobienne. Elle est de la forme :

δf1
δx1

δf1
δx2

... δf1
δxn

δf2
δx1

δf2
δx2

... δf2
δxn

...
...

...
...

δfm
δx1

δfm
δx2

... δfm
δxn


Si n = m, la matrice jacobienne est carrée, on peut donc considérer son dé-
terminant, appeléjacobiendef .

1.2 Le théorème des accroissements finis

1.2.1 Résultats principaux

Définition 14 Soienta et b dansR, aveca < b, et F un espace vectoriel
normé . Une applicationf de [a, b] dansF est ditedérivable à droite enx
appartenant à[a, b[ si la limite à droitelimh→0,h>0

f(x+h)−f(x)
h existe ; on

l’appelle alorsdérivée à droitedef enx.

Théorème 15 (Théorème des accroissements finis)Soient a et b dans R
aveca < b, etF un espace vectoriel normé . On suppose que les deux fonc-
tionsf : [a, b] → F et g : [a, b] → R sont continues sur[a, b] et dérivables à
droite sur[a, b] \D avecD au plus dénombrable. Si, pour toutt ∈ [a, b] \D
on a‖ f ′d(t) ‖≤ g′d(t), alors‖ f(b)− f(a) ‖≤ g(b)− g(a).

Démonstration : • On noteD = {d1, d2, d3, ...} avecdi < di+1

• On se donneε > 0.
• On considèreE l’ensemble desx tels que

‖f(x)− f(a)‖ > g(x)− g(a) + ε.(x− a) + ε.
∑
di<x

1
2i

(1.1)

• E est ouvert
• Soitx0 la borne inf deE
• x0 > a, car pourx assez petit, l’inégalité1.1est fausse
• x0 6∈ E, carE est ouvert ; donc

‖f(x0)− f(a)‖ ≤ g(x)− g(a) + ε.(x− a) + ε.
∑
di<x

1
2i

(1.2)

• x0 6= b, carE est ouvert et n’est donc pas réduit à un singleton

8



• On va maintenant distinguer deux cas, selon quec appartienne àD ou non.
- Si x0 ∈ D, alorsx0 = di0 pour un certaini0. Alors par continuité pourx > x0

suffisamment proche dex0, on a

‖f(x)− f(x0)‖ ≤ g(x)− g(a) + ε.(x− c) + ε.2−i0 (1.3)

(par continuité). Or pourx > x0 on a∑
di<x

ε

2i
≥ ε.2−i0 + ε

∑
di<x0

2−i (1.4)

. En sommant1.2, 1.4et1.3, on obtient quex ne vérifie par1.1pourx assez proche de
x0 suffisamment proche dex0 ; ce qui est contradictoire avecE ouvert.
- Si x0 6∈ D, par hypothèse‖f ′d(x0)‖ ≤ g′d(x0). Donc pourx suffisamment proche de
x0 etx > x0 on a

1
x− x0

‖f(x)− f(x0)‖ ≤ 1
x− x0

g(x)− g(x0) + ε

et donc
‖f(x)− f(x0)‖ ≤ g(x)− g(x0) + ε.(x− x0)

en additionnant avec1.2on obtient alors quex 6∈ E pourx suffisamment proche dex0

etx > x0 ; ce qui est contradictoire puisqueE est ouvert.
• On a alors montré queE est vide, et donc il suffit de faire tendreε vers0 pour avoir
le résultat désiré.ut

Corollaire 16 On a le même résultat en remplaçant les dérivées à droite par
les dérivées à gauche.

Démonstration : Facile, en remplaçantx par−x !ut

Corollaire 17 Une fonction continue deR dans un espace vectoriel normé
dont la dérivée existe et est nulle sauf sur un ensemble au plus dénombrable
est constante.

Démonstration : Facile !ut

on utilise le théorème des accroissements finis pour les théorèmes39, 28, 35,
??, ??, ??.

On l’utilise aussi pour montrer qu’une fonction dérivable à dérivée bornée est lip-
schitzienne, ou bien qu’une fonctionC1 est localement lipschitzienne→ applications
aux équations différentielles.

Proposition 18 Une fonctionf continue deR dansR dont la dérivée existe et
est positive sauf sur un ensemble au plus dénombrable est croissante.

Démonstration : L’astuce réside dans le fait que la fonctionf dont il est question
ici doit jouer le rôle de la fonctiong du théorème des accroissements finis ! On utilise
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pourf une fonction nulle, donc de dérivée nulle ; on considère une fonctiong de déri-
vée positive, et le tour est joué !ut

Corollaire 19 Inégalité des accroissements finisf définie de l’ouvertU de
l’espace vectoriel norméE et à valeurs dans l’espace vectoriel norméF . Sif
est dérivable et si le segment[x, y] est inclus dansU , alors

‖ f(y)− f(x) ‖≤‖ y − x ‖ .supz∈[x,y] ‖ Df(z) ‖

Démonstration : Si le sup est infini il n’y a rien à prouver. Sinon on considère la
fonctionθ qui à un réelt compris entre0 et1 associe‖y−x‖.(supz∈[x,y]‖Df(z)‖).t ; θ
est dérivable, en tout point, de dérivée constante égale à‖y−x‖.(supz∈[x,y]‖Df(z)‖),
que l’on va noterC. L’applicationφ qui à t ∈ [0, 1] associef((1 − t).x + t.y) est
dérivable en tout point de[0, 1], de dérivéeDf((1− t).x + t.y)(y − x). La norme de
cette dérivée est majorée parθ′, donc parC. On peut donc majorer‖φ(1)− φ(0)‖ par
θ(1)− θ(0).ut

Corollaire 20 Une application définie sur un ouvertU de l’espace vectoriel
norméE à valeurs dans l’espace vectoriel norméF dérivable et de dérivée
nulle est localement constante. SiU est connexe,f est constante.

Trois corollaires (pour le deuxième il faut un peu y réfléchir, pour le troisième c’est
une conséquence du second) :

Corollaire 21 En définissant la distance entre deux points d’un ouvert
connexe comme la longueur inf d’une ligne brisée entre ces deux points (voir
la partie topologie pour vérifier qu’un ouvert connexe d’un espace vectoriel
normé est connexe par arcs et que toute paire de points dans un tel ensemble
peut être reliée par une ligne brisée), et en supposant quef est une application
de cet ouvert dans un espace vectoriel normé différentiable telle que pour tout
x ‖f ′(x)‖ ≤ k, alors‖f(b) − f(a)‖ est inférieur ou égal àk fois la distance
dea à b.

Définition 22 Une applicationlocalement lipschitzienneest une application
entre espaces métriques telle que pour toutx il existe un voisinage dex sur
lequel la restriction def est lipschitzienne.

Corollaire 23 Une application de classeC1 est localement lipschitzienne.
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1.2.2 Applications : interversion de limite et de dérivation

Définition 24 (Convergence uniforme, rappel)Une suite d’applicationsfn
deX dansY avecX et Y espaces métriques converge uniformément versf
application deX dansY si

limn→+∞supx∈Xd(fn(x), f(x)) = 0

Proposition 25 Si lesfn sont continues et convergent uniformément versf
alorsf est continue.

Démonstration :

d(f(x), f(y)) ≤ d(f(x), fn(x)) + d(fn(x), fn(y)) + d(fn(y)− f(y)

Etant donnéε l suffit alors de prendren assez grand etx et y assez proches pour que
f(x)− f(y) ≤ ε.ut

Ce résultat servira par exemple pour le théorème??, ou le théorème47.

Théorème 26 On supposeE et F des espaces vectoriels normés ,U ouvert
deE, fn une suite d’applications deU dansF différentiables,fn convergeant
simplement versf , lesDfn convergeant uniformémentvers une certaine ap-
plicationg deU dansL(E,F ),
alors :
• f est différentiable etDf = g
• Pour toutC convexe et borné inclus dansU la convergence defn|C versf|C
est uniforme
• Si lesfn sontC1 alorsf estC1.

Démonstration : laborieuse, mais pas vraiment difficile ; il suffit d’écrireεn =
supx∈U‖Dfn(x) − g(x)‖, avecεn tendant vers0 lorsquen tend vers l’infini, et de
montrer quesupy∈C‖f(y)− fn(y)‖ ≤ ‖f(x)− fn(x)‖+ εn.D avecD le diamètre de
C pour voir la deuxième propriété ; la première propriété se montre facilement à partir
de là, et la troisième est un corollaire de la proposition25.ut
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Corollaire 27 On supposeU connexe ouvert deE et fn deU dansF déri-
vable ;E etF sont des espaces vectoriels normés , etF est complet (doncF
est un Banach). On suppose qu’il existex0 tel quefn(x0) converge, et que pour
tout x il existeVx voisinage dex tel que la suite desDfn|Vx soit de Cauchy
pour la métriqued définie par

d(f, g) = supz∈Vx‖f(z)− g(z)‖

(c’est à dire que la suite desDfn converge normalement sur un certain voisi-
nage de tout point)
Alors il existef deU dansF tel que :
• f est dérivable en tout point
• la suite desfn converge versf (simplement)
• tout x possède un voisinageVx tel que les convergences defn etDfn res-
treints àVx soient uniformes.
• Si lesfn sontC1, f l’est aussi.

Démonstration : On définit l’ensembleA desz tels quefn(z) converge. Etant
donnéx on considère un voisinageVx de x convexe et vérifiant l’hypothèse sur le
critère de Cauchy (on peut toujours imposerVx convexe en le restreignant à une boule).
On définit alorsαn,m = supz∈Vx‖Dfn(z)−Dfm(z)‖ ; par hypothèse,αn,m tend vers
0 quandn etm tendent vers l’infini. SiVx ∩ A 6= ∅, alors soitx′ dansVx ∩ A. Par
convexité deVx, on peut écrire pour touty dansVx :

‖[fm(y)− fn(y)]− [fm(x)− fn(x)]‖ ≤ αn,m.‖y − x′‖

or fn(x′) est une suite de Cauchy (comme toute suite convergente dans un métrique),
doncfn(y) est une suite de Cauchy, et donc converge. Donc siVx ∩ A 6= ∅, Vx ⊂ A.
Donc soitVx ⊂ A, soitVx ⊂ Ac, doncA etAc sont ouverts.A étant non vide etU
étant connexe,A = U . On a donc montré la deuxième assertion.
L(E,F ) est complet pour la norme uniforme puisqueF l’est ; donc la suite des dé-
rivées surVx converge uniformément. En appliquant le théorème précédent, on voit
quef est dérivable de dérivée la limite des dérivées ; en supposantVx borné on a alors
fn|Vn → f|Vx uniformément, toujours par le théorème précédent.ut

1.2.3 Applications : dérivées partielles et dérivées

Proposition 28 E1, E2, ... , En et F des espaces vectoriels normés ;U un
ouvert deE = ΠiEi, f une application deU dansF ; alors si les δf

δxi
existent

sur un voisinage dex et sont continues enx, alorsf est différentiable enx.

Démonstration : • Il est suffisant de montrer que

‖f(x1, ..., xn)− f(a1, ..., an)−
n∑
i=1

δf

δxi
(a).(xi − a)‖ = o(‖x− a‖)
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pour tout(a1, ..., an) deU .
• Pour cela on décomposef(x1, ..., xn) − f(a1, ..., an) −

∑n
i=1

δf
δxi

(a).(xi − a)
en

f(x1, ..., xn)− f(a1, x2, ..., xn)− δf

δx1
(a).(x1 − a1)

+f(a1, x2, ..., xn)− f(a1, a2, x3, ..., xn)− δf

δx2
(a).(x2 − a2)

+...

+f(a1, a2, ..., ai, xi+1, ..., xn)−f(a1, ..., ai+1, xi+2, ..., xn)− δf

δxi+1
(a).(xi+1−ai+1)

+...

+f(a1, a2, ..., an−1, xn)− f(a1, ..., an)− δf

δxn
(a).(xn − an)

• Il suffit ensuite de montrer que pourxi tendant versai, f(a1, a2, ..., ai−1, xi, ..., xn)−
f(a1, ..., ai, xi+1, ..., xn) − δf

δxi
(a).(xi − ai) est uno(xi − ai). (ensuite il suffira de

sommer)
• Le fait ci-dessus provient des accroissements finis ET de la continuité de lai-ième

dérivée partielle (en effet une application directe des accroissements finis donnent un
o(xi − ai) pour

f(a1, ..., ai−1, xi, ..., xn)−f(a1, ..., ai, xi+1, ..., xn)− δf
δxi

(a1, ..., ai, xi+1, ..., xn).(xi−ai)

(la différentielle n’est pas prise là où il faudrait qu’elle le soit)ut

Théorème 29E1, E2, ... ,En etF des espaces vectoriels normés ;U un ou-
vert deE = ΠEi, alors f application deU dansF estC1 si et seulement si
les dérivées partiellesδfδxi def existent et sont continues surU .

Démonstration : Il est clair que sif estC1, alors les dérivées partielles existent
et sont continues. La réciproque, utilisant la proposition précédente, ne présente pas de
difficulté majeure.ut

On pourra par exemple trouver une application dans la partie??.

13



1.3 Théorème d’inversion locale et fonctions implicites

1.3.1 Théorème d’inversion globale

Définition 30 On appelleapplication contractante ou contraction une ap-
plication lipschitzienne dont le coefficient de Lipschitz est< 1.

Théorème 31 (Théorème de Banach du point fixe)Soit X un espace mé-
trique complet eth une contraction deX dansX. Alors :
• h admet un unique point fixex0

• ∀x d(x, x0) ≤ 1
1−Lip(h)d(x, h(x))

Démonstration : Unicité :
• Supposonsx1 etx2 deux points fixes.
• d(x1, x2) = d(h(x1), h(x2)) ≤ Lip(h).d(x1, x2) ; doncx1 = x2

Existence :
• Considéronsx quelconque dansX, on va travailler sur la suite deshn(x).
• Supposonsn ≤ m, alors

d(hm(x), hn(x)) ≤
n−1∑
i=m

d(hi(x), hi+1(x))

≤
+∞∑
i=m

Lip(h)i.d(x, h(x)) ≤ Lip(h)m

1− Lip(h)
.d(x, h(x))

On en déduit facilement les deux résultats annoncés.ut

Il faut que f soit une contraction, c’est à dire une application lischitzienne
de constante de Lipschitz< 1 ; avec un rapport1 cela ne marche pas, ni même avec
d(f(x), f(y)) < d(x, y). Par exemple,x 7→ x + e−x définit une application deR+

dansR+, R+ est bien complet, et on a biend(f(x), f(y)) < d(x, y), et pourtantf
n’admet pas de point fixe.

théorème d’inversion locale35, théorème de Cauchy-Lipschitz72, la résolution
de l’équation de Volterra (voir [6]).

D’autres théorèmes de points fixes existent : par exemple le théorème du point
fixe de Brouwer?? (avec pour application le corollaire??), le théorème de Kakutani
, le théorème de Schauder , et même pour ceux qui connaissent un peu la calculabi-
lité un théorème de point fixe que l’on trouvera dans le livre "Théorie de la récursion
pour la métamathématique", de R. Smullyan (Masson, 1995), avec pour application le
théorème de Rice et ses multiples conséquences (attention, il faut connaître un peu le
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domaine pour pouvoir se lancer dans ce genre d’originalités...).

Lemme 32 SoientU etV des ouverts des espaces normésE etF . On se donne
h deU dansV , h bijective, dérivable enx0. Alorsh−1 est dérivable enh(x0)
si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
• Dh(x0) est un isomorphisme deE surF
• Il existeK ≥ 0 et un voisinageW deh(x0) dansF tels que

∀y ∈W‖h−1(y)− x0‖ ≤ K‖y − h(x0)‖

Démonstration : Tout d’abord montrons que ces deux conditions sont nécéssaires.
Pour cela on suppose qu’effectivementh−1 est dérivable enh(x0), et on procède
comme suit :
• On dérive les deux expressions

h−1 ◦ h = IdE

et

h ◦ h−1 = IdE

et on montre bien queDh(x0) est un isomorphisme.
• Par définition de la dérivée, la quantité ci-dessous tend vers0 poury → h(x0) :

‖h−1(y)− h−1(h(x0))−D(h−1)(h(x0))(y − h(x0))‖
‖y − h(x0)‖

Donc poury dans un certainW cette quantité est plus petite que1, et donc poury ∈W
on a

‖h−1(y)− h−1(h(x0))‖ ≤ K‖y − h(x0)‖

avecK = 1 + ‖D(h−1)(h(x0)).

Il reste à prouver la réciproque, c’est à dire que les conditions sont suffisantes.
• Par définition, on a

h(x)− h(x0) = Dh(x0)(x− x0) + ‖x− x0‖ε(x)

avecε(x) tendant vers0 pourx→ x0.
En composant avecDh(x0)−1 (dont les hypothèses garantissent l’existence), on ob-
tient

x− x0 = Dh(x0)−1(h(x)− h(x0))− ‖x− x0‖.(Dh(x0)−1(ε(x)))

avecy = h(x) (touty deV peut s’écrire ainsi) ety0 = h(x0), on obtient alors

h−1(y)−h−1(y0)−Dh(x0)−1(y−y0) = −Dh(x0)−1.ε(h−1(y)).‖h−1(y)−h−1(y0)‖

On sait par hypothèse que poury assez proche dey0 on a‖h−1(y) − h−1(y0)‖ ≤
K.‖y − y0‖, donc

Dh(x0)−1.ε(h−1(y)).‖h−1(y)− h−1(y0)‖
‖y − y0‖

≤ K.‖Dh(x0)−1‖.‖ε(h−1(y))‖
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or h−1(y) tend versx0 quandy → y0 donc cette quantité tend vers0 ; ce qui permet
de conclure.ut

Théorème 33 (Théorème d’inversion globale)Soit A une application li-
néaire continue deE dansF , avecE un espace de Banach etF un espace
normé, telle queA−1 existe et est continue (A est un homéomorphisme li-
néaire). Soitφ une application lipschitzienne deE dansF telle queLip(φ) <
‖A−1‖−1. Alors :
• h = A+ φ est inversible

• h−1 est lipschitzienne, avecLip(h−1) ≤ ‖A−1‖
[1−‖A−1‖.Lip(φ)]

• Si h estC1 surU ouvert deE, et si∀x ∈ U Dh(x) ∈ Isom(E,F ), alors
h−1 estC1 sur l’ouverth(U), et pour toutx ∈ U la différentielle deh−1 est
donnée par

D(h−1)(h(x)) = (Dh(x))−1

Démonstration : Raisonnement en plusieurs étapes :
• Etant donnéy dansF , et on considère l’équation

h(x) = y

équivalente à
x = A−1.y −A−1(φ(x))

L’applicationx 7→ A−1(φ(x)) est Lipschitzienne de rapport< 1, et donc l’application
x 7→ A−1(Y )−A−1(φ(x)) aussi. Donc par le théorème du point fixe de Banach, cette
équation a une solution uniquex.
h est donc inversible.
• Avecy = h(x) ety′ = h(x′), on peut écrire

x = A−1(y)−A−1(φ(x))

x′ = A−1(y′)−A−1(φ(x′))

et en déduire

‖x− x′‖ ≤ ‖A−1‖.‖y − y′‖+ ‖A−1‖.Lip(φ).‖x− x′‖

en utilisant l’hypothèse surLip(φ), on a alors

‖x− x′‖ ≤ ‖A−1‖
1− ‖A−1‖.Lip(φ)

‖y − y′‖

D’où le résultat sur la constante de Lipschitz deh−1.
• Supposons maintenanth C1 surU ouvert deE. h(U) est un ouvert puisqueh est un
homéomorphisme. Par le lemme précédent,h−1 est dérivable surU . En dérivant

h−1 ◦ h = IdE

et
h ◦ h−1 = IdE
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on obtient queD(h−1)(h(x)) = (Dh(x))−1. En écrivant

D(h−1)(y) = Dh(h−1(y))−1

et en rappelant queInv : Isom(E,F ) → Isom(F,E), h 7→ h−1 est continue on
constate qu’en outreD(h−1) est continue.

1.3.2 Théorème d’inversion locale

Définition 34 (DifféomorphismeC1) Une applicationh deU dansV avec
U ouvert d’un espace vectoriel normé etV ouvert d’un espace vectoriel normé
est undifféomorphismeC1 si h est bijective et de classeC1 et de réciproque
de classeC1. Plus généralement, aveck ≥ 1, une applicationh deU dansV
avecU ouvert d’un espace vectoriel normé etV ouvert d’un espace vectoriel
normé est undifféomorphisme Ck si h est bijective et de classeCk et de
réciproque de classeCk.

Une application bijective etC1 n’est pas un difféomorphismeC1 ; il faut aussi
que la réciproque soitC1 !

Théorème 35 (Théorème d’inversion locale)Soith deU dansF une appli-
cationC1, avecU ouvert deE, etE etF des espaces de Banach. Si la diffé-
rentielleDh(x0) est bijective deE dansF pour un certainx0 deU , alors il
existeU0 voisinage dex0 dansE et un voisinage ouvertV0 def(x0) dansF
tels queh induit un difféomorphismeC1 deU0 dansV0. On a alors

D(h−1)(h(x)) = (Dh(x))−1

pour toutx dansU0.

Voir le théorème37et le corollaire36. Le théorème d’inversion locale permet-
tra aussi de montrer l’équivalence des différentes définitions des variétés deR

n, voir
définition50.

Démonstration : On pourra se référer par exemple à [13].

Dans le cas de la dimension finie, le fait que la différentielle soit bijective
implique que les dimensions des espaces soient les mêmes, et que le jacobien (défini
puisque les dimensions sont les mêmes) est non nul.

Corollaire 36 Soitf une applicationC1 d’un ouvertU d’un espace de Banach
E dans un espace de BanachF ; si f injective et si sa différentiellef ′(x) est
un isomorphisme en toutx ∈ U , alorsf est unC1-difféomorphisme deU sur
f(U), qui est alors un ouvert deF .

Modulo le résultat selon lequel l’application qui àf dansIsom(E,F ) associe
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f−1 estC∞ (que l’on trouvera par exemple dans [3]), on montre que sif est unC1-
difféomorphisme de classeCn, alorsf est unCn difféomorphisme.

1.3.3 Théorème des fonctions implicites

Théorème 37 f applicationC1 deU un ouvert deE1 × E2 dansF , avec
E1, E2 et F des Banach. Sif est différentiable par rapport à la deuxième
variable en(a, b) et si cette différentielle est un isomorphisme alors il existeφ
C1 définie sur un ouvertU1 deE1 contenanta1 et à valeurs dans un ouvertU2

deE2 contenanta2 telle que pour tout(y1, y2) dansU1 × U2 on ait

f(y1, y2) = f(a, b) ⇐⇒ y2 = φ(y1)

et pour toutx dansU1 on a

Dφ(x) = −[D2f(x, φ(x))]−1 ◦D1f(x, φ(x))

FLEMMARD
Démonstration : • On va chercher à utiliser le théorème d’inversion locale. Pour

cela il faut construire une application différentiableC1, de différentielle bijective.
•On définit l’applicationµ deU dansE1×E2 dansE1×G, définie parµ(y1, y2) =

(y1, f(y1, y2)).
• Dµ(a, b)(h, k) = (h,D1f(a, b).h+D2f(a, b).k)
• Dµ(a, b) est bijective (facile),µ estC1

• On applique le théorème d’inversion locale àµ en(a, b).
• La fonction réciproque associe clairement à un couple(q, r) un couple(q, φ(q, r)),

et en fixantr on en déduit ce que l’on veut...ut
La figure1.1 illustre ce théorème.
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FIG. 1.1 – Illustration du théorème des fonctions implicites dans le cas d’une fonction
deR2 dansR. La courbe est une courbe de niveau. A gauche la différentielle par rapport
à y n’est pas un isomorphisme ; on comprend intuitivement qu’on ne peut pas donner
y en fonction dex sur un voisinage. A droite c’est un isomorphisme ; donc on peut.

1.4 Dérivées d’ordre supérieur

1.4.1 Généralités

Définition 38 Etant donnée une applicationf d’un ouvertU d’un espace de
BanachE dans un espace de BanachF , on dit quef estde classeCn (on dit
aussin fois continûment différentiable) si f est différentiable et si sa diffé-
rentielle est de classeCn−1. L’application est diteC∞ si elle estCn pour tout
n ; on dit alors qu’elle estindéfiniment différentiable.
On note alorsf (1)(a) l’applicationDf(a)(x), et par récurrencef (n)(a) l’ap-
plicationDf (n−1)(a).
Etant donnée une applicationf d’un ouvertU d’un espace de BanachE dans
un espace de BanachF , on dit quef estn fois différentiable enx appartenant
àU si et seulement sif est de classeCn−1 sur un voisinage dex et si lan-ième
différentielle def sur ce voisinage est différentiable ena.
Etant donnéef application d’un ouvertU d’un espace de BanachE dans un

espace de BanachF , on note δ2f
δxiδxj

l’application
δ δfδxj
δxi

.
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1.4.2 Dérivées secondes

Théorème 39 Soit f une application deU , ouvert d’un espace de Banach
, dansF , espace de Banach . Sif est deux fois différentiable enx0, alors
f ′′(a)(h)(k) = f ′′(a)(k)(h). Via l’identification du théorème?? f ′′(a) est
une forme bilinéaire symétrique.

Démonstration : • Il s’agit donc de montrer quef ′′(a)(h)(k) = f ′′(a)(k)(h).
• On introduit la fonctionµ(h, k) = f(a+ h+ k)− f(a+ h)− f(a+ k) + f(a)
• µ(h, k) = µ(k, h) clairement
• On montre maintenant queµ(h, k) approximef ′′(a)(h)(k) (on pourra plus loin

en déduire le résultat souhaité, carf ′′(a)(h)(k) approximera alorsf ′′(a)(k)(h))
• ‖µ(h, k) − f ′′(a)(h)(k)‖ ≤ ‖µ(h, k) − f ′(a + k)(h) + f ′(a)(h)‖ + ‖f ′(a +

k)(h)− f ′(a)(h)− (f ′′(a).k).h‖
• Le second terme est petit par la définition de la différentiellef ′′(a), le premier

est petit par définition de la différentielle def ′(a), et par utilisation des accroissements
finis.
• On arrive ainsi à montrer queµ(h, k)− f ′′(a)(k)(h) est uno(‖h‖2 + ‖k‖2) ; par

symétrie on a aussi le fait queµ(h, k) − f ′′(a)(k)(h) est uno(‖h‖2 + ‖k‖2) ; on en
déduit‖f ′′(a)(k)(h)− f ′′(a)(h)(k)‖ = o(‖h‖2 + ‖k‖2).
• ‖f ′′(a)(λ.k)(λ.h)− f ′′(a)(λ.h)(λ.k)‖ ≤ ε.(‖λ.h‖2 + ‖λ.k‖2) pour toutε, pour

λ suffisamment petit
• λ2‖f ′′(a)(k)(h) − f ′′(a)(h)(k)‖ ≤ ε.λ2(‖h‖2 + ‖k‖2) pour toutε et pourλ

assez petit
• ‖f ′′(a)(k)(h)− f ′′(a)(h)(k)‖ ≤ ε(‖h‖2 + ‖k‖2) pour toutε !
• f ′′(a)(k)(h) = f ′′(a)(h)(k) = 0 d’où le résultat.ut

Théorème 40 Soitf deux fois différentiables ena ∈ U , avecf définie deU
ouvert deE = E1 × E2...× En (des espaces de Banach ) dansF (un espace
de Banach ). Alors

(f ′′(a)(h1, ..., hn))(k1, ..., kn) =
∑
i,j

(
δ2f

δxiδxj
(a).hi).kj

Démonstration : On utilise simplement deux fois la proposition11, àf etf ′.ut

Corollaire 41 Soitf deux fois différentiables ena ∈ U , avecf définie deU
ouvert deE = E1 × E2...× En (des espaces de Banach ) dansF (un espace
de Banach ). Alors

δ2f

δxiδxj
(a)(h)(k) =

δ2f

δxjδxi
(a)(k)(h)

Démonstration : Il s’agit simplement du théorème39après quelques manipulations...ut
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Corollaire 42 (Théorème de Schwartz)Soitf application deRn dansF (F
espace de Banach ) deux fois différentiables enx, alors δ2f

δxiδxj
(x) = d2f

δxjδxi

Démonstration : Il s’agit d’une reformulation dans le cas deEi = R du corollaire
précédent !ut

Proposition 43 (Existence de la dérivée seconde)Soi f une application de
U ouvert deE = E1 × E2... × En (des espaces de Banach ) dansF (un
espace de Banach ). Alors si lesδfδxi existent et sont continues sur un voisinage

dex, et si les δ2f
δxiδxj

existent sur un voisinage dex et sont continues enx, alors
f est deux fois différentiable enx.

Démonstration : Il suffit d’appliquer deux fois la proposition28.ut

1.4.3 Généralisations à la dérivéen-ième

On pourra réviser la partie??.

Théorème 44 (Généralisation du théorème39) Si f est une application de
E dansF avecE etF des espaces de Banachn fois différentiable enx, alors
f (n)(x) appartient àLn(E;F ) et est une applicationn-linéaire symétrique.

Démonstration : On procède par récurrence. Pourn = 1, c’est clair. Pourn = 2,
c’est le théorème39. Supposons maintenant le résultat prouvé jusqu’au rangn− 1, et
montrons le pour le rangn, avecn ≥ 3.
• Il suffit de montrer que si l’on permute deux variables consécutives parmi leshi on
ne change pas la valeurf (n)(x)(h1, ..., hn).
• f (n−1) est symétrique, donc on peut permuter sans rien changerhi ethi+1 pouri > 1
• Pouri = 1 il suffit de rappeler quef (n) = (f (n−2))′′ et d’utiliser39.ut
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1.5 Zoologie du calcul différentiel

1.5.1 Fonctions convexes

Définition 45 Une fonctionf définie sur un convexeU d’un espace vectoriel
à valeurs dansR est diteconvexe(resp.strictement convexe) si

∀(u, v, t) ∈ U2 × [0, 1]f(tu+ (1− t)v) ≤ tf(u) + (1− t)f(v)

(resp.)∀(u, v, t) ∈ U2×]0, 1[u 6= v ⇒ f(tu+(1− t)v) < tf(u)+(1− t)f(v)

Dans la suite de cette section, on suppose queU est un convexe d’un espace vec-
toriel , et quef est une application deΩ dansR, avecΩ ouvert contenantU . Les liens
entre dérivabilité et convexité sont les suivants :

Théorème 46 f C1 est convexe (resp. strictement convexe) surU si et seule-
ment si

∀(u, v) ∈ U2f(v) ≥ f(u) + f ′(u)(v − u)

(resp.)∀(u, v) ∈ U2u 6= v ⇒ f(v) > f(u) + f ′(u)(v − u)

f C2 est convexe si et seulement si

∀(u, v) ∈ U2f ′(u)(v − u, v − u) ≥ 0

Si
∀(u, v) ∈ U2u 6= v ⇒ f ′′(u)(v − u, v − u) > 0

On pourra voir2.4 pour les applications de la convexité à la recherche d’ex-
tréma,?? pour les applications de l’inégalité de Jensen, le lemme?? (et par suite l’in-
égalité de Hölder), l’inégalité de Minkovski.

1.5.2 Fonction continue partout dérivable nulle part

Cet exemple, élaboré par Van der Waerden, est extrait du livre [20].

Théorème 47 Soit T la fonction définie surR par T (x) = min(x −
E(x), E(x) + 1 − x) (c’est à dire queT (x) est la distance dex à l’entier
le plus proche dex).
La fonctionf définie surR par f(x) =

∑∞
n=0

T (10nx)
10n est continue partout

dérivable nulle part.

Démonstration :
• Bonne définition, continuité def : facile, f est limite uniforme d’une suite de

fonctions continues (voir proposition25).
• La non dérivabilité, c’est plus dur.
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- T , et doncf , est périodique, de période1.
- On se limite donc à montrer la non-dérivabilité sur[0, 1[
- On note les développements décimaux en excluant les développements illimités

ne comportant que des9 1

- Soit doncx ∈ [0, 1[, on montre la non-dérivabilité def enx.
- Soitxn la n-ième décimale dex.
- définissonshm = −10−m si xm = 4 ouxm = 9, hm = 10−m sinon.
- Calculons maintenant

f(x+ hm)− f(x)
hm

= 10m
∞∑
n=1

εn(T (10n(x+ ε′m10−m))− T (10nx))
10n

- Raisonnons un petit peu maintenant, sur un cas particulier pour mieux visualiser
(x = 0.33333333...) :

n 10nx 10n(x+ hm) T (10n(x+ hm))− T (10nx) ×10m−n

0 0, 333333 . . . 0, 33 . . . 333433 . . . 0, 000 . . . 001 1
1 3, 33333 . . . 3, 33 . . . 334333 . . . 0, 000 . . . 01 1
2 33, 3333 . . . 33, 3 . . . 343333 . . . 0, 000 . . . 1 1
...

...
...

...
...

m 333 . . . 3, 33 . . . 333 . . . 4, 333 . . . 1 1
m+ 1 3333 . . . 3, 33 . . . 333 . . . 43, 333 . . . 0 0

...
...

...
...

...

Il faut bien noter que dans le cas général le chiffre de la dernière colonne peut être
1 ou−1 ; quoi qu’il en soit f(x+hm)−f(x)

hm
est un entier de parité variant avecm et ne

peut donc pas converger.ut
On en profite pour montrer ce dont est capable Maple. Le dessin se trouve en figure

1.2.

Exemple Maple

> T := x→ min(x− floor(x), floor(x) + 1− x)

T := x→ min(x− floor(x), floor(x) + 1− x)

> g := x− > sum(T (2n ∗ x)/2n, n = 0..17);

g := x→
17∑
n=0

T(2n x)
2n

1Au profit de l’équivalent obtenu en remplaçant...243999999999... par...2449999999999....
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FIG. 1.2 – Tracé d’une courbe continue dérivable nulle part, établie par Van der Waer-
den

1.5.3 Fonction dérivable dans toutes les directions mais non conti-
nue

Définition 48 Soit f une application d’un ouvertU d’un espace vectoriel
norméE dans un espace vectoriel norméF , alorsf est ditedifférentiable en
x ∈ U suivant la direction e ∈ E si l’application g : R→ F t 7→ f(x+ tu)
est différentiable en0. La différentielle deg en 0 est alors appeléedifféren-
tielle def enx suivant u.

Proposition 49 Il existe une applicationf différentiable dans toutes les direc-
tions enx et qui n’est pas continue enx.

Démonstration : Le livre [20] propose la fonctionf : R2 → R, (x, y) 7→ x5

(y−x2)2+x8 ,
avecf(0, 0) = 0. On constate la non continuité def en regardant la limite dex 7→
f(x, x2) en0. La différentiabilité suivant toutes les directions est vite vue (distinguer
différents cas, suivantu = (a, b), casa et b non nuls, casa nul, ou casb nul).

On peut aussi regarder la fonction définie par ses coordonnées polaires par

f(r cos(θ), r sin(θ)) = e−
(θ−r)2

r4

Avecf(0, 0) = 0, on a bien une fonction différentiable dans toutes les directions (avec
des différentielles nulles !), et on constate sans le moindre calcul quef(xcos(x), xsin(x))
est constant égal à1 pourx 6= 0.ut
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1.5.4 Variétés deRn, théorème de Jordan

Définition 50 - Proposition[Variété deRn] Soit M une partie deRn, x un
point deM . Soitp un entier> 0 etk un entier> 0.
M est par définition unevariété de dimensionp et de classeCk au voisinage
dex si l’une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :
(i) Il existeV voisinage ouvert dex tel qu’il existe unCk difféomorphisme de
V surW ⊂ Rn tel queg(x) = 0 et g(M ∩ V ) = W ∩ P , avecP l’ensemble
des(y1, ..., yn) tels queyp+1 = 0, yp+2 = 0, ... ,yn = 0.
(ii) Après une permutation pertinente des coordonnées(x1, ..., xn), il existeV
voisinage ouvert dex etφ applicationCk deRp dansRn−p tel que pour tout
y dansV

y ∈M ⇐⇒ φ(y1, ..., yp) = (yp+1, ..., yn)

(iii) Il existe un voisinageV ouvert dex, Ω un voisinage ouvert de0 dansRp,
f une applicationCk deΩ dansRn, tels quef induise un homéomorphisme
deΩ surM ∩ V , f(0) = x etf ′(0) de rangp a.
(iv) Il existe un voisinageV ouvert dex, Ω un voisinage ouvert de0 dansRp,
f une applicationCk deΩ dansRn, tels quef induise un homéomorphisme
deΩ surM ∩ V , f(0) = x etf ′(y) de rangp pour touty dansΩ b.

aIl s’agit d’un élément deL(Rp,Rn).
bIl s’agit d’un élément deL(Rp,Rn).

Démonstration :
On notera pendant cette preuvex|I , avecI = {i1, ..., im} et i1 < i2 < · · · < im

un sous-ensemble de[1, n] etx un élément deRn, (xi1 , . . . , xim).
• L’équivalence entre (iii) et (iv) est claire ; bien sûr (iv) implique (iii), et récipro-

quement en supposant (iii) par continuité de la différentielle et continuité du détermi-
nant d’une matrice extraite, on peut trouver un voisinage de0 dans lequel la différen-
tielle a le même rang. Il suffit alors de se restreindre à ce voisinage.
• Voyons maintenant que (iii) implique (ii).
Supposons (iii). La matrice de la différentielle def en 0 est de rangp ; modulo

une bonne permutation des coordonnées, on peut donc supposer que la matrice extraite
de la différentielle pour les indices en ligne et en colonne inférieurs ou égaux àp est
inversible.

En se restreignant auxp première coordonnées,f est alorsCk, de différentielle en
0 de rang plein. On peut donc appliquer le théorème d’inversion locale35, et f ainsi
restreint est donc unCk difféomorphisme au voisinage de0. En prenantφ la composée
def et de l’inverse de la restriction def auxp-premières coordonnées, on obtient une
fonction satisfaisant (ii).
• Voyons maintenant (ii) implique (iii).
Supposons (ii) vérifiée. Définissons alorsf(y) = (y + x|[1,p], φ(y + x|[1,p])2. f

convient...
• Montrons maintenant que (iii) implique (i).
Supposons (iii) vérifiée.
Définissons alorsg(y) = (y|[1,p] − x|[1,p], y|[p+1,n] − φ(y|[1,p])... g convient pour

(i).

2Je "recolle" ainsi un élément deRp et un élément deRn−p pour obtenir un élément deRn
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• Il ne reste plus qu’à vérifier que (i) implique (iii).
Supposons donc (i) vérifiée.
Alors soitf(y) = g−1(y|[1,p], 0, . . . , 0).
La différentielle deg est injective, donc la restriction àRp est injective aussi. Donc

f vérifie bien (iii).ut

Théorème 51 (Théorème de Jordan)Toute hypersurfaceM (i.e. variété de
dimensionn− 1) deRn C∞

• est le noyau d’une applicationC∞ dont la différentielle ne s’annule pas sur
M .
• est orientable (c’est à dire qu’il existe un champ de vecteur ne s’annulant
pas, continu, défini surM , à valeurs dansRn)
• partage le plan en deux domainesa (l’un borné l’autre non) dont elle est la
frontière commune.

aRappelons qu’un domaine est un ouvert connexe.

Démonstration :
Ce théorème, long et loin d’être trivial, nécéssitera différents lemmes. Cette preuve

est largement inspiré de la note "Le théorème de Jordan pour les hypersurfacesC∞",
de D. Leborgne, paru dans la Revue de Maths Spé numéro 104, 1993-1994, lui-même
inspiré de l’article "Orientability of smooth hypersurfaces and the Jordan Brouwer se-
paration theorem", Expo. Math. 5 (1987), p 283-286.

Lemme 52 SoitX un espace topologique connexe, etf et g continues deX
dansR. Sif etg sont localement égales ou opposées, et si l’intérieur def−1(0)
est réduit à l’ensemble vide, alorsf etg sont égales ou opposées.

Démonstration :
• Définissons :

Egales = {x/f(x) = g(x)}

Oppos = {x/f(x) = −g(x)}

Et notonsΩ l’intérieur deEgales.
• Supposons tout d’abordΩ non vide, et montrons queΩ = X. Si on a un tel résul-

tat, alors on saura que soitEgales est d’intérieur vide, soit il est égal à tout l’espace.
Si Egales est égal à tout l’espace, alors on a bien le résultat souhaité. SiEgales est
d’intérieur vide, alors l’ensemble desx tels quef(x) = g(x) 6= 0 (inclus dans l’inté-
rieur d’Egales) est vide, et doncOppos = X, d’où le résultat souhaité. Donc montrer
que siΩ 6= ∅ alorsΩ = X est suffisant pour le résultat souhaité.
• Donc, on supposeΩ vide.
• Soitx appartenant à la frontière deΩ.
• Par hypothèse, il existeU ouvert contenantx sur lequelf et g sont égales ou

opposées, puisquef etg sont localement égales ou opposées.
• L’intersection deU et Ω est non vide (puisquex est sur la frontière deΩ), et

contient un point sur lequelf etg sont non nulles, puisquef−1(x) est d’intérieur vide.
Doncf etg sont égales surU (rappelons queΩ est inclus dansEgales).
• On en déduit quex appartient àEgales.
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• On a donc montré que la frontière deΩ est incluse dansΩ.
• Ω est donc fermé et ouvert.
• Ω est donc égal àX, puisqueX est connexe. D’où le résultat.ut
Nous avons encore besoin d’un lemme de topologie :

Lemme 53 Soit(Ωi)i∈I une famille d’ouverts recouvrantRn, et pouri dansI,
fi applicationC∞ deΩi dansR, telle que l’intérieur def−1

i (0) soit d’intérieur
vide.
Supposons que lorsqueΩi et Ωj s’intersectent, alorsfi et fj soient égales ou
opposées localement surΩi ∩ Ωj .
Alors il existe une unique fonctionf , au signe près, dont la restriction pour
tout i à Ωi soitfi.

Bien voir que l’on n’a pas supposé que lesΩi soient connexes.
Démonstration :
• On considère la famille(Bj)j∈J des boulesB telles qu’il existe un certaini tel

queB ⊂ Ωi. On définitf ′j la restriction deΩi àBj , lorsqueBj est inclus dansΩi.
• Supposons qu’on ait construit une fonctionf localement égale ou opposé àf ′j sur

Bj pour toutj dansJ .
• Alors f , pour toutj dansJ , est égale àε′jf

′
j surBj , avecε′j ∈ {−1, 1}, par

connexité deBj et application du lemme précédent52.
• Alors f , pour touti dansI, est égale àεifi surΩi, avecεi ∈ {−1, 1}. En effet,

donnons-nousx et y dansΩi, avecfi(x) et fi(y) tous deux non nuls, et montrons
que nécéssairementf et fi égales (resp. opposées) enx impliquef et fi égales (resp.
opposées) eny.

- le segment[x, y] est recouvert par un nombre fini de boulesBj
- chacune des intersections de ces boules est connexe, et chaque boule est connexe.
- on peut donc appliquer sur chacun de ces connexes le lemme52, d’où le résultat.
• Il reste donc simplement à construire une fonctionf convenable sur lesBj .
• On montre tout d’abord le résultat en dimension1, sur un segment fermé. Cela

se fait en recouvrant le segment en question par un nombre fini de boules ouvertesBj ,
en définissantf sur cette réunion finie de proche en proche. Le fait que l’on soit en
dimension1 rend cela facile ; il suffit de choisir des ouverts consécutifs, non inclus les
uns dans les autres. Par le lemme52, on a une solution et une seule, au signe près.
• On procède maintenant par récurrence sur la dimensioni, pour montrer l’exis-

tence et l’unicité au signe près d’une telle fonction sur un pavé[−m,m]i.
• Pour cela on considère ce pavé comme le produit[−m,m]× [−m,m]i−1.
• On définit une fonctionft pourt dans[−m,m], définie sur[−m,m]i−1, en uti-

lisant l’hypothèse de récurrence,ft égale à FLEMMARD ça marche pas parce qu’on
n’est pas sur que l’intersection d’un ensemble d’intérieur vide avec un ensemble de
dimension inférieure est d’intersection vide.
•

1.5.5 Espaces vectoriels normés de dimension finie

� Propriétés topologiques

La boule unité fermée d’un espace vectoriel normé est compacte si et seulement si
l’espace est de dimension finie (théorème de Riesz??).
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Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet. Dans un espace vec-
toriel normé de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes (voir théorème
??). En particulier, les espaces vectoriels normés réels de dimension finie sont tous
isomorphes àRn pour un certainn, tous les espaces vectoriels normés complexes de
dimension finie sont isomorphes àCn pour un certainn. Les compacts d’un espace
vectoriel de dimension finie sont donc exactement les fermés bornés. Cela implique no-
tamment que tout sous-espace vectoriel de dimension finied’un espace vectoriel normé
est fermé (qu’il s’agisse d’un espace vectoriel normé de dimension finie ou non).

� Propriétés géométriques

Définition 54 Une partieA d’un espace vectoriel normé est diteéquilibrée si
elle contientax pour touta de module1 et toutx deA.

Théorème 55 SoitE un espace vectoriel normé de dimension finie. Alors, soit
B ⊂ E, B est la boule unité pour une certaine norme si et seulement siB est
convexe équilibré compact ayant0 comme point intérieur. La norme corres-
pondante est alors unique.

Démonstration : Cette preuve, utilisant la notion de jauge, est détaillée dans [22,
p236].ut

Définition 56 On définit ici la notion deséparation au sens large (resp.
strict) : On dit qu’un hyperplanH sépare au sens largedeux partiesA et
B (resp.sépare au sens strict) si A etB sont inclus dans l’un et l’autre des
demi-espaces fermés (resp. ouverts) délimités parH.

Théorème 57 (Forme géométrique de Hahn-Banach en dim. finie)Soit E
un espace vectoriel normé de dimension finie. Alors :
• SoitA ouvert convexe non vide,L sous-espace vectoriel deE de dimension
finie n’intersectant pasA. Alors il existe un hyperplanH tel queL ⊂ H et
A ∩H = ∅.
• SoientA etB des convexes non vides et disjoints deE. Alors
- SiA est ouvert, il existe un hyperplan séparantA etB au sens large.
- SiA etB sont ouverts, il existe un hyperplan séparantA etB au sens strict.
- SiA est compact etB fermé, il existe un hyperplan séparantA etB au sens
strict.
- SiA etB sont fermés, alors il existe un hyperplan séparantA etB.

Démonstration : Voir [19, p347] pour une preuve complète ; les points sont à dé-
montrer dans cet ordre pour simplifier la preuve.ut
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Chapitre 2

Extrema

Une référence claire et complète est [7]. En outre on y trouve des algorithmes jus-
tifiés rigoureusement.

2.1 Cadre et définitions

Pour ce chapître, on travaillera sur une applicationf continue d’un ouvertU d’un
espace de BanachE dansR.

Définition 58 On dit quef admet unminimum relatif ouminimum local en
x ∈ U si il existe un voisinageV dex tel que pour toutv dansV f(x) ≤ f(v).
On dit quef admet unminimum relatif strict ou minimum local strict en
x ∈ U si il existe un voisinageV de x tel que pour toutv 6= x dansV
f(x) < f(v).
On dit quef admet unminimum global en x ∈ U si pour toutv dansU
f(x) ≤ f(v).
On dit quef admet unminimum global strict enx ∈ U si pour toutv 6= x
dansU f(x) < f(v).
On définit de même les notions demaximum relatif , maximum relatif strict ,
maximum global, maximum global strict, en remplaçant les≤ par des≥ et
les< par des>.

2.2 Résultats liés à la compacité

Proposition 59 SoitE un espace vectoriel normé de dimension finie etf C0

deE dansR telle que
lim‖x‖→∞f(x) =∞

Alorsf est minorée et atteint son minimum.

Démonstration : On se donneA > 0 tel que‖x‖ > A impliquef(x) > f(0). On
considère alorsK = B(0, A).K est fermé car on est en dimension finie (les compacts
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d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont les fermés bornés).f atteint donc
sa borne inf (voir corollaire??).ut

Corollaire 60 (Quelques applications)• La distance d’un point à un fermé
non vide est minorée et le minimum est atteint.
• Aussi les trois applications suivantes, empruntées à [15] :
- étant donnée une applicationf C0 de [0, 1] dansR, il existe un polynômeP
minimisant‖f − P‖∞ parmi les polynômes de degré≤ n.
- le théorème de D’Alembert-Gauss, stipulant que tout polynôme à coeffi-
cients complexes et de degré≥ 1 admet une racine, en considérantz 7→ |P (z)|
(corollaire : tout polynôme à coefficients dansC est scindé dansC[X]).

Voir le corollaire?? sur la trigonalisation de matrices complexes, ou la partie
??sur les suites récurrentes linéaires.

2.3 Résultats de calcul différentiel

2.3.1 Résultats au premier ordre

Théorème 61 (Condition nécéssaire du premier ordre)Si x est un mini-
mum relatif def et si f est différentiable enx, alors la différentielle def
enx est nulle.

Démonstration :
df(x)(h) ≥ 0 car f(x+th)−f(x)

t ≥ 0 si t ≥ 0
df(x)(h) ≤ 0 car f(x+th)−f(x)

t ≤ 0 si t ≤ 0ut

Pas de réciproque ; par exemplex 7→ x3 deR dansR a une différentielle nulle
en0 et n’a ni maximum ni minimum en zéro.

Définition 62 Sidf(x) = 0, on dit quex est un point critique.

Pour aller plus loin on peut s’intéresser aux extréma liés ; voir pour cela [7].

2.3.2 Résultats du second ordre

Théorème 63 (Condition nécéssaire du second ordre)Soit f deux fois dif-
férentiable enx.
Alors sif admet un minimum local enx, f ′′(x) est positive.

Démonstration :
Supposonsf ′′(x) non positive ; alors il existev tel quef ′′(x)(v, v) soit< 0. On

se donne un voisinageV dex sur lequelf ≤ f(x) et sur lequel la formule de Taylor-
Young??donne
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f(x+ t.v) ≤ f(x) +
1
4
f ′′(x)(tv, tv)

(rappelons que par le résultat précédentf ′(x) est nul)
on peut toujours choisir un tel voisinageV car

f(x+ t.v) = f(x) +
1
2
f ′′(x)(tv, tv) + o(t2)

pourt assez petit
et doncf(x+tv)−f(x) est alors négatif pour ces valeurs det (à part pourt = 0).ut

Théorème 64 (Condition suffisante du second ordre)SupposonsE de di-
mension finie. Soitf deux fois différentiables enx, f ′(x) = 0, etf ′′(x) définie
positive. Alorsf admet un minimum relatif strict enx.

Démonstration : On considère simplement un minimum def ′′(x)(u, u) pour‖u‖ =
1 et la conclusion vient rapidement.ut

On peut se passer d’hypothèse de dimension finie à condition d’imposer
quef ′′(x) vérifie∃α > 0/f ′′(x)(u, u) > α‖u‖2.

2.4 La convexité

Pour une introduction à la convexité, voir la partie1.5.1.
Les résultats liés à la convexité sont très intuitifs, et se justifient rigoureusement

sans trop de difficulté : on pourra consulter [7] pour moultes développements.

Théorème 65 Un minimum local d’une fonction convexe définie sur une partie
convexe est en fait un minimum global.
Une fonction strictement convexe définie sur une partie convexe admet au plus
un minimum et si un tel minimum existe il est strict.

2.5 Pour aller plus loin

On trouvera dans [7] des études des cas particuliers des formes quadratiques, et une
justification rigoureuse de la méthode de Newton.
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Chapitre 3

Equations différentielles

Une référence appréciable pour sa clarté et son souci d’illustration et d’utilisation
pratique des résultats (notamment informatique) est le livre "Analyse numérique et
équations différentielles" de J.-P. Demailly ([9]). Je traite ici exclusivement le cas de la
dimension finie, largement suffisant pour la plupart des problèmes ; pour une analyse
plus générale, on pourra consulter [3].

3.1 Lemmes préliminaires

Lemme 66 (Lemme de Gronwall) Soit φ une fonctionC0 de l’intervalle
[a, b] dansR+. Soitc ∈ [a, b], soientA,B des réels positifs.
Supposons que pour toutt dans[a, b], on ait

φ(t) ≤ A+B

∣∣∣∣∫ t

c

φ(u).du
∣∣∣∣

Alors pour toutt dans[a, b]

φ(t) ≤ A eB|t−c|

Démonstration :
Pourt ≥ c, on définitF (t) = A + B

∫ t
C
φ(s).ds. F estC1. Calculons la dérivée

det 7→ e−Bt.F (t) ; cette dérivée est

e−Bt(−B F (t) +Bφ(t))

donc est≤ 0 sur[c, b]. Le résultat en découle immédiatement pourt ≥ c.
Pour le cas restant,t ≤ c, on définitF (t) = A+B

∫ c
t
φ(u)du ; F estC1. Calculons

la dérivée det 7→ eBt.F (t) ; cette dérivée est

eBt(B F (t)−Bφ(t))

donc est≥ 0 sur[a, c]. Le résultat en découle immédiatement pourt ≤ c.ut
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3.2 Equations différentielles d’ordre1

Définition 67 On appelleéquation différentielle du premier ordre une
équation de la forme

dx

dt
= f(t, x)

avecE unR-espace vectoriel de dimension finiem, U une partie (non néces-
sairement ouverte !) deR × E, et f une application deU dansE, avecf
continue.
On appellesolution de cette équation une applicationφ dérivable deI dans
E avecI un connexe deR (i.e. un intervalle) telle que{(t, φ(t))/t ∈ I} ⊂ U
etφ′(t) = f(t, φ(t)) pour toutt dansI.

Proposition 68 Une solution d’une équation différentielle est nécessairement
C1.

Démonstration : L’équation exprime notamment le fait que la dérivée de sa solu-
tion estC0.ut

Remarque (forme intégrale) :φ : I → E est une solution deδxδt = f(t, x) de
donnée initialeφ(c) = x0 si et seulement si pour toutt dansI, φ(t) = φ(c) +∫ t
c
f(u, φ(u))du.

3.2.1 Avec des hypothèses sympathiques surf

Définition 69 Une fonction de deux variables(x, y) ∈ X × Y 7→ f(x, y) est
dite localement lipschitzienne eny si pour tout(x, y) il existe un scalairek
et V un voisinage de(x, y) dansX × Y tel que pour tousx′, y1, y2 tel que
(x′, y1) ∈ V et (x′, y2) ∈ V on ait

‖f(x′, y1)− f(x′, y2)‖ ≤ k.‖y1 − y2‖

Lemme 70 (Unicité) Sif est localement lipschitzienne enx, alors siφ1 etφ2

sont deux solutions sur un même intervalle ayant même valeur en un certaint,
alorsφ1 = φ2.

Démonstration : Donnons nousφ1 etφ2 deux solutions, égales ent.
Pour simplifier le raisonnement on va supposer qu’il existet′′ > t tel queφ1(t′′) 6=

φ2(t′′). En cas contraire, on raisonnerait de même en considérantt′′ < t vérifiant cette
propriété.

Soit t′ l’inf de cest′′. Par continuité,φ2(t′) = φ1(t′).
Soit V l’intersection de[t′,∞[ et d’un voisinage det′ tel que{(t, φ1(t))/t ∈ V }

et {(t, φ2(t))/t ∈ V restent dans un voisinage de(t′, φ′(t′)) sur lequelf estC-
lipschitzienne eny.
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Pourv dansV , on aφ′i(v) = f(v, φi(v)), et donc

φ1(v)− φ2(v) =
∫ t

0

f(u, φ1(u))− f(u, φ2(u))du

|φ1(v)− φ2(v)| ≤ C
∫ v

0

|φ1(u)− φ2(u)|du

Donc par le lemme de Gronwall on conclut queφ1 etφ2 sont égales surV , ce qui
est contradictoire avec la définition det′. ut

Lemme 71 (Existence)On se donne une fonctionf C0 de [t0 − a, t0 + a] ×
B(x0, b) × B(λ0, c) dansRn, la bouleB(x0, b) étant une boule deRn, et la
bouleB(λ0, c) étant une boule compacte ou un seul point d’un espace mé-
trique.
On suppose qu’il existeC tel que‖f(t, x1, λ) − f(t, x2, λ)‖ ≤ C‖x1 − x2‖,
et on se donneM tel que |f(t, x)| est borné parM sur [t0 − a, t0 + a] ×
B(x0, b) × B(λ0, c) (un telM existe nécessairement par continuité def sur
[t0 − a, t0 + a]×B(x0, b)×B(λ0, c) qui est compact).
Alors il existe une fonctionφ(., λ) telle queδφ(t,λ)

δt = f(t, φ(t, λ), λ), définie
sur [t0 − T, t0 + T ] × B(λ0, c), avecT le min dea et b/M , et telle que pour
toutλ φ(t0, λ) = x0 ; en outre cette fonction est continue par rappport àt et
λ.
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Le paramètret de la fonctionf(t, x, λ) peut être vu comme le paramètre
temporel ; c’est une fonction det que l’on cherche comme solution.φ est la fonction so-
lution, dépendant det. Quant àλ, c’est un paramètre désignant les conditions initiales.
Le lemme est directement donné sous-une forme très générale ; mais le cas d’une boule
B(λ0, c) compacte réduite à un point n’est pas à négliger ; il s’agit en fait du cas le plus
courant, l’intérêt d’introduire une boule étant simplement de montrer la continuité par
rapport aux conditions initiales.
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L’hypothèse de l’existence deC sera notamment vérifiée si les dérivées
partielles def par rapport auxn composantes deφ existent et sont continues.

Démonstration :
• On posex0(t, λ) = x0

• On définit par récurrencexk+1(t, λ) = x0 +
∫ t
t0
f(u, xk(u, λ))du

• Il est clair par récurrence que|xk(t, λ)− x0| ≤ b
• xk estC0 ent clairement
• xk estC0 enλ par continuité sous le signe intégral (théorème??)
• On montre maintenant par récurrence que pour toutk

|xk+1(t, λ)− xk(t, λ)| ≤ MCk|t− t0|k+1

(k + 1)!
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- Le cask = 0 est immédiat
- |(xk+1 − xk)(t, λ)| = |

∫ t
t0
f(u, xk(u, λ), λ)− f(u, xk−1(u, λ), λ).du| ≤ C|t−

t0|
∫ t
t0
MCk−1 |u−t0|k

k! du ≤ MCk|t−t0|k+1

(k+1)!
- t − t0 étant borné sur l’ensemble qu’on s’est donné, la suite desxk converge

uniformément. Du coup la limite est continue par rapport à(t, d). Le fait que la limite
vérifie l’équation est conséquence du passage à la limite.ut

Théorème 72 (Cauchy-Lipschitz)Si f est localement lipschitzienne enx,
étant donné(t0, x0), il existe une et une seule solution maximale (i.e. sur un
intervalle maximal) de l’équation différentielle.
En outre, cette fonction maximale n’admet pas de limite au bord de l’intervalle
où elle est définie, si ce bord est fini et n’est pas le bord de l’intervalle de
définition def .

Démonstration : L’existence et l’unicité découlent des lemmes ci-dessus. Lorsque
la solution ne tend pas vers l’infini au bord du domaine (6= ∞ et 6= du bord de l’inter-
valle de définition def ), on peut prolonger par le lemme d’existence.ut

Théorème 73 (Existence de solutions globales)On suppose désormaisU de
la formeI ×E, avecI intervalle ouvert deR. On suppose en outre qu’il existe
une fonctionk continue deI dansR+ telle quef(t, .) estk-lipschitzienne de
rapport de Lipschitz< k(t) sur E. Alors, toute solution maximale est une
solution globale (surI).

Démonstration : Donnons-nous un intervalle compactK inclus dansJ . Il est suf-
fisant de montrer qu’il existe une solution définie surK. Il suffit donc d’appliquer le
lemme71, k étant majorée surK par une certaine constanteC.ut

Théorème 74 (Equadif dépendante d’un paramètre)On remplacef(t, x)
par f(t, x, λ) ; on suppose quef est continue lipschitzienne enx, de constante
de Lipschitz indépendante det et λ, avecλ appartenant à un espace topolo-
giqueL, t dans un intervalle compactdeR et x ∈ B(x0, r) ⊂ E avecE un
Banach. En outre,f est bornée parM .
Alors étant donnét0 ∈ R on peut àλ associer une solutionφλ sur J =
I ∩ [t0 − r/M, t0 + r/M ], et(t, λ) 7→ φλ(t) est continue.

Démonstration : La démonstration utilise le théorème du point fixe de Banach ;
pour plus de précisions, on consultera [9].ut
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3.2.2 Sans hypothèse sympathique surf

f sera ici simplement supposéeC0.

Définition 75 On dira queφ est unesolution ε-approchéede l’équation dif-
férentielle δx

δt = f(t, x) si φ est définie continueC1 par morceaux sur un
intervalleJ , si φ(t0) = x0 et si pour toutt dansJ (t, φ(t)) est bien dansU ,
avec‖φ′(t)− f(t, φ(t))‖ ≤ ε, à part aux points de discontinuité, auxquels on
doit avoir‖φ′d(t)− f(t, φ(t))‖ et‖φ′g(t)− f(t, φ(t))‖ tous deux≤ ε, avecφ′d
etφ′g les dérivées à droites et à gauche.

Théorème 76 Supposonsf C0, définie surI ×B(x0, r), avecI intervalle de
R, à valeurs dansE. Supposons|f | ≤M . Alors avecJ = I ∩ [t0− r/M, t0 +
r/M ], ∀ε > 0, l’équation δx

δt = f(x, t) a une solutionε-approchée affine par
morceaux telle queφ(t0) = x0.

Démonstration :
• On montre qu’on peut construire une telle solution surJ+ = J ∩ [t0,∞[, le

résultat s’obtenant de même surJ− = J∩]−∞, t0].
•Définissons tout d’abordφ0 affine, définie parφ0(t0) = x0, etφ′0(t0) = f(t0, x0).
• On note queφ0 est bien telle que(t, φ(t)) soit dans le domaine de définition de

f pourt dansJ+.
• Par continuité def , φ0 est une solutionε-approchée sur[t0, t], pourt suffisam-

ment petit. En considérantt1 le sup de cest, on obtientt1 1, et par continuitéφ0 est
une solutionε-approchée sur[t0, t1].
• Si t1 est différent desup J , alors on recommence le même processus, en rempla-

çantx0 parx1 = f(t1), et t0 part1, etr parr − ‖x1 − x0‖ (> 0 par définition deJ) ;
on nommeφ1 la nouvelle application obtenue. Puist2, puist3, et ainsi de suite, jusqu’à
ce queti soit lesup deJ , auquel cas la preuve est terminée.
• Supposons maintenant que la suite desti croît sans jamais atteindre la bornesup

deJ ; notonsT le sup desti.
• Remarquons que‖xn+1 − xn‖ ≤ M |tn+1 − tn| et que donc‖

∑n+p
m=n xn+1 −

xn‖ ≤M(T − tn) ; donc par le critère de Cauchy (rappelons queE est un Banach), la
suite(xn) tend vers une certaine limitex.
• Considérons maintenant

‖f(tn, xn)− f(t, φn(t))‖

pourT ≥ t ≥ tn, et examinons ce qu’il se passe pourn→∞.
Cette quantité est inférieure ou égale à

‖f( tn︸︷︷︸
→T

, xn︸︷︷︸
→x

)−f(T, x)‖+‖f(T, x)−f( t︸︷︷︸
→T

, φn(t)︸ ︷︷ ︸
→x car‖φn(t)− xn‖ ≤ (t− tn)M

)‖

1Je passe sous silence le cast1 =∞, qui termine la preuve immédiatement.
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et donc tend vers0 en l’infini, et donc finit par être inférieure àε à un certain rang
n ; donctn+1 ≥ T , d’où la contradiction.ut

Corollaire 77 SupposonsE de dimension finie.f étant toujours bornée dans
un voisinage de(t0, x0), on peut toujours trouver un voisinage det0 sur lequel
l’équation admet des solutionsε-approchées pour toutε.

On utilise le fait que dans le théorème précédent, le voisinage obtenu est
indépendant deε.

3.3 Equation différentielle d’ordre n

Etant donnée une équation de la forme

dnx

dt
= f(t, x,

dx

dt
, ...,

dn−1x

dtn−1
)

oùf est supposée localement lipschitzienne enx, dxdt , ...,
dn−1x
dtn−1 , avecU ⊂ R× En, f

deU dansE continue à valeurs dansRm, on se ramène à

dx

dt
= x1

dx1

dt
= x2

. . .

dxi
dt

= xi+1

dxn−1

dt
= f(t, x, x1, ..., xn−1)

Ces équations différentielles correspondent donc à une équation d’ordre1 dans
l’espaceEn.

Il reste à reformuler les différents résultats sur les équations différentielles d’ordre
1 au cas de l’ordren :

Etant donnést0 et x0, x1, ... , xn−1, il existe (au moins) une solution maximale
x définie sur un intervalle ouvert contenantt0 telle quex(t0) = x0, x′(t0) = x1,
... x(n−1)(t0) = xn−1 (rappelons que l’on a supposéf continue).f étant localement
lipschitzienne enx, dxdt , ...,

dn−1x
dtn−1 , alors il y a unicité. Pour l’existence sans l’unicité, le

théorème de Cauchy-Péano permet de se passer du caractère localement lipschitzien.
Si U est de la formeI × En, et s’il existe une fonction continue dépendant seule-

ment det majorant le coefficient de lipschitz, alors les solutions maximales sont défi-
nies surI tout entier.

Ces résultats découlent immédiatement des résultats à l’ordre1, grâce à la transfor-
mation décrite ci-dessus.
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3.4 Zoologie des équations différentielles

3.4.1 Equation différentielle linéaire du premier ordre

Définition 78 Uneéquation différentielle linéaire du premier ordre est une
équation différentielle du premier ordre avec

dx

dt
= A(t).x+B(t)

avecA(t) une application linéaire continue deE dansE etB(t) ∈ E, pour
tout t dansI intervalle deR.
E est toujours unR-espace vectoriel ,A est continue,B est continue.
L’équation différentielle homogène associéeest

dx

dt
= A(t).x

Théorème 79 (Théorème de Cauchy)Si A est continue deI dansL(E)a,
alors l’équation différentielle linéaire du premier ordre admet une solutionφ
telle queφ(t0) = x0 définie sur toutI.
Il existe une unique solution définie sur toutI.

aEnsemble des applications linéaires continues deE dansE.

Démonstration : Il s’agit directement d’une application du théorème73. ut

Théorème 80 En notant cette solutionφx0 (à t0 fixé) la solution
de l’équation linéaire homogène associée, l’application qui àx0 associeφx0

est linéaire bijective deE dans l’ensemble des solutions de l’équation homo-
gène.

Démonstration :
• L’injectivité est claire, si deux fonctions sont différentes ent0 alors elles sont

différentes tout court.
• La surjectivité est non moins claire, par définition deφx0 .
• La linéarité, enfin est immédiate ; il suffit de voir que six ety sont solutions, alors

λ.x+ µ.y est aussi solution.ut

Corollaire 81 (Cas de la dimension finie)On en déduit au passage que la di-
mension de l’espace des solutions d’une équation diférentielle est finie et égale
à la dimension deE, lorsque la dimension deE est finie.
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� Cas général, dimension non nécessairement finie

Dans cette partie, et seulement celle-ci, on traitera un cadre plus général. L’intérêt
est seulement de donner un exemple d’utilisation en dimension non finie. On admettra
le fait que le théorème de Cauchy-Lipschitz est aussi valable dans le cas d’un espace
de Banach, même s’il n’est pas de dimension finie (la démonstration est d’ailleurs la
même).

� A non constant

Définition 82 On appelleéquation résolvantede l’équation différentielle li-
néaire de la définition78 l’équation à paramètre dans l’ensemble des applica-
tionsC1 deI dansL(E) :

U ′(t) = A(t) ◦ U(t)

Afin de pouvoir travailler sur cette équation, nous aurons besoin du théorème de
Cauchy ; aussi devons nous bien voir :

- queL(E) est un Banach (de manière générale l’ensemble des applications li-
néaires continues d’un espace vectoriel normé dans un Banach est un Banach)

- que l’applicationt 7→ (φ 7→ A(t)◦φ) est continue deI (pour la topologie usuelle)
dansL(E)L(E) (pour la topologie produit)

Le deuxième point découle facilement de la continuité deA.
On peut donc appliquer le théorème de Cauchy, et exhiber pour toutt0 dansI une

solution uniqueResolvantt0 sur toutI de l’équation résolvante vérifiant

Resolvantt0(t0) = IdE .

Définition 83 La solutionResolvantt0(t0) est appeléerésolvante d’origine
t0.

Voyons maintenant les propriétés sympathiques de la résolvante, qui découlent des
résultats ci-dessus.

Proposition 84 • Pour tousa, b etc dansI,Resolvanta(b).Resolvantb(c) =
Resolvanta(c).
• Pour touta et toutb Resolvanta(b) est dansGL(E).

Démonstration :
• Il suffit de dériver tout ça, et d’utiliser l’unicité donnée par le théorème de Cauchy.
• C’est une conséquence évidente du fait queResolvanta(b).Resolvantb(a) =
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Resolvantb(a).Resolvanta(b) = Resolvanta(a) = Resolvantb(b) = IdE .ut

Théorème 85 • La solution x de l’équation homogène associée vérifiant
x(t0) = x0 est l’applicationt 7→ Resolvantt0(t).x0.
•Une solution particulièrex de l’équation générale de la définition78vérifiant
x(t0) = x0 est donnée par

x(t) = Resolvantt0(x0) +
∫ t

t0

Resolvantu(t)B(u)du

Démonstration :
• La résolvante est construite pour ça. Il suffit d’écrire la dérivée de

t 7→ Resolvantt0(t).y0

pour avoir la résultat souhaité.
• Il suffit d’écrire quex peut s’exprimer sous la formex(t) = Resolvantt0(t)(C(t)) ;

ensuite, par une méthode bien similaire à la méthode de variation des constantes, on
écrit

x′(t) =
(δ((x, y) 7→ Resolvantt0(x)(y)) ◦ (t 7→ (t, C(t))))

δt

= ( ((
δResolvantt0(x)

δx
)(y)dx+ (Resolvantt0(x)dy)) ◦ (t, C(t))).(1, C ′(t))

= A(t)Resolvantt0(t)C(t) +Resolvantt0(t)C ′(t)

Donc x sera solution siB(t) = Resolvantt0(t)C ′(t), c’est à dire siC(t) =
Resolvant−1

t0,t(x0)+
∫ t
t0
Resolvant−1

t0 (u)B(u)du, donc six(t) = Resolvantt0(x0)+

Resolvantt0(t).
∫ t
t0
Resolvantu(t0)B(u)du.

Donc on a bien

x(t) = Resolvantt0(t)x0 +
∫ t

t0

Resolvantu(t)B(u)du

D’où le résultat.ut

� A constant

Théorème 86 SiA(t) = A est constant, alors l’équation différentielle linéaire
définie en78admet pour unique solutionx vérifiantx(t0) = x0 l’application

x : t 7→ exp((t− t0)A)(x0)

���������������
���������������
���������������
���������������

�������������
�������������
�������������
������������� ���������

���������
���������
���������
���������

�������
�������
�������
�������
�������

�����
�����
�����
�����
�����

���
���
���
���
���

���������������������
���������������������
���������������������
���������������������

	�	�	�	�	�	�	�	�	�	
	�	�	�	�	�	�	�	�	�	

�
�
�
�
�
�
�
�


�
�
�
�
�
�
�
�


���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������������������

Pour se rappeler de ce qu’est l’exponentielle d’un endormophisme continu
d’un Banach on pourra consulter??.
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Démonstration : Le théorème de Cauchy nous donne l’unicité, et il est immédiat
que cette fonction convient, par le théorème donnant la dérivée de l’applicationt 7→
exp(t f) (voir partie??).ut

On note quet 7→ exp((t− t0)A)(x0) est le résolvant de l’équation différentielle.

Théorème 87 Une solution particulièrex de l’équation différentielle générale
définie en78 dans le cas oùA(t) = A est constant et vérifiantx(t0) = x0 est
donnée par

x(t) = exp((t− t0)A).x0 +
∫ t

t0

exp((t− u)A)B(u)du

Démonstration : On peut simplement argumenter en utilisant le fait signalé ci-
dessus, ie quet 7→ exp((t − t0)A) est le résolvant (d’originet0) de l’équation diffé-
rentielle, mais on peut aussi faire le calcul directement en cherchant des solutions de la
formet 7→ exp(tA)C(t).ut

Remarque : tout comme lorsqueA est constant on aResolvantt0(t) = exp((t −
t0)A), on aResolvantt0(t) = exp(

∫ t
t0
A(u)du LORSQUE pour toust et s dansI

A(t) etA(s) commutent (A(t)A(s) = A(s)A(t)).

� Cas de la dimension finie

� A(t) non constant
Si E est de dimension finien, alors l’espace des solutions de l’équation homogène

associée est de dimension finien, comme on le souligne dans le corollaire81. Pour
simplifier les notations, on identifieE etRn, sans perte de généralité.

Proposition 88 On se donne une famillex1, ..., xm de solutions de l’équation
différentielle homogène. Alors ces solutions sont libres si et seulement si l’en-
semble desxi(t) est libre pour un certaint, si et seulement si l’ensemble des
xi(t) est libre pour toutt.

Démonstration :
Il est clair que si lesxi(t) forment une famille libre pour un certaint, alors lesxi

forment une famille libre.
Il est clair que si pour toutt, lesxi(t) forment une famille libre, il en est de même.
Il reste donc juste à voir que si lesxi forment une famille libre, alors lesxi(t)

forment une famille libre, quel que soitt. Cela découle simplement du théorème80.ut

Il n’est par contre pas vrai que dans le cas général,(xi) famille libre→ (xi(t))
famille libre (par exemple n’importe quelle famille libre de fonctions deR dansR).

Ainsi lorsque l’on aura obtenu une famille libre den solutions de l’équation diffé-
rentielle homogène et une solution de l’équation générale, alors on pourra en déduire
toutes les solutions de l’équation différentielle, en considérant la somme de la solution
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de l’équation générale plus une combinaison linéaire quelconque desn solutions libres
de l’équation homogène associée.

Généralement, le problème ne sera pas d’obtenir les solutions de l’équation homo-
gène, mais plutôt d’obtenir les solutions de l’équation générale.

Pour cela on utilisera notamment la méthode de lavariation des constantes.
On suppose quex1, ..., xn sont des solutions libres de l’équation homogène asso-

ciée.
On cherche alorsx solution particulière de l’équation générale, avecx de la forme

x(t) = λ1(t)x1(t) + λ2(t)x2(t) + · · ·+ λn(t)xn(t)

On note bien que toute fonction peut s’exprimer de la sorte, puisque pour toutt la
famille desxi(t) est libre.

Faisons maintenant « varier les constantes » :

dx

dt
(t) = λ1

dx1

dt
+ · · ·+ λn

dxn
dt︸ ︷︷ ︸

= λ1Ax1 + λ2Ax2 + ...+ λnAxn par définition desxi.

+
δλ1

δt
(t)x1(t) + . . .

δλn
δt

(t)xn(t)

Doncx vérifie l’équation générale si et seulement si∑
i

λ′i(t)xi(t) = B(t)

En écrivantΛ = (λ1, ..., λn) etM(t) =


(x1)1 (x1)2 . . . (x1)n
(x2)1 (x2)2 . . . (x2)n

...
...

...
...

(xn)1 (xn)2 . . . (xn)n

2

On obtient l’équationΛ′ = M(t)−1B(t) (notez queM(t) est inversible, de par la
proposition88).

On peut donc en déduire lesΛ, à une constante près. Les constantes en question ne
changent de toute façon rien, puisque cela revient à ajouter une combinaison linéaire
des solutions de l’équation homogène.

� CasA(t) = A constant
Tout d’abord on peut donner la forme générale des solutions, de manière simple

lorsque l’endomorphisme est diagonalisable en dimension finie.

2On vérifiera facilement qu’il s’agit du résolvant (voir partie82).
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Théorème 89 On va supposer ici queA(t) = A est constant, et qu’il s’agit
d’un endomorphisme diagonalisable, en dimension finien. Alors avec(ei) une
base deE dans laquelleA s’identifie à une matrice diagonale, avecA(ei) =
λi.ei, les solutions de l’équation homogène associée à l’équation différentielle
linéaire définie en78sont les combinaisons linéaires de fonctions de la forme

fi : t 7→ exp(λi.t)ei

pour i ∈ [1, n]

Démonstration : Il est facile de voir que ces fonctions sont bien dans l’ensemble
des solutions de l’équation différentielle homogène associée. En vertu du corollaire
diffé81 il suffit donc de vérifier que les solutions en question forment bien une famille
libre ; ce fait se déduit immédiatement du fait que la famille desfi(0) est libre.

3.4.2 Equations différentielles autonomes

Définition 90 Une équation différentielle est diteautonomesi f ne dépend
pas det.
On appellepoint d’équilibre d’une équation différentielle autonome un point
x0 tel quef(x0) = 0.
On appellepoint stable d’une équation différentielle autonome un point
d’équilibrex0 tel que
∀ε > 0∃η tel que pour toutx solution de l’équation différentielle et toutt0 tel
que‖x(t0)− x0‖ ≤ η
• x est définie sur[t0,∞[
• ‖x(t)− x0‖ ≤ ε pour toutt ≥ t0
On appellepoint asymptotiquement stabled’une équation différentielle au-
tonome un point d’équilibrex0 tel que pour un certainη, pour toutx solution
de l’équation différentielle et toutt0 tel que‖x(t0)− x0‖ ≤ η,
• x est définie sur[t0,∞[
• limt→∞x(t) = x0

C’est à dire qu’une équation différentielle autonome est de la formeδx
δt = f(x).

Les résultats d’unicité permettent de dire que si

dx

dt
= f(x) etx(u) = x0

et
dy

dt
= f(y) ety(v) = x0

avecI intervalle maximal de définition dex et J intervalle maximal de définition
dey, alorsJ + u = I + v ety(t+ v) = x(t+ u) pour toutt tel quet+ v ∈ J .

Quelques exemples :
• Equationx′ = x : 0 est l’unique point d’équilibre ; il n’est ni stable ni asympto-

tiquement stable.
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• Equationx′ = −x : 0 est l’unique point d’équilibre ; il est stable et asymptoti-
quement stable.
• Equationx′ = M.x avecM antisymétrique :0 est point d’équilibre ; il est stable,

mais pas asymptotiquement stable.
• Equationx′ = u, avecu vecteur non nul : pas de point d’équilibre.

3.4.3 Equation de la chaleur

� Le problème

Définition 91 On définitΩ =]0, 1[×R+∗ ; Ω désigne l’adhérence deΩ dans
R

2, c’est à dire[0, 1]× R+.
On chercheu continue deΩ dansR, telle queu|Ω soitC∞ et vérifie

δu

δt
− δ2u

δx2
= 0

(équation de la chaleur)
avec les conditions aux limites (CLs) :

u(0, t) = u(1, t) = 0

et les conditions initiales (CIs) :

u(x, 0) = h(x)

avech une certaine fonction continue de[0, 1] dansR, C1 sur ]0, 1[, telle que
h(0) = h(1) = 0 (indispensable pour que les CLs puissent être vérifiées).

� La méthode

Pour attaquer cette équation, comme d’autres équations vérifiant une équation de
la même forme (dérivée première en fonction du temps égale à une dérivée seconde
(un laplacien) en coordonnées d’espace), on cherche en fait une solutionu(x, t) =
f(x)g(t) s’exprimant comme produit d’un terme d’espace par un terme de temps. On
ne se préoccupera pas pour le moment de la CI.

Une fois des solutions trouvées, on remarquera que les solutions forment un es-
pace vectoriel. On cherchera alors une solution combinaison linéaire vérifiant la CI.
Pour cela, puisqu’on aura remarqué que nos solutions enx sont des sinusoïdes (ayant
toutes pour fréquence un multiple d’une certaine fréquence fondamentale) on considè-
rera l’antisymétrisée de la fonction des CI, pour considérer un développement en série
de Fourier qui ne comporte que des sinusoïdes (il n’y aura pas de cosinusoïdes puisque
l’on considèrera une fonction impaire !).

On obtiendra ainsi une solution. Il existe une preuve d’unicité, qui ne sera pas
exposée ici : on la trouvera par exemple dans [22, p103].
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� Les calculs

Ecrivons
u(x, t) = f(x)g(t)

Alors l’équation de la chaleur s’écrit

f(x)g′(t) = f ′′(x)g(t)

g′(t)
gt

=
f ′′(x)
f(x)

= λ

Ce terme est indépendant dex (à cause du terme de gauche) et det (à cause du terme
de droite).λ est donc une constante.

Le casλ > 0 et le casλ = 0 nous amènent, via les CLs, au casu = 0, peu
intéressant. Il reste donc seulement le casλ < 0.

On a une équation de degré2, qu’on peut réécrire comme une équation de degré1,

f ′′(x) = λf(x) équivaut à

(
f1

f2

)′
=
(

0 1
λ 0

)(
f1

f2

)
Cette équation est linéaire, et admet donc des solutions sur tout]0, 1[ ; il s’agit d’une

équation homogène (pas de second membre) elle est dans un espace de dimension2,
donc l’espace des solutions est de dimension2.

On a deux solutions évidentes :x 7→ cos(ωx) etx 7→ sin(ωx) (avecω2 = −λ). La
solution cosinusoïde ne satisfait pas les CLs, donc on garde les sinusoïdes. On déduit
des CLs queω doit être de la formeωn = nΠ pourn ∈ N.

Pour g, l’espace des solutions est de dimension1, il s’agit d’une exponentielle
décroissante,x 7→ Ce−ω

2t (on applique l’équation de la chaleur pour trouver leω2, où
on remarque et on utilise l’équationg

′

g = λ de la page précédente).

On a donc des solutions enu : (x, t) 7→ e−ω
2
ntsin(ωnx). On note que les solutions

sont un espace vectoriel. On a donc pour solution de l’équation de la chaleur et des
CLs au moins(on n’a pas prouvé que c’étaient là les seules solutions) les combinaisons
linéaires de solutions de cette forme. On va en fait considérer aussi les combinaisons
linéaires infinies

∑
n≥0 ane

−ω2
ntsin(ωnx), pourvu que la série

∑
an soit absolument

convergente ; ainsi les théorèmes de dérivation sous le signe intégrale s’appliquent et
la combinaison linéaire obtenue est bien une solution de l’équation.

On se préoccupe maintenant des CIs, en cherchant une solution combinaison li-
néaire des solutions trouvées ci-dessus.

On voudrait donch(x) =
∑
n≥0 an sin(nΠx). On va donc décomposerh en série

de Fourier. Pour cela on va choisirh impaire, pour n’avoir que des sinusoïdes.
Donc on définith sur [−1, 0] parh(−x) = −h(x). Ensuite on prolongeh par 2

périodicité. On a alorsh(x) =
∑
n≥0 an sin(nΠx), avec convergence normale de la

somme desan puisqueh estC1 (pas de problème en0 ou en1 carh(0) = h(1) = 0).
L’unicité de la solution ainsi obtenue ne sera pas détaillée ici ; voir [22, p103].
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3.4.4 Equations à variables séparées

Définition 92 On appelleéquation à variables séparéeune équation diffé-
rentielle que l’on peut réécrire sous la forme

x′ = f(t)g(x)

• Si g s’annule en une valeur particulièrexp, alors la fonction constantex = xp est
clairement solution particulière.
• L’équation peut se réécriredxg(x) = f(t)dt, et donc on obtient en intégrant chaque

membre une expression de
∫

1/g en fonction de
∫
f . Il est clair que

∫
1/g est continue

strictement monotone sur les intervalles sur lesquelsg(x) ne s’annule pas, et que donc
on en déduitx en fonction det en considérant l’inverse de

∫
1/g. Par les résultats

d’unicité si la condition initiale(t0, x0) est telle queg(x0) 6= 0 alors par le lemme70
(si les fonctions en jeu vérifient bien les conditions énoncées !) on a∀t, g(x(t)) 6= 0
si x est une solution maximale (en effet en cas contrairex serait la fonction constante
égale àxp avecg(xp) = 0), et donc on obtient bien ainsi des solutions maximales.

On trouvera dans [9] un exemple bien détaillé.

3.4.5 Equation de Bernoulli

Définition 93 On appelleéquation de Bernoulliune équation de la forme

x′ = p(t)x+ q(t)xα

avecα ∈ R \ {1} etp et q continues.

On se place sur les intervalles oùx ne s’annule pas. On peut alors diviser parxα,
et poserz = x1−α, on obtient alors

dz

dt
= (1− α)(p(t)z + q(t))

équation linéaire enz, que l’on sait donc résoudre.

3.4.6 Equation de Ricatti (polynôme à coefficients dépendant det
de degré2 enx)

Définition 94 On appelleéquation de Riccatiune équation de la forme

x′ = a(t)x2 + b(t)x+ c(t)

aveca, b et c trois fonctions continues.

N’ayant pas de solution magique, on choisit de supposer que l’on est capable d’ex-
hiber une solution particulièrexp.
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On pose alorsz = x− xp, et on obtient miraculeusement

z′(t) = [2a(t)xp(t) + b(t)]× z(t) + a(t)z2(t)

On se ramène donc à un cas particulier d’équation de Bernoulli, que l’on résoud
comme expliqué en3.4.5.

3.4.7 Equations homogènes

Définition 95 On appelle équation homogène une équation de la formex′ =
f(x/t), avecf C0 d’un intervalle deR dansR.

Une telle équation se résoud classiquement en posanty = x/t ; on se ramène alors
à l’équation à variables séparéesy′ = (f(y) − y)/t, qui se résoud elle-même par la
méthode exposée en partie3.4.4. On a des solutions constantes de la formez = a, soit
y = ax, poura vérifiantf(a) = a.

On montre facilement que l’image d’une solution par une homothétie est encore
une solution (seul comptant le rapportx/t).

3.4.8 Equation de Lagrange

Définition 96 L’équation de Lagrange estx(t) = a(x′(t))t+ b(x′(t)), aveca
et b des fonctionsC1.

On la résoud de la manière suivante :
• chercher les solutions àx′ constant sur un intervalle ; ce sont lesx′ = c, avec

a(c) = c. Les solutions sont alors lesx = ct+ b(c).
• posery = x′, t = g(x), pour chercher d’autres solutions. On obtient

dt

dy
=
a′(y)t+ b′(y)
y − a(y)

qui est une équation différentielle linéaire ent.
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Chapitre 4

Formes différentielles

Ce chapître a seulement pour but de fournir un cadre utile dans la vie de tous les
jours, pour maîtriser les outils utiles pour s’attaquer à de nombreux théorèmes. L’intérêt
n’étant pas d’épuiser les richesses des formes différentielles, de nombreuses définitions
et de nombreux théorèmes seront donnés sans justification, notamment dans les fonde-
ments des formes différentielles, au niveau des propriétés d’algèbre multilinéaire.

4.1 Généralités, rappels sur les applications multilinéaires

4.1.1 Définition d’une forme différentielle

Tout de go, définissons tout d’abord ce qu’est une application différentielle :

Définition 97 SoitU un ouvert deE un R-espace de Banach, soitF un R-
espace de Banach.
On appelleforme différentielle de degrép sur U à valeurs dansF une ap-
plication deU dansAp(E;F ) a.
La forme différentielle est dite de classeCn si l’application estCn (pourn ∈
N ∪ {∞}).
On noteΩ(n)

p (U,F ) l’ensemble desp formes différentielles deU dansF de
classeCn.

aEspace des applicationsp-linéaires alternées continues deE dansF . Cet espace est un Ba-
nach, car c’est un sous-espace vectoriel fermé deLp(E,F ) (qui est un Banach comme chacun
sait).

Exemples :
- Une applicationCn deE dansF est une0-forme différentielle deE dansF , de

classeCn.
- Si n > 0, sa différentielle est une forme1-différentielle de classeCn−1.
Nous allons définir plus loin de nombreuses opérations sur cet outil, mais tout

d’abord nous devons rappeler certaines propriétés des applications multilinéaires.
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4.1.2 Propriétés des applications multilinéaires

Définition 98 Etant donnée une applicationφ bilinéaire deF ×G dansH, on
définit unemultiplication d’applications p-linéaires alternéespar :

Ap(E,F )×Aq(E,G)→ Ap+q(E,H)

(f, g) 7→ f ∧φ g

définie par
(f ∧φ g)(x1, . . . , xp+q) =∑

σ

ε(σ)φ(f(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(p)), g(xσ(p+1), xσ(p+2), . . . , xσ(p+q)))

La sommation étant étendue à l’ensemble des permutationsσ de [1, n] telles
queσ(1) < σ(2) < · · · < σ(p) etσ(p+ 1) < σ(p+ 2) < · · · < σ(p+ q).

Il conviendrait de montrer quef ∧φ g est bienp + q linéaire, continue et
alternée.

souvent on s’abstiendra de noter∧φ ; on se contentera de∧. φ sera sou-
vent implicitement l’application la plus intuitive ; par exemple siH etG sont égaux et
si F estR, on utilisera le produit d’un élément d’un Banach par un réel.

Proposition 99 (Propriété du produit d’applications multilinéaires) ∧φ
est bilinéaire.

Proposition 100 (Propriétés du produit de formes multilinéaires) • Si f
appartient àAp(E,R) etg appartient àAq(E,R), alorsf ∧ g = (−1)pqg∧f
• Si f ppartient àAp(E,R), g appartient àAq(E,R) et h appartient à
Ar(E,R), alors(f ∧ g) ∧ h = f ∧ (g ∧ h).
• Si lesfi sont des formes linéaires continues surE (dansR), pour i ∈ [1, n],
alors

f1 ∧ · · · ∧ fn(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈σn

ε(σ)fi(xσ(i)) = det (fi(xj))i,j
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Proposition 101 (Propriétés des applicationp-linéaires avecdimE = n)
E est ici supposé isomorphe àRn.
Toute applicationp-linéaire deE dansF s’écrit de manière unique

x 7→
∑

1≤i1<i2<···<ip≤n

ci1,...,ip︸ ︷︷ ︸
∈F

e∗i1 ∧ e
∗
i2 ∧ . . . e

∗
ip

avec la famille dese∗i la base duale de la base desei (base canonique deRn),
c’est à dire que lese∗i sont les formes qui donnent les coordonnées d’un point.
En particulier, sip = n, l’application s’écritx 7→ (e∗1 ∧ e∗2 ∧ · · · ∧ e∗n)(x)c,
avecc un élément deF , et sip > n, l’application est nécéssairement nulle.

4.1.3 Application de tout ça aux formes différentielles

Définition 102 (Produit extérieur de formes différentielles) U désigne un
ouvert d’un espace de BanachE. F ,G etH sont des espaces de Banach .
On se donneφ une application bilinéaire deF × G dansH. On suppose que
f ∈ Ω(n)

p (U,F ) et queg ∈ Ω(n)
q (U,G).

On définit alors leproduit extérieur des formes différentiellesf etg f∧φg ∈
Ω(n)
p+q(U,H) par

f ∧φ g : x 7→ f(x) ∧φ g(x)

La notation est abusive du fait que l’on garde la même notation que pour le
produit d’applications multilinéaires. Là aussi on négligera souvent de préci-
ser∧φ, et on gardera∧.

Exemple :
Si F = G = H = R, φ est alors généralement implicitement le produit usuel.

Alors le produit de formes différentielle est anticommutatif et associatif, et

(ω1 ∧ ω2 ∧ · · · ∧ wn)(x)(h1, . . . , hn) =∑
σ∈σn

ε(σ)w1(x)(hσ(1))w2(x)(hσ(2)) . . . wn(x)(hσ(n)) = det (ωi(ej)i,j)
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