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Chapitre 1

Calcul différentiel

Il est recommandé de bien maitriser la p&fiavant d'étudier cette partie, et no-
tamment les espaces de Banach.



1.1 Introduction

1.1.1 Généralités

Définition 1 SoientE et F' des espaces vectoriels normég/ain ouvert dek.
Soit une applicatiorf : U — F', on dit quef estdifférentiable (oudérivable)
enx € U s'il existe une application linéaire continyede £ dansF telle que

fl@+h) = fz) —o(h)

=0
[ 7]l

lithO

On appelley la différentielle oudérivéede f enx, on la noteD f(z).
f est ditedifférentiable si elle est différentiable en tout point de

Proposition 2 e Si f est dérivable em, alors f est continue en.
e La dérivée def est unique et

fl@+t.h)— f(x)
t

Df(x)(h) = lim;—o

e La notion de dérivée ne dépend que des topologies et pas des normes (du
moment qu’elles définissent la méme topologie) ; si deux normes sont|équi-
valentes, alors une fonction différentiable pour I'une est différentiable pour
l'autre, et la différentielle est la méme.

e D(Af + pg)(z) = AD f(x) + uDg(x)

e Si £ = K corps associé aux espaces vectoriglst F', alors la différentia-
bilité équivaut a I'existence de la limite poar— 0 de M On note
alors cette limitef’(x), et D f(z)(t) = t.f'(z).

e L'application qui a une application différentiable ery associe sa différent
tielle en X, est une application linéaire de I'espace vectoriel des applicatipns
de F dansF différentiables en;, dans I'espace vectoriel des applications |i-
néaires def’ danskF'.

e Une application linéaire continug est différentiable en tout point, et

Df(xo)(h) = f(h).

Démonstration :  Un peu laborieux mais rien de bien difficile, en notaft, h) =
flx+h) = f(z) — Df(x)(h), pourh suffisamment petit pour que+ h appartienne
aUu.o



Définition 3 SoientE et F' des espaces vectoriels norméé/eduvert dek. f
deU dansF estde classeC! si elle est différentiable et si I'application qui
x associe la différentielle d¢ enx est continue (voif? pour un rappel de la
topologie usuelle sut(E, F)) .

W’

Proposition 4 e Si f est constante sa dérivée est nulle partgugstC'.

e Si¢ de E dansF est linéaire continue, alorg estC* avecDg¢(z) = ¢, pour
toutx.

o SifdeFE; x By x ... x E,, dansF est multilinéaire continue, alor§ estC",
etona

n

Df(z1,.c,zn)(ha,..shy) = Z f(@1, 22, @im1, his Tigrs o Tn)

i=1

Démonstration : pas dur, tout ¢al

Théoréme 5 (Différentielle de fonctions composéesyoit £, F et G des es-
paces vectoriels normés , Btet V des ouverts dé& et F' respectivement. S
f deU dansV est différentiable e et g de V dansG est différentiable en
f(x), alors la composéeg o f est différentiable en et a pour différentielle

D(go f)(x) = Dg(f(x)) o Df(x)

Sig et f sontC! alorsg o f estC!.

Démonstration : on écrit comme pour d'autres preuvéér + h) = f(x) +
Df(z)(h)+e€(h) | h |, et de méme((f(x) + k), et on calcule...
Pour voir que la composée &st, il suffit de voir que la différentielle est la composée
de 3 fonctions continuesl

Définition 6 (Isomorphisme d’espaces normés)n isomorphisme de I'es-
pace vectoriel norméFE sur I'espace vectoriel norméF est une applica
tion ¢ : E — F linéaire continue et bijective d’'inverse continue. On note
Isom(E, F) le sous-ensemble dé(E, F) formé des isomorphismes de
dansF'.

Théoreme 7 Soient £ et F' des espaces de Banach. Le sous-enseimble

Isom(E, F) est ouvert dan<(E, F'). L'application inv : Isom(E,F) —

Isom(F, E) qui au associeu~! estC* avecDinv(u)(v) = —u~tw.u™t.

Démonstration :  Soitwug un isomorphisme d& versF'; alorsug + v = ug.(Id+



ug tw). Siflv||<|[ugt [Tt onall ugtw || v ||< 1, et donc la série

+oo

> (—ugt)

=0

est convergente da F, F) et donne un inverse @d + ug *.v).

Donc pour]| v ||<|| ug* || 71, linverse deug + v esty 5 (—ug tv) g .
On a alors(ug +v) ™' = ug' —ug gt + 0% (—ug tv)taug b or la quantité
(Cuoo) g tend vers) quandv tend vers). L'application Dinv est continue comme

lloll

composée de fonctions continues, comme on s’en convaincra aisément.

Proposition 8 (Liens entre différentiabilité Banach surR et surC) Un C-
espace vectoriel peut aussi étre considéré comm&-@space vectoriel; il
suffit de restreindre le produit par un scalaire & un produit par un scalaire réel.
En remplagant® et F' en tant queC-espaces vectoriels par et F' en tant
gueR-espaces vectoriels , une fonction différentiable pBwst différentiable
pour R ; par contre la réciproque n’est pas garantie dans le cas général; il
faut que la différentielle suR soit définie efque la différentielle suiR soit
linéaire et continue en tant qu’'application entfeespaces vectoriels (c’'est
dire appartienne & (F, F)).

Q-

Démonstration : Sans grande difficulté, et laissée au lecteur.

1.1.2 Applications a valeurs dans un produit d’espaces vectoriels
normeés

Proposition 9 Soit f une application de&& dansF; x Fy, aveckF, F; et Fy
des espaces vectoriels normés , et sojgnét f» ses composantes. Alois
est différentiable e si et seulement sf; et f> sont différentiables en, et
Df(z)(h) = (D fi(z)(h), D f2(x)(h)).

En outre,f estC! si et seulement gf; et f, sontC'.

Démonstration : Il suffit de voir que les projections canoniquesidsur F; et 5
sontC' car linéaires et continues, et que 'injection canoniqué'ddansF ou deF;
dansF sont linéaires continues, donc elles aussic

Corollaire 10 (Formule de Leibnitz) Sif, : U — Fy etfs : U — F; sont
différentiables e et B : I} x F, — G et B deF; x F5 dansG est bilinéaire
continue, alorsB(f1, f2) :  — B(f1(x), f2(z)) est différentiable en et

DB(f1, f2)(x)(h) = B(f1(z), D fa(z)(h)) + B(D fi(x)(h), f2(x))

En outre sif; et f, sontC; alors B(fy, f2) estC.




1.1.3 Applications de plusieurs variables et dérivées partielles

Proposition 11 (Définition des dérivées partielles)SoitU un ouvert du pro-
duit £; x E, de deux espaces vectoriels normés , $oitU — F, avecF
espace vectoriel normé , ¢gtdifférentiable e = (a4, as). Alors les deux
applications partielles:; — f(x1,az2) etze — f(a1,z2) sont différentiables
respectivement em, eta,. On note les deux différentielles obtenues respec-
tivementD; f (a1, az) et Dy f (a1, az), Ou bien% et % et on les appelles
respectivemergremiére dérivée partielleetdeuxiéme dérivée partielle On
a alors

Df(a1,az2)(hi, he) = D1f(a1,a2)(h1) + D2 f(a1,az2)(he)

On peut généraliser de méme a un produit fini d’espaces vectoriels normés;
si f est différentiable erfay, as, ..., a,), alors pour touti dans[1,n] z —
flar,...,a;—1,2,0a;11, ..., a,) est différentiable em;, sa différentielle en;
est notésL (a), et

Df(ar, san) (b1, oo hn) =Y of (a)(hy;)

Démonstration : Facile O

Il n'y a pas de réciproque dans le cas général ! Méme si toutes les dérivées par-
tielles sont définies la différentielle n'est pas nécéssairement définie. Par contre si les
différentielles partielles sont continues alors on peut conclurefoges différentiable
et mémeC! (voir partie1.2.3.

Théoréme 12 Soit £ un espace de Banach, un ouvert deF et Fi, ..., F,
des espaces de Banach . SbideU dansF; x ... x F,.

On notep; (z1, ..., Tn) = x;.

Alors f est différentiable enr si et seulement si chacune des applicatfpde
E dansF; y — p;(f(z)) est différentiable en et on a alors

Df(z)(h) = (Dfi(z)(h1), D fa(x)(h2), ... D fn(x)(hn))

Démonstration : e Le sens "seulement si" est clair; une composée d’applications
différentiables est différentiable.
e Le sens "si" et I'égalité annoncée s’obtiennent simplement en considérant

fzzuiofi
i=1



avecu;(z) = (0, ...,0,2,0,,,0).0

Définition 13 Eventuellement on peut avaif ouvert deR™ et FF = R™;
on peut alors noter la différentielle sous forme matricielle ; cette matrice est
appeléematrice jacobienne Elle est de la forme :

Sfhi f df1
oxq 0o ox

3f2  of2 dfs
dxq oo o 0Ty
O0fm  Ofm Ofm
dxq oo o,

Sin = m, la matrice jacobienne est carrée, on peut donc considérer son dé-
terminant, appel¢acobiende f.

1.2 Le théoreme des accroissements finis

1.2.1 Résultats principaux

Définition 14 Soienta et b dansR, aveca < b, et F' un espace vectorie|
normé . Une applicatiory de [a,b] dansF' est ditedérivable & droite enz
appartenant da, b[ si la limite a droitelimhﬂo,bow existe ; on
I'appelle alorsdérivée a droitede f enz.

Théoréme 15 (Théoréme des accroissements finiSpienta et b dans R
aveca < b, et F' un espace vectoriel normé . On suppose que les deux fonc-
tionsf : [a,b] — F etg : [a,b] — R sont continues sui, b] et dérivables &
droite surfa, b] \ D avecD au plus dénombrable. Si, pour tott [a,b] \ D
onal f(t) < gj(t). alors|| £(b) — f(a) [I< g(b) — g(a).

Démonstration : e On noteD = {d;,ds,ds, ...} avecd; < d; 11
e On se donne > 0.
e On considerdy I'ensemble des: tels que

If () = f(@)] > g(x) = g(a) + e.(z —a) +e. Y % (1)
di<x

e F est ouvert

e Soitxg la borne inf deF

e 1o > a, Car pourr assez petit, I'inégalité.1 est fausse
e 1o ¢ F, carE est ouvert; donc

7o) ~ F@)] < 9x) — g(@) + ez —a) . Y o (12)
di<z

e 1 # b, carE est ouvert et n’est donc pas réduit a un singleton



¢ On va maintenant distinguer deux cas, selon@appartienne @ ou non.
- Sizy € D, alorszy = d;, pour un certain. Alors par continuité poug > xg
suffisamment proche de&), on a

1£(2) = f(zo)l| < g(z) — g(a) + ez —c) + €27 (1.3)

(par continuité). Or pour > z, on a

3 23 >e270 e Y 27 (1.4)

di<z d;<xo

. Ensommani.2, 1.4et 1.3 on obtient que: ne vérifie parl.1pourz assez proche de
xo suffisamment proche dg ; ce qui est contradictoire avét ouvert.

- Sizg ¢ D, par hypothesé f/(zo)|| < ¢/;(zo). Donc pourz suffisamment proche de
T etx > zg 0N a

L i) - flao) < —

Tr — X9 r — X

9(x) = g(wo) + ¢

et donc
1f(z) — f(zo)ll < g(x) — g(z0) + €.z — x0)

en additionnant avet.2 on obtient alors que ¢ E pourx suffisamment proche de,
etx > xq; ce qui est contradictoire puisqueest ouvert.

e On a alors montré quE est vide, et donc il suffit de faire tendeevers0 pour avoir
le résultat désiré&

Corollaire 16 On a le méme résultat en remplacant les dérivées a droite| par
les dérivées a gauche.

Démonstration : Facile, en remplacantpar—z !0

Corollaire 17 Une fonction continue d& dans un espace vectoriel normé
dont la dérivée existe et est nulle sauf sur un ensemble au plus dénombrable
est constante.

Démonstration : Facile O

) on utilise le théoréme des accroissements finis pour les théo@Ines, 35,
22,72, 77

On l'utilise aussi pour montrer qu’une fonction dérivable a dérivée bornée est lip-
schitzienne, ou bien qu’une foncti@i' est localement lipschitzienne applications
aux équations différentielles.

Proposition 18 Une fonctionf continue deR dansR dont la dérivée existe gt
est positive sauf sur un ensemble au plus dénombrable est croissante.

Démonstration : L'astuce réside dans le fait que la fonctimont il est question
ici doit jouer le r6le de la fonctiog du théoréme des accroissements finis! On utilise



pour f une fonction nulle, donc de dérivée nulle ; on considére une fongtandéri-
vée positive, et le tour est joud!

Corollaire 19 Inégalité des accroissements finig définie de I'ouverty de
I'espace vectoriel normé& et a valeurs dans I'espace vectoriel noriéSi f
est dérivable et si le segmdnt y] est inclus dan/, alors

1 f() = f@) <y — 2 || -supzepe) | DF(2) |

Démonstration :  Si le sup est infini il 'y a rien a prouver. Sinon on considére la
fonctiond qui a un réet compris entré et1 associgly —z||.(sup. ez, [ D f(2)[]) .1 0
est dérivable, en tout point, de dérivée constante égje-a||.(sup.ciz,y || D.f(2)]]),
que I'on va noterC'. L'application$ qui at € [0, 1] associef((1 — t).x + t.y) est
dérivable en tout point d@, 1], de dérivéeD f((1 — t).z + t.y)(y — «). La norme de
cette dérivée est majorée gérdonc parC. On peut donc majorefp(1) — ¢(0)|| par
6(1) —6(0).0

Corollaire 20 Une application définie sur un ouvelit de I'espace vectorie
norméFE a valeurs dans I'espace vectoriel norni&dérivable et de dérivée
nulle est localement constante.{Siest connexef est constante.

Trois corollaires (pour le deuxiéme il faut un peu y réfléchir, pour le troisiéme c’est
une conséquence du second) :

Corollaire 21 En définissant la distance entre deux points d'un ouvert
connexe comme la longueur inf d’une ligne brisée entre ces deux points| (voir
la partie topologie pour vérifier qu'un ouvert connexe d’'un espace vectoriel
normeé est connexe par arcs et que toute paire de points dans un tel ensemble
peut étre reliée par une ligne brisée), et en supposantfoes une application
de cet ouvert dans un espace vectoriel normé différentiable telle que pour tout
z || f(2)] < k, alors || f(b) — f(a)|| estinférieur ou égal & fois la distance
dea ab.

Définition 22 Une applicationlocalement lipschitzienneest une application
entre espaces métriques telle que pour telilt existe un voisinage de sur
lequel la restriction def est lipschitzienne.

Corollaire 23 Une application de class€’ est localement lipschitzienne.

10



1.2.2 Applications : interversion de limite et de dérivation

Définition 24 (Convergence uniforme, rappel)Une suite d’applicationsf,,
de X dansY avecX etY espaces métriques converge uniformément yers
application deX dansY si

limy .y o supzexd(fu(x), f(2)) =0

Proposition 25 Si les f,, sont continues et convergent uniformément vers
alors f est continue.

Démonstration :

d(f(2), [(y)) < d(f (), fu(@)) + d(fa(@), fa(y)) + d(fn(y) = (y)

Etant donné | suffit alors de prendre assez grand et ety assez proches pour que
flx) = fly) < ed

Ce résultat servira par exemple pour le théor@meu le théoremd?7.

Théoréme 26 On supposer et F' des espaces vectoriels normés puvert
deFE, f, une suite d'applications d& dansF différentiables,f,, convergeant
simplement verg, les D f,, convergeant uniformémemers une certaine apt
plicationg deU dansC(E, F),

alors :

o f estdifférentiableeDf = ¢

e Pour toutC' convexe et borné inclus dabsla convergence dg, | vers fic
est uniforme

o Silesf, sontC! alors f estC".

Démonstration : laborieuse, mais pas vraiment difficile ; il suffit d'écrieg =
supzev||Dfn(z) — g(z)||, avece, tendant vers) lorsquen tend vers linfini, et de
montrer quesupyec|| f(y) — fn ()] < || f(x) — fu(2)|| +€,.D avecD le diametre de
C pour voir la deuxiéme propriété ; la premiére propriété se montre facilement a partir
de I3, et la troisieme est un corollaire de la proposifiém

11



Corollaire 27 On supposd/ connexe ouvert d& et f,, de U dansF déri-
vable ; E et F' sont des espaces vectoriels normésE etst complet (doné’
est un Banach). On suppose qu'il existetel quef,, (z¢) converge, et que pour
tout z il existe V, voisinage der tel que la suite ded) f,,|,, soit de Cauchy
pour la métriqued définie par

d(f,9) = supzev, || f(2) = g(2)]|

(c’est a dire que la suite deB f,, converge normalement sur un certain voisi
nage de tout point)

Alors il existef deU dansF tel que :

e f est dérivable en tout point

¢ la suite desf,, converge verg (simplement)

e tout 2 posséde un voisinadé, tel que les convergences dg et D f,, res-
treints aV,, soient uniformes.

o Silesf, sontC!, f I'est aussi.

Démonstration : On définit 'ensembled des:z tels quef, (z) converge. Etant
donnéx on considére un voisinageé, de x convexe et vérifiant I'hypothése sur le
critere de Cauchy (on peut toujours impoggrconvexe en le restreignant a une boule).
On définit alorsy,, ., = sup.ev, || D fn(2) — D fm(2)| ; par hypothésey,, ,,, tend vers
0 quandn et m tendent vers l'infini. Sit, N A # , alors soitz’ dansV, N A. Par
convexité dé/,,, on peut écrire pour toutdansV, :

11fm(y) = fa(@)] = [fm(z) = fu(@)]]] < O‘n,m-Hy - x/”

or f,,(«') est une suite de Cauchy (comme toute suite convergente dans un métrique),
donc f,,(y) est une suite de Cauchy, et donc converge. Doi¢ si A # 0, V, C A.

Donc soitV,, C A, soitV, C A€, doncA et A¢ sont ouvertsA étant non vide et/

étant connexed = U. On a donc montré la deuxieme assertion.

L(E, F) est complet pour la norme uniforme puisqbid’est ; donc la suite des dé-
rivées surV, converge uniformément. En appliquant le théoréme précédent, on voit
gue f est dérivable de dérivée la limite des dérivées; en suppdsdmirné on a alors

fnv, — fiv, uniformément, toujours par le théoréeme précedent.

1.2.3 Applications : dérivées partielles et dérivées

Proposition 28 F4, E», ... , E, et I’ des espaces vectoriels normés ;un
ouvert deF = II; E;, f une application dé&/ dansF'; alors si Ies% existent
sur un voisinage de et sont continues en, alors f est différentiable en.

Démonstration : e Il est suffisant de montrer que

of

(5.231‘

1F (1) = F(a1, o an) = 3 22 (a). (s — a) | = ol[lz — al])
i=1

12



pour tout(as, ..., a,) deU.
e Pour cela on décompogézy, ..., x,) — f(a1,...,an) — > 1y fgf (a).(x; — a)

en
of
f(xla 33371) - f(alaan 33371) - 5—(@)(371 - Cl,l)
T
af
+f(ar,x2, ..., xn) — flar, a9, 3, ..., xpn) — T(a).(xg —ag)
€2
+...
of
+flai,az,...,a5, i1, ..., v0)—f (a1, ---,ai+1>$i+2,--~,$n)—5 ——(a).(zit1—ait1)
Tit1
+...
of
+f(ar, a9, ...;an_1,2n) — flai,....an) — g(a).(xn —ap)

o || suffit ensuite de montrer que powytendant vers,, f(a1, ag, ..., @;—1, Tiy ooy Tpn)—
F(a1, ooy s, Tig1, ooy ) — %(a).(mi — a;) est uno(z; — a;). (ensuite il suffira de
sommer)

e Le fait ci-dessus provient des accroissements finis ET de la continuité-ikmntee
dérivée partielle (en effet une application directe des accroissements finis donnent un
o(x; — a;) pour

of
flar, oy @1, @iy ooy @n) = f Q15 oy @iy i1y oy Tp) = (A1 oy Gy Tig 1y ooy Tn) (T — ;)

6,%,‘

(la différentielle n’est pas prise la ou il faudrait qu’elle le sait)

Théoréme 29 Ey, Es, ... , E, et F' des espaces vectoriels normé$ un ou-
vert deE = I1E;, alors f application deU dansF estC! si et seulement s
les dérivées partielleé{ de f existent et sont continues stir

Démonstration : Il est clair que sif estC!, alors les dérivées partielles existent
et sont continues. La réciproque, utilisant la proposition précédente, ne présente pas de
difficulté majeurel

) On pourra par exemple trouver une application dans la partie
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1.3 Théoréme d’'inversion locale et fonctions implicites

1.3.1 Théoreme d’inversion globale

Définition 30 On appelleapplication contractante ou contraction une ap-
plication lipschitzienne dont le coefficient de Lipschitzedt

Théoreme 31 (Théoréme de Banach du point fixepoit X un espace mét
trique complet ef, une contraction deX dansX. Alors :
e h admet un unique point fixe,

o Vz d(z,x0) < #Wd(a:, h(x))

Démonstration : Unicité :
e Supposons; etzo deux points fixes.
o d(x1,x9) = d(h(z1), h(z2)) < Lip(h).d(z1,x2) ; doncx; = xo
Existence :
¢ Considérong: quelconque dan¥, on va travailler sur la suite dég'(z).
e Supposons < m, alors

n—1

d(h™ (@), h™(@)) < Y d(h (), i (2))

i=m

+00 . m
<3 Lip(h)' da, h(z) < L™ e i)

= 1— Lip(h)

On en déduit facilement les deux résultats annoncés.

Il faut que f soit une contraction, c’est a dire une application lischitzienne
de constante de Lipschitz 1; avec un rapport cela ne marche pas, ni méme avec
d(f(x), f(y)) < d(z,y). Par exemplez — x + e~® définit une application d&™
dansR*, R* est bien complet, et on a biel{ f(z), f(y)) < d(=x,y), et pourtantf
n'admet pas de point fixe.

) théoréme d'inversion locales, théoréeme de Cauchy-Lipschit2, la résolution
de I'équation de Volterra (voird]).

D’'autres théoréemes de points fixes existent : par exemple le théoreme du point
fixe de Brouwer?? (avec pour application le corollair®?), le théoréme de Kakutani
, le théoréme de Schauder , et méme pour ceux qui connaissent un peu la calculabi-
lité un théoreme de point fixe que I'on trouvera dans le livre "Théorie de la récursion
pour la métamathématique”, de R. Smullyan (Masson, 1995), avec pour application le
théoreme de Rice et ses multiples conséquences (attention, il faut connaitre un peu le
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domaine pour pouvoir se lancer dans ce genre d’originalités...).

Lemme 32 Soient/ etV des ouverts des espaces normést F. On se donne
h deU dansV, h bijective, dérivable em,. Alorsh~! est dérivable er(z)
si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

e Dh(xo) est un isomorphisme dé sur F

e |l existe K > 0 et un voisinagéV deh(x) dansF tels que

vy € Wh™(y) — ol < Klly — h(zo)|

Démonstration : Tout d’abord montrons que ces deux conditions sont nécéssaires.
Pour cela on suppose qu’effectivemdnt! est dérivable erh(x,), et on procéde
comme suit :

e On dérive les deux expressions

hloh=Idg
et
hoh™ = Idg

et on montre bien qu®h(z() est un isomorphisme.
o Par définition de la dérivée, la quantité ci-dessous tendivposiry — h(zo) :

Ih~ (y) = h™*(h(x0)) — D(h™1) (h(w0)) (y — h(wo))|
lly — h(xo)|

Donc poury dans un certaifil” cette quantité est plus petite guieet donc pouy € W
ona

Ih="(y) = b= (h(zo) | < Klly — h(wo)|
avecK =1+ ||D(h™Y)(h(zo)).

Il reste a prouver la réciproque, c'est a dire que les conditions sont suffisantes.
o Par définition, on a

h(x) = h(zo) = Dh(zo)(x — z0) + || — zol|e(x)

avece(x) tendant ver$ pourz — .
En composant avebh(x)~! (dont les hypothéses garantissent I'existence), on ob-
tient

@ — 10 = Dh(xo) " (h(x) = h(xo)) — [l — xo||-(Dh(xo) " (e(2)))
avecy = h(z) (touty deV peut s'écrire ainsi) ey = h(zo), on obtient alors
h=(y)—=h~"(yo)—Dh(z0) " (y—yo) = —Dh(wo) " .e(h™(y)).1h "  (y) =" (o) |

On sait par hypothése que poyrassez proche dg on alh~!(y) — h~1(yo)|| <
K.|ly = yo, donc

Dh(zo)~ e(h™ (9)-Ih"" () = ™ (wo) |
ly —woll

< K.|Dh(zo) M| |le(h = ()]
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or h~1(y) tend versry quandy — y, donc cette quantité tend vells ce qui permet
de conclurel

Théoréme 33 (Théoréme d’inversion globale)Soit A une application li-
néaire continue de&Z dansF', avecE un espace de Banach &t un espace
normé, telle qued—! existe et est continued(est un homéomorphisme |
néaire). Soitp une application lipschitzienne de dansF' telle queLip(¢) <
A= Alors :

e h = A+ ¢ estinversible

e h~! est lipschitzienne, avelip(h ') < MA@
e Sih estC! surU ouvert deF, et siVx € U Dh(x) € Isom(E, F), alors
h~1 estC* sur l'ouverth(U), et pour toutr € U la différentielle deh~! est

donnée par

A~

D(h™)(h(x)) = (Dh(x))~"

Démonstration : Raisonnement en plusieurs étapes :
e Etant donné dansF’, et on considére I'équation

h(z) =y

équivalente a
x=A""y — A7 ((x))

Lapplicationz — A~!(¢(z)) est Lipschitzienne de rappott 1, et donc I'application
x— A7HY) — A7 (¢(x)) aussi. Donc par le théoréme du point fixe de Banach, cette
équation a une solution unique

h est donc inversible.

e Avecy = h(x) ety’ = h(a’), on peut écrire

x=A"y) — A7 (¢(x))
o = A7)~ AT (6())
et en déduire
|l — 2’| < A7 | ly — o'l + A7 Lip(e)-| = — ||
en utilisant I'hypothése sutip(¢), on a alors

Ay
AT Lip(9)

lo — 2|l <
1

D’ou le résultat sur la constante de Lipschitzide'.
e Supposons maintenahtC! surU ouvert deF. h(U) est un ouvert puisquie est un
homéomorphisme. Par le lemme précédent, est dérivable sul/. En dérivant

hloh=Idg
et

hoh™' = Idg
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on obtient queD(h~1)(h(z)) = (Dh(z))~!. En écrivant
D(h™")(y) = Dh(h™*(y))~*

et en rappelant quénv : I'som(E,F) — Isom(F,E),h — h~! est continue on
constate qu’en outr®(h~!) est continue.

1.3.2 Théoreme d’inversion locale

Définition 34 (Difféomorphisme C'') Une applications de U dansV avec
U ouvert d’'un espace vectoriel normélébuvert d’'un espace vectoriel normé
est undifféomorphisme C"! si h est bijective et de clasgg' et de réciproque
de classeC. Plus généralement, avéc> 1, une applicatiorh deU dansV
avecU ouvert d’'un espace vectoriel normélétouvert d'un espace vectorig
normé est urdifféomorphisme C* si h est bijective et de classé” et de
réciproque de class€'’*.

Une application bijective ef'! n’est pas un difféomorphism@’ ; il faut aussi
que la réciproque soi'! !

Théoréme 35 (Théoréme d’inversion locale)Soith deU dansF une appli-
cationC', avecU ouvert deF, et E et I’ des espaces de Banach. Si la diffé-
rentielle Dh(z() est bijective de&& dansF pour un certainz, de U, alors il
existel, voisinage der, dansE et un voisinage ouveft de f(x¢) dansF
tels queh induit un diff@omorphismé de U, dansV;. On a alors

D(h™")(M(x)) = (Dh(x))~"

pour toutz dansUy.

) Voir le théoréme37 et le corollaire36. Le théoréme d’inversion locale permet-
tra aussi de montrer I'équivalence des différentes définitions des variél®€s, deir
définition50.

Démonstration : On pourra se référer par exempleld]
Dans le cas de la dimension finie, le fait que la différentielle soit bijective

implique que les dimensions des espaces soient les mémes, et que le jacobien (défini
puisque les dimensions sont les mémes) est non nul.

Corollaire 36 Soitf une applicatiorC'! d’'un ouvert d’'un espace de Banach
E dans un espace de Banaéh si f injective et si sa différentiell¢’(x) est
un isomorphisme en tout € U, alors f est unC*-difféomorphisme d& sur
f(U), qui est alors un ouvert d&'.

Modulo le résultat selon lequel I'application quifadansisom(E, F) associe
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f~! estC* (que I'on trouvera par exemple darig)[ on montre que sf est unC'*-
difffomorphisme de clasgg”, alorsf est unC” difféomorphisme.

1.3.3 Théoreme des fonctions implicites

Théoréme 37 f applicationC! de U un ouvert deE; x E, dansF, avec
E1, E, et F des Banach. Sf est différentiable par rapport a la deuxiéme
variable en(a, b) et si cette différentielle est un isomorphisme alors il existe
C' définie sur un ouvei’; de E; contenantz; et & valeurs dans un ouvdrt
de E, contenant, telle que pour touty;, y2) danslU; x Us on ait

fyi,y2) = f(a,b) <= y2 = d(y1)
et pour toutr dansU; on a

D¢(x) = —[Daf (z,¢(x))] " o D1 f(z, ¢(x))

) FLEMMARD
Démonstration : e On va chercher a utiliser le théoréme d’inversion locale. Pour
cela il faut construire une application différentialilé, de différentielle bijective.
e On définit 'applicatior deU dansE; x Es dansE; x G, définie pan(y,y2) =
(Y1, f(y1,92)).
e Du(a,b)(h,k) = (h,D1f(a,b).h+ Daf(a,b).k)
e Dy(a,b) est bijective (facile)u estC!
e On applique le théoréme d’inversion localg &n (a, ).
e La fonction réciproque associe clairement a un coggle) un couple(q, ¢(q, 7)),
et en fixant- on en déduit ce que I'on veutl.
La figurel.lillustre ce théoreme.
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X X

FiG. 1.1 — lllustration du théoréme des fonctions implicites dans le cas d’'une fonction

deR? dansR. La courbe est une courbe de niveau. A gauche la différentielle par rapport

ay n'est pas un isomorphisme ; on comprend intuitivement qu'on ne peut pas donner
y en fonction der sur un voisinage. A droite c’est un isomorphisme ; donc on peut.

1.4 Dérivées d’ordre supérieur

1.4.1 Geénéralités

Définition 38 Etant donnée une applicatiofid’un ouvertU d’un espace de
BanachF dans un espace de Banadh, on dit quef estde classeC™ (on dit
aussin fois continment différentiable) si f est différentiable et si sa diffé
rentielle est de class€™~!. L'application est diteC' si elle esiC™ pour tout
n; on dit alors qu’elle estndéfiniment différentiable.

On note alorsf ") (a) l'application D f(a)(x), et par récurrencef (™ (a) I'ap-
plication D f(»=1)(a).

Etant donnée une applicatighd'un ouvertU d’'un espace de Banadh dans
un espace de Banadh, on dit quef estn fois différentiable en: appartenant
aU si et seulement i est de class€™ ! sur un voisinage de et si lan-ieme
différentielle def sur ce voisinage est différentiable en

Etant donnéef application d’un ouverl/ d’un espgce de Banach dans un
dx i

5%; .

525 o
Ty I'application

espace de Banach, on note
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1.4.2 Dérivées secondes

Théoreme 39 Soit f une application de/, ouvert d’un espace de Banach
, dans F', espace de Banach . $iest deux fois différentiable en,, alors
f(@)(h)(k) = f"(a)(k)(h). Via l'identification du théoreme&? f”(a) est
une forme bilinéaire symétrique.

Démonstration : e Il s’agit donc de montrer qué¢” (a)(h)(k) = f”(a)(k)(h).

e On introduit la fonctioru(h, k) = f(a+h+ k) — f(a+ h) — fla+ k) + f(a)

o u(h, k) = u(k, h) clairement

e On montre maintenant que&h, k) approximef” (a)(h)(k) (on pourra plus loin
en déduire le résultat souhaité, ¢éi(a)(h )( ) approximera alorg” (a)(k)(h))

o [|u(h, k) = f"(a)(R)(R)|| < llu(h, k) = f'(a + K)(h) + f(a)(R)[| + [[f(a +
k)(h) = f'(a)(h) = (f"(a).k).h|

e Le second terme est petit par la définition de la différenti¢lléz), le premier
est petit par définition de la différentielle g a), et par utilisation des accroissements
finis.

e On arrive ainsi & montrer que(h, k) — f”(a)(k)(h) estuno(||h|)* + ||k||?) ; par
symétrie on a aussi le fait queh, k) — f”(a)(k)(h) est uno(||||*> + ||k||*); on en
déduit]| /” (a) (k) (h) — f"(@)(B) (k)| = o(|P]* + [I%]*).

o [[f"(a)AE)(Ah) — f"(a)NR)(NE)|| < e.(|X.h] + || X.k|?) pour toute, pour
A suffisamment petit

o N[ (a)(k)(h) = f"(a)(h)(R)| < eA*(|A* + ||K|*) pour toute et pour)
assez petit

o [l f"(a)

(k)(h) — f”( )(h)(R)]| < €(|IR]* + |[%]*) pour toute!
o f"(a)(k) h)

(h) = f"(a)(h)(k) = 0 d'ou le résultat]

Théoréme 40 Soit f deux fois différentiables el € U, avecf définie del/
ouvertdeF = F; x F,... x E, (des espaces de Banach ) ddngun espace
de Banach ). Alors

(f//(a’)(hla“'ah klv 7 Z

59016%]

Démonstration :  On utilise simplement deux fois la propositiaf, a f et /.00

Corollaire 41 Soit f deux fois différentiables em € U, avecf définie del/
ouvertdeF = F; x Es... x E, (des espaces de Banach ) ddngun espace
de Banach ). Alors

52 f

5(Ej(5$i

52 f

(51'1'(5.%]'

(a)(h)(k) =

a)(k)(h)

Démonstration : Il s’agit simplement du théorén®aprés quelques manipulations...
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Corollaire 42 (Théoreme de Schwartz)Soit f application deR™ dansF (F'
2 2
espace de Banach ) deux fois différentiables:galors s>~ (x) = m i

:E7(S£EJ

Démonstration : Il s’agit d’une reformulation dans le cas @& = R du corollaire
précédenttl

Proposition 43 (Existence de la dérivée seconde§oi f une application de
U ouvert deF = E, x E,... x E, (des espaces de Banach ) dafigun

espace de Banach ). Alors si I§§ existent et sont continues sur un voisinage
. 2 . .. .
dex, etsi Ieséf_g; existent sur un voisinage deet sont continues en, alors
10Lj

f est deux fois différentiable en

Démonstration : Il suffit d’appliquer deux fois la propositiop8.0

1.4.3 Généralisations a la dérivéea-ieme

On pourra réviser la partie?.

Théoreme 44 (Généralisation du théorem@&9) Si f est une application de
E dansF avecE et F des espaces de BanacHois différentiable erx, alors
") (z) appartient a,,(E; F) et est une application-linéaire symétrique.

Démonstration : On procéde par récurrence. Poue 1, c’est clair. Poun = 2,
c’est le théorem@&9. Supposons maintenant le résultat prouvé jusqu’au nand., et
montrons le pour le rang, avecn > 3.

o |l suffit de montrer que si I'on permute deux variables consécutives parmi les
ne change pas la valeyit”) (z)(h1, ..., hy,).

o f(»=1) est symétrique, donc on peut permuter sans rien changeh,, , pouri > 1
e Pouri = 1 il suffit de rappeler qug™) = (f(»=2))" et d'utiliser39.0
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1.5 Zoologie du calcul différentiel

1.5.1 Fonctions convexes

Définition 45 Une fonctionf définie sur un convexé d’'un espace vectorie
a valeurs dan® est diteconvexe(resp.strictement convex@ si

Y(u,v,t) € U2 x [0,1]f(tu+ (1 — t)v) < tf(u) + (1 —t)f(v)

(resp.y¥(u,v,t) € U?x]0,1[u # v = f(tu+ (1 —t)v) < tf(u)+(1—1t)f(v)

Dans la suite de cette section, on supposeldust un convexe d’'un espace vec-

toriel , et quef est une application d@ dansR, avect) ouvert contenant/. Les liens
entre dérivabilité et convexité sont les suivants :

Théoréme 46 f C' est convexe (resp. strictement convexe)l5i et seule-
ment si

V(u,v) € U f(v) = f(u) + f'(u) (v — u)
(resp.y¥(u,v) € UPu# v = f(v) > f(u) + f'(u)(v —u)
f C? est convexe si et seulement si
Y(u,v) € U*f'(u)(v — u,v —u) >0
Si
Y(u,v) € Uu #v = f"(u)(v —u,v—u) >0

) On pourra voir2.4 pour les applications de la convexité a la recherche d’'ex-

tréma,?? pour les applications de I'inégalité de Jensen, le lerfifhget par suite I'in-
égalité de Holder), l'inégalité de Minkovski.

1.5.2 Fonction continue partout dérivable nulle part

Cet exemple, élaboré par Van der Waerden, est extrait du e [

Théoréme 47 Soit T' la fonction définie surR par T'(z) = min(z —
E(z),E(z) + 1 — z) (c'est a dire queT’(z) est la distance de: a I'entier
le plus proche de).

La fonction f définie surR par f(z) = S>>, T40"%) est continue partou
dérivable nulle part.

Démonstration :

e Bonne définition, continuité d¢ : facile, f est limite uniforme d’'une suite de
fonctions continues (voir propositidtb).

e La non dérivabilité, c’est plus dur.
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- T, etdoncf, est périodique, de période

- On se limite donc a montrer la non-dérivabilité §url |

- On note les développements décimaux en excluant les développements illimités
ne comportant que dés*

- Soit doncx € [0, 1], on montre la non-dérivabilité déenz.

- Soitz,, lan-iéeme décimale de.

- définissons,,, = —10~™ six,, = 40Uz, = 9, h,, = 10~ sinon.

- Calculons maintenant

f@+hy) = f(2)

hm
=10™ i en(T(10™ (x + einlloon—”)) - T(10"x))
n=1

- Raisonnons un petit peu maintenant, sur un cas particulier pour mieux visualiser
(z = 0.33333333...) :

n 10" 10™(z + hp,) T(10™(z + hy)) — T(10"x) | x10™~"

0 0,333333... 0,33...333433... 0,000...001 1

1 3,33333. .. 3,33...334333. .. 0,000...01 1

2 33,3333. .. 33,3...343333. .. 0,000...1 1

m 333...3,33... 333...4,333... 1 1
m+1[3333...3,33... | 333...43,333... 0 0

Il faut bien noter que dans le cas général le chiffre de la derniére colonne peut étre
1 ou—1;quoiquilen soitw est un entier de parité variant avecet ne
peut donc pas converger. "

On en profite pour montrer ce dont est capable Maple. Le dessin se trouve en figure
1.2

Exemple Maple

> T := z — min(z — floor(z), floor(z) + 1 — z)

T := z — min(z — floor(z), floor(z) + 1 — x)

> g :=x— > sum(T(2" xz)/2",n = 0..17);

17
T2z
N S
n=0

1Au profit de I'équivalent obtenu en remplacan243999999999... par...2449999999999....
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FiG. 1.2 — Tracé d’'une courbe continue dérivable nulle part, établie par Van der Waer-

den

1.5.3 Fonction dérivable dans toutes les directions mais non conti-
nue

Définition 48 Soit f une application d’'un ouverU d’'un espace vectorie
norméFE dans un espace vectoriel normig alors f est ditedifférentiable en
x € U suivant la direction e € E sil'applicationg : R — F't — f(z + tu)
est différentiable ef. La différentielle dey en0 est alors appelédifféren-

tielle de f enx suivant u.

L

Proposition 49 Il existe une applicatiorf différentiable dans toutes les dire
tions enx et qui n’est pas continue en

rS

Démonstration : Le livre [20] propose la fonctiorf : R? — R, (z,y) —

avec f(0,0) = 0. On constate la non continuité deen regardant la limite de —
f(z,2?) en0. La différentiabilité suivant toutes les directions est vite vue (distinguer

)
différents cas, suivant = (a, b), casa etb non nuls, cag nul, ou cas nul).
On peut aussi regarder la fonction définie par ses coordonnées polaires par

_(6=m)?

f(rcos(8),rsin(f)) = e

Avec f(0,0) = 0, on a bien une fonction différentiable dans toutes les directions (avec
des différentielles nulles!), et on constate sans le moindre calcyl@ues(z), xsin(x))

est constant égalapourx # 0.0
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1.5.4 Variétés deR”, théoréme de Jordan

Définition 50 - Proposition[Variété deR"] Soit M une partie deR™, 2 un
point de)M . Soitp un entier> 0 etk un entier> 0.

M est par définition ungariété de dimensionp et de classe”* au voisinage
de z si 'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

(i) Il existe V voisinage ouvert de tel qu'’il existe unC* difféomorphisme de
V surW C R™ tel queg(xz) = 0 etg(M NV) = W N P, avecP I'ensemble
des(yi, ..., yn) tels quey,+1 =0, yp12 =0, ... ,yn, = 0.

(il) Aprés une permutation pertinente des coordonréss..., z,,), il existeV’
voisinage ouvert de et ¢ applicationC* de R? dansR"~? tel que pour tout
y dansV

y e M —= ¢(y17'-‘>yp) = (yp+17"'7yn)

(iii) Il existe un voisinagé’ ouvert dez, €2 un voisinage ouvert de dansRR?,
f une applicationC* de Q2 dansRR”, tels quef induise un homéomorphisme
deQdsurM NV, f(0) = z et f'(0) de rangp 2.

(iv) Il existe un voisinag®” ouvert dezx, €2 un voisinage ouvert deé dansR?,
f une applicationC* de ) dansR™, tels quef induise un homéomorphisme
deQsurM NV, f(0) = x et f'(y) de rangp pour touty dans< °.

|l sagit d’'un élément deC(RP, R™).
bj| s"agit d’un élément deC(R”, R™).

Démonstration :
On notera pendant cette preuvg, avecl = {i1,...,in} €ti; < iy < - < iy
un sous-ensemble d& n] etz un élément d®"™, (z;,,...,z;, ).

e L'équivalence entre (iii) et (iv) est claire ; bien sdr (iv) implique (iii), et récipro-
guement en supposant (iii) par continuité de la différentielle et continuité du détermi-
nant d’'une matrice extraite, on peut trouver un voisinagé dans lequel la différen-
tielle a le méme rang. Il suffit alors de se restreindre a ce voisinage.

¢ Voyons maintenant que (iii) implique (ii).

Supposons (iii). La matrice de la différentielle deen 0 est de rang ; modulo
une bonne permutation des coordonnées, on peut donc supposer que la matrice extraite
de la différentielle pour les indices en ligne et en colonne inférieurs ou égawst
inversible.

En se restreignant ayxpremiére coordonnéeg,est alorsC*, de différentielle en
0 de rang plein. On peut donc appliquer le théoréme d’inversion I&let f ainsi
restreint est donc u@* difféomorphisme au voisinage @eEn prenant la composée
de f et de l'inverse de la restriction déauxp-premiéres coordonnées, on obtient une
fonction satisfaisant (ii).

¢ Voyons maintenant (i) implique (iii).

Supposons (ii) vérifiée. Définissons algt&)) = (y + |1, ¢y + z(11,5)° f
convient...

e Montrons maintenant que (iii) implique (i).

Supposons (iii) vérifiée.

Définissons alorg(y) = (yjj1,p] — T\, Yiip+1,n] — P(Y)11,p))--- g CONVieNnt pour

0)

2Je "recolle" ainsi un élément & et un élément dR™—P pour obtenir un élément dg”
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e Il ne reste plus qu’a vérifier que (i) implique (iii).

Supposons donc (i) vérifiée.

Alors soit f(y) = g~ (1., 0, - - -, 0).

La différentielle degy est injective, donc la restriction® est injective aussi. Donc
f vérifie bien (iii)O

Théoreme 51 (Théoreme de JordanjToute hypersurfacé/ (i.e. variété de
dimensiom — 1) deR" C*

e est le noyau d'une applicatiof > dont la différentielle ne s’annule pas sur
M.
e est orientable (c’est & dire qu'il existe un champ de vecteur ne s’annulant
pas, continu, défini suk/, a valeurs dan®"™)
e partage le plan en deux domaifiggun borné I'autre non) dont elle est la
frontiere commune.

2Rappelons qu'un domaine est un ouvert connexe.

Démonstration :

Ce théoreme, long et loin d’étre trivial, nécéssitera différents lemmes. Cette preuve
est largement inspiré de la note "Le théoréme de Jordan pour les hypersdrfates
de D. Leborgne, paru dans la Revue de Maths Spé numéro 104, 1993-1994, lui-méme
inspiré de I'article "Orientability of smooth hypersurfaces and the Jordan Brouwer se-
paration theorem", Expo. Math. 5 (1987), p 283-286.

Lemme 52 Soit X un espace topologique connexe fett g continues deX
dansR. Si f etg sont localement égales ou opposées, et si l'intérieyf t0)
est réduit a I'ensemble vide, aloyset g sont égales ou opposées.

Démonstration :
e Définissons :

Egales = {z/f(x) = g(x)}
Oppos = {x/f(z) = —g(x)}

Et notons(2 l'intérieur de Egales.

e Supposons tout d’abofd non vide, et montrons que = X. Sion a un tel résul-
tat, alors on saura que sdilyales est d'intérieur vide, soit il est égal a tout I'espace.
Si Egales est égal a tout I'espace, alors on a bien le résultat souhaitég@es est
d'intérieur vide, alors I'ensemble destels quef(xz) = g(z) # 0 (inclus dans l'inté-
rieur d’'Egales) est vide, et don©ppos = X, d’ou le résultat souhaité. Donc montrer
que siQ2 # () alors2 = X est suffisant pour le résultat souhaité.

e Donc, on suppos@ vide.

e Soitx appartenant a la frontiere dk

e Par hypothese, il exist& ouvert contenant: sur lequelf et g sont égales ou
opposées, puisqué et g sont localement égales ou opposées

e L'intersection deU et ) est non vide (puisque est sur la frontiere d€Y), et
contient un point sur lequél et g sont non nulles, puisqué ! (x) est d’intérieur vide
Donc f etg sont égales suv (rappelons qué est inclus dan& gales).

e On en déduit que appartient & gales.
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e On a donc montré que la frontiere feest incluse dang.

e () est donc fermé et ouvert.

e () est donc égal &, puisque X est connexeD’ou le résultat]
Nous avons encore besoin d’un lemme de topologie :

Lemme 53 Soit(£2;);c; une famille d’ouverts recouvraiit™, et pour; dansi,
f; applicationC> de); dansR, telle que I'intérieur def,* (0) soit d'intérieur
vide.

Supposons que lorsqug et(2; s'intersectent, alors; et f; soient égales ou
opposeées localement s N ;.

Alors il existe une unique fonctiofy, au signe preés, dont la restriction pou
touts a ; soit f;.

=

t Bien voir que I'on n’a pas supposé que {essoient connexes.
Démonstration :

e On considére la famill¢B;) ;c; des boulesB telles qu'il existe un certain tel
queB C ©;.0n définitfj’. la restriction d&; & B;, lorsqueB; est inclus dans);.

e Supposons qu’on ait construit une fonctipiocalement égale ou opposéf]’ésur
B; pour toutj dansJ.

e Alors f, pour toutj dans.J, est égale &’ f; sur B;, avece; € {—1,1}, par
connexité deB; et application du lemme précédérit

e Alors f, pour touti dansl, est égale a; f; sur(;, avece; € {—1, 1}. En effet,
donnons-nous: ety dans(?;, avec f;(z) et f;(y) tous deux non nuls, et montrons
gue nécéssairemeritet f; égales (resp. opposées)emplique f et f; égales (resp.
opposeées) en.

- le segmeniz, y] est recouvert par un nombre fini de boul®s

- chacune des intersections de ces boules est connexe, et chaque boule est connexe.

- on peut donc appliquer sur chacun de ces connexes le I&Rndéou le résultat.

e Il reste donc simplement a construire une fonctforonvenable sur leB;.

e On montre tout d'abord le résultat en dimensigrsur un segment fermé. Cela
se fait en recouvrant le segment en question par un nombre fini de boules olgrtes
en définissanf sur cette réunion finie de proche en proche. Le fait que I'on soit en
dimensionl rend cela facile ; il suffit de choisir des ouverts consécutifs, non inclus les
uns dans les autres. Par le lemB#&on a une solution et une seule, au signe pres.

e On procéde maintenant par récurrence sur la dimensipaur montrer I'exis-
tence et I'unicité au signe pres d’une telle fonction sur un pavé, m]°.

e Pour cela on considére ce pavé comme le prdduit, m] x [—m,m]* L.

e On définit une fonctiory; pourt dans[—m,m|, définie suf—m,m]*~!, en uti-
lisant I'hypothése de récurrencf, égale a FLEMMARD ¢a marche pas parce qu’on
n'est pas sur que l'intersection d’'un ensemble d'intérieur vide avec un ensemble de
dimension inférieure est d’intersection vide.

[ ]

1.5.5 Espaces vectoriels normés de dimension finie
© Propriétés topologiques

La boule unité fermée d'un espace vectoriel normé est compacte si et seulement si
I'espace est de dimension finie (théoreme de R}z
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Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet. Dans un espace vec-
toriel normé de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes (voir théoréme
??). En particulier, les espaces vectoriels normés réels de dimension finie sont tous
isomorphes & pour un certaim, tous les espaces vectoriels normés complexes de
dimension finie sont isomorphes@ pour un certaim. Les compacts d'un espace
vectoriel de dimension finie sont donc exactement les fermés bornés. Cela implique no-
tamment que tout sous-espace vectoriel de dimensiondfimieespace vectoriel normé
est fermé (qu'il s'agisse d’'un espace vectoriel normé de dimension finie ou non).

@ Propriétés géométriques

Définition 54 Une partieA d’'un espace vectoriel normé est déquilibrée si
elle contientaz pour touta de modulél et toutx de A.

Théoréme 55 Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Alors, soit
B C FE, B estla boule unité pour une certaine norme si et seulemeftest
convexe équilibré compact ayaltcomme point intérieur. La norme corres
pondante est alors unique.

Démonstration : Cette preuve, utilisant la notion de jauge, est détaillée dans |
p236]0

Définition 56 On définit ici la notion deséparation au sens large (resp
strict) : On dit qu’'un hyperplanH sépare au sens largeux partiesA et
B (resp.sépare au sens stiicdi A et B sont inclus dans 'un et 'autre des
demi-espaces fermés (resp. ouverts) délimitésipar

Théoréme 57 (Forme géométrique de Hahn-Banach en dim. finiepoit £
un espace vectoriel normé de dimension finie. Alors :

e Soit A ouvert convexe non vidé, sous-espace vectoriel de de dimension
finie n’'intersectant pasi. Alors il existe un hyperplai#/ tel quel C H et
ANH=0.

e SoientA et B des convexes non vides et disjointsiieAlors

- Si A est ouvert, il existe un hyperplan séparahet B au sens large.

- Si A et B sont ouverts, il existe un hyperplan séparanét B au sens strict.
- Si A est compact eB fermé, il existe un hyperplan séparatitet B au sens
strict.

- Si A et B sont fermés, alors il existe un hyperplan sépardrdt B.

Démonstration : Voir [19, p347] pour une preuve compléte ; les points sont a dé-
montrer dans cet ordre pour simplifier la preave.
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Chapitre 2

Extrema

Une référence claire et compléte egt [En outre on y trouve des algorithmes jus-
tifiés rigoureusement.

2.1 Cadre et définitions

Pour ce chapitre, on travaillera sur une applicatiarontinue d’'un ouvert/ d’'un
espace de Banadh dansR.

Définition 58 On dit quef admet urminimum relatif ouminimum local en
x € U siil existe un voisinag® dex tel que pour toub dansV f(z) < f(v).
On dit quef admet unminimum relatif strict ou minimum local strict en
x € U siil existe un voisinagd” de x tel que pour toutv # x dansV
f(x) < flv).

On dit que f admet unminimum global enx € U si pour toutv dansU
f(z) < f(v).

On dit quef admet urminimum global strict enz € U si pour toutv # x
dansU f(z) < f(v).

On définit de méme les notions maximum relatif, maximum relatif strict ,
maximum global, maximum global strict, en remplagant les. par des> et
les < par des>.

2.2 Reésultats liés a la compacité

Proposition 59 Soit E un espace vectoriel normé de dimension finig &t°
de F dansR telle que
limuz\boof(ﬂﬁ) =0

Alors f est minorée et atteint son minimum.

Démonstration : On se donnel > 0 tel que|[z|| > A implique f(z) > f(0). On
considere alordl = B(0, A). K est fermé car on est en dimension finie (les compacts
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d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont les fermés boynd@sint donc
sa borne inf (voir corollair@?).0

Corollaire 60 (Quelques applications) e La distance d'un point a un fermg
non vide est minorée et le minimum est atteint.

o Aussi les trois applications suivantes, empruntées |

- étant donnée une applicatighC® de [0, 1] dansR, il existe un polyndmé
minimisant| f — P||__ parmi les polynémes de degrén.

- le théoréme de D’Alembert-Gauss stipulant que tout polyndéme a coeffi-
cients complexes et de degrél admet une racine, en considérant> |P(z)|
(corollaire : tout polyndme a coefficients da@sest scindé dan€[X]).

) Voir le corollaire?? sur la trigonalisation de matrices complexes, ou la partie
??sur les suites récurrentes linéaires.

2.3 Résultats de calcul différentiel

2.3.1 Reésultats au premier ordre

Théoréme 61 (Condition nécéssaire du premier ordre)Si = est un mini-
mum relatif def et si f est différentiable en:, alors la différentielle def
enz est nulle.

Démonstration :
df () (h) > 0 car L&HN=I@) > g it > 0
df (x)(h) < 0 car LEHM=IE) < gsit < 0O

Pas de réciproque ; par exemple- =3 deR dansR a une différentielle nulle
en0 et n’a ni maximum ni minimum en zéro.

Définition 62 Sidf(x) = 0, on dit quex est un point critique.

Pour aller plus loin on peut s’intéresser aux extréma liés ; voir pour cgla [

2.3.2 Résultats du second ordre

Théoreme 63 (Condition nécéssaire du second ordreSoit f deux fois dif-
férentiable enc.

Alors si f admet un minimum local en, " (z) est positive.

Démonstration :

Supposong” (x) non positive ; alors il existe tel que f”(z)(v,v) soit< 0. On
se donne un voisinagé dex sur lequelf < f(z) et sur lequel la formule de Taylor-
Young??donne
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Pl + 1) < f() + 3 F () (1o, )

(rappelons que par le résultat précédgiit) est nul)
on peut toujours choisir un tel voisinagfecar

fla 4 t0) = f() + 5 f (@), 10) + ol)

pourt assez petit
etdoncf(z+tv)— f(x) est alors négatif pour ces valeurstdé part pout = 0).0

Théoreme 64 (Condition suffisante du second ordresupposonst de di-
mension finie. Soif deux fois différentiables ey f'(z) = 0, et f”(x) définie
positive. Alorsf admet un minimum relatif strict en

Démonstration : On considere simplement un minimum &) (u, u) pour||u|| =
1 et la conclusion vient rapidemeit.

'- On peut se passer d’hypothése de dimension finie & condition d'imposer
quef” (x) vérifie Ja > 0/ " (z)(u, u) > olul’.

2.4 La convexité

Pour une introduction a la convexité, voir la pattié. 1
Les résultats liés a la convexité sont trés intuitifs, et se justifient rigoureusement
sans trop de difficulté : on pourra consultéf pour moultes développements.

Théoréme 65 Un minimum local d’'une fonction convexe définie sur une partie
convexe est en fait un minimum global.
Une fonction strictement convexe définie sur une partie convexe admet au plus
un minimum et si un tel minimum existe il est strict.

2.5 Pour aller plus loin

On trouvera dans/] des études des cas particuliers des formes quadratiques, et une
justification rigoureuse de la méthode de Newton.

31



Chapitre 3

Equations differentielles

Une référence appréciable pour sa clarté et son souci d'illustration et d’utilisation
pratique des résultats (notamment informatique) est le livre "Analyse numérique et
équations différentielles" de J.-P. Demaill¢]j[ Je traite ici exclusivement le cas de la
dimension finie, largement suffisant pour la plupart des probléemes; pour une analyse
plus générale, on pourra consult&}. [

3.1 Lemmes préliminaires

Lemme 66 (Lemme de Gronwall) Soit ¢ une fonctionC® de l'intervalle
[a,b] dansR™. Soitc € [a, b], soientA, B des réels positifs.
Supposons que pour toutlansa, b], on ait

/C ' (u).du

(b(t) < AeB\tfc\

p(t) <A+ B

Alors pour toutt dansja, b]

Démonstration :
Pourt > ¢, on définitF(t) = A+ B fct, #(s).ds. F estC*. Calculons la dérivée
det — e~ B F(t); cette dérivée est

e BY—B F(t) + Bo(t))

donc est 0 sur|c, b]. Le résultat en découle immédiatement pour c.
Pour le cas restant,< ¢, on définitF'(t) = A+ B [; ¢(u)du; F estC'. Calculons
la dérivée de — eBt.F(t); cette dérivée est

P!(BF(t) — Bo(t))

donc est> 0 sur|a, c|. Le résultat en découle immédiatement pour c.00
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3.2 Equations différentielles d’ordre 1

Définition 67 On appelle équation différentielle du premier ordre une
équation de la forme

avecF unR-espace vectoriel de dimension fimig U une partie fion néces-
sairement ouverte) deR x FE, et f une application dd/ dansE, avec f
continue

On appellesolution de cette équation une applicatigndérivable del dans
E avecI un connexe d®& (i.e. un intervalle) telle qué (¢, ¢(¢))/t € I} C U
eto’(t) = f(t, ¢(t)) pour toutt dansl.

Proposition 68 Une solution d'une équation différentielle est nécessairement
Cl.

Démonstration : L'équation exprime notamment le fait que la dérivée de sa solu-
tion estC’.00

Remarque (forme intégrale)¢ : I — E est une solution d% = f(t,x) de
donnée initialep(c) = x si et seulement si pour towtdansi, ¢(t) = ¢(c) +

IF fu, é(w))du.

3.2.1 Avec des hypotheses sympathiques sfir

Définition 69 Une fonction de deux variabl€s,y) € X x Y — f(x,y) est
dite localement lipschitzienne ery si pour tout(z, y) il existe un scalaire:
etV un voisinage déx,y) dansX x Y tel que pour toust’, y1, y» tel que
(2',y1) € Vet(a/,y2) € V on ait

(@ 1) = F@' y2)ll < Ellyy — e

Lemme 70 (Unicité) Si f est localement lipschitzienne enalors sig, et ¢
sont deux solutions sur un méme intervalle ayant méme valeur en un dertain

alors ¢, = ¢s.

Démonstration : Donnons noug; et ¢, deux solutions, égales &n

Pour simplifier le raisonnement on va supposer qu'il existe ¢ tel queg, (t”) #
¢2(t"). En cas contraire, on raisonnerait de méme en considétant vérifiant cette
propriété.

Soitt’ I'inf de cest”. Par continuitég, (t') = ¢4 (t').

Soit V l'intersection deft’, oo[ et d’un voisinage de’ tel que{(t, $1(t))/t € V'}
et {(¢,¢2(t))/t € V restent dans un voisinage d&,¢’(¢')) sur lequelf estC-
lipschitzienne eny.
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Pourv dansV, on a¢}(v) = f(v, ¢:(v)), etdonc
01(0) = 62(0) = [ 1(0.61() = F(0 2(w0)c

161(0) — da(v)| < C / 161 (u) — ()| du

Donc par le lemme de Gronwall on conclut gieet ¢, sont égales sur’, ce qui
est contradictoire avec la définition de

Lemme 71 (Existence)On se donne une fonctiohC? de [ty — a,to + a] x
B(z0,b) x B(\o, c) dansR”, la boule B(x(,b) étant une boule d&", et la
boule B(\g, c) étant une boule compacte ou un seul point d'un espace|mé-
trique.

On suppose qu'il existé' tel que||f(t,x1,A) — f(t,z2, V)| < Cllzy — a2,
et on se donné/ tel que|f(¢,z)| est borné parM sur [ty — a,ty + a] x
B(zo,b) x B(\o,c) (un tel M existe nécessairement par continuité fieur
[to — a,to + a] x B(xg,b) x B(\g,c) qui est compact).

Alors il existe une fonctiom(., A) telle que% = f(t,¢(t, \), \), définie
sur[tg — T, to + T x B(Xo,c), avecT le min dea etb/M, et telle que pour
tout A ¢(tg, \) = ¢ ; en outre cette fonction est continue par rapppott ét
A

\ |

\ —

ﬁ\ Le parametre de la fonctionf (¢, x, \) peut étre vu comme le paramétre
temporel ; c’est une fonction dejue I'on cherche comme solutiopiest la fonction so-
lution, dépendant de Quant &\, c’est un paramétre désignant les conditions initiales.
Le lemme est directement donné sous-une forme trés générale ; mais le cas d'une boule
B()\g, ¢) compacte réduite & un point n’est pas a négliger ; il s’agit en fait du cas le plus
courant, I'intérét d’introduire une boule étant simplement de montrer la continuité par
rapport aux conditions initiales.

\ |

\ —

) ’hypothése de I'existence d€ sera notamment vérifiée si les dérivées
partielles def par rapport aux. composantes dg existent et sont continues.

Démonstration :
e On poser(t, A) = xo
e On définit par récurrencey, 1 (¢, \) =z + f;o fuy g (u, N))du
e |l est clair par récurrence quey (t, \) — zo| < b
e 2, estC? ent clairement
e 15, estC” en\ par continuité sous le signe intégral (théoré?e
e On montre maintenant par récurrence que pourkout

Mck|t _ t()|k+l

|Tpr1(t, A) — zp(t, N)] < (k+ 1)!
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- Le cask = 0 estimmédiat

N = aw) (6N = | fy, (), 2) = f(wax1(u,2), A).dul < Clt -
t()‘ftto MOk-1 ‘u_ktlolkdu < MC’(“]\Ctglt)o!‘kﬂ

- t — to étant borné sur I'ensemble qu’on s’est donné, la suiteaglesonverge
uniformément. Du coup la limite est continue par rappait,&). Le fait que la limite
vérifie I'équation est conséquence du passage a la limite.

Théoreme 72 (Cauchy-Lipschitz) Si f est localement lipschitzienne en
étant donné(ty, o), il existe une et une seule solution maximale (i.e. suf un
intervalle maximal) de I'’équation différentielle.
En outre, cette fonction maximale n’admet pas de limite au bord de l'intervalle
ou elle est définie, si ce bord est fini et n'est pas le bord de I'intervalle de
définition def.

Démonstration : L'existence et I'unicité découlent des lemmes ci-dessus. Lorsque
la solution ne tend pas vers l'infini au bord du domaigtecp et du bord de l'inter-
valle de définition def), on peut prolonger par le lemme d’existemnce.

Théoreme 73 (Existence de solutions globale€)n suppose désormdisde
la formel x E, avecl intervalle ouvert déR. On suppose en outre qu'il existe
une fonctionk continue del dansR™ telle quef(t,.) estk-lipschitzienne de
rapport de Lipschitz< k(t) sur E. Alors, toute solution maximale est une
solution globale (sur).

Démonstration : Donnons-nous un intervalle compdctinclus dans/. Il est suf-
fisant de montrer qu'il existe une solution définie #r Il suffit donc d'appliquer le
lemme71, k étant majorée suk par une certaine constante

Théoréme 74 (Equadif dépendante d’'un parametre)On remplace f (¢, x)
par f(t,z,\) ; on suppose qu¢ est continue lipschitzienne ende constante
de Lipschitz indépendante deet A, avec\ appartenant a un espace topolo
gique L, t dans un intervalle compacte R etx € B(zg,r) C FE avecE un
Banach. En outref est bornée paf/.

Alors étant donné, € R on peut a\ associer une solutiom, sur J =
IN[to—r/M,ty+r/M], et(t,\) — ¢,(t) est continue.

Démonstration : La démonstration utilise le théoréme du point fixe de Banach;
pour plus de précisions, on consultefaf
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3.2.2 Sans hypothese sympathique syt

f seraici simplement supposéd.

Définition 75 On dira queg est unesolution e-approchéede I'équation dif-
férentielle‘g—f = f(t,z) si ¢ est définie continu€* par morceaux sur urn
intervalle J, si ¢(ty) = ¢ et si pour toutt dans.J (¢, ¢(t)) est bien dang/,
avec||¢'(t) — f(t,o(t))|| < ¢, a part aux points de discontinuité, auxquels pn
doit avoir || ¢}(t) — f(t, ¢(1))| et|l¢,(t) — F(t, 6(1))]| tous deux< e, avecs,
et¢;, les dérivées a droites et a gauche.

Théoréme 76 Supposong C?, définie surl x B(zg,r), avecl intervalle de
R, a valeurs dan€z. Supposonsf| < M. Alors avec] = I N[tg —r/M,to +
r/M], Ve > 0, I’équation‘f;—f = f(z,t) a une solutiore-approchée affine par
morceaux telle qué(ty) = xo.

Démonstration :

e On montre qu’on peut construire une telle solution gtr = J N [tg, oo, le
résultat s’obtenant de méme slr = JN| — oo, to].

e Définissons tout d’abord affine, définie pap,(to) = xo, ete(to) = f(to, zo)-

e On note quey, est bien telle quét, ¢(¢)) soit dans le domaine de définition de
f pourt dansJ+.

e Par continuité def, ¢, est une solutior-approchée suft,, ], pourt suffisam-
ment petit. En considérant le sup de cest, on obtientt; *, et par continuitép, est
une solutiore-approchée sut, ¢1].

e Sit; est différent desup J, alors on recommence le méme processus, en rempla-
cantxy parzy = f(t1), etty party, etr parr — ||x; — xo|| (> 0 par définition deJ) ;
on nommep; la nouvelle application obtenue. Pujs puists, et ainsi de suite, jusqu’a
ce quet; soit lesup de J, auquel cas la preuve est terminée.

e Supposons maintenant que la suite ez oit sans jamais atteindre la bornep
de J; notonsT le sup dest;.

e Remarquons quéz, 1 — 2,| < Mlt,41 — t,| et que dond| 7 2,1 —
Zn|| < M(T —t,) ; donc par le critere de Cauchy (rappelons @uest un Banach), la
suite(zx,,) tend vers une certaine limite

e Considérons maintenant

[1f (b 2n) = f(E n ()]

pourT >t > t,, et examinons ce qu'il se passe paw— co.
Cette quantité est inférieure ou égale a

1£ (s 20 ) = FT )|+ (T 2) = F( L gnlt) )l
—T o T car|gn(t) — x| < (t—ta)M

1Je passe sous silence le tas= co, qui termine la preuve immédiatement.
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et donc tend ver8 en l'infini, et donc finit par étre inférieure&a un certain rang
n; donct,1 > T, d'ol la contradiction

Corollaire 77 Supposong’ de dimension finief étant toujours bornée dans
un voisinage déty, xo), On peut toujours trouver un voisinage desur lequel
I'équation admet des solutiorsapprochées pour tout

On utilise le fait que dans le théoréme précédent, le voisinage obtenu est
indépendant de.

3.3 Equation différentielle d’ordre n
Etant donnée une équation de la forme

d"z dx .

I )

~ s . . . n—1
ou f est supposée localement I|psch|t2|ennege§§, ey fit—_f avecU C R x E", f
deU dansFE continue a valeurs daf&™, on se raméne a

.
dr _,
e~
da:i
Tk
Az, —
71 = f(tvxwrlv "wxnfl)

Ces équations différentielles correspondent donc & une équation dloxthas
l'espaceE™.

Il reste a reformuler les différents résultats sur les équations différentielles d’ordre
1 aucas de l'ordres :

Etant donnés, et zg, =1, ... , ,_1, il existe (au moins) une solution maximale
x définie sur un intervalle ouvert contenapttelle quex(ty) = =g, 2'(to) = 1,
..z D (ty) = z,,_, (rappelons que I'on a suppogécontinue).f étant localement
lipschitzienne emn, fl—f, e ‘fi:n%lf, alors il y a unicité. Pour I'existence sans l'unicité, le
théoréme de Cauchy-Péano permet de se passer du caractére localement lipschitzien.

SiU est de la formd x E", et s'il existe une fonction continue dépendant seule-
ment det majorant le coefficient de lipschitz, alors les solutions maximales sont défi-
nies surl tout entier.

Ces résultats découlent immédiatement des résultats a I'brdréce a la transfor-
mation décrite ci-dessus.
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3.4 Zoologie des équations differentielles

3.4.1 Equation différentielle linéaire du premier ordre

Définition 78 Uneéquation différentielle linéaire du premier ordre est une
équation différentielle du premier ordre avec

dx

— = A(t).x + B(t

=AM+ B()

avecA(t) une application linéaire continue d€ dansFE et B(t) € E, pour
toutt dans! intervalle deR.

E est toujours urR-espace vectoriel 4 est continueB est continue.

L' équation différentielle homogéne associéest

dx
— = A(t).
g (t).x

Théoréme 79 (Théoréme de CauchyBi A est continue dd dans L(E)?,
alors I'équation différentielle linéaire du premier ordre admet une soluto
telle quegp(ty) = xo définie sur toutl.

Il existe une unique solution définie sur tdut

=

2Ensemble des applications linéaires continue&'danskE.

Démonstration : |l s'agit directement d’'une application du théoréite O

Theoréeme 80En notant cette solutiong,, (& t, fixé) la solution
de I'équation linéaire homogéne associ€application qui &z, associegp,,,

est linéaire bijective dé” dans I'ensemble des solutions de I'équation homo-
géne.

Démonstration :
e L'injectivité est claire, si deux fonctions sont différentesgralors elles sont
différentes tout court.
e La surjectivité est non moins claire, par définitiongle, .
e Lalinéarité, enfin estimmédiate ; il suffit de voir quer®ty sont solutions, alors
A.xz + p.y est aussi solutionl

Corollaire 81 (Cas de la dimension finie)On en déduit au passage que la d
mension de I'espace des solutions d’'une équation diférentielle est finie et|égale
a la dimension dd7, lorsque la dimension d& est finie.
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@ Cas général, dimension non nécessairement finie

Dans cette partie, et seulement celle-ci, on traitera un cadre plus général. Lintérét
est seulement de donner un exemple d'utilisation en dimension non finie. On admettra
le fait que le théoréme de Cauchy-Lipschitz est aussi valable dans le cas d’'un espace
de Banach, méme s'il n'est pas de dimension finie (la démonstration est d'ailleurs la
méme).

o A non constant

Définition 82 On appelleéquation résolvantede I'équation différentielle li-
néaire de la définitiorr8 I'équation a paramétre dans I'ensemble des applica-
tionsC! del dans.(E) :

U'(t)= A(t) o U(t)

Afin de pouvoir travailler sur cette équation, nous aurons besoin du théoréme de
Cauchy ; aussi devons nous bien voir :

- que L(E) est un Banach (de maniére générale I'ensemble des applications li-
néaires continues d'un espace vectoriel normé dans un Banach est un Banach)

- que I'applicationt — (¢ — A(t)o¢) est continue dé (pour la topologie usuelle)
dansC(E)*®) (pour la topologie produit)

Le deuxiéme point découle facilement de la continuitéide

On peut donc appliquer le théoreme de Cauchy, et exhiber poutgtdans/ une
solution uniqueResolvant,, sur tout! de I'équation résolvante vérifiant

Resolvanty, (to) = Idg.

Définition 83 La solution Resolvant,, (to) est appeléeésolvante d'origine
to.

Voyons maintenant les propriétés sympathiques de la résolvante, qui découlent des
résultats ci-dessus.

Proposition 84 e Pour tousa, b etc dans!, Resolvant, (b). Resolvanty(c) =

Resolvant,(c).
e Pour touta et toutb Resolvant,(b) est dans7L(E).

Démonstration :
o || suffit de dériver tout ¢a, et d'utiliser I'unicité donnée par le théoréme de Cauchy.
e C’est une conséquence évidente du fait qugolvant,(b). Resolvanty(a) =
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Resolvanty(a).Resolvant,(b) = Resolvant,(a) = Resolvant,(b) = Idg.0

Théoréme 85e La solution z de I'équation homogeéne associée vérifiant
x(tg) = xo est I'applicationt — Resolvanty, (t).zo.

e Une solution particuliére: de I'équation générale de la définitiai8 vérifiant
x(tg) = xo est donnée par

t

x(t) = Resolvanty,(zo) + | Resolvant,(t)B(u)du
to

Démonstration :
e La résolvante est construite pour ca. Il suffit d’écrire la dérivée de

t — Resolvanty, (t).yo

pour avoir la résultat souhaité.

o |l suffit d'écrire quer peut s’exprimer sous la formet) = Resolvant., (t)(C(t));
ensuite, par une méthode bien similaire a la méthode de variation des constantes, on
écrit
(0((z, y) = Resolvanty, (z)(y)) o (t — (¢, C(t))))

ot
= (PR )10 4 (Resolvanty, (1)) o (1, C(0).(1,C(1)

= A(t)Resolvanty, (t)C(t) + Resolvant,, (t)C’(t)
Donc z sera solution siB(t) = Resolvant,, (t)C'(t), c'est a dire siC(t) =
I-Besolv(mt;]}t(aco)—|—j;f0 Resolvantt_ol (u) B(u)du, donc six(t) = Resolvanty,(zo)+

Resolvanty, (t). ftfo Resolvant, (to) B(u)du.
Donc on a bien

2 (t) =

t
x(t) = Resolvanty, (t)xo —|—/ Resolvant, (t)B(u)du
to

D’ou le résultatd

o A constant

Théoreme 86 Si A(t) = A est constant, alors I'équation différentielle linéaire
définie en78 admet pour unique solutian vérifiantz(ty) = xo I'application

x:t— exp((t —t9)A)(xo)

\ |

NS
) Pour se rappeler de ce qu’est I'exponentielle d’'un endormophisme continu
d’'un Banach on pourra consulte®?.
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Démonstration : Le théoréme de Cauchy nous donne l'unicité, et il est immédiat
gue cette fonction convient, par le théoréeme donnant la dérivée de I'appli¢ation
exp(t f) (voir partie??).0

On note quée — exp((t — tg)A)(xo) est le résolvant de I'équation différentielle.

11

Théoréme 87 Une solution particuliére: de I'équation différentielle général
définie en/8dans le cas ot (t) = A est constant et vérifiant(tg) = z( est
donnée par

z(t) = exp((t — tg)A).xo + / exp((t — u)A)B(u)du

to

Démonstration : On peut simplement argumenter en utilisant le fait signalé ci-
dessus, ie que — exp((t — tg)A) est le résolvant (d'origing;) de I'équation diffé-
rentielle, mais on peut aussi faire le calcul directement en cherchant des solutions de la
formet — exp(tA)C(¢).0

Remarque : tout comme lorsqueest constant on esolvant,, (t) = exp((t —
to)A), on aResolvanty,(t) = e:Cp(ftto A(u)du LORSQUE pour tous et s dans/
A(t) et A(s) commutent A(t) A(s) = A(s)A(t)).

o Cas de la dimension finie

o A(t) non constant

Si E est de dimension finie, alors I'espace des solutions de I'équation homogene
associée est de dimension finiecomme on le souligne dans le corollaéi& Pour
simplifier les notations, on identifie etR", sans perte de généralité.

Proposition 88 On se donne une famille,, ..., z,,, de solutions de I'équation
différentielle homogéne. Alors ces solutions sont libres si et seulement si I'en-
semble des;(t) est libre pour un certain, si et seulement si I'ensemble des
x;(t) est libre pour tout.

Démonstration :
Il est clair que si leg;;(t) forment une famille libre pour un certainalors les;
forment une famille libre.
Il est clair que si pour tout, lesz;(¢) forment une famille libre, il en est de méme.
Il reste donc juste a voir que si les forment une famille libre, alors les; (%)
forment une famille libre, quel que saitCela découle simplement du théoréétsd

Il n’est par contre pas vrai que dans le cas généra),famille libre — (z;(t))
famille libre (par exemple n'importe quelle famille libre de fonctionsftldansR).

Ainsi lorsque I'on aura obtenu une famille libre desolutions de I'équation diffé-
rentielle homogéne et une solution de I'équation générale, alors on pourra en déduire
toutes les solutions de I'équation différentielle, en considérant la somme de la solution
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de I'équation générale plus une combinaison linéaire quelconquestdations libres
de I'équation homogéne associée.

Généralement, le probléme ne sera pas d’obtenir les solutions de I'équation homo-
géne, mais plutét d’obtenir les solutions de I'’équation générale.

Pour cela on utilisera notamment la méthode deal@ation des constantes

On suppose que, ..., z,, sont des solutions libres de I'équation homogéne asso-
ciée.

On cherche alors solution particuliére de I'équation générale, avee la forme

z(t) = M (@) z1(t) + Ao (t)z2(t) + - - + A (B)zn(t)

On note bien que toute fonction peut s’exprimer de la sorte, puisque pourleout
famille desz; (t) est libre.
Faisons maintenant « varier les constantes » :

dx dxy dx,
E(t)_ /\1%+--~+)\n a
= M Az + AoAxs + ... + N\, Ax,, par définition des:;.
oA A

Doncz vérifie I'équation générale si et seulement si

Z Xi(t)ai(t) = B(t)

(1)1 (1)2 (z1)n
En écrivantA = (A\q, ..., \,) et M (t) = (zf)l (x?)Q (L?)n 2
(@)t @)oo (Tn)n

On obtient I'équation\’ = M ()~ ! B(t) (notez quelM (t) est inversible, de par la
proposition88).

On peut donc en déduire Iés a une constante prés. Les constantes en question ne
changent de toute facon rien, puisque cela revient & ajouter une combinaison linéaire
des solutions de I'équation homogéne.

o Cas A(t) = A constant
Tout d’'abord on peut donner la forme générale des solutions, de maniére simple
lorsque I'endomorphisme est diagonalisable en dimension finie.

20n vérifiera facilement qu'il s’agit du résolvant (voir parfig).
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Démonstration :

Théoréme 89 On va supposer ici quel(t) = A est constant, et qu'il s’agi
d’'un endomorphisme diagonalisable, en dimension finiglors avede;) une
base deF dans laquelled s’identifie & une matrice diagonale, avéde;) =

\;.e;, les solutions de I'équation homogéne associée a I'équation différen

fi it exp(Ni.t)e;

pouri € [1,n]

tielle

linéaire définie ery8 sont les combinaisons linéaires de fonctions de la forme

Il est facile de voir que ces fonctions sont bien dans I'ensemble

des solutions de I'équation différentielle homogéne associée. En vertu du corollaire
diffé81 il suffit donc de vérifier que les solutions en question forment bien une famille
libre ; ce fait se déduit immédiatement du fait que la famille fi¢8) est libre.

3.4.2 Equations différentielles autonomes

et

pas det.

On appellepoint d’équilibre d’une équation différentielle autonome un po
xo tel quef(xp) = 0.

On appellepoint stable d’'une équation différentielle autonome un po
d’équilibre z tel que

Ve > 03dn tel que pour tout solution de I'équation différentielle et toty tel

que([z(to) — ol <7

e 1 est définie sufty, oo]

o ||z(t) — zo|| < e pour toutt > tg

On appellepoint asymptotiquement stabled’une équation différentielle au
tonome un point d’équilibre tel que pour un certaim, pour toutz solution

de I'équation différentielle et tout tel que||z(tg) — zo|| < 7,

e 1 est définie sufty, oo]

o limy_ox(t) = g

Définition 90 Une équation différentielle est digutonomesi f ne dépend

nt

C’est a dire qu'une équation différentielle autonome est de la fd}g‘ne f(z).
Les résultats d'unicité permettent de dire que si

ccll_atc = f(x) etz(u) = xq
% = f(y) ety(v) = xo

avec! intervalle maximal de définition de et J intervalle maximal de définit

dey, alorsJ +u = I + v ety(t + v) = z(t + u) pour toutt tel quet +v € J.

Quelques exemples :

ion

e Equationz’ = z : 0 est I'unique point d’équilibre ; il n’est ni stable ni asympto-
tiguement stable.
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e Equationz’ = —z : 0 est 'unique point d’équilibre ; il est stable et asymptoti-
guement stable.

e Equationz’ = M.z avecM antisymétrique 0 est point d’équilibre ; il est stable,
mais pas asymptotiguement stable.

e Equationz’ = u, avecu vecteur non nul : pas de point d’équilibre.

3.4.3 Equation de la chaleur

© Le probleme

Définition 91 On définitQ =]0, 1[xR**; Q désigne I'adhérence d@ dans
R?, c’estadire[0, 1] x R*.
On chercheu continue d&? dansR, telle queuq soit C> et verifie

Su  6%u

5t ox?

(équation de la chaleur)
avec les conditions aux limites (CLs) :

u(0,t) = u(l,t) =0
et les conditions initiales (CIs) :
u(z,0) = h(z)

avech une certaine fonction continue d@ 1] dansR, C* sur]0, 1], telle que
h(0) = k(1) = 0 (indispensable pour que les CLs puissent étre vérifiées).

© La méthode

Pour attaquer cette équation, comme d’autres équations vérifiant une équation de
la méme forme (dérivée premiere en fonction du temps égale a une dérivée seconde
(un laplacien) en coordonnées d’espace), on cherche en fait une salgtion =
f(x)g(t) s'exprimant comme produit d’'un terme d’espace par un terme de temps. On
ne se préoccupera pas pour le moment de la CI.

Une fois des solutions trouvées, on remarquera que les solutions forment un es-
pace vectoriel. On cherchera alors une solution combinaison linéaire vérifiant la Cl.
Pour cela, puisqu’on aura remarqué que nos solutionssemt des sinusoides (ayant
toutes pour fréquence un multiple d’une certaine fréquence fondamentale) on considé-
rera I'antisymétrisée de la fonction des ClI, pour considérer un développement en série
de Fourier qui ne comporte que des sinusoides (il n'y aura pas de cosinusoides puisque
I'on considérera une fonction impaire !).

On obtiendra ainsi une solution. Il existe une preuve d’unicité, qui ne sera pas
exposée ici : on la trouvera par exemple daiis p103].
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o Les calculs

Ecrivons
u(z,t) = f(x)g(t)

Alors I'équation de la chaleur s’écrit

f)g'(t) = f"(x)g(t)
g'(t) _ (=)

gt f(z)
Ce terme est indépendant dé€a cause du terme de gauche) et da cause du terme
de droite).\ est donc une constante.
Le cas)\ > 0 et le cas\ = 0 nous amenent, via les CLs, au cas= 0, peu
intéressant. Il reste donc seulement le kas 0.
On a une équation de degtéqu’on peut réécrire comme une équation de dégré

f(x) = M(a) équivauté( E )l = ( g (1) ) ( j“z )

Cette équation est linéaire, et admet donc des solutions sy6ta{itil s'agit d’'une
équation homogene (pas de second membre) elle est dans un espace de diZpension
donc I'espace des solutions est de dimengion

On a deux solutions évidentes — cos(wr) etx — sin(wx) (avecw? = —\). La
solution cosinusoide ne satisfait pas les CLs, donc on garde les sinusoides. On déduit
des CLs quev doit étre de la formev,, = nIl pourn € N.

Pour g, I'espace des solutions est de dimensigril s'agit d’'une exponentielle
décroissante; — Ce~«’"t (on applique I'équation de la chaleur pour trouvewte ou
on remarque et on utilise I’équatiégﬁ = M de la page précédente).

On a donc des solutions en: (z,t) — e~“»!sin(w,a). ON note que les solutions
sont un espace vectoriel. On a donc pour solution de I'équation de la chaleur et des
CLs au moingon n'a pas prouvé que c'étaient |a les seules solutions) les combinaisons
linéaires de solutions de cette forme. On va en fait considérer aussi les combinaisons
linéaires infiniesy ", - ane*“v%tsin(wnx), pourvu que la séri@_ a,, soit absolument
convergente ; ainsi les théorémes de dérivation sous le signe intégrale s’appliquent et
la combinaison linéaire obtenue est bien une solution de I'’équation.

On se préoccupe maintenant des Cls, en cherchant une solution combinaison li-
néaire des solutions trouvées ci-dessus.

On voudrait dond:(z) = ), -, an sin(nllz). On va donc décomposéren série
de Fourier. Pour cela on va choigiimpaire, pour n'avoir que des sinusoides.

Donc on définith sur[—1,0] parh(—z) = —h(x). Ensuite on prolongé par 2
périodicité. On a aloré(x) = >, - an sin(nllz), avec convergence normale de la
somme des,, puisqueh estC! (pas de probléme ghou enl carh(0) = h(1) = 0).

L'unicité de la solution ainsi obtenue ne sera pas détaillée ici; ¥airg103].

45



3.4.4 Equations a variables séparées

Définition 92 On appelleéquation a variables séparéaine équation diffé-
rentielle que I'on peut réécrire sous la forme

o’ = f(t)g(x)

e Sig s’annule en une valeur particulierg, alors la fonction constante= z,, est
clairement solution particuliére.
e L'équation peut se réécrirﬁ% = f(t)dt, et donc on obtient en intégrant chaque

membre une expression de /g en fonction def f. Il est clair que/ 1/g est continue
strictement monotone sur les intervalles sur lesqgiet$ ne s’annule pas, et que donc
on en déduitz en fonction det en considérant I'inverse d¢ 1/g. Par les résultats
d'unicité si la condition initialety, z¢) est telle quey(zy) # 0 alors par le lemmé&0
(si les fonctions en jeu vérifient bien les conditions énoncées!)\dn gz (t)) # 0

si x est une solution maximale (en effet en cas contraiserait la fonction constante
égale ar, avecg(x,) = 0), et donc on obtient bien ainsi des solutions maximales.

On trouvera dansd] un exemple bien détaillé.

3.4.5 Equation de Bernoulli

Définition 93 On appelleéquation de Bernoulliune équation de la forme
a’ = p(t)z + q(t)z”

aveca € R\ {1} etp etq continues.

On se place sur les intervalles stne s’annule pas. On peut alors diviser pér
et poser: = =%, on obtient alors

dz

o = 1= a)®)z+q(1)

équation linéaire en, que I'on sait donc résoudre.

3.4.6 Equation de Ricatti (polyndbme a coefficients dépendant de
de degré2 enx)

Définition 94 On appelleéquation de Riccatiune équation de la forme
' = a(t)z? +b(t)x + c(t)

aveca, b etc trois fonctions continues.

N’ayant pas de solution magique, on choisit de supposer que I'on est capable d’ex-
hiber une solution particuliére,.
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On pose alors = = — x,, et on obtient miraculeusement
2(t) = [2a(t)zp(t) + b(1)] x 2(t) + a(t)z" (1)

On se raméne donc a un cas particulier d’équation de Bernoulli, que I'on résoud
comme expliqué ef.4.5

3.4.7 Equations homogenes

Définition 95 On appelle équation homogene une équation de la farine
f(x/t), avecf CY d'un intervalle deR dansR.

Une telle équation se résoud classiqguement en pgsant /¢ ; on se rameéne alors
a I'équation & variables séparégs= (f(y) — y)/t, qui se résoud elle-méme par la
méthode exposée en parfiet.4 On a des solutions constantes de la foeme a, soit
y = az, poura Vvérifiant f (a) = a.

On montre facilement que 'image d’'une solution par une homothétie est encore
une solution (seul comptant le rapportt).

3.4.8 Equation de Lagrange

Définition 96 L'équation de Lagrange est(t) = a(z'(t))t + b(2'(t)), aveca
etb des fonctiong!.

On la résoud de la maniére suivante :

e chercher les solutions & constant sur un intervalle ; ce sont le's= ¢, avec
a(c) = c. Les solutions sont alors las= ct + b(c).

e posery = z’, t = g(«), pour chercher d’autres solutions. On obtient

dt _d(y)t+b'(y)

dy y —a(y)

qui est une équation différentielle linéaireen
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Chapitre 4

Formes différentielles

Ce chapitre a seulement pour but de fournir un cadre utile dans la vie de tous les
jours, pour maitriser les outils utiles pour s’attaquer & de nombreux théorémes. L'intérét
n'étant pas d’épuiser les richesses des formes différentielles, de nombreuses définitions
et de nombreux théorémes seront donnés sans justification, notamment dans les fonde-
ments des formes différentielles, au niveau des propriétés d'algébre multilinéaire.

4.1 Généralités, rappels sur les applications multilinéaires

4.1.1 Définition d’'une forme différentielle

Tout de go, définissons tout d’abord ce qu’est une application différentielle :

Définition 97 SoitU un ouvert deE’ un R-espace de Banach, sdit un R-
espace de Banach.

On appelleforme différentielle de degrép sur U a valeurs dansF' une ap-
plication deU dansA,(E; F) °.

La forme différentielle est dite de clas&® si I'application estC,, (pourn €
NU {o0}).

On noteQZ(,")(U, F') 'ensemble dep formes différentielles d& dansF de
classeC™.

3Espace des applicatiopslinéaires alternées continues éledansF. Cet espace est un Bg-
nach, car c’est un sous-espace vectoriel ferm&gleF, F') (qui est un Banach comme chacun
sait).

Exemples :

- Une applicationC" de E dansF' est uned-forme différentielle de& dansF, de
classeC™.

- Sin > 0, sa différentielle est une formedifférentielle de class€™ 1.

Nous allons définir plus loin de nombreuses opérations sur cet outil, mais tout
d’abord nous devons rappeler certaines propriétés des applications multilinéaires.
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4.1.2 Propriétés des applications multilinéaires

Définition 98 Etant donnée une applicatighbilinéaire deF' x G dansH, on
définit unemultiplication d’applications p-linéaires alternéespar :

Ap(E, F) x Ay(E,G) — Apyq(E, H)

(fL9) = frey
définie par
(f N g)(CE1, cee 7xp+q) =

Z (@)O(f(Za(1), Ta(2)s -+ > Ta(p)) I To(pr1)s Ta(p+2)s - - - > To(p+q)))
La sommation étant étendue a I'ensemble des permutadiates|1, n| telles
ques(l) <o(2)<---<o(p)etolp+1)<op+2)<---<alp+gq).

‘- [l conviendrait de montrer qug A, g est bienp + ¢ linéaire, continue et
alternée.

t souvent on s'abstiendra de notey ; on se contentera de. ¢ sera sou-
vent implicitement I'application la plus intuitive ; par exemplefsiet G sont égaux et
si F' estR, on utilisera le produit d’'un élément d’'un Banach par un réel.

Proposition 99 (Propriété du produit d'applications multilinéaires) A,
est bilinéaire.

Proposition 100 (Propriétés du produit de formes multilinéaires)e Si f
appartient a4, (E,R) etg appartient aA,(E,R), alors f Ag = (—=1)Pig A f
e Si f ppartient a.4,(E,R), g appartient a.A,(E,R) et h appartient a
A, (E,R),alors(f Ag) ANh=fA(gAh).

e Silesf; sont des formes linéaires continues #i(dansR), pouri € [1, n],
alors

fiN A fulxr,. o zn) = Z E(U)fi(iﬂa(i)) = det (fz(mj))u

oeco™
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Proposition 101 (Propriétés des applicatiom-linéaires avecdim E = n)
E estici supposé isomorphery.
Toute applicatiorp-linéaire deE dansF' s'écrit de maniere unique

T Z Ci e;, Nej, N...ef

1y--tp ip

1<) <ig <+ <ip<n cF

avec la famille des; la base duale de la base des(base canonique dR"),

c’est a dire que les; sont les formes qui donnent les coordonnées d'un pgint.

En particulier, sip = n, 'application s’écritz — (e Aej A -+ Ael)(x)e,
avecc un élément dé”, et sip > n, I'application est nécéssairement nulle.

4.1.3 Application de tout ¢a aux formes différentielles

Définition 102 (Produit extérieur de formes différentielles) U désigne un
ouvert d'un espace de Banaéh F', G et H sont des espaces de Banach .
On se donne une application bilinéaire dé" x G dansH. On suppose qu¢
fe (U, F)etqueg € (U, G).

On définit alors leproduit extérieur des formes différentiellesf etg fAsg €
Q") (U, H) par

pt+q
fheg:x— f(x) N g(x)
La notation est abusive du fait que I'on garde la méme notation que po
produit d’applications multilinéaires. La aussi on négligera souvent de pr
serAy, et on garderaj.

D

ur le
eci-

Exemple :

SiF =G = H = R, ¢ est alors généralement implicitement le produit usuel.

Alors le produit de formes différentielle est anticommutatif et associatif, et

(wl Nwg A+ /\’Ll}n)(l')(hl,;hn) =

Y el)wi(@)(ho) w2 () (ho(2)) - - wn (@) (ho(n) = det (wile;)i,s)

oEo,
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