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1 Fonctions regligeables et  équivalentes;
développements limiés

La notion de fonctiongquivalentes devraéitre connue du cours d’Analyse 1, sous
laformef ~ g < lim ﬁ = 1. Onla €introduit ici en utilisant la nouvelle notion de
a a

fonctions regligeables, qui estés utile notamment dans le cadre déseloppements
limités.

1.1 Fonctions regligeables

Dans ce qui suit, on congide des fonctiong, g, ... a valeurs danR, définis sur un
voisinage poiré V d’'un pointa € R = RU {400}, c’esta-dire au voisinage desauf
eventuellement en ce pointéme. (On rappelle qug M, co[; M € R} constitue une
base de voisinages de= o).

Pour ne pas trop alourdir les notations, on convient quegedié entre fonctions
sous-entend la restrictianl’intersection des domaines défihition.

Définition 1 La fonctionf est ditenégligeable devanty au voisinage dea,
ss'il existe un voisinage poi@tl” dea et une fonctiore : V. — R de limite
nulle ena, telle quef = ¢-g (dansV’). Onécrit

f<Kg <« f(:)o(g) Lef, Je:V-oRtg f=e-getlime =0,

On appellef = o(g) la notation de Landau ef < ¢ la notation de Hardy.

Exemple 1.1.10naf =o(1) < lim f =0.

Exemple 1.1.2La fonction nulleo : 2 — 0 est régligeable devant toute fonction en
tout pointa (prendres = 0). D'autre part, f = o(f) = f=¢cf — (1—¢)f =
0= f=o(carlime =0 = (1 — ¢) # 0) dans un voisinage de

Remarque 1.1.1Alors que la notation de Hardy patiaplus « logique », on utilise
dans la pratique plus souvent celle de Landau, car elle permet I'abus de notat®n tr
pratique qui consista écrire

f(z) = g(x) + o(h(z)) (x — a) aulieude f—g o o(h) .
Lorsgu’on utilise cette notation, chaque termg.(z)) représente une fonction quel-
conque der, négligeable devant, maisa priori inconnue et diférente d’'unéventuel
autre termeo(h(z)).
On prendra aussi garde de toujoursgmiser le point auquel la relation deegligence
s'applique. Ainsi on peut avoif < g maisg < f poura, b differents.

a b
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Exemple 1.1.3Si f est borree ety tend vers l'infini, alorsf = o(g).

Exemple 1.1.40naz™ = o(z") ssim < n (car alorse = ™~ "™ — 0), et 'oppo®

(o0

au voisinage deé.

Exemple 1.1.50n az® = o(e’*) et(Inx)® o(z”) (z — o) pour toute, 3 >

(o) (o)

0. (Exercice : pourquoi ?)

La proposition suivante permet de trouver autant d’'exemples que I'on souhaite :

Proposition 2 Si la fonctionf/g est cfinie dans un voisinage pontea,
alors f = o(g) < lim, f/g=0.

Démonstration : Exercice. (Il suffit d’utilisere = f/g).0

Remarque 1.1.2Le seul cas oy /g n'est pas @fini dans un voisinage deest celui
ou g a une infinieé de £ros dans chaque voisinage (c'éstlire aussi pés que I'on
veut) dea, par exemple poug(z) = h(z).sin 1.

r—a

Proposition 3 La relation < est transitive,
[<g, 9<h= f<h,
a a a
et compatible avec la multiplication, c’'eatdire

f<g= fhggh, et fghg<k= fh<gk

pour toutes fonctiong, g, h, k : V — R.

Démonstration : Exercice. (Il suffit de substituef = 1.9, g = €2.h, etc.0

Remarque 1.1.3Attention : la relation< n’est pas compatible avec I'addition! Par
exempler < 23 etz? < —x?, maisz + 22 & 23 + (—2%) = o.
o0 o0

Remarque 1.1.4Dans la pratique, on utilise donc la notatiar(g) (voire o(g(x)))
pour repesenter une fonctiofi quelconquea priori inconnue, telle qug’ < ¢. On
écrit ainsi par exemple”o(z™) = o(z"t™), o(z") + o(z™) = o(x™*(™1)) (z —
00)...
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Attention : Il convient de garder enémoire que le symbolg.) correspond, chaque
fois qu'il appardt, a une nouvelle (autre) fonctione. On a ainsi par exemple
o(Af(x)) = o(f(x)) VA € R, maiso(f(z)) = o(Af(x)) seulement ) € R*.

Noter aussi que pourn > n, o(z™) = o(z™) (x — 00), mais malgé cette« égalite »,

o(z™) # o(z™)!

1.2 Fonctionséquivalentes

Définition 4 On dit quef estéquivalenta g au voisinage de: ssi f — g est
négligeable devary ; on écrit

frg <= f—9g<Kyg.
a a

Proposition 5 Si f/g est cfini dans un voisinage poiatdea, alors f ~
g < limf/g=1.

Démonstration : Exercice (utiliser la &f. pour m.q.f = (1 +¢)g).0

Remarque 1.2.1La présente définition de fonctionséquivalentes est donc plus
gérérale que celle en terme de limite, car elle s’applique aussi dans les cggpu
n'est pas bien éfini, voir Rem1.1.2

Proposition 6 La relation ~ est une relation ddquivalence, c'esk-dire elle
est reflexive { ~ f), synétrique (f ~ ¢ = g ~ f) et transitive :

fr~getg~h = f~h.

Démonstration : Exercice (encore avet = (1 + ¢)g etc.)O

Proposition 7 (limites) Si f ~ ¢, alorslim g existe sslim f existe, et si elleg
existent, ces deux limites s@gales.
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Proposition 8 (produit, quotient, puissance)On peut prendre le produit
quotient (lorsqu’il est éfini) et une puissance quelconquédgtiivalences .

Démonstration : Exercice (aveq = (1 + ¢)g etc.)O

Remarque 1.2.2Dans le cas gréral, on ne peut additionner desquivalences :
flr)y=2%—2 ¥ —z,9(zx) =2z ¥ xmaisf + g £ 0.

Proposition 9 (compoge) Soit f ~ getyp : I — R t.q.limp, o = a alors
foyp~ygop.

Démonstration : exercice (comme avant, on trougie= £ o ¢ — 0).0

Proposition 10 (comment trouver desquivalents)
) f(z) = fla) ~ f'(a)(x —a) si f/(a) #0

i) f~g>0= ["f(t)dt ~ [ g(t)dt, pourg continue dans un voisinage
(pointe) dea.

Démonstration : D’apres la efinition, silimf = ¢ € R\ 0, alors
f—c = o(l) = o(c), donc f ~ ¢. Utilisons ceci avec la &finition de la
dérivée W ~ f'(a), et en multipliant cett&€quivalence pat — a, il vient le
().

Le (i) est équivalenta f — g = o(g9) = [ (f — g9) = o([. g). Montrons que

h = o(g) = [ h = o(/. g). Soit donch = £g; on a”ﬁqg‘ < ’“‘”"‘}j‘”. Or,

€ — 0 = maxy 4 le] — 0, donc% —0et["h=o(f g).0

1.3 Developpements limiés : definition et propri étés

Les ceveloppements limiis consistengrosso moda trouver une approximation
polyndmialea une fonction plus compli@e, au voisinage d'un point choisi. lls ont
de nombreuses applications dans d’autres sciences (physique,...), mais aussi dans les
mattematiques elles-émes, en particulier en analyse renigque.
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1.3.1 D.L.dordre nenzg

Définition 11 On dit quef : I — R admet unD L, (x() ssi il existe un po-
lyndmeP € R,,[X] et une fonctiorz : I — Rt.q.

Veel: f(x) =Pz —x9)+ (x—x9)"e(z) et lime=0.

zo

On appelle alorsP(x —x¢) la partie réguliere du DL, e{x —z)"c(z) le reste
d’ordre n, que I'on note aussi((z — xo)").

Exemple 1.3.1 (fondamental)f : |-1,1[ = R; f(z) = == = 14+ 2+ 2% + 23 +
2?72, donc f admet unD L, (0) de partie eguliere P(z) = 1 + = + z* + z° et de

restez® e(z) = 232,

11—z

Remarque 1.3.10n permet le cas,y ¢ I, mais les seuls cas utiles sont ceux ou
xo € I (adherence dd), par exempld = [a,b] \ {zo} oul = |zg, b[.

Remarque 1.3.21l faut insister sur le fait qu'un @veloppement linétest une stricte
égalitt mattematique, il ne faut donc jamaisoublier » le reste en faveur de la partie
réguliere. D’ailleurs, dans certains cas le reste pétre plus inéressant que la partie
réguliere.

Remarque 1.3.3Comme la formule simplifie pou, = 0, on se rardne souvera ce
cas en consigrantg(t) = f(z¢+t), c’esta-dire en faisant un changement de variables
x = xo + t, puis unDL(¢ = 0), dans lequel on resubstitue finalement = — xo.

Corollaire 12 (Consequences de la éfinition.) — On se limite ici aux cas o

I est un intervallegéventuellement prévdu pointzx.

— Si f admet un DL enzy € I, alors f admet une limite em,, égalea
ap = P(0). Sizg € I, cela impliqgue quef est continue en,. Sinon, f
admet un prolongement par contineliénx, (en posany?(xo) = agp), dont
le DL caincide avec celui d¢.

— Si f admetDL, (xzq), n > 1 etxy € I, alors f est cerivable enz, et

f,(xo) = a; = P’(O)

Exemple 1.3.2Pourn € N, k € N*, f(z) = 2" *!sin =% n’est pas @finie erd mais
admet unDL,,(0) (de partie eguliére nulle et avee = x sin %) et donc une limite
(nulle) et donc un prolongement par contireu@n0. Pourn > 1, ce prolongemenf
est cerivable en 0 2° partie du corrolaire) (aved’(0) = 0), mais la crivée n’est pas
continue er) sin < k: en effetf’'(z) = (n+1)a"sinz =% —ka"*cosa™F (x #£0)
n'admet pas de limite en O pour < k.
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Remarque 1.3.4L'exemple peccdent montre que @me sif admet un DLa un ordre
aussiéleé qu’on veut, cela nimplique jamais que |&ril/ee soit continue, et donc
encore moins que la fonction soit deux foésidable ! (Prendrek = n arbitrairement
grand dans I'exempl&.3.2)

1.3.2 Unicite du D.L.

Lemme 13 (troncature) Si f admetunDL,,(xo) de partie eguliere P, alors
fadmetDL,,(zo) ¥Ym € {0,...,n}, dont la partie Eguliere sont les termes
de degé < m deP.

Démonstration : Exercice facile : il suffit de montrer que les termagz — x()"
aveck > m peuvent scrire comme reste d’ordre :

n

Z ap(z — 20)* + (x — 20)"e(z) = (z — 20)™n(x)

k=m+1
avec
n = Z ap(z — 20)F ™™ + (. — 20)" Me(z) = 0 (x — x0) .
k=m+1
O

Théoreme 14 (unici€) Si f admet un DL, il est unique, c’estdire P ete
sont uniques.

Démonstration : (par recurrence). Poun = 0, P = a¢p = lim,, f et
e(x) = f(x) — ag sont cetermires de fagon unique. Supposons qudlg, (z,) de f
est unique, et qug admet unDL,, 1 (o), f = S0 ai(z —x0)" + (z — x0)"He(x).
D'apres le Lemme qui @ede,ag + ... + an(x — 20)" + (z — x,)"n(z) avec
n(x) = ant1(z — xo) + (x — zo)e(x) estunD L, (zo) de f. D’aprés I'hypottese de
récurrenceqy, ..., a, ainsi que le restg sont uniques. Otjm,_, ,, ﬁn(x) = apy1.
Ce coefficient, et = ——n(z) — a,,,1 sont doncégalement uniques.

T—xQ n

Remargue 1.3.5Autre cemonstration : soiff (z) = P(z — zg) + (z — xo)"e(x) =
Q(x — x9) + (x — o)"n(x), avecP = ag + ... + a, X" etQ = by + ... + b, X". En
consicerantlim(xz — xo) de I'équation pécedente, on &y = by. Sin > 0, on peut
alors soustraireny = by de cetteequation, la diviser pafxz — xo) (pour z # x), et
on repart du @&but avec unéquation du rame type mais avec diminté d’'un rang,
de laquelle on &duita; = by, etc... Quand enfin on arrivdn = 0, ayant identife le
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terme constant et soustrait des deux membrésjultion devient(z) = n(z), d'ou
également l'unici¢ des restes.

Corollaire 15 f paire (par rapport au ptazy) — P pair, c'esta-dire P =
P(—X) < P=3(P+P(-X)) < P=ag+aX?+ .. +ayX*

Démonstration : f paire <= f(xo +t) = f(zo — t), doncP(t) = P(—t) (en
comparant partieaguliere duD L(xq) de f etdef(zo — (z — z¢))).0

1.3.3 Existence des D.L. — Formules de Taylor

Dans ce paragraphe, on affirme I'existence du D.L. pour les fonctions suffisament
dérivables, et on f@cise en rame temps une expression explicite des coefficients de la
partie guliere en terme de<tivées de la fonction au point du D.L.

Théoreme 16 (de Taylor-Lagrange)Si f estn+1 fois contitiment @rivable
sur [z, x|, alors f admet unDL,,(xo) de partie eguliere

(n)
(de coefficienti, = %f(’“) (z0)), avec lereste de Lagranged’ordre n,
. _ f(n+1) (C) n+1
Jec € Jzg, 2] : f(x)fP(xfxo)fm(x—zo) .

Remarque 1.3.6 A titre mnemotechnique, le reste d’ordiea donc la néme expres-
sion qu'un terme d’'ordrer + 1 de la partie éguliere, sauf que le& coefficients n'est
pas une constante dans la mesure ou le potitdessus épend der.

Démonstration : Avec I'hypothése de ce #o®me, nous avonsgjh demonte la
formule de Taylor

F(@) = F(@) + /(@) (= @)+ o+ (@) (2 = 0)" + Ralf0,2)

avec le reste igral d’'ordren,

Ro(f00) = o [ 50700 @0,

9
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dans le chapitr@? (page??), comme application de l'iggration par parties. Pour que
cette formule corresponde effectiveménin D.L., il faut montrer qué, (f, a, z) est
négligeable devantz — a)™, lorsquexr — a. Pour cela, utilisons le #foeme?? de la
moyenne §réralife, aveg(t) = (x—t)" > 0 pourt € |a, z[. Il existe dona € |a, x|
tel que

Ru(foaa) = 2700 [Cw—orar.

a

Cette derrgre ingegrale vaut

-1 * 1
7tn+1 — - n+1
-] = e

a

d’'ou la formule du reste de Lagrange (avee x).
f7+1 étant continue donc boge surja, b[, on a queR,,(f,a,z)/(x — a)" tend vers
zéro, c'esa direR, (f,a,z) = o(x — a)™.0

Remarque 1.3.7 On peut montrer que le #oreme reste vrai sous la condition moins
forte quef (™ (z) existe etf soitn + 1 fois cerivable surz, z[.

Par exemplef(z) = /x, admet unDLy(0) de partie eguliere nulle et de reste
Ro(f,0,2) = /z = o(z"). La cérivée f'(z) = % 271/2 n'est pas @éfinie en 0, mais
le reste peut @anmoins s’exprimer comnjfé(§).x avect = %x.

La formule avec reste i@gral reste en effet vraie dans ces conditions, mais
le R(f,a,2z) est en @réral une inégrale impropre, éfinie commef;’ Ldt =
limy,—q fj ...dt, qui converge (C’esh dire cette limite existe et elle est finie), car
la primitive s’exprime en termes ¢é™ qui est continue par hypotise.

(Dans I'exemple grcedent, on a I'inggrale improprefox t—1/2 dt qui converge car la
primitive 2,/z admet une limite en 0.)

Remarque 1.3.8Dans le cas particulier (mais &quent) & 2o = 0, et en posant =
6z avecd € [0, 1], la formule de Taylor-Lagrange s'appeliermule de MacLaurin :

S L, fm ) !

30 €]0,1[: f(z) = fO) + .. + —7—w (1)

Une autre version de la formule de Taylogcessitant une hypatke moins forte,
mais donnant unasultat plus faible, est le

Théoréme 17 (Taylor—Young) Si f(") (z) existe, alorsf admetDL,, (z,) de
partie reguliere
(n)
P = f(zo) + f'(x0) X + .. + fT(,xO) xn.
Nous en admettons ici laédhonstration, on peut p.ex. consulter [Ramis & gal,
Cours de Math Sp 1] .

10
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1.3.4 Application : D.L. de quelques fctelementaires

En utilisant la formule de Taylor, on obtient les DL(0) des fonctiélgsnentaires
exp, cos, sin, (1 4+ z)* donrés ci-dessous,oo(z™) repsente une fonction inconnue
de la formez™e(x), aveclin% e(z) =0.

T—

1 1
6””:expx:1+x+fx2+...+—'z"+o(x”)
n!

2

1 -1)"

sinx = r — 6 1‘3 —|— — . + ﬁﬂ?n—‘rl + O($2n+1)
1 —1)"

cosz =1-— 5:1:2 + -+ <(2n))! 22" 4+ o(z?™)
1 -1 n+1

ln(l—f—x):J;—sz—!——...—&—%x”—&—o(x")
1 2 n n

“1a-2 a-n+1
(1+2)*=1+az+..+>.2=2 aont

R I e G

—e T

Les fonctionschz = ¢ etshz = <=5 ont comme DL les termes en puis-
sances paires resp. impairesde ce sont donc ceux des z, sin z, mais avec des
signes + partout. (En effetps 2 = Ree'* = ch(i.x) etsinz = Sme™* = Lsh(ix).)

1.4 Operations surles D.L.

1.4.1 Combinaison lireaire, produit et quotient de D.L.

Proposition 18 Si f, g admettent de® L,,(z() de partie eguliere P resp.(Q),
alors \f + ug et f - g admettent de® L, (x() de partie eguliere \P + uQ
resp. des termes de dégr nde P - Q.

SiQ(0) # 0, f/g admetunDL, (xq) de partie Eguliere obtenue par divisior
P/Q selon les puissances croissant@$prdre n.

Démonstration : Il suffit de remplacerf, g par leur D.L. et de @velopper les
expressions. (Exercice éthiller ceci!']J
Exemple 1.4.1Obtenir le DL5(0) detan(x) par division desD L5 (0) desin et cos.

Solution : ontrouve (z— a3+ 352°) : (1—1a%+552%) = z+3a°+ Ea+o(aP) =
tan x.

11
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1.4.2 |Integration d’'un D.L.

Proposition 19 Si f est cérivable etf’ admetunD L, (x(), de partie Eguliere
ag + a1 X + ... + a, X™, alors f admet unDL,,1(z() de partie eguliere

P = f(z0) + ao X + ... + ;g X"H1,

Remarque 1.4.10n ne peut en géral dériver un DL, néme sif dérivable. Ex :
f(x) = 2?sin 2 admetD L, (0) mais ' n'a pas de limite en 0 donc pas de Blaucun
ordre.

1.4.3 Compoge de D.L.

Proposition 20 Si f admet unDL,,(z() de partie Eeguliere P et g admet un
DL, (P(0)) de partie éguliere @, alors g o f admet unDL,,(z() de partie
réguliere obtenue par les termes de degr n de Q(P) (polyrdbme compads).

Exemple 1.4.2¢p(x) = (1 + z)* = fog(x) avecf(z) = expx, g(z) = zln(1 + ).

1.5 Application des D.L. : Etude locale d’'une courbe

On consi@re f définie surl = Jzg — o,z + o[ admettant urD L, (zo) de partie
réguliereP = ap + a1 X + ap, X, p > 2t.q.a, # 0.
Alors la tangente a la courbeC; de f a pouréquationy = ag + a1 (x — zo), etla
position deC'; par rapportat est donie par le signe de,(z — xo)? :
1¢" cas :p pair. le pointP = (zo, f(zo)) est dit ordinaire
a, >0 = Cy audessus dg a, < 0 = Cy en-dessous dg

Sia; = 0 = extremum ; dans ce cas,; > 0 = minimum etf convexe, et
ap < 0 = maximum etf concave au voisinage cg.

2¢ cas :pimpair. P = (xo, f(zo)) estun pt. d'inflexion('; traverse en P.

Convexié et concavi a droite eta gauche dé® selon le signe de,(z — x()”
(cf. ci-dessus).

Exercice 1.5.1Faire un dessin regrsentatif pour chacun des 4 cas possiblgs (
pairfimpair, a, > 0 eta, < 0)

12
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1.6 D.L.entoo

Définition 21 On dit quef : I — R, I = Ja, oo (tesp.I = |—o0, af), admet
un DL, (c0) (resp.DL,, (—o0)) ssidP € R, [X] t.q.

Vrel: flz) = P(é) +o(1/a") (z — +o0)

(avec toujours)(1/2™) une fonction de la forme(x) /2™, e — 0).

Donc f admet unDL,,(+o00) ssig(t) = f(1/t) admet unDL,(+0); c’est ainsi
gu’on cetermine dans la pratique I€sL(+0c0) (méme si on récrit pas explicitement
le changement de variables= 1/x).

Corollaire 22 Si f admet unD L(+o0), alors f admet une limite finie eftoco
(comme dans le cas d’'uRL(a), a € R).

Remarque 1.6.1Si f s'écrit comme diffrence de deux fonctions qui n’admettent pas
une limite finie,f peut quand r@me admettre u® L(co) lorsque ces deux fonctions
sontéquivalentes en l'infini. Pour le trouver, on met en facteur une foné&iprivalente
(géréralement une puissance d@, pour pouvoir faire un D.L. de l'autre facteur
(difference de deux DL). Si suffissament de termes des deux DL s’anullent, il est pos-
sible que le produit soit un D.L. au sens strict (sinon c’esDub. gérérali€).

Exemple 1.6.1 DLy(+00) de f(z) = Va? —1 — Va2 — x : Sepaement les deux
racines n'admettent pas deL(cc). Or, f(z) = |z|.(y/1 — 1/22 — \/1 —1/z), eten

utilisant )
Vi-1/z =1+ 5(—1/3:) —
1
2

onaf(z) = |z|-(14+5(—=1/2%)+o(1/2?) -1+ 51+ 1 L) = [z|.(31 -2 5 +0(1/2?)),

1
En céveloppant, on & (z) = sgn(z)(3 — 22 + o(1/x)), d’ol le résultat cherch.

(=1/2)* +o(1/2)*,

| =

1.6.1 Application : étude d'une branche infinie ent-co

Pour trouver I'asymptote (si elle exist&)a courbe d'une fonctionf, on cherche
un DL, (c0) de la fonctiong :=  — 1 f(z). Sig(z) = a + b/z + o(1/z), alors
f(x) =zg(zx) =ax+b+0(l) (x — ), donc la droiteA d’équationy = az + b
est asymptotaC.

Remarque 1.6.20n peut renonceml l'introduction de la fonctiong, et faire le
« DL(0) » directement partir de la fonctionf. Cependant, I'expressiofi(z) =

a.z+b+o(1) (z — oo) N'est pas unDL(co) au sens strict de la&finition,a cause
du premier terme qui n’est pas un pome enl /z.
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La position deC par rapporta A au voisinage de l'infini se &luit du signe de
f(z) — (az + b). Pour le connidre, on peut chercher le prochain terme non-nul dans
le DL(c0) deg. Sig(z) = a + b/z + a,/zP + o(1/zP) aveca, # 0, alors on a
f)=a-z+b+a,/zP~ + o(1/2P~'). Le signe de, indique donc la position de
C par rapporl A : poura, > 0, C est au-dessus d& au voisinage de-co, sinon en-
dessous. Le Bme raisonnement s’applique au voisinage-de, en tenant compte du
signe dex?~! : ici c’estsgn a,.(—1)P~! qui indique siC est au-dessus ou en-dessous
deA.

Si la courbeC a une convexé ou concavé cefinie au voisinage detoo, est

convexe ssi elle est au-dessuslesinon concave ; c'est toatfait analogueé I'étude
locale en un point € R, sauf que I'asymptote joue Iéle de la tangente.

Notons que};f peut ne pas admettre d&L, avecp assez grand pougéterminer la
position par rappora A, comme c'est le cas poyr=z — z + %sinQ x ; ici on peut
toutefois affirmer qug est au-dessus d& : y = .

14



	Fonctions négligeables et équivalentes ; développements limités
	Fonctions négligeables
	Fonctions équivalentes
	Développements limités : définition et propriétés
	D.L. d'ordre n en x0
	Unicité du D.L.
	Existence des D.L. --- Formules de Taylor
	Application : D.L. de quelques fct élémentaires

	Opérations sur les D.L.
	Combinaison linéaire, produit et quotient de D.L.
	Intégration d'un D.L.
	Composée de D.L.

	Application des D.L. : Etude locale d'une courbe
	D.L. en 
	Application : étude d'une branche infinie en 



