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Prérequis :
On suppose connus lessultats basiques de leeibrie des ensembles ZFC qui correspondent aux 2 premiers chapitres du
livre de J-L Krivine comme la trichotomie des cardinaasavoir, pour les cardinaux de 2 ensemblext B quelconques
on a soitcard(A) < card(B), soitcard(A) = card(B), soitcard(A) > card(B) ou card(A) < card(B) veut dire
gu’il existe une injection ded dansB. La relation< dans la collection des cardinaux (ce n’est pas un ensemble) est
trivialement Eflexive,transitive et elle est antisgtnique gace au tBoreme de Cantor-Bernstein (voir la preuve dans la
banque d’exercices du site) ; on dira que c’est une relation d’ordre dans la collection des cardinaux et cet ordre est total
en vertu de la trichotomie.
Un autre ésultat basique (difficile) sera utiéisréquemmena savoifcard(E™) = card(E) si E est INFINI etn un entier
non nul. Penser aux cas particuli®sN qui estéquipotenta N ou RxR qui estéquipotena R que I'on peut prouver
directement o la courbe de Peano.
On rappelle que I'addition et la multiplication de 2 cardinaux sont aié§inges :card(A) + card(B) =le cardinal
de la Eunion de 2 ensembles disjoirgguipotents respectivemeatA et B par exemplecard({0}xA|J{1}xB) et
card(A)xcard(B) = card(AxB).

définition : on appelleraéquipartition d’'un ensembl& = () toute partition en parties de@me cardinal ; si ce cardi-
nal estc on dira que c’est une-équipartition.

Il est clair que siFE est fini de cardinah les seules @quipartitionsr possibles sont cellesia: divise n et alors on
a card(m).c = card(E) i.e. "nombre déléments d’une partie multi@i par nombre de parties easgal au hombre
d’élements de E”. On verra dans la suite que cégali& sera encore vraie & est un ensemble infini, on dira que
c’est leprincipe deséquipartitions.

Pour tout ensemble infirlt' et tout cardinal non nut < card(E), E admet une-équipartition.

Dans la suitde signe + entre 2 ensemblesasignera la 'eunion disjointe et on utiliserde principe de trichotomie qui
est une coriquence de la #orie des ordinaux.

Remarquons que 8i> card(F) alorsE n'admet pas de-equipartition sinon soit une tellec-eéquipartition def, alors
pour A € 7 on auraitcard(A) = ¢ > card(E) or A C E d'ou on auraitcard(A) < card(F) et ainsi la trichotomie
serait contredite.

Commencons par prouver 2 lemmes.
e Lemme 1 card(A) + card(A) = card(A) pour tout ensembld infini
e Lemme 2 : sid et B sont 2 ensembles dont I'un est infini et I'autre non vide alors le produit des cardinadietB
estégal au plus grand des deux.
Preuve du lemme 1L'applicationAa — (0, a) € {0}xA+{1}xA est clairementinjective dorard(A) < card({0}xA+
{1}xA) = card({0}xA) + card({1}xA) = card(A) + card(A).
De plus, sia; etay sont 2éléments distincts del on acard(A) + card(A) = card({a;}xA) + card({az}xA) =
card({a1 }xA+{a2}xA) = card({a1, a2 }xA) < card(AxA) vu que{a, as }XxA C AxA etdonccard(A)+-card(A) <
card(A) compte tenu deard(AxA) = card(A). Finalement on a bieturd(A) + card(A) = card(A).
Preuve du lemme 2 Commecard(AxB) = card(BxA) le rdle deA et B est synétrique, on peut donc se contenter de
la preuve dans le casi@n supposé infini et A # (.
e Sicard(A) < card(B) alors il existe une injection dd dansB d'ou i(A) estéquipotenth A eti(A) C B d'ou
AxB estéquipotentii(A)xB C BxB, par suitecard(i(A)xB) = card(AxB) < card(BxB) = card(B) et donc
card(AxB) < card(B).
De plusA # §, soita € A alors I'applicationBz — (a,z) € AxB est injective d'dl card(B) < card(AxB) et
finalementcard(A)xcard(B) = card(AXB) = card(B) = Max(card(A), card(B)).
e Sicard(B) < card(A) alors il existe une injection: B — A d'ou B estéquipoten@ai(B) C A et ainsiBxA est
équipotentai(B)xA C AxA. Par conéquentcard(B)xcard(A) = card(BxA) = card(i(B)XA) < card(AxA) =
card(A) soitcard(AxB) < card(A).
De plusB est infini, fixons uréléementb de B. Alors I'applicationAa — (b,a) € BXA est clairement injective et ainsi
on acard(A) < card(BxA) = card(AxB). Finalement on a bienard(A)xcard(B) = card(AXB) = card(A) =
Maz(card(A), card(B)).

Preuve du thoreme 1(cette preuve simple &élégante est dua Labib Haddad)
Commec < card(F) si H est un ensemble de cardinal existe une injectiori : H — E d'oui(H) estéquipotent&. H
et sion posd’ = i(H) on aF C E aveccard(F) = c. De plusF # () vu quec est non nul.
Dulemme 2 ontireard( EXF) = Maz(card(E), card(F)) = card(F) vu queFE estinfini etF’ # (. Donc il existe une
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bijection deEXF sur E. Or les ensemblefu } xF' poura parcourante forment une céquipartition deEZxF transfornee
par la bijection en une équipartition defs. CQFD.

Si un ensemble finE' admet une-équipartitions alors on acard(m)xc = card(FE), ¢ étant bien &r un cardinal fini.
Mais un ensemble fink' n'admet pas toujours uneéquipartition pour tout cardinal non nuk card(E). Par exemple
un ensemble ayant pour cardinal 15 n'admet pas dgulpartition.

Par contre un ensemble infifi, pour tout cardinal non nul < card(F), admet une-équipartitions (theoeme 1) et
on a encoreard(n)Xc = card(E) comme le montre le #oeme suivant.

E étant un ensemble infini, c un cardinal non nul aveg card(E) etr unec-équipartition deE on a :

1) card(m)xc = card(E)

2) Si0 < ¢ < card(E) alors toutes leg-équipartitions sonéquipotentes £

Preuve du thome 2

1) Commec < card(E) on a cja vu qu'alors il existeF' C E tel queCard(F) = c. Pour toutA € 7 notonsg
I'ensemble des bijections dédansF ete = [J 4., B4. Notons que/A € 7 34 # ) vu quecard(A) = ¢ = card(F).
Appliquons I'axiome du choix ; soip une fonction de choix&finie parP(¢) — 0M — ¢(M) € e avecp(M) € M. Or
VAer f[a€P(e)—0doue(Ba) € 54.DoncVA € won peut choisir la bijection(54) € 54 qu'on notera pour sim-
plifier 4 . Dés lors I'applicationEz — (A., pa, (z)) € 7XF ou A, désigne I'uniqueelément der qui contientz, est
une bijection catA,, pa, () = (Ay, pa,(y) = Az = Ay etpa, (2) = pa, (y) dOUpa, (2) = pa,(y) = =y
VU queg 4 est une bijection del, sur F. Voila pour l'injectivite. De plusv(A,b) € nxF posonse = wgl(b) donc
a € Aetainsid = A, d'oU g4, (a) = pa(a) = betla surjectivie est prouge vu quer — (A,, pa,(a)) = (4,0).
Finalement on a biel’ et 7xF' qui sontéquipotents et doncard(nXF) = card(E) ou encorecard(m)xcard(F) =
card(m)xe = card(E).

2) On suppose donc que < ¢ < card(E) et queF C FE aveccard(F) = c. D'aprés le 1) on sait que si est
unec-équipartition deE on acard(m)Xcard(F) = card(E) d’ou w ou F' est recessairement infini et l'autre n’est pas
vide, on peut donc appliquer lemme 2 et aiasid(E) = card(m)xcard(F) = Maz(card(r), card(F)) = card(r)
sinon on auraitard(E) = Max(card(r), card(F)) = card(F) = ¢ d'ol une contradiction. On a bien prazique pour

0 < ¢ < card(F) toutes les-équipartitions de&& sontéquipotentea E.

Remarque : st = card(E) alors il existe encore daséquipartitions de/ mais elles ne sont plusénessairement
équipotentest E comme le prouve I'exemple suivant avét = N, ¢ = card(N) et lesc-équipartitionsm; = {N},

T = {2N, 2N + 1}, 73 = {3N, 3N + 1, 3N + 2}.

On a bien @monté le principe des équipartitions a savoir : pour touéquipartition7 d’'un ensembleF (fini ou
infini) en parties toutes de@&me cardinat on acard(m)xc = card(E) c'esta dire en langage plus imade "nombre”
d’élements d’'un ensemblequipartitione estégal au "nombre” clements d’une partie multi@ipar le "nombre” de
parties. En plus 9 < ¢ < card(FE) alors lesc-équipartitions sont toutesquipotentes deud deux et rBme, siE' est
infini, touteséquipotentea E.

Comme application on va montrer que I'on peut attribuer unegatrik cardinaux transfinis. Lek de épart est que le
cardinal d'un ensemble non vide FINI (i.e. un entier non nul) est pair si et seulement si cet ensemble admet une partition
en paires i.e. une quipartition. il est clair qu’'une bijection transforme unéd@ipartition en une 2quipartition ce qui
permet de dfinir un cardinal transfini pair.

Définition : un cardinal fini ou infini non nul sera dit pair si et seulement si un ensemble qui kEseagie admet une 2-
équipartition. Dans le cas contraire le cardinal sera dit impair. Il est clair que éftiéidn ne &pend pas du repsentant
choisi.

théoeme 3

Tout cardinal transfini est pair

En effet siE' est un ensemble qui regsente ce cardinal transfini aldisest infini et commé < 2 < card(FE) d'apres
le theoreme 1 il admet une Bquipartition, donc ce cardinal est bien pair.

Par congquent tout ensemble infidi admet un drangement involutif'. Il suffit de se donner une 2quipartitionr et
définir f pour toutx € E par f(z) = l'autre élement de la paire unique dequi contientz.
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