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Prérequis :
On suppose connus les résultats basiques de la théorie des ensembles ZFC qui correspondent aux 2 premiers chapitres du
livre de J-L Krivine comme la trichotomie des cardinaux,à savoir, pour les cardinaux de 2 ensemblesA etB quelconques
on a soitcard(A) < card(B), soit card(A) = card(B), soit card(A) > card(B) où card(A) 6 card(B) veut dire
qu’il existe une injection deA dansB. La relation6 dans la collection des cardinaux (ce n’est pas un ensemble) est
trivialement ŕeflexive,transitive et elle est antisymétrique gr̂ace au th́eor̀eme de Cantor-Bernstein (voir la preuve dans la
banque d’exercices du site) ; on dira que c’est une relation d’ordre dans la collection des cardinaux et cet ordre est total
en vertu de la trichotomie.
Un autre ŕesultat basique (difficile) sera utilisé fréquemment̀a savoircard(En) = card(E) si E est INFINI etn un entier
non nul. Penser aux cas particuliersNxN qui estéquipotent̀a N ou RxR qui estéquipotent̀a R que l’on peut prouver
directement oùa la courbe de Peano.
On rappelle que l’addition et la multiplication de 2 cardinaux sont ainsi définies :card(A) + card(B) =le cardinal
de la ŕeunion de 2 ensembles disjointséquipotents respectivementà A et B par exemplecard({0}xA

⋃
{1}xB) et

card(A)xcard(B) = card(AxB).

définition : on appelleráequipartition d’un ensembleE 6= ∅ toute partition en parties de même cardinal ; si ce cardi-
nal estc on dira que c’est unec-équipartition.
Il est clair que siE est fini de cardinaln les seules c-́equipartitionsπ possibles sont celles où c divise n et alors on
a card(π).c = card(E) i.e. ”nombre d’́eléments d’une partie multiplié par nombre de parties estégal au nombre
d’éléments de E”. On verra dans la suite que cetteégalit́e sera encore vraie siE est un ensemble infini, on dira que
c’est leprincipe deséquipartitions.
Théor̀eme 1

Pour tout ensemble infiniE et tout cardinal non nulc 6 card(E), E admet unec-équipartition.
Dans la suitele signe + entre 2 ensembles désignera la ŕeunion disjointeet on utiliserale principe de trichotomie qui
est une conśequence de la th́eorie des ordinaux.
Remarquons que sic > card(E) alorsE n’admet pas dec-équipartition sinon soitπ une tellec-équipartition deE, alors
pourA ∈ π on auraitcard(A) = c > card(E) or A ⊂ E d’où on auraitcard(A) 6 card(E) et ainsi la trichotomie
serait contredite.

Commençons par prouver 2 lemmes.
• Lemme 1 :card(A) + card(A) = card(A) pour tout ensembleA infini
• Lemme 2 : siA et B sont 2 ensembles dont l’un est infini et l’autre non vide alors le produit des cardinaux deA et B
estégal au plus grand des deux.
Preuve du lemme 1. L’applicationAa 7→ (0, a) ∈ {0}xA+{1}xA est clairement injective donccard(A) 6 card({0}xA+
{1}xA) = card({0}xA) + card({1}xA) = card(A) + card(A).
De plus, sia1 et a2 sont 2éléments distincts deA on acard(A) + card(A) = card({a1}xA) + card({a2}xA) =
card({a1}xA+{a2}xA) = card({a1, a2}xA) 6 card(AxA) vu que{a1, a2}xA ⊂ AxA et donccard(A)+card(A) 6
card(A) compte tenu decard(AxA) = card(A). Finalement on a biencard(A) + card(A) = card(A).
Preuve du lemme 2. Commecard(AxB) = card(BxA) le rôle deA etB est syḿetrique, on peut donc se contenter de
la preuve dans le cas où on supposeB infini et A 6= ∅.
• Si card(A) 6 card(B) alors il existe une injection deA dansB d’où i(A) est équipotent̀a A et i(A) ⊂ B d’où
AxB est équipotent̀a i(A)xB ⊂ BxB, par suitecard(i(A)xB) = card(AxB) 6 card(BxB) = card(B) et donc
card(AxB) 6 card(B).
De plusA 6= ∅, soit a ∈ A alors l’applicationBx 7→ (a, x) ∈ AxB est injective d’òu card(B) 6 card(AxB) et
finalementcard(A)xcard(B) = card(AxB) = card(B) = Max(card(A), card(B)).
• Si card(B) 6 card(A) alors il existe une injectioni : B 7→ A d’où B estéquipotent̀a i(B) ⊂ A et ainsiBxA est
équipotent̀a i(B)xA ⊂ AxA. Par conśequentcard(B)xcard(A) = card(BxA) = card(i(B)xA) 6 card(AxA) =
card(A) soit card(AxB) 6 card(A).
De plusB est infini, fixons uńelémentb deB. Alors l’applicationAa 7→ (b, a) ∈ BxA est clairement injective et ainsi
on acard(A) 6 card(BxA) = card(AxB). Finalement on a biencard(A)xcard(B) = card(AxB) = card(A) =
Max(card(A), card(B)).

Preuve du th́eor̀eme 1(cette preuve simple etélégante est duèa Labib Haddad)
Commec 6 card(E) si H est un ensemble de cardinalc il existe une injectioni : H 7→ E d’où i(H) estéquipotent̀aH
et si on poseF = i(H) on aF ⊂ E aveccard(F ) = c. De plusF 6= ∅ vu quec est non nul.
Du lemme 2 on tirecard(ExF ) = Max(card(E), card(F )) = card(E) vu queE est infini etF 6= ∅. Donc il existe une
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bijection deExF surE. Or les ensembles{a}xF poura parcourantE forment une c-́equipartition deExF transforḿee
par la bijection en une c-équipartition deE. CQFD.
Si un ensemble finiE admet unec-équipartitionπ alors on acard(π)xc = card(E), c étant bien ŝur un cardinal fini.
Mais un ensemble finiE n’admet pas toujours unec-équipartition pour tout cardinal non nulc 6 card(E). Par exemple
un ensemble ayant pour cardinal 15 n’admet pas de 4-équipartition.
Par contre un ensemble infiniE, pour tout cardinal non nulc 6 card(E), admet unec-équipartitionπ (théor̀eme 1 ) et
on a encorecard(π)xc = card(E) comme le montre le th́eor̀eme suivant.
Théor̀eme 2

E étant un ensemble infini, c un cardinal non nul avecc 6 card(E) etπ unec-équipartition deE on a :
1) card(π)xc = card(E)
2) Si0 < c < card(E) alors toutes lesc-équipartitions sont́equipotentes̀a E
Preuve du th́eor̀eme 2
1) Commec 6 card(E) on a d́ejà vu qu’alors il existeF ⊂ E tel queCard(F ) = c. Pour toutA ∈ π notonsβA

l’ensemble des bijections deA dansF etε =
⋃

A∈π βA. Notons que∀A ∈ π βA 6= ∅ vu quecard(A) = c = card(F ).
Appliquons l’axiome du choix ; soitφ une fonction de choix d́efinie parP(ε)− ∅M 7→ φ(M) ∈ ε avecφ(M) ∈ M . Or
∀A ∈ π βA ∈ P(ε)−∅ d’oùφ(βA) ∈ βA. Donc∀A ∈ π on peut choisir la bijectionφ(βA) ∈ βA qu’on notera pour sim-
plifier ϕA . Dès lors l’applicationEx 7→ (Ax, ϕAx

(x)) ∈ πxF où Ax désigne l’uniquéelément deπ qui contientx, est
une bijection car(Ax, ϕAx

(x)) = (Ay, ϕAy
(y)) =⇒ Ax = Ay etϕAx

(x) = ϕAy
(y) d’oùϕAx

(x) = ϕAx
(y) =⇒ x = y

vu queϕAx
est une bijection deAx surF . Voilà pour l’injectivit́e. De plus∀(A, b) ∈ πxF posonsa = ϕ−1

A (b) donc
a ∈ A et ainsiA = Aa d’où ϕAa

(a) = ϕA(a) = b et la surjectivit́e est prouv́ee vu quea 7→ (Aa, ϕAa
(a)) = (A, b).

Finalement on a bienE et πxF qui sontéquipotents et donccard(πxF ) = card(E) ou encorecard(π)xcard(F ) =
card(π)xc = card(E).

2) On suppose donc que0 < c < card(E) et queF ⊂ E aveccard(F ) = c. D’après le 1) on sait que siπ est
unec-équipartition deE on acard(π)xcard(F ) = card(E) d’où π ou F est ńecessairement infini et l’autre n’est pas
vide, on peut donc appliquer lemme 2 et ainsicard(E) = card(π)xcard(F ) = Max(card(π), card(F )) = card(π)
sinon on auraitcard(E) = Max(card(π), card(F )) = card(F ) = c d’où une contradiction. On a bien prouvé que pour
0 < c < card(E) toutes lesc-équipartitions deE sontéquipotentes̀aE.
Remarque : sic = card(E) alors il existe encore desc-équipartitions deE mais elles ne sont plus nécessairement
équipotentes̀a E comme le prouve l’exemple suivant avecE = N, c = card(N) et lesc-équipartitionsπ1 = {N},
π2 = {2N, 2N + 1}, π3 = {3N, 3N + 1, 3N + 2}.

On a bien d́emontŕe le principe des équipartitions à savoir : pour tout́equipartitionπ d’un ensembleE (fini ou
infini) en parties toutes de m̂eme cardinalc on acard(π)xc = card(E) c’est à dire en langage plus imagé le ”nombre”
d’éléments d’un ensembléequipartitionńe estégal au ”nombre” d’́eléments d’une partie multiplié par le ”nombre” de
parties. En plus si0 < c < card(E) alors lesc-équipartitions sont touteśequipotentes deux̀a deux et m̂eme, siE est
infini, touteséquipotentes̀aE.

Comme application on va montrer que l’on peut attribuer une parité aux cardinaux transfinis. L’idée de d́epart est que le
cardinal d’un ensemble non vide FINI (i.e. un entier non nul) est pair si et seulement si cet ensemble admet une partition
en paires i.e. une 2-équipartition. il est clair qu’une bijection transforme une 2-équipartition en une 2-équipartition ce qui
permet de d́efinir un cardinal transfini pair.
Définition : un cardinal fini ou infini non nul sera dit pair si et seulement si un ensemble qui le représente admet une 2-
équipartition. Dans le cas contraire le cardinal sera dit impair. Il est clair que cette définition ne d́epend pas du représentant
choisi.
théor̀eme 3

Tout cardinal transfini est pair
En effet siE est un ensemble qui représente ce cardinal transfini alorsE est infini et comme0 < 2 6 card(E) d’apr̀es
le théor̀eme 1 il admet une 2-équipartition, donc ce cardinal est bien pair.
Par conśequent tout ensemble infiniE admet un d́erangement involutiff . Il suffit de se donner une 2-équipartitionπ et
définir f pour toutx ∈ E parf(x) = l’autre élément de la paire unique deπ qui contientx.

Pour me contacter guyphilippe2@aol.com
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