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Préface

Ces notes de cours sont issues de I'enseignement du module de Mathématiques 2
(U.E. MIP2) du DEUG MIAS, au Département Scientifique Interfacultaire de I'Uni-
versité Antilles—Guyane (campus de Schoelcher), au printemps 2001.

La premiére partie « Analyse 2 » de ce cours traite des sujets
1. Calcul intégral,

2. Fonctions équivalentes et développements limités,

3. Equations différentielles duffet 29 ordre,

4. Fonctions a valeur dari®? et courbes paramétrées.

Cette partie est la suite du cours de Mathématiques 1 du premier semestre, qui traitait
des sujets

0. Eléments de logique élémentaire,

. Calcul dansR,

. Suites réelles (convergence, limite,...),

. Calcul dan<C et fonctions circulaires,

. Fonctions numériques de la variable réelle,

A WO DN PP

5. Fonctions usuelles et fonctions réciproques.

Dans le présent cours, on fera éventuellement appel a des notions faisant partie de ces
sujets, qui devraient donc étre maitrisés.

Le chapitre sur le calcul intégral est de loin le plus volumineux. Il commence par
une introduction a l'intégrale de Riemann. Cette notion ne figure pas explicitement au
programme, on peut donc passer directement a la notion de primitive et ainsi définir
l'intégrale indéfinie et définie. (Dans ce cas, le théoreme fondamental du calcul infini-
tésimal devient trivial, et seules les fonctions continues sont intégrables.) Le chapitre
termine sur la décomposition en éléments simples, qui en constitue presque la moitié.
Dans cette partie plutdt algébrique, on admet quelques résultats concernant la décom-
position de polyndmes.

Etant limité dans le temps (ce cours devrait étre enseigné en un total de 16 heures),
on peut admettre quelques autres démonstrations un peu techniques (intégrabilité de
fonctions continues, théoréme de Taylor-Young).

Les chapitres sont presque indépendants, mais on utilise I'intégration pour les équa-
tions différentielles, et les développements limités pour I'analyse des points singuliers
des courbes paramétrées. Notons aussi que nous faisons le lien avec I'algébre linéaire
(notion de sous-espace vectoriel, application linéaire, noyau) lors de l'intégration et
dans le cadre des équations différentielles linéaires.

En cette année 2001, le cours magistral a commencé aféckapitre, pour pou-
voir donner plus rapidement des exercices calculatoires aux étudiants (par rapport au
chapitre sur I'intégration, qui comprend une partie théorique avant de donner les tech-
niques pour des calculs appliqués.

En ce qui concerne les équations différentielles, on se limite a celles du ler ordre
qui sont a variables séparées ou alors linéaires, et celles du 2nd ordre qui sont linéaires,
a coefficients constants.

Schoelcher, mai 2001
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Préface a la deuxiéme édition

La structure globale du cours n’a pas changée, mais quelques modifications concer-
nant la mise en page et la présentation ont été faites.

Les fonctions négligeables et équivalentes constituent maintenant des sous-
chapitres indépendantes précédant celui des développements limités.

Quelques notions concernant I'intégrale de Riemann sont présentés un peu diffé-
remment, et une figure a été ajoutée.

Les passages trop sommaires dans le chapitre traitant des développements limités
ont été complétés.

Quelques erreurs typographiques ont été éliminées et une figure ajoutée dans le
dernier chapitre.

Schoelcher, avril 2002

Préface a I'édition pour www.%es-Zathematiques.net

Ce document est maintenant accessible a un plus grand public grace a sa publication
surwww.Zes-#athematiques.net

A cette occasion je dois beaucoup de remerciements a I'administrateur de ce mer-
veilleux site, Emmanuel Viellard Baron : d’'une part pour ses encouragements qui m’ont
poussé a « achever » (si j'ose dire) la rédaction, notamment de quelques passages res-
tés jusque la trop sommaires, et d'autre part pour sa patience avec l'incorporation de
mes derniéres corrections, arrivant souvent au compte—gouttes, et dans sa lutte avec
mon style ATEX un peu cryptique, lors de la création du PDF et surtout de la version
HTML.

Je souhaiterais aussi ajouter un petit rappel pour insister sur le fait que le présent
«ouvrage » a comme seule vocation d’étre utile aux intéressés. Il ne prétend nullement
étre une référence autoritaire concernant les définitions ou les méthodes a utiliser, et
je niérai bien entendu toute responsabilité pour d’éventuels examens ratés « suite » a
I'utilisation de ces notes de cours.

Ceci dit, je suis d’avance reconnaissant a tous ceux qui sauront apporter des correc-
tions ou toute autre critique constructive (entre autres pour la bibliographie). J'essaierai
d’intégrer toute amélioration possible dans les versions ultérieures de ce document, et
de clarifier les points qui pourraient démeurer mal expliqués lors de la consultation de
ce cours.

Schoelcher, septembre 2002
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1 CALCUL INTEGRAL

1 Calcul intégral

Ce chapitre donne une introduction a I'intégrale de Riemann, et de quelques pro-
priétés fondamentales qui sont conséquence des définitions.

Ensuite, on établit le lien entre cette intégrale et les primitives, pour enfin se dédier
a la pratique du calcul intégral avec quelques recettes. Une grande partie du cours
est consacrée aux méthodes de la décomposition en éléments, pour I'intégration des
fractions rationelles.

1.1 Intégrale de Riemann

Le programme ne précise pas si la définition de I'intégrale de Riemann doit figurer
dans le cours. Certains colléegues commencent ce cours directement avec la définition
de la primitive d’'une fonction, efab f(z)dx := F(b) — F(a). Ainsi, le théoréme
fondamental de I'analyse, qui établit le lien entre I'intégration et la dérivation, devient
trivial.

A mon avis, ce cours est quand méme 'occasion ou jamais de définir I'intégrale de
Riemann. Méme si on passe sur les détails, on peut donner les trois définitions de ce
premier chapitre et évoquer l'interprétation géométrique qui est tres liée a la définition
des sommes de Darboux.

1.1.1 Subdivisions et sommes de Darboux

Définition 1.1.1 Une subdivision d’ordre n d’un intervalle [a, b] est une partie
finie X = {xo,z1,...,2,} C [a,b] telle que

a=x9 <21 < - < Tp_1<xTp=">0.

On noteraS, ;, 'ensemble des subdivisions fieb].

Exemple 1.1.2 (subdivision équidistante).orsquex; = a + i h avech = "‘Ta on
parle de lasubdivision équidistante d’'ordre de [a, b] ; on la note parfoiga, b],,. Le
nombreh est lepas (uniforme}le cette subdivision.

Définition 1.1.3 La somme de Darboux inférieure resp. supérieure de f :
[a,b] — R relativement & une subdivisiokl = {xq, ..., z,} sont définies par

s(f, X) =Y hi inf f(I,) resp. S(f,X) =Y h; sup f(I;),
=1 =1

ouh; = z; — x;—1 estlalongueur du¢ sous-intervallel; = [x;_1, x;].

Les sommes de Darboux sont des réels bien définis ssi la fonttest bornée,
c'est-a-diredM € R: f([a,b]) C [-M, M].

6 M. Hasler: Analyse 2



1.1 Intégrale de Riemann

Sauf mention du contraire, dans tout ce qui suit, les fonctions considérées seron
toujours bornées sur l'intervalle en question, sans que cela soit nécessairement di
explicitement.

Remarque 1.1.4Etudier l'interprétation géométrique des sommes de Darboux
comme aire des rectangles de bdse ,,z;], encadrant I'épigraphe d¢ de en-
dessous resp. au-dessus.

a =1 z1 I, T2 I %3 T4=0b z

FiG. 1 — Somme de Darboux inférieure (hachurée) et supérieure (hachuré plus blanc)
de f(z) pour une subdivision équidistante d’ordre 4[dgh).

Exercice 1.1.5Montrer qu’en ajoutant un point, (entrex;_; etz;) a X, la somme
de Darboux inférieure (resp. supérieure) croit (resp. décroit). En déduire qu'on a

VX, Y € Sop: X CY = s(f,X) <s(f,Y) et S(f,X)>S(f,Y).
Utiliser le résultat précédent et la subdivisidgh= X U Y pour montrer que

VX,Y € 8,4 s(f,X) < S(f,Y).

Solution : s(f, X) < s(f,Z2) < S(f,Z) < S(f,Y).

Remarque 1.1.6LorsqueX C Y pour X,Y € S, 5, on dit queY estplus fine que
X. (C'est une relation d’'ordre partiel suf, ;.)

www.Zes-#athematiques.net 7



1 CALCUL INTEGRAL

1.1.2 Fonctions Riemann-intégrables, intégrale de Riemann

Définition 1.1.7 La fonction f est Riemann—intégrable sur [a,b] ssi les deux
nombres

sP(f):= sup s(f,X), S°(f):= inf S(f,X).
Xesa,b Xesa,b
coincident; ce nombre est alors appellé I'intégrale de Riemanyfi der [a, b] (ou
dea ab), et notéf; f(x)dx.
L'ensemble des fonctions Riemann—intégrablegsui est notéR,, ;.

Remarque 1.1.8L'existence des®(f) et S°(f) est évidente : il suffit de consta-
ter que les ensemblelss(f, X); X € S, 5} et {S(f, X); X € Sap} sont non-vides
(prendre {a,b} € S,) et majorés resp. minorés d’'apres I'exercice précédent. On
peut aussi montrer que’, (f) et S(f) sont atteints lorsque Ipas de la subdivisign
|X| = max |z; —2;_1]| tend vers zéro. La taille de ce pas induit la structure d’une base
de filtre surS, ;, permettant de considérer la limite déf, X) et.S(f, X) enX.

Remarque 1.1.9Revenir sur l'interprétation géométrique dé(f) et S(f), en
considérant la limite de subdivisions de plus en plus fines.

Remarque 1.1.10La “variable d'intégration” z dansf; f(x)dx est une “variable
muette”, c’est-a-dire elle peut étre remplacée par n'importe quelle autre variable (qui
n'intervient pas déja ailleurs dans la méme formule).

Donnons encore une propsition d'ordre plut6t technique, avant d’énoncer une
condition d’intégrabilité suffisante dans tous les cas que nous allons rencontrer.

Proposition 1.1.11 (Critere d'intégrabilité de Riemann.) Une fonctiofi est
Riemann—intégrable si, b] ssi pour tout > 0 il existe une subdivisioX € S, ;
telle queS(f, X) — s(f, X) < e.

Démonstration. Par déf. des’ (f) et S(f), Ve > 0, 3X', X" € Sayp : S(f,X') —
Sb(f) <e/2etsl(f) —s(f, X") <e/2. AvecX = X' U X", ilvientqueS(f, X) —
s(£. X) < S(f, X")=s(f, X") < e+S(f)—sb(f). DONCSif € Ry = SU(f) =
s(f), on a la subdivision souhaitée. Réciproquement, si une telle subdivision existe
pour touts > 0, alorsS? ets® coincident évidemment. O

Théoreme 1.1.12Toute fonction monotone ou continue sur un intervallé] est
Riemann—intégrable.

Démonstration. Si f est monotone, leup et inf est atteint au bord de chaque
sous-intervallel;. On a doncS(f, X) — s(f, X) = Y hi|f(z:) — f(zi1)| <

I XD 1f(x) — flxi—1)| = |X]| - |f(b) = f(a)]. Il suffit donc de choisir le pas de
la subdivision assez petitX| < ¢/|f(b) — f(a)|, pour que ceci soit inférieur & un
donné, d’'ou l'intégrabilité d’aprés le critére de Riemann.

8 M. Hasler: Analyse 2



1.1 Intégrale de Riemann

Pour une fonction continue, la démonstration est admise dans le cadre de ce cours. A
titre indicatif : | f(z;) — f(z;_1)| est & remplacer paf(£"P) — f(&inf), ou &SP, ¢inf

sont les points de l'intervalle fermé et borhgen lesquels la fonction continyéat-

teint son maximum et minimum. On utilise maintenant le fait qu’'une fonction continue
sur[a,b] C Ry estuniformément continyec’est-a-dire poue > 0 donné il existe

n > 0 (indépendantdu pointz) tel quejz — y| < n = |f(z) — f(y)] < e.

Donc, pour|X| < n, on aS(f,X) — s(f,X) < n-n -e. Ceci devient aussi

petit que voulu, car on peut prendre des subdivisions équidistantes pour lesquelles
n=(b—a)/|X]|~ (b—a)/n, il suffit donc de prendre assez petit.

Pour montrer qu’une fonction continue est uniformément continue sur un intervalle
borné [a, ], on peut utiliser que I'ensemble des boules ouvefgér) telles que

y € By(z) = f(y) € B(f(x)), est un recouvrement ouvert @e b], dont on peut
extraire un recouvrement fini d’aprés le théoréme de Heine—Borel. Le minimum de ces
n correspond ay de la continuité uniforme (au pire po¢ au lieu dex).

(Pour une démonstration du théoréme de Heine—Borel, voir ailleurs...) d

Corollaire. De méme, une fonction (bornée!) continue sauf en un nombre fini de
points, ou monotone sur chague sous-intervalle d'une partition finignde, est
Riemann—intégrable. (On peut en effet utiliser I'additivité des sommes de Darboux,
s(f,XUY) =s(f, X)+s(f,Y)pourX € S,., Y € S, qui entraine celle d&,(f)

et de méme pous®(f).)

Remarque 1.1.13 (fonction de Dirichlet) La fonction de Dirichlet,

(z) = 1 2€Q
xel® =10 L0

n'est pas Riemann—intégrable, car on a
VX € Sap: s(f,X)=0, S(f,X)=b—a.

En effet, sur chaqué = [z;_1, z;] il existe un pointirrationnel, donif; f = 0, mais
aussi un point rationnel, d'ogup; f = 1. Ainsis(f, X) = 0 et S(f, X) est somme
des longeurs des sous-intervalles et donc égale-a.

Remarque 1.1.14Le pas uniforme des subdivisions équidistantes simplifie beaucoup
I'expression des sommes de Darboux (exercice!).
On peut montrer que pouf € R, , on a

/ " fa)de = T s(7,fa, o) = Tim S, o ba)

La réciproque est vraie sf est continue.

1.1.3 Sommes de Riemann

Les sommes de Darboux ne sont pas trés utiles pour le calcul effectif d'une in-
tégrale, par exemple a l'aide d’un ordinateur, car il est en général assez difficile de
trouver les inf et sup sur les sous-intervalles. On considére plutdt

n n

sn(f) =Y (@i — i) flwimr) OU Sp(f) =D (w: — mi1) (i) -

i=1 i=1

www.Zes-Zathematiques.net 9



1 CALCUL INTEGRAL

Plus généralement, §i= (&1, ...,&,) vérifieVi € {1,...,n},& € [x;—1,x;], on
appelle(X, ¢) unesubdivision pointét

n

S, X,8) =Y (i — 1) (&)

1=1
la somme de Riemaressociée a la subdivision pointé& ¢). Si on pose de plus
Az; = x; —x;_1,0na

n

S(f,X,8) =Y f(&) Awy

i=1

c’est de la que vient la notatiofi f (x) dz.

Théoréme 1.1.15Si f € R, , alors les sommes de Riemaf(f, X, ¢) tendent
vers [ f(z) dz, independamment du choix dgslorsque la subdivision devient de
plus en plus fine.

Démonstration. Par définition, il est évident qugf, X) < S(f, X,¢&) < S(f, X).
Soitf € R, etX telqueS(f, X)—s(f, X) < e. Alorsonaauss$(f, X,£)—sb < e,
quel que soit le choix deg, et a fortiori pour toutX” O X. D'ou le résultat. O

Si f est continuey atteint son minimum et maximum sur chadue_, ;] en un
certaing™® et @, On obtient donc les sommes de Darboux comme cas particulier
des sommes de Riemann, en associant & chaquies pointst™i?, £max tels que
S(faX) = S(faX’gmin)’ S(va) = S(f,X’gmax)_

En particulier, lorsque la fonction est monotone, par exemple croissante, sur un
sous-intervallel;, alorsglmi“ = 2,1 etg™ = ;. Les sommes de Riemany et
S,, données en début de ce paragraphe coincident donc avec les sommes de Darboux
inférieure et supérieure pour une fonction croissante.

1.2 Propriétés de l'intégrale de Riemann

Proposition 1.2.1 Pour f € R, 5, 0na
b
VXeSa_,b:s(f,X)g/ flz)dx < S(f, X). (sIS)
En particulier, on a

b
(b—a)inf f(a,8]) < / f(2)dw < (b—a)sup f(la,b)) . (ils)

Démonstration. Linégalité (s15) est conséquence immédiate de la définitiorstie

10 M. Hasler: Analyse 2



1.2 Propriétés de I'intégrale de Riemann

resp.St. Pour montrefils), il suffit de prendreX = {a, b}. O

Théoréme 1.2.2 (de Chaslespoita < ¢ < b. Alors,
fERup < (fERscNfER:)

et on a larelation de Chasles

/abf(x)dx:/:f(x)dx—k/cbf(x)dx.

Démonstration. Pour toutX € S, ., Y € S, on a évidemmenk UY € S, ; et
s(f,XUY) = s(f,X) + s(f,Y). Ceci entraine’ (f) = sS(f) + s&(f). Le méme
s'applique ast(f). Ainsi l'intégrabilité sur[a, ] et [c, b] implique celle sufa, b], et

la relation de Chasles. Réciproquement, tBut S, ; qui contientc se décompose
enX UY avecX € S,., Y € S.;, et on a les mémes relations pour les sommes
de Darboux. Pour passers\(f) et S2(f), on peut toujours supposerc Z, quitte a
I'ajouter, sans perte de généralité. On en déduit le théoreme. (Exercice : détailler cette
démonstration.) O

Définition 1.2.3 Pourb < a, on définit

/abf(x)d-r=—/baf(x)da:,

etpourb = a, [ f(z)dz = 0.

Remarque 1.2.4 Avec ces conventions, la relation de Chasles est valable quel que soit
I'ordre de a, b, c (par exemple aussi pour < b < ¢). C'est en effet la principale
motivation pour ces définitions, ce qui laisse deviner I'utilité et importance de cette
relation dans les applications.

Il convient d’étre trés vigilant concernant cette généralisation lorsqu’on utilise des
inégalités (telles que celles de la Prapb2.6), qui ne sont généralement valables que
poura < b.

Proposition 1.2.5 R, ;, est un sous-espace vectoriel Ruespace vectorigk[e-*]

des fonctions déu, b] dansR, etl : R, — R, f +— f: f(z)dz est une forme
linéaire surR, ;. Autrement ditp € R, et surtout

Vf,9g € Rap, Va,BER:af+Bg€ Rap

et

/ab(ozf(:c)-kﬁg(x)) dx:o‘/:f(x)dff-kﬁ/abg(x)dx,

Démonstration. Les sommes de Darboux ne sont pas linéairess{gaet inf ne sont
pas additives). Passons donc par les sommes de Riemann, dont la linsarité+
By, X, &) = aS(f,X,&) + 8S(g, X, &), est évidente, ce qui donne, par passage a la

www.Zes-#athematiques.net 11



1 CALCUL INTEGRAL

limite | X'| — 0, le résultat souhaité. (Exercice : détailler ceci...) O
Proposition 1.2.6 Pour f,g € Ry, (@ < b),0ona:
b
120 = [ f@ar=o. M
b
f<g — /f o < [ gla)da. @
|1 € Rap z)dz </ ()] do . (3)

Démonstration.(1): f >0 = VX € Sy : s(f, X) > 0, ets(f, X <ff
@ig>f=9-1202 [g-N20Z2 [g> .
(@) :ona—|f[< f<|[f|,avecle (2)dong f < [[flet— [ f < [|f]. O

Remarque 1.2.7 La réciproque du (1) est évidemment fausse, c’est-a-flife> 0
n’implique pasf > 0. (Contre-exemplesin x sur[—m, 7].)

Remarque 1.2.8Dans le casvf € R,p, f > 0,0na quef; f(x)dx est I'aire de
I'épigraphe
E={(z,y) eR*|z€a,b]et0<y< f(z)} .

Théoréme 1.2.9 (de la moyennepoit f € C([a, b]) (fonction continue déz, b] —

R). Alors \
Jec € [a,b)] : bia/ f(z)dz = f(c)
\4,_/

moyenne d¢g sur [a, b]

Démonstration. f étant continue, on a

x5 € [a,b] : f(x;) = inf f([a, b)), f(xs) = sup f([a,D]) .

D'apreés I'éq.(i1s),

b
fa) < [ f@)do < g

D’apres le thm. des valeurs intermédiaires appligyé@ontinue) entre:; etx,, on a
dec € Ja;, zs[ (ou]zs, ;) tel que

b
= bia/ f(x)dx

O

12 M. Hasler: Analyse 2



1.3 Intégrale de Riemann et primitives

1.3 Intégrale de Riemann et primitives

En principe il est possible de calculer des intégrales en utilisant simplement la
définition en terme des sommes de Darboux. Or, ceci est généralement assez lourd et
difficile. De plus, ayant fait le calcul de I'intégrale sur un intervalle, il faut le refaire
pour chaque autre intervalle a laquelle on s'intéresse (a moins de pouvoir faire un
changement de variables plus ou moins compliqué).

Exemple 1.3.1 Calculer J, = fol ¥ dx pourk = 1 etk = 2, en utilisant des subdi-
visions équidistantes de, 1].

Solution. Commez* est une fonction croissante sBr,, elle est intégrable et les
sommes de Darboux coincident avec les sommes de Riemann

n

N\ k n

1 (i 11 .

Sn:§ 1n<n> aSn:sn+ﬁ:W::Z :
=1

=0
Pourk = 1, cette somme est bien connug’;" , i = in(n + 1), et donc

1 1 . 1
57'75(14»%)’ Jlf llHl 57,75

Pourk = 2, il faut utiliser 37", 2 = in(n + 1)(2n + 1), d’ol

_Inn+1)(2n+1) g 1
== ) = —

Sn 6 n3 3

(Pour trouver la valeur d& 42, on peut utiliser_i? = > i(i — 1) + >_ 14, et ob-
server que la pemiére expression est la valeup tle’)” enz = 1. En permutant
somme et dérivées, on calcule alorfadérivée de la somme géométrique égale a
(1 — 2™ /(1 — z), puis sa limite en: = 1.)

On voit que la méthode se généralise a n'importe guelN, mais pourk € R les
choses se compliquent. Aussi, pour calcqia%rr"’ dz avec[a, b] # [0, 1], il faut faire
des changements de variables pour se ramener au cas ci-dessus.

L'objet de ce chapitre est d’introduire la notion de primitive d’une fonction, qui
permettra d'éviter ce genre de calcul, en utilisant les conclusions du présent et les
méthodes des suivants chapitres.

1.3.1 Primitive d'une fonction continue

SoitD C Retf: D — R une fonction numérique définie si.

Définition 1.3.2 Une fonctionF' : D — R estune primitive de f dansD ssi
e F' est dérivable suD, et
e [V = f dansD.

Proposition 1.3.3 Si F' et G sont deux primitives d¢, alors FF — G est une
constante sur tout intervallé C D.
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1 CALCUL INTEGRAL

Démonstration. Soita, z € I. On applique le théoréme des accroissements finis a la
fonctionh = F — G, dérivable sufa, z] C I comme somme de fonctions dérivables.

On a donc
Je € la,z[: (F—G)(z) — (F —G)(a) = (z—a) (F—G)(c)
———
=f(c)=f(c)=0
DoncF'(z) — G(z) = F(a) — G(a), ce qui est une constante, indépendante dei
peut parcourir I'ensemble des points He |

Remarque 1.3.4Le mot « intervalle » est essentiel dans cette proposition? sist
réunion d'intervalles (ouverts) disjointd; — G peut étre différent sur chacun des in-
tervalles.

Existence d’'une primitive

Théoréme 1.3.5Toute fonction continug : [a,b] — R posséde une primitive,
donnée pai'(z) = [ f(t) dt.

Démonstration. Vérifions que la fonction(z) = [ f(t) dt convient.
D’abord, cette intégrale existe pour taute [a, b] car f continue sura, b] donc f €
R, . Calculons

lim ZEF) = Fl@) 1 l/m+hf(t)dt—/mf(t)dt]

h—0 h h

1 x+h
= E/ f(t)dt  (relation de Chasles)

D’aprés le thm. de la moyenng§ € [z, z + h] tel que

Donc F B - F)
. r+n)—r(z .
lim 3 —élggpf(é‘)—f(w)-
(NB: Siz = a ouxz = bon ne peut considérer que la limite & gauche ou a droite,
c’est-a-direh > 0 ouh < 0.) O

Remarque 1.3.6Ce résultat permet d'identifier I'intégration comme une anti-
différentiation (& une constante prés), puisgtfe= f pour F(z) = [ f(z) d.

Intérét de la primitive

D'apreés le thm précédenk)(z) = [ f(t) dt est une primitive def, et d’aprés la
proposition1.3.3 toute primitive def est égale d", a une constante pres. Donc /i
est une primitive quelconque dealorsF = F' + ¢, et

_ b
F(b) - Fa) = F(b) - F(a) = / f(x)da,

14 M. Hasler: Analyse 2



1.4 Pratique du Calcul intégral

en utilisant la relation de Chasles.

Ainsi, la connaissance d’'une primitive quelcongdel’une fonctionf sur un en-
sembleD permet de calculer 'intégrale désur n'importe quel intervallén, b] C D,
en appliquant la formule

b b
/ f()de = {F(z)} — F(b) - F(a).

Ainsi, bien que cela soit possible, on n’utilise dans la pratique quasiment jamais la
définition de 'intégrale de Riemann en terme de sommes de Darboux, pour la calculer.
Sauf exceptions, on cherchera toujours une primitivg gar les méthodes qui seront
développées dans la suite, pour appliquer la formule ci-dessus.

1.4 Pratique du Calcul intégral

Nous allons ici aborder quelques méthodes pour calculer des primitives d'une large
classe de fonctions.

1.4.1 Intégrale indéfinie

Soit f : D — R continue. On notd’ f(xz) dz I'une quelconque des primitives de
f, définie a une constante prés que I'on ajoute toujours explicitement.

Exemple 1.4.1 [ 1 dz = In|z| 4+ C. Ici, Dy = R\ {0}, on peut donc avoir des
constantes différentes slioo, 0] et sur]0, co[. Autrement dit,C' est unefonction
constante sur chaque sous-intervallelde

Ondit que[ f(z) dz estl'intégrale indéfinie de f, alors quef;’ f(z) dz s’appelle
intégrale définie

Remarque 1.4.20n utilise la notion d’intégrale indéfinie comme synonyme de pri-
mitive. On pourrait faire une distinction plus rigoureuse en définissant l'intégrale in-
définie [ f(x) dz comme I'une quelconque des fonctions de la forfifigf () dz, ou

a € D n'est pas spécifié. (C'est ainsi qu’on la détermine et qu’on l'utilise, dans I'es-
prit du sous-chapitre qui précede.) Les deux définitions sont équivalentes au détall
prés qu'on n'obtient alors patutesles primitives par les intégrales indéfinies : en
effet, en changeant la borne inférieur®n ne peut pas obtenir toutes les constantes, si
D estborné ou siles primitives giesont bornées, c’est-a-dire Bin, 4 f; f(z)dx

est finie.

1.4.2 Primitives des fonctions usuelles

Par dérivation, on vérifie aisément la validité des relations données dans le ta-
bleaul. De méme, on vérifie par dérivation (régle de chaine!) que

/ W (2) flu(@))de = Flu())
avec F(t):/f(t) dt .
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1 CALCUL INTEGRAL

xa+1

/xadx = +C (e R\ {-1})

a+1

1
/fdx = Inlz|+C
T
/cosxda: = sinzx+C
/sinxdx = —cosz+C
/e"”dx = 4+ C
1
/Chmdx = shz+4+C (rappel:chxzi(e””—i—e_m))
1
/shxdx = chz+C (rappel:shm:§(e”—e_‘”))
1
/ﬁdx = arctanz +C
1+
1
———dax = arcsinz+C -1<z<1
[ 7= (Frs=s)
[ 7=
——dz
14 22

= Arshz+C = In(x+V1+22)+Cy

TAB. 1 — Primitives des fonctions usuelles

Cette formule sera étudiée plus en détail dans le paragraghe Elle permet
d'utiliser les formules élémentaires ci-dessus pour toute une classe de fonctions élé-
mentaires « composées ». Son application notamment aw€as= a x + b (et donc
u’ = a) estimmédiate et donne :

/f(ax—!—b)dx:éF(aas—Fb)

Exercice 1.4.3Généraliser le formulaire précédent, en remplacawtans 'intégrand
paraz + b.

1.4.3 Intégration par parties

Proposition 1.4.4 Pour f,g € C}(I — R),on a

/ F(2) g(z) dz = f(z) glz) - / (@) g () dx

ou encore, avef = [a, b] et en utilisant les intégrales définies :

/ab @9t dr = [10)9(a)] - / f(@)g' (@) do
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1.4 Pratique du Calcul intégral

Démonstration.On a
f@)9() (+0) = [ (1) (@) dz = [17'(@) g(a) + Fla) ' @) d
— [ @@ st [ f@)g @),
D’ou (en absorbant la constante d'intégration dans les intégrales indéfinies) la premiére
partie de la proposition. La deuxiéme partie s'obtient en prenant la valdumains
la valeur em. O
Remarque 1.4.5 Cette relation est souvent utilisé pour diminuer successivement le de-
gré d’un polyndme () qui multiplie une fonctiory’ () que I'on sait intégrer.
Elle sert aussi pour I'intégration des expressions faisant intervenir les fonctions trigo-

nometriques, ou I'on retombe sur la fonction d’'origine aprés deux intégrations.

Exemple 1.4.6 Calculons la primitive[ 2?¢* dz. On posera deux fois successivement

f=em=f
/xQeﬁdx:xzew—/Qerdx

:xQew—2$ex+2/exdx

=a22e® —22e®+2e*+C

Exemple 1.4.7 Calculons la primitive[ sin z e dz. On posera successivemefht=
sinx, puisf = cosx :

/sinxegE dzr =sinze® — /cosxew dz
=sinze” — [cosxem - /(— sinx) e” dx}
= (sinz — coszx) e” — /sin;v e® dx
On met tous leg dans le membre de gauche et obtient apres division par 2 :

1
/sinxe"”dx: §(sin:z:fcosx)e”” (+C)

1.4.4 Formule de Taylor avec reste intégral

Comme application importante de I'intégration par parties, démontrons le

Théoreme 1.4.8 (formule de Taylor avec reste intégral)
Poura,z € Retf € C"*!([a,z]),0na

£(a) = F@1+£ (@) (o—a o @) (a—a o [ 50 0) o).
' @
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1 CALCUL INTEGRAL

(Rappel : on noteC*(I) les fonctionsk fois continiment dérivables stir)

Cette formule de Taylor avec reste intégral est historiquement la premiére parmi les
différentes formules de Taylor (cf. chap.3.3 page35), trouvée par Monsieur Brook
Taylor (1685-1731).

Elle sert pour le calcul ddéveloppements limitégui seront étudiés au chapitre
suivant. Elle donne une approximation polynémiale de la foncfi@u voisinage de
a : en effet, siz est proche de, alors les termes de la form{e — a)* deviennent
trés petits, d’autant plus queest élevé. Le dernier terme, appeleeste intégral »du
développement, tend encore plus vite vers zéro(gue )" (comme on le démontre
au chapitre2.3.3.

Démonstration. Pourn = 0, la formule est vraie : en effet, elle s’écrit dans ce cas

= /: f(t)dt

ce qui exprime simplement le fait qyfeest une primitive dg’, lorsquef € C!([a, x]).

Supposons maintenand)(vraie pour un certaim € N, et quef("t!) admette
une dérivéef("+2) continue sura, z]. Ainsi, les deux facteurs dans le reste intégral
vérifient les conditions suffisantes pour pouvoir faire une intégration par partie, avec

u=fOt) —= o/ = fOtD et/ (t) = (2 — )" = v(t) = n_—_i_ll(:v —t)"*1. Alors

" F () (2 -ty de

a

— {f("H)(t) n;+11(33 — 1) n+1 o n+1 / f(n+2) _ t)n—i—l dt .

La borne supérieure du crochet donne zéro et pour la borne inférieure les(sigrees
compensent, on a donc

/ FOE) (@ — 1) i
= L () (- L / S (6) (2 — £y e

et en reportant ceci dand)( on trouve la formule au rang + 1. a

1.45 Changement de variable d'intégration

Proposition 1.4.9 Soit f : I — R continue ety : J — I un difféomorphisme
c'est-a-dire une bijection telle qug et »—! soient continiment dérivables. Dans
ce cas,

/f(x)dx:F(go_l(x)) avec F'(t /f t(+C).

Autrement dit,F' o o ! est une primitive d¢. En terme d'intégrales définis, on g
eo(b
/ x)de = / flp
Lp
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1.4 Pratique du Calcul intégral

Démonstration. Il faut et il suffit de montrer que” o p~! a comme dérivég. Or,
d’'aprés la régle de chaine, on a

(Fop™) =Fop™ (o7

Or F' = fop-¢ et(p~1) = 1/(¢ op~1) (ce qui se montre en dérivapty ! (z)) =
x). Donc
(Fop™) =f-¢op™ - 1/(¢op ) =F.

Pour une intégrale définie, on a donc
p 1 1
[ #@)de = Ple78) - Pl a)

e (B
- [, feme@a

ce qui revient au méme que la formule donnée dans I'énoncémavecy—!(a) et
b= (A). 0

Applications — Disposition pratique :

Ce théoréme permet de calculeyf siI'on sait calculer[ f oy - ¢, ou réciproque-
ment. Il est & la base de tout « I'art de I'intégration », qui consiste a trouver les bons
changements de variables= ¢(t).

Dans la pratique, on écrit alors

dx

r=o(t) = 5 =¢1).

On écrit symboliquementx = ¢'(t)dt, et on substitue ces deux équations dans I'in-

tégrale en question :
[ t@yae= [ e ¢

=dz

Puis, ayant trouvé la primitivé’(¢) du membre de droite, on retourne a la variable
en substituant = =1 ().

Exemple 1.4.10Calculons la primitive [ sin z cos x dz sur l'intervalle ]—1,1[. Po-
sonssinz = t = cos xdx = dt. C'est justifié carin est une bijection différentiable
de[—7, 5] sur[—1, 1], et la fonction réciproque = arcsint est également dérivable
a l'interieur de cette intervalle. D'ou

. _ 1, D N
/smxcosxdaz = /tdt = §t +C= i(smx) +C.
=t =dt
N.B. : En terme des définitions de la proposition, on a travaillé avetplutét qu'avec

@ ; c'est souvent plus ainsi qu’on procede dans la pratique.

Remarque 1.4.111l faut s’assurer que la fonctiorp est effectivement une bijection,
généralement en considérant ses propriétés de monotonie. Dans le cas echéant, il faut
découper I'intervalle d’intégration en des sous-intervalles sur lesquelst monotone.
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1.4.6 Formule de la moyenne généralisée.

Comme application intéressante des changements de variable, considérons le

Théoréme 1.4.12 (de la moyenne, généraliséSoientf, g € C([a,b]) etg > 0
sur]a, b[. Alors,

b b
e latls [ f)gla)de=1(6) [ gla)do.

Exercice 1.4.13Démontrer ce théoréme, en étudiant la fonct@tw) = [ g(¢) dt
pour justifier le changement de variahl¢x) = a + G(x) - (b — a)/G(b).

Solution : La fonctionG est bien définie( intégrable car continue) et dérivable sur
[a,b], avecG’ = g > 0 surla,b[. Donc G est strictement croissante sr, b, et
idem pouru, qui est donc bijection dg, b] sur[u(a), u(b)] = [a, b]. u est dérivable et
u' =g-(b—a)/G(b). Ainsi on peut faire le changement de variable pour passer de

au .
b b
[ @@= [ s 22

En utilisant le théoréme de la moyenne pour f(x(u)),
b
Bie ol [ fa)du= (- o) fa(@).

on a le résultat cherché, avée= z(u) (puisqueG(b) = f;’ g(t) de).
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1.5 Intégration de fractions rationnelles : décomposition en éléments simples

1.5 Intégration de fractions rationnelles : décomposition en élé-
ments simples

Dans ce (long) chapitre, on montre comment on trouve une primitive pour toute

fraction rationnellef (z) = ggf; ou A, B sont de polyndmes. On procéde par étapes,

en illustrant la théorie a I'aide de I'exemple

A(z) 2284325 -32%-32%-322 - 1825
B(z) d+at—2a3 -2 —x+2

La premiére partie de ce chapitre est plutét algébrique : nous citons et utilisons ici
plusieurs théorémes importants d’algébre sans démonstration, qui n'a pas sa place dans
ce cours d’analyse.

1.5.1 Division euclidienne

1¢ étape :On utilise le

Théoreme 1.5.1 (et définition : division euclidienne)
Soient4, B € R[X], B # 0. Alors il existe un unique coupl&), R) deR[X] tel
que

A=BQ+ R et degR <degB

On dit que@ est le quotient eR le reste de la division euclidienne depar B.

Ainsi on peut écrire

fa) = g = 2GR gy +

R(x)
B(x)

avecdeg R < deg B. Le polynbmeR(x) s’appellepartie entiére de la fraction ration-
nelle.

Exemple 1.5.2 On effectue la division euclidienne comme suit :

220 +32° —3a2% —32% 322 182 -5 |[a® +a* —22% — 2% 2 +2

220 +225 — 42t — 223 — 222 + 4z 20+ 1
2+ 2t — 2 — 22 -222-5
2+ at—22% — 22 — 42
a3 —2lx -7
On adonc
a3 —2lx—7

Jlw) =20+ +x5+m4—2x3—x2—x+2

1.5.2 Polynémes irreductibles

2¢ étape :On considere donc dorénavent une fraction rationrie{le) / B(x) telle que
deg R < deg B. Pour procéder, on pose
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Définition 1.5.3 Lespolyndmes irréductibles(surR) sont les polyndmes de degré
1 et les polynémes de degré 2 sans racine réelle (c’est-aadifé + b X + c avec
A=0b%—4ac<0).

Un polynéme edinitaire ssi le coefficient du terme de plus haut degré est 1.

On se servira du

Théoréme 1.5.4Tout polyndme d&®[X] se décompose de maniére unique en un
produit de la forme

PX)=a(X—r))™ (X —rp)"r (X2 401X +¢p)™ - (X2 + by X +cg)

c’est a dire d’'une constante qui est le coefficient du terme de plus haut degré
de P, et de polyndmes irréductibles unitaires;:sont les racines (distinctes) d&
m; leurs multiplicités, et les facteurs de degré 2 sont sans racine réelle (c’est-a-dire
avecA = b7 —4¢; <0).

On utilise cette décomposition pour le polyndfér) au dénominateur de la frac-
tion rationnelle. On suppose de plus que le numérateur n'a pas de facteur commun avec
le dénominateur, sinon on simplifie par ce facteur commun.

Exemple 1.5.5Pour trouver la factorisationB(x), on commence par chercher des
racines “évidentes” en tatonnant (i.e. en essayant poues valeurs 041,...). On
trouve queB(1) = 0 et B(—2) = 0, donc(z — 1)(z + 2) = 2% + = — 2 divise B(z).

On effectue la division euclidienne

4t -2 —22—x+2
x® 4zt — 228
0 —a2?2—z+2
—x?—z+2
0

Or,z3 — 1 = (x — 1)(2% + = + 1), par conséquent,
B(x) = (x +2)(z — 1)*(2® + = + 1)

En effet,z? + 2 + 1 est un trindme du'2 degré a discriminant négatif.

1.5.3 Poles et éléments simples
3¢ étape
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Définition 1.5.6 On dit quef(x) := 54, A, B € R[X], est une fraction ration
nelle irréductible ssi les polyndmeket B sont sans facteur commun.
On appelle pdles de la fraction rationnelle irréductible les racines du polynBme
SoitB(X) = a (X —ry)™ - (X —rp)™ (X2 +b1 X +¢1)™ -+ (X2 +by X +c4)"
la décomposition irréductible dB.

On appelleéléments simples dd ¢ espéceaelatifs aux pbdles;, lesm; fonctions

rationnelles du type

Al A2 Am,y
x_riv (.’17—7"1‘)2’ ey (x—’l"i)mi

)

ou lesA; sont des constantes réelles.
On appelleéléments simples de°¢ espécerelatifs aux polyndmes irréductibles
X%+ b;X + ¢;, lesn; fonctions rationnelles du type

Bix+C, Bsx + (s BnJ$+an
2+ bjx+c;’ (@®+bjz+c;)?’ 7 (224 bjz+c)

)

ou lesBy, C}, sont des constantes réelles.

Exemple 1.5.7 Décrire les éléments simples de
R(z) 23 —2lx -7

B(z) (@+2)@—-12@>+z+1)
— éléments simples dé espéce :
- le pblex = 1 de multiplicité 2~ 2 éléments simples :
Ay Az
x—1" (z—-1)2"

o L £14 . A
- pélez = —2 de multiplicité 1~~ 1 éléments simple- :2.
x
— éléments simples &S espéce : 1 seul, associé au facteur irreductibté + 2 +

X B1 x + Cl

S
Attention : il faut toujours d’abord s’assurer de la décomposition compléte du dénomi-
nateur ! Par exemple3(z) aurait pu étre écritcomms(z) = (x—1)(z+2)(z3-1);
ce qui ne permet pas de voir immédiatement les éléments simples.

Théoréme 1.5.8Soit f () = A(z)/B(z) une fct. rationnelle irréducitble. Alors

1. SiA = BQ + R, deg R < deg B (div.euclidienne ded par B), onaf =
4 =Q+ £ dansDy.

2. % se décompose de maniére unique comme somme de tous les élgments
simples relatifs a3 :

R(z) _ A B+ Cy
B(x)_gzk:(x—ri)k+%:%:m~ (des)
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Exercice 1.5.9Donner la structurede la décomposition en éléments simples de

f(x) = R(x)/B(x).

Ona
R(z) 3 —2lx -7
B(z) (z+2)(x—1)2(z2+x+1)
Ay Aq As Bix+C

= + S+ + *

z—1 (z-1) x+2 22+ax+1°

NB : quand on ne demande quedaucturede la décomposition, on peut laisser les
A;, Bj, C; indéterminées.

1.5.4 Calcul des coefficients d’'une décomposition en éléments simples
4¢ étape :(la plus dure...)
(a) : POUR LES POLES SIMPLES DE MULTIPLICITEL

On multiplie I'éq. (des) patx — r;), et on prend: = r; : dans le membre de droite
ne survit qued;, dont la valeur est donné par le membre de gauBlte,)/ B’ (r;) avec
B'(z) = B(z)/(xz — r;) (simplifié).

Par exemple, appliquons ceci au calculdle: En multipliant (*) par(xz + 2), on a

Ay Ag
— e+ 2) (727 + ) H et @t

23 -2l -7
(x—1)2(z2+2+1)

et en posant = -2,

Biz+ Cy
22 +x+1

—-84+21-2-7

=A; < A3=1.
9.3 3 3

(b) : LES COEFF A;,,, DES POLES DE MULTIPLICITEm;

Pour trouver le coefficiend; ,,,, qui correspond a un poéle d’ordre;, on multiplie
par(x —r;)™¢, puis on prend: = r; : de maniere analogue a ce qui précede, on trouve
le coeff. recherché.

Dans notre exemple, on détermine aidsien multipliant paz — 1) :

23 -2l —7 Az B11‘+Cl)

(x+2)(x2+2x+1)

etenprenant =1, Ay = (1-21-7)/(3-3) = -3.

=(x-1)A+ A -1
(@=DAr+ Az +(x )(x+2 22+z+1

(C) : LES COEFF Bjy,, Cjy,, DES FACTEURS QUADRATIQUES

On peut appliquer la méme méthode, mais avec les racines complexes de ces fac-
teursz? + b;x + ¢;. Pour celd, on multiplie par le facte(i? + b; = + ¢;)™, puis on
prendz égal a une des racines complexes du facteur, pour trouver (avec la partie réelle
etimaginaire) les coefi3; etC; : Dans notre cas,

3 —1

P 4+r+1= ,
z—1
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1.5 Intégration de fractions rationnelles : décomposition en éléments simples

les racines sont donc les 2 raciné$Bon-triviales de 'unitéj = exp 2;” . (En effet, il
convient de vérifier que = j est vraiment un pdle en calculaRfj) = 1—-21j—7 #

0.)
En multipliant (*) parz? +z + 1

22 —21lx -7 9 Ay Ay As
— 1 B C
@1tz @ et )<x—1+(x—1)2+x+2>+ e
et en prenant = 7, on trouve ainsi
1-215-7 .
J =B1j+Cy

J3+252 252 —4j+5+2
—6-215 2475

3-35  1—j
ce qui donne (partie réelle et imaginaire) les coefficightst C' apres un petit calcul.
Cependant, ici ce calcul de nombres complexes est un peu lourd et on utilisera plutdt
une autre méthode, par exemple celle des limites.

Bij+C =

(d) : LES AUTRES COEFE A;;, DES POLES DE MULTIPLICITEmM; > 1

Ces coefficients peuvent aussi se calculer pandthode du changement de va-
riable ¢t = z — r;. Ceci nous raméne a un pble €& 0. Pour calculer les coefficients
associés a ce pdle, on fait la division par les autres facteurs(tle- r;) suivant les
puissances croissantes#em I'ordrem;-1; c'est-a-dire on s’arréte lorsque le reste ne
contient que des termes de degré supérieur ou égale @ fagon a pouvoir mettre en
facteurt™:. Le quotient donne alors tous les coefficients associés aupble

Exemple 1.5.10Dans notre exemple, le changement de variable estr — 1 <
xr=1t+1,donc

a® =21z —7 34312 — 18t —27
(z—-12(xz+2)(22+2+1) 2E+3)(2+3t+3)"

Ondivise alorg® +3¢2 — 18t — 27 par (t +3) (2 + 3t +3) =9+ 12¢ + 62 + ¢3
suivant les puissances croissantes, a l'ordre 1 :

—27 — 18t + 3t2 + 3 |9+ 12t + 682+ 83
—27 — 36t — 182 — 313 -3+ 2t
18t + 212 + 4¢3
18 +24¢% +12¢3 4 2¢4
—3t2 8¢ —2¢*

D'ou :
=27 — 18t + 3% + 3 = (=3 4+ 2¢)(9 + 12t + 6> + %) + (—3¢> — 83 — 2¢%)
En divisant part? (t + 3)(t* + 3¢ + 3), on a donc
—27— 18t 432 +¢° —3+2t —3—8t—2¢?
2 (t+3)(t2 + 3t + 3) 12 (t+3)(t2+3t+3)’
et on déduit du premier terme qug = 2 et A, = —3.

NB : cette méthode est surtout intéressante s'il y a un pole de multiplicité élevée
(> 4) et peu d’autres facteurs dansB(z), ou alors s'il s'agit dés le début d’un pdle
enz = 0 (ce qui évite le changement de variable).
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(e) : METHODES GENERALES POUR LES COEFRESTANTS
(i) : méthode des limites

Cette méthode consiste a multiplier d’abord par la plus basse puissance qui inter-
vient dans la décomposition en éléments simples, et de prendre ladimitec (ou il
suffit de garder les puissances les plus élevées). Ainsi, on a dans le membre de droite la
somme des coefficients qui correspondent a cette puissance, qui permet de déterminer
un coefficient en terme des autres.

Exemple 1.5.11Dans notre exemple, on multiplie pay la limite donne alors

ZL'4
11H1*510:A1+A3+B1
x

etdoncB; = —A; — A3 =-2—-1=-3.
(ii) : méthode des valeurs particuliéres

Une autre méthode consiste a simplement prendre des valeurs particuliéres pour
(différents des pdles) et ainsi d’avoir un systéme d’équations qui permettra de détermi-
ner les coefficients manquants.

Exemple 1.5.12Dans notre exemple, prenons= 0 :

-7 Ay
5 = At A+ S0

etdoncCy = —F + Ay — A, — S =T 4243 -L1=—-d4+5=1

Remarque : dans le cas général, il faut ainsi créer un systeme d’autant d’équations
(indépendantes) qu'il reste de coefficients a déterminer.

(iii) : par identification

La méthode générique qui marche toujours mais qui n’est pas toujours pas la plus
rapide, consiste a réécrire la somme des éléments simples sur le dénominateur commun
qui estB(z), et d'identifier les coeff. des mémes puissances de membre de gauche
(coefficients dek(z)) et du membre de droite (le§, B, C multipliés par une partie des
facteurs deB(z)).

Ainsi on obtient un systeme d’équations linéaires dont la solution donne les coeffi-
cients (manquants).

1.5.5 Application au calcul de primitives

Avec la technique étudiée dans ce chapitre, on peut intégrer toute fonction ration-

nelle f(x) = g%zg En effet, on commence par simplifidi(z) par les facteurs irré-

ductibles deB(z) pour désormais pouvoir supposgrr) irréductible. Ensuite, au cas
oudeg A > deg B, on effectue la division euclidienne pour avoir
R(z)

f(z) =Q(z) + Blo) avec degR < degB .
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1.5 Intégration de fractions rationnelles : décomposition en éléments simples

Enfin, on décompos gjg en éléments simples. On n'a donc plus qu’a trouver les
primitives pour les deux types d’éléments simples,

/ dx ot / Az +B du
(x —r)k (z2+bx+ )k

La premiére intégrale ne pose pas de probléeme, sa primitive est
(x —r)~k+t

—k+1
Considérons donc le 2e type d’intégrale. On I'écrit d’abord sous la forme

Ax+ B 2z +b E

(#2+bx+c)k T (22 +bx+ )k + (22 +bx +c)k

si k#1 et lnla—r| si k=1.

avecD = g etE = B — b D. Ainsi, le premier terme est de la forni2u’ v =%, avec
la primitive —k+1 (resp.DIn |u| pourk = 1).

D
e
Tout ce qui reste donc a calculer est la primitf/?ﬁﬁjﬁ (A < 0).

Pour ce faire, on se ramene par un changement de variable a cette intégrale avec
b = 0 etavecc = 1, en posant successivement = + g puist = /c — b2 /4 u).
Pour F:alculerf ﬁ, on poset = tanf, § € |-2,2[,dt = (1 + tan? §)do.
[justifier ce chgt de variable !]
Alors

dt [ (1+tan®0)do de _ 2k—2
/(t2+1)’“ _/ (1+tanZ0)k / (1+ tan? g)k—1 _/(CObe) a0
(rappel :1/ cos? § = 1 + tan? 0).

Pourk = 1, une primitive esp = arctant. Sinon, on fait une intégration par partie
d’un facteurcos = pour diminuer 'exposant de 2 :

/COSQk_Q xdz = [cos® 3 zsinz] — /(Zk: —3)cos? 1 z(—sinz) sinz dzx

= [cos?* 73 zsinz] + (2k — 3) / cos?* 4 (1 — cos? z) dx

1
=55 3 <[cos2k_3 zsinz] + (2k — 3) /cos%_4 xdx)

ou la derniére ligne est obtenue en faisant passer toutefdes’” 2z dz dans le
membre de gauche puis en divisant par le coefficlent2k. Avec cos? 3 xsinz =
cosZ* =2 ptanz etcos? z = 1 + tan? z, on a enfin

dt
Iy = | ———
k / (12 + 1)F

- le_ 2 ([(1 T fz)k—l]} + (2k — 3)Ik1>

ce qui permet, avef; = arctant, de calculerl;, pour toutk € N*.

Remarque 1.5.13Dans la pratique, on effectue le changement de variables pour pas-
serdez? + bz + cal+ tan? 6 en une seule fois.
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Exemple 1.5.140n écrira par exemple

3
+1 zi(tan29—|—l),

avectanf =

P

Hatd)

1.5.6 Primitives des fonctions rationnelles dsin x et cos =

Définition 1.5.15 On dit que f(z) est une fonction rationnelle dén x et cos
s'il existent des polyndmes (en 2 variables)B € R[X,Y] (C'est-a-direA =
> a;; X'Y7, idem pourB) tels quef(z) = A(sinz, cosx)/B(sinz, cos z).

Exemple 1.5.16 f(z) = 2 tjci, A=Y — X, B= X Y2,
SN xr Cos“ x

Méthode d'intégration : On distingue 3 cas (aide mnémotechnique : la nouvelle
variable est chaque fois invariante sous la transformation considérée)

— sif(—z) = —f(x), on pose& = cos z (invariant, orsin(—x) = — sin(z))
—sif(r—xz)=—f(x),onpose =sinz  (invar., orcos(m — x) = — cos(z))
— si f(r+z) = f(x), on pose = tanx (invar., maissin, cos chgt de signe)

sinx

Exemple 1.5.17 f(x) = 5—. On posé = cos z, dt = — sin zdz, donc

cos? x + sin” x

/f(x)dxz/%a

on arrive ainsi a une simple fraction rationnelle a intégrer, et on substituera finalement
t = cos z dans le résultat.

1.5.7 Autres fractions rationnelles

Dans les cas suivants, on peut encore se ramener a la recherche d’'une primitive
d’une fraction rationnelle :

a) f(e*,shx,chz,thx): on poset = e*, © = Int, do = %dt. Avecshz = %(t —
t=1), chaz = 1 (t+t~1), on retrouve une fraction rationnelle en

b) f (:m ,"/%) avecad — bc # 0 : on pose

jax+Db b—dy" ad—bc 1
t = dz = " dy.
cx+d “ cy” —a’ * (cy"—a)Qny 4

et on retrouve encore une fraction rationnelleyen

y:
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1.5 Intégration de fractions rationnelles : décomposition en éléments simples

c) f(z,vaz?+bx+ c): Ontransforme la racine en une des formes suivantes :
— V/t2 +1:onposealors =shu = vt2 +1=chu
— +t? —1:onposealors = +chu (u > 0) = Vt? — 1 =shu
— v/1 —1t2:0n pose alorg = sinu OUt = cosu
Dans chacun des cas, on retombe sur une fraction rationnelle d’'un des types qui
précedent (avech, sh ousin, cos).

T

v +4x+5
doncz + 2 =shwu,douvz? +42 + 5 =chu,dr = chudu et

shu —2
./f(i)dl'—/w chuduf/(shqu)du
=chu—2u=+a22+42x+5—2Arsh(x+2).

Exemple 1.5.18 f(z) = conaz?+4x+5 = (r+2)2+1, 0n posera
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2 FONCTIONS NEGLIGEABLES ET EQUIVALENTES ; DEVELOPPEMENTS LIMITES

2 Fonctions négligeables et équivalentes; développe-
ments limités

La notion de fonctions équivalentes devrait étre connue du cours d’Analyse 1, sous
la forme f (N) g = limg = 1. Onlaréintroduit ici en utilisant la nouvelle notion de
a a -

fonctions négligeables, qui est trés utile notamment dans le cadre des développements
limités.

2.1 Fonctions négligeables

Dans ce qui suit, on considére des fonctigng, ... a valeurs dan®, définis sur un
voisinage pointd” d’un pointa € R = RU {400}, c’est-a-dire au voisinage desauf
eventuellement en ce point méme. (On rappelle gié, oo[; M € R} constitue une
base de voisinages de= o).

Pour ne pas trop alourdir les notations, on convient qu’une égalité entre fonctions
sous-entend la restriction & I'intersection des domaines de définition.

Définition 2.1.1 La fonction f est ditenégligeable devanty au voisinage deq,
ss'il existe un voisinage pointé dea et une fonctior : V' — R de limite nulle en
a, telle quef = ¢ - g (dansV). On écrit

€9 = f(:)o(g) BN Je: V>R tg. f=¢e-getlime =0,

On appellef = o(g) la notation de Landau ef < g la notation de Hardy.

Exemple 2.1.20naf = o(1) <= lim f = 0.

Exemple 2.1.3La fonction nulleo : = — 0 est négligeable devant toute fonction en
tout pointa (prendres = 0). D’autre part, f = o(f) = f=¢-f < (1—¢)f =
0o = f=o(carlime =0 = (1 — ¢) # 0) dans un voisinage de

Remarque 2.1.4Alors que la notation de Hardy parait plus « logique », on utilise
dans la pratique plus souvent celle de Landau, car elle permet I'abus de notation trés
pratique qui consiste a écrire

f@)=g(x)+o(h(z)) (r — a) aulieude f—g o o(h) .
Lorsqu’on utilise cette notation, chaque termigh(x)) représente une fonction quel-
conqgue der, négligeable devanit, mais a priori inconnue et différente d'un éventuel
autre termeo(h(x)).

On prendra aussi garde de toujours préciser le point auquel la relation de négligence
s’applique. Ainsi on peut avoif < g maisg <b< f pour a, b différents.
a

Exemple 2.1.5Si f est bornée e tend vers l'infini, alorsf = o(g).
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2.1 Fonctions négligeables

Exemple 2.1.60naz™ = o(z") ssim < n (caralorse = z™~" — 0), et 'opposé

(00)

au voisinage dé.

Exemple 2.1.70n az® = o(ef®) et(Inz)® = o(a?) (z — oo) pour touta, 3 >

(00) (00)

0. (Exercice : pourquoi ?)

La proposition suivante permet de trouver autant d’exemples que I'on souhaite :

Proposition 2.1.8 Si la fonction f /g est définie dans un voisinage pointé de
alors f = o(g) < lim, f/g =0.

Démonstration. Exercice. (Il suffit d'utilisers = f/g). O

Remarque 2.1.9Le seul cas oy /g n'est pas défini dans un voisinage dest celui
ou g a une infinité de zéros dans chaque voisinage (c'est-a-dire aussi prés que l'on
veut) dea, par exemple poug(x) = h(x) - sin —

r—a’

Proposition 2.1.10 La relation < est transitive,

<9, g<h=— f<h,
a a a

et compatible avec la multiplication, c’est-a-dire
fKg= f h<g-h,et fKgh<k= f-h<g-k
a a a a a

pour toutes fonctiong, g, h, k : V — R.

Démonstration. Exercice. (Il suffit de substituef = ¢; - g, g = &5 - h, etc.) O

Remarque 2.1.11Attention : la relation< n’est pas compatible avec I'addition ! Par
exempley < 22 etz? <« —z3, maisz + 22 £ 23 + (—23) = o.
o0 (o)

Remarque 2.1.12Dans la pratique, on utilise donc la notatiar{g) (voire o(g(x)))
pour représenter une fonctiofiquelconque, & priori inconnue, telle gyfe< g. On
écrit ainsi par exemple™o(z™) = o(z"*™), o(z™) + o(z™) = o(z™2*(mM)) (g —
00)...

Attention : Il convient de garder en mémoire que le symb@le correspond, chaque
fois qu'il apparait, a unenouvelle (autre) fonctione. On a ainsi par exemple
o(Af(z)) = o(f(x)) VA € R, maiso(f(x)) = o(Af(x)) seulement € R*.

Noter aussi que poutn > n, o(z™) = o(z™) (x — 00), mais malgré cette « égalité »,

o(z™) # o(z™)!
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2.2 Fonctions équivalentes

Définition 2.2.1 On dit que f est équivalent & au voisinage de: ssi f — g est
négligeable devanj; on écrit

frg = f-9g<yg.
a a

Proposition 2.2.2 Si f/g est défini dans un voisinage pointé dealors f ~
g < limf/g=1.

Démonstration. Exercice (utiliser la déf. pour m.¢. = (1 + ¢)g). O

Remarque 2.2.3La présente définition de fonctions équivalentes est donc plus géné-
rale que celle en terme de limite, car elle s’applique aussi dans les cgd gu’est
pas bien défini, voir Ren2.1.9

Proposition 2.2.4 La relation ~ est une relation d’équivalence, c’est-a-dire e|le
est reflexive f ~ f), symétrique f ~ g = g ~ f) et transitive :

f~getg~h = f~h.

Démonstration. Exercice (encore avet = (1 + ¢)g etc.). a

Proposition 2.2.5 (limites) Si f ~ g, alorslim g existe sslim f existe, et si elleg
existent, ces deux limites sont égales.

Proposition 2.2.6 (produit, quotient, puissance)On peut prendre le produit,
guotient (lorsqu’il est défini) et une puissance quelconque d'équivalences.

Démonstration. Exercice (aveq¢ = (1 + ¢)g etc.). a

Remarque 2.2.7Dans le cas général, on ne peut additionner des équivalences :
flx)=2%*—2x > —z,g(x) =z ¥ xmaisf + g % 0.

Proposition 2.2.8 (composéepoit f ~ g ety : I — R t.q.lim,p = a alors
foyp~ygop.

Démonstration. exercice (comme avant, on trouse= € o o — 0). (]

Proposition 2.2.9 (comment trouver des équivalents)
) f(x) = fla) ~ f'(a)(x —a) sif'(a) # 0

i) f~g>0= [f(t)dt ~ [T g(t)dt, pourg continue dans un voisinage
(pointé) dea.
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2.3 Développements limités : définition et propriétés

Démonstration.D’aprés la définition, diim f = ¢ € R\ 0, alorsf —c¢ = o(1) = o(¢),
donc f ~ c. Utilisons ceci avec la définition de la dérivé (?2:5(‘1) ~ f'(a), eten
multipliant cette équivalence par— a, il vient le (i).

Le (ii) est équivalent & — g = o(9) = [’ (f — 9) = o(/[ g). Montrons que: =
o(g) = ['h = o[ g). Soit donch = £g; on a Ufsgg‘ < m"‘xf'EgH g.0re —

0 = max(, 4 [e| — 0, donc% —0et[Th=o(fg). O

2.3 Deéveloppements limités : définition et propriétés

Les développements limités consistgnbsso moda trouver une approximation
polyndmiale a une fonction plus compliquée, au voisinage d'un point choisi. lls ont
de nombreuses applications dans d’autres sciences (physique,...), mais aussi dans les
mathématiques elles-mémes, en particulier en analyse numérique.

2.3.1 D.L.dordre nenxg

U

Définition 2.3.1 Onditquef : I — R admetunDL,, (x) ssiil existe un polynéme
P € R,[X] etune fonctiorz : I — R t.q.

Veel: f(x)=Px—x9)+ (x—x0)"e(x) et licme =0.

On appelle alorsP(xz — x) la partie réguliére du DL, etx — xo)"c(x) le reste
d’ordre n, que I'on note aussi((z — zo)").

Exemple 2.3.2 (fondamental)f : |-1,1][ - R; f(z) = 1= = 1+ 2z + 2 + 2% +
232, doncf admet unD L, (0) de partie réguliéreP(z) = 1 + z + 22 + z* et de
restex® e(z) = 3 L.

Remarque 2.3.30n permet le casy ¢ I, mais les seuls cas utiles sont ceux ou
xo € I (adhérence d€), par exempld = [a,b] \ {zo} ouT = |zg, b[.

Remarque 2.3.41l faut insister sur le fait qu'un développement limité est une stricte
égalité mathématique, il ne faut donc jamais « oublier » le reste en faveur de la partie
réguliére. D'ailleurs, dans certains cas le reste peut étre plus intéressant que la partie
réguliere.

Remarque 2.3.5Comme la formule simplifie pou, = 0, on se raméne souvent a ce
cas en considérant(t) = f(z¢+t), c’est-a-dire en faisant un changement de variables
x = xq + t, puis unDL(t = 0), dans lequel on resubstitue finalement x — xg.

Corollaire. (Conséquences de la définition.}— On se limite ici aux cas ot est un
intervalle, éventuellement privé du poing.

— Si f admet un DL enzy € I, alors f admet une limite e, égale aay =

P(0). Sizg € I, cela implique quef est continue eny. Sinon, f admet un

prolongement par continuité en (en posanf(z) = ao), dont le DL coincide
avec celui def.
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— Si fadmetDL,(z), n > 1 etxy € I, alorsf est dérivable em et f'(z¢) =
ayp = P/(O)

Exemple 2.3.6Pourn € N, k € N*, f(x) = 2"*!sin =% n’est pas définie et mais
admet unDL,,(0) (de partie réguliére nulle et avec= x sin z~*) et donc une limite
(nulle) et donc un prolongement par continuité @rPourn > 1, ce prolongemenf
est dérivable en 0 (2partie du corrolaire) (aveg”’(0) = 0), mais la dérivée n’est pas
continue erd sin < k : en effetf’(z) = (n+ 1)z"sina ™% — k2" ¥ cosz™* (x # 0)
n'admet pas de limite en 0 pour< k.

Remarque 2.3.7L'exemple précédent montre que mémg admet un DL & un ordre
aussi élevé qu'on veut, cela n'implique jamais que la dérivée soit continue, et donc
encore moins que la fonction soit deux fois dérivable! (Prerdten arbitrairement
grand dans I'exempl&.3.6)

2.3.2 Unicité du D.L.

Lemme (troncature). Si f admet unDL, (x,) de partie réguliére’, alors f admet
DL, (z9) Ym € {0,...,n}, dont la partie réguliére sont les termes de degré de
P.

Démonstration. Exercice facile : il suffit de montrer que les termggz — )" avec
k > m peuvent s’écrire comme reste d’ordre:

n

Y anle —z0)* + (2 — wo)"e() = (& — x0) ()

k=m+1

avec

n

n = Z ap(x — o) 7™ 4 (2 — 20)" T e(x) — 0 (x — x0) -
k=m+1

O

Théoréme 2.3.8 (unicité)Si f admet un DL, il est unique, c’'est-a-difé ete sont
uniques.

Démonstration. (par recurrence). Pour= 0, P = ag = lim,, f ete(x) = f(z) —aq
sont déterminés de fagon unique. Supposons qui#llg(x,) de f est unique, et que
f admet unDL,,.1(z0), f = S0 ai(x — 20)' + (x — x0)"Hle(x). D'aprés le
Lemme qui précedey + - - - + an(z — xo)™ + (& — x,,)"n(z) avecn(z) = apy1(x —
x0)+ (x—x0)e(x) estunD L, (zo) de f. D’aprés I'hypothése de récurreneg, ..., ay,
ainsi que le restg sont uniques. Ofim,_., I%On(x) = ant1. Ce coefficient, et

€= n(x) — an41 SONt donc également uniques. O

r—Io

Remarque 2.3.9 Autre démonstration : soif(z) = P(x — xo) + (z — zo)"e(x) =
Q(z —x0)+ (x —x0)"n(x), avecP = apg+---+a, X" etQ =by+-- -+ b,X™. En
considéranfim(z — x¢) de I'équation précédente, on@ = by. Sin > 0, on peut
alors soustraireny = by de cette équation, la diviser par — () (pourz # xg), et
on repart du début avec une équation du méme type maisrad@ninué d’'un rang,
de laquelle on déduit; = b4, etc... Quand enfin on arrive.a = 0, ayant identifié le
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2.3 Développements limités : définition et propriétés

terme constant et soustrait des deux membres, I'équation de\ient= 7(z), d’'ou
également l'unicité des restes.

Corollaire. f paire (par rapport au pty) = P pair, c'est-a-dire® = P(—X) <—
P=LYP+P(X)) &= P=ay+aX?+ - +ayX*

Démonstration. f paire < f(zg +t) = f(zo — t), doncP(t) = P(—t) (en
comparant partie réguliére duL(zo) de f etdef(zo — (z — xo))). O

2.3.3 Existence des D.L. — Formules de Taylor

Dans ce paragraphe, on affirme I'existence du D.L. pour les fonctions suffisament
dérivables, et on précise en méme temps une expression explicite des coefficients de la
partie réguliere en terme des dérivées de la fonction au point du D.L.

Théoréme 2.3.10 (de Taylor—Lagrange)Si f estn + 1 fois continlment dérivable
sur [z, 2|, alors f admet unDL,,(z() de partie réguliére

et 7}‘(”)(10) X",

P = f(zo) + f'(z0) X +- o

(de coefficienty, = & f*)(z0)), avec lereste de Lagranged'ordre n,

f(n+1)(c)

(n+1)! (& —20)""".

3 € Jao,al : f(x) — Pla - o) =

Remarque 2.3.11A titre mnemotechnique, le reste d’ordiea donc la méme expres-
sion qu’un terme d’ordrex + 1 de la partie réguliere, sauf que le « coefficient » n'est
pas une constante dans la mesure ou le potitdessus dépend de

Démonstration. Avec I'hypothése de ce théoreme, nous avons déja démontré la for-
mule de Taylor

F#) = @)+ (@) (2 = a) + -+ [0a) (0~ )" + Ra(f,,2)

avec le reste intégral d’ordre

Ro(f00) = o [ £ 0) @ =0,

dans le chapitré.4.4(pagel7), comme application de I'intégration par parties. Pour
que cette formule corresponde effectivement & un D.L., il faut montreRgué, a, x)

est négligeable devatt — a)”, lorsquer — a. Pour cela, utilisons le théoremet.12

de la moyenne généralisée, avge) = (x — ¢)™ > 0 pourt € Ja, z[. Il existe donc

¢ € la, x| tel que

x

Ralf.a0) = i f () [ @ty

Cette derniére intégrale vaut

—1 ¢ 1
—_Hntl _ \n+1
[n—l—l(x ) } n—i—l(x %) ’

a
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2 FONCTIONS NEGLIGEABLES ET EQUIVALENTES ; DEVELOPPEMENTS LIMITES

d’ou la formule du reste de Lagrange (avee x).
fntt étant continue donc bornée durb[, on a queR,,(f,a,z)/(x — a)™ tend vers
zéro, c'est-a-dirdR,,(f,a,x) = o(x — a)™. O

Remarque 2.3.120n peut montrer que le théoréme reste vrai sous la condition moins
forte quef (™) (z,) existe etf soitn + 1 fois dérivable sutz, z|.

Par exemple,f(z) = +/z, admet unDLy(0) de partie réguliere nulle et de reste
Ro(f,0,2) = \/z = o(z®). La dérivéef’(z) = 3 2~/ n’est pas définie en 0, mais

le reste peut néanmoins s’exprimer comffig) - = avecé = ix.

La formule avec reste intégral reste en effet vraie dans ces conditions, mais le
R(f,a,xz) est en général une intégrale impropre, définie comﬁfe cedt =
limy, 4 f;f - -dt, qui converge (c'est-a-dire cette limite existe et elle est finie), car
la primitive s’exprime en termes dé™) qui est continue par hypothése.

(Dans I'exemple précédent, on a l'intégrale impro;fgét—l/2 dt qui converge car la
primitive 2 /= admet une limite en 0.)

Remarque 2.3.13Dans le cas particulier (mais fréquent) oy = 0, et en posant =
6z avech € [0, 1], la formule de Taylor-Lagrange s’appeliermule de MacLaurin :

f©) L, frhee)
ot o

Une autre version de la formule de Taylor, nécessitant une hypothése moins forte,
mais donnant un résultat plus faible, est le

Théoréme 2.3.14 (Taylor—Young)Si f (") (x) existe, alorsf admetDL,, (x,) de
partie réguliére

(n)
p:f@@+fwwx+.”+£?ggxy

Nous en admettons ici la démonstration, on peut p.ex. consulter [Ramis & al, Cours
de Math Spé, Il1].

2.3.4 Application : D.L. de quelques fct élémentaires

En utilisant la formule de Taylor, on obtient les DL(0) des fonctions élémentaires
exp, cos, sin, (1 + x)® donnés ci-dessous, @liz™) représente une fonction inconnue
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2.4 Opérations sur les D.L.

de la formez™e(x), aveclimO e(z) =0.
xr—

1 1
eI:exp:c:1+x+§x2—|—~-+—|x"+o(x”)
n!

-1
sinz =z — 6I3+_'”+(2(n—|—)1)' 2l 4oo(g? )
1 -nH"
cosx:1—2x2+—~--—|—((2n))! 22"+ o(z?™)
1 —1)nt!
ln(1+a:):x—fx2+—-~~+ix”+o(x")
2 n
1

17:1+x+x2+--~+:17”+0(x”)

-z

a a—1 a—-2 a—-n+1
[E— . DR x

1 2 3

I+z)*=14azx+- -+ "+ o(z™)

Les fonctionschz = £+~ etshx = <=¢— ont comme DL les termes en puis-

sances paires resp. impaires«fe ce sont donc ceux des x, sin x, mais avec des
signes + partout. (En effetps 2 = Re e* = ch(i-z) etsinz = Sme"” = Lsh(i-z).)

2.4 Opérations sur les D.L.

2.4.1 Combinaison linéaire, produit et quotient de D.L.

Proposition 2.4.1 Si f, g admettent de® L,,(xo) de partie réguliéreP resp.Q,
alors \f + ug et f - g admettent de® L, (z¢) de partie réguliere\ P + uQ) resp.
des termes de degrén de P - Q).

SiQ(0) # 0, f/g admetunD L, (o) de partie réguliere obtenue par divisid?ty Q
selon les puissances croissantes, a I'ordre

Démonstration. Il suffit de remplacerf, g par leur D.L. et de développer les expres-
sions. (Exercice : détailler ceci!) O

Exemple 2.4.2Obtenir le DL5(0) detan(x) par division desD L5 (0) desin et cos.

Solution : on trouve

2.4.2 Intégration d'un D.L.

Proposition 2.4.3 Si f est dérivable ef’ admet unD L, (z,), de partie réguliére
ap+ a1 X + - -+ a, X", alors f admet unDL,, ;1 (zo) de partie réguliereP =

f($0)+aoX_|-...+”aﬁXn+1.
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2 FONCTIONS NEGLIGEABLES ET EQUIVALENTES ; DEVELOPPEMENTS LIMITES

Remarque 2.4.40n ne peut en général dériver un DL, mémef silérivable. Ex :
f(z) = 2% sin 1 admetDL,(0) maisf’ n’a pas de limite en 0 donc pas de DL & aucun
ordre.

2.4.3 Composée de D.L.

Proposition 2.4.5 Si f admet unDL,,(x¢) de partie réguliereP et g admet un
DL, (P(0)) de partie réguliere, alorsg o f admet unDL,,(xo) de partie régu-
liere obtenue par les termes de degté: de Q(P) (polyndbme composé).

Exemple 2.4.6 p(x) = (1 + z)* = f o g(x) avecf(z) = expx, g(z) = zIn(1 + ).

2.5 Application des D.L. : Etude locale d’'une courbe

On considéref définie surl = |zy — o,z + o admettant urD L, (zo) de partie
réguliéreP = ap + a1 X + a, X", p > 2t.9.a, # 0.
Alors la tangente a la courbeC; de f a pour équatioy = ag + a1 (z — xo), etla
position deC'; par rapport & est donnée par le signe dg(z — x()? :
1¢" cas :p pair. le pointP = (xg, f(xo)) est dit ordinaire
a, >0 = Cyaudessusdga, <0 = Cyen-dessous dg
Sia; = 0 = extremum; dans ce cas, > 0 = minimum etf convexe, et
a, < 0 = maximum etf concave au voisinage dg.

2° cas :pimpair. P = (xo, f(x0)) estun pt. d'inflexion('; traverset en P.

Convexité et concavité a droite et & gaucheRselon le signe de,(x — x¢)?
(cf. ci-dessus).

Exercice 2.5.1Faire un dessin représentatif pour chacun des 4 cas possibles (
pair/impair, a, > 0 eta, < 0)

26 D.L.entoo

Définition 2.6.1 On dit quef : I — R, I = Ja, oo (resp.I = ]—o0, af), admet un
DL, (c0) (resp.DL,(—0)) ssidP € R, [X] t.q.

Ve el: f(x) :P(1)+0(1/x”) (z — £00)

X

(avec toujours)(1/2™) une fonction de la forme(x) /z™, e — 0).

Donc f admet unDL,,(£+o00) ssig(t) = f(1/t) admet unDL, (+0) ; c’est ainsi
gu’on détermine dans la pratique IB4.(+00) (Méme si on n’écrit pas explicitement
le changement de variables= 1/x).

Corollaire. Si f admet unDL(+o0), alors f admet une limite finie ed-co (comme
dansle cas d'uDL(a), a € R).
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2.6 D.L.en £

Remarque 2.6.2Si f s'écrit comme différence de deux fonctions qui n'admettent pas
une limite finie,f peut quand méme admettre dh.(co) lorsque ces deux fonctions

sont équivalentes en I'infini. Pour le trouver, on met en facteur une fonction équivalente
(généralement une puissancee pour pouvoir faire un D.L. de 'autre facteur (dif-
férence de deux DL). Si suffissament de termes des deux DL s'anullent, il est possible
gue le produit soit un D.L. au sens strict (sinon c’estiuh. généralisg

Exemple 2.6.3 DLy(4+00) de f(z) = \/gg2 —1 — /22 — 2 : Séparément les deux
racines n'admettent pas deL(co). Or, f(z) = |z|- (/1 — 1/22— /1 — 1/z), eten
utilisant

Vi-1/z =1+ ;( 1/z) — %(—1/@2 +o(1/x)?

onaf(z) = |o|-(1+4(=1/2%)+o(1/a?)~1+1 L +1 1) = |o]- (122 Lto(1/a2)),
En développant, on é(z) = sgn(z)(3 — 31 + o(1/x)), d'oul le résultat cherché.

2.6.1 Application : étude d’'une branche infinie erd-co

Pour trouver I'asymptote (si elle existe) a la couébé'une fonctionf, on cherche
un DL, (c0) de la fonctiong := z — 1 f(z). Sig(z) = a + b/z + o(1/x), alors
f@)=zg(x)=a-z+b+0(1) (z — oo), donc la droiteA d’équationy = ax + b
est asymptote &.

Remarque 2.6.40n peut renoncer a l'introduction de la fonctiom, et faire le

« DL(c0) » directement a partir de la fonctiofi. Cependant, I'expressiofi(xz) =
a-x+b+o(l) (x — oco)n'est pas unDL(oco) au sens strict de la définition, & cause
du premier terme qui n’est pas un polynémelé¢n.

La position deC par rapport A au voisinage de I'infini se déduit du signe de
f(z) — (ax + b). Pour le connaitre, on peut chercher le prochain terme non-nul dans
le DL(c0) deg. Sig(z) = a + b/z + a,/zP + o(1/2P) aveca, # 0, alors on a
f(®)=a-z+b+a,/zP~1 +o(1/zP~1). Le signe de, indique donc la position de
C par rapport &\ : poura, > 0, C est au-dessus d& au voisinage de-co, sinon en-
dessous. Le méme raisonnement s’applique au voisinagexdesn tenant compte du
signe der?~! :ici c'estsgn a, - (—1)P~! qui indique siC est au-dessus ou en-dessous
deA.

Si la courbeC a une convexité ou concavité définie au voisinagetde, est

convexe ssi elle est au-dessusfilesinon concave ; c’est tout a fait analogue a I'étude
locale en un point € R, sauf que I'asymptote joue le rble de la tangente.

Notons que}zf peut ne pas admettre d&l,, avecp assez grand pour déterminer la
position par rapport &, comme c'est le cas poyr= = — x + %sin2 x; ici on peut
toutefois affirmer qug est au-dessus d& : y = .
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3 EQUATIONS DIFFERENTIELLES

3 Equations differentielles

3.1 Introduction — définitions générales

Une équation différentielle (ED) d’ordne est une équation faisant intervenir une
fonctiony ainsi que ses dérivégs®) jusqu’a l'ordren. Par exemple, une telle équation
pourrait étre

1
y'(t)=2-y(t) ou y= §x2y" —b5x.
Dans le 2e exemple, il est sous-entendugast fonction dex, ou plutdt quer signifie
l'applicationid = (z — x) : c’est en effet une égalité entre fonctions.

L'équation différentielle d’ordre: la plus générale peut toujours s’écrire sous la
forme
F(’I5y7yl7"'7y(n)) :O' (ED)

ou F' est une fonction dén+2) variables. Nous ne considérons que le cas ety sont
a valeurs danR. Unesolution a une telle équation différentielle sur I'intervalle- R
est une fonctiory € C™(I;R) (une fonctiony : I — R qui estr fois continOment
dérivable) telle que pour tout € I, on aitF(z, y(z), v/ (z), ...,y ™ (x)) = 0.

Exercice 3.1.1 Vérifier que
— y(t) = C €' est une solution a la 1e équation sur t@itpour toutC' € R fixé ;
— y(z) = ma? — 5x est une solution a la 2e équation, &y pour toutm € R.

Remarque 3.1.2Pour des raisons qui seront développés dans la suite, on dit aussi
“intégrer 'ED” au lieu de “trouver une solution a I'ED".

Dans ce chapitre, on donnera des méthodes pour trouver I'ensemble de toutes les
solutions a une certaine classe d'équations différentielles.

3.2 Equations différentielles du £ ordre

Une équation différentielle est du ler ordre si elle ne fait intervenir que la premiére
dérivéey'.
3.2.1 Eq.diff. a variables séparées

Une équation différentielle de ler ordre est dite a variables séparées si elle peut
s’écrire sous la forme

fy) -y = g(x) (vs)
Une telle équation différentielle peut s’intégrer facilement : En effet, on gceit %,
puis,symboliquement

() - dy = glz) - dz = /f(y)-dy:/g<x>-dx+c.

(On écrit ici explicitement laonstante d’intégratiorarbitraireC' € R (qui est déja
implicitement présente dans les I'intégrales indéfinies) pour ne pas I'oublier.)
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3.3 Equations différentielles linéaires

Il s’agit donc d’abord de trouver des primitivéds et G de f et deg, et ensuite
d’exprimery en terme de: (et deC) :

Fly)=Gx)+C < y=F YG(x)+0O).
C’est pour cette raison que l'on dit aussi « intégrer » pour « résoudre » une équation

différentielle.

Exemple 3.2.1Résoudre suf = |1, co[ I'équation différentiellery’ Inz = (3lnx +
1)y. On peut « séparer les variables» €ty) en divisant payx In z, ce qui est permis
ssiy £ 0 (carzInz > 0 d'apres I'énoncé). On a

! Inz+1 1 1 1
y _3lmz+l /fdy:/MdHC
Y zlnx Y rzlnzx

avecC € R, soit Bzt = 3 4 1)

zlnx zlnx

Inly| =3n|z|+In|lnz|+C" = 1n’x3 lnx| +C.

(On a simplifiéln |...| = In(...) en utilisant quer € I <~ z > 1.)
En prenant I'exponentielle de cette equation, on a finalement

y=Cox®Inx

avecC, € R : en effet, le signe d€'5(= ieC') tient compte des deux possibilités
pour|y|, et on vérifie qu&>, = 0 = y = 0 est aussi solution (mais pour laquelle le
calcul précédent, a partir de la division pagr n’est pas valable.)

3.2.2 Détermination de la cte. d’intégration

La constante d'intégratiod’ est fixée lorsqu’on demande que pour tin= zg
donnée, on ait une valeur donnéeyde) = y(zo) = yo. (On parle d'urprobléme aux
valeurs initiales)

On arrive au méme résultat en travaillant dés I'intégration de I'équation différentielle
avec des intégrales définis :

Yy xT

£0) o' = gle) Aytan) =0 = [ fn)-an= [ g(e)-ac.

Yo Zo

La fonctiony ainsi obtenue est directement telle que,) = yo, Sans passer par la
détermination de la constante d’intégration.

3.3 Equations différentielles linéaires

Définition 3.3.1 Une équation différentielle d’ordre estlinéaire ssi elle est de |4
forme

L(y) = f(x) (%)
avec
L(y) = ao(x) y + ax () y' + az(x)y" + -+ + an(z) y™ .
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3 EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Proposition 3.3.2 L'application L : C* — C° qui a la fonctiony associe la nou-
velle fonctionL(y), est une application linéaire.

Démonstration. En effet,

Ly+2) = zaz )y +2)

= Zaz y( + Zaz
= L(y) + L(2)

et pour tout\ € R,

=3 i) (A )
i=0
= /\Zai(x)y(i) = AL(y)

Définition 3.3.3 L'équation différentielle
L(y)=0 (E.H.)

s’appelle équation homogene associée a

Proposition 3.3.4 L'ensembleS, des solutions & E.H.) est le noyau de I'appli-
cation linéaireL, c’est donc un sous-espace vectorielld¢R). L'ensembleS des
solutions a(x) est donné par

S=yp+ S = {yp + Yn;Yn € SO} avec L(yp) = f(x)

c'est-a-dire les solutions sont de la forpe= y, + y5, Ou y, est unesolution
particuliére de (x), ety, parcourt toutes les solutions de I'’équation homogéne

(E.H.).

Démonstration.La premiére partie est évidente. En ce qui concerné fartie, d'une
part toute fonction de la formg, + yj, est solution dex) : en effet,L(y, + yn) =
L(y,) + L(yn) = f(z) + 0 = f(z). D’autre part, soieny; ety, solutions a(x),
alors on peut voig; comme la solution particuliérg, et toute autre solutiog, vérifie
L(y2 —y1) = L(y2) — L(y1) = f(x) — f(x) = 0, donc la différencey, = y» —y1 est
bien une solution &F.H.), donc un élément de,. O

3.3.1 Principe de superposition

Si f(x) = fi(z) + f2(x), une solution particuliére est donnée par y; + y2, OU
y; est une solution &(y;) = f;(z) (pouri = 1, 2).
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3.4 Equations différentielles linéaires du 1  ® ordre

C’est une conséquence directe (voire la définition) de la linéarité de I'opétateur

On reviendra sur ce principe trés important (voire fondamental notamment en ce
qui concerne les lois de la nature) dans les cas particuliers des équations différentielles
linéaires du ler et du 2nd ordre.

3.4 Equations différentielles linéaires du §" ordre

Une équation différentielle linéaire (EDL) du ler ordre est une équation différen-
tielle qui peut s’écrire sous la forme

a(z)y +b(x)y = c(z) (E)

Oua, b, c sont des fonctions continues sur un méme intenfalieR, et on demandera
Ve el :a(z)#0.

A cette équation différentielle on peut associer la méme équatiorncavet:
a(z)y +b(z)y=0 (Eop)

C’estl’équation homogéneassociée a (EDL), ou équation sans second membre. (On
la note auss{E},) ou (E.H.).)

3.4.1 Structure de I'ens. de solutions

Proposition 3.4.1 L'ensemble des solution$, a (Ep) est un sev. des fonctions
C(I). L'ensemble des solutiorfs a (E) est obtenu en ajoutant a toutes les sqlu-
tions de(Ey) une solution particuliére quelconque ¢E).

Démonstration. C’est un cas particulier de la propositiBr8.4 mais on peut vérifier
explicitement que la fonction nulle et toute combinaison linéxiret uy» de solutions

a (Ey) sont toujours solutions &Fy), donc c’est un s.e.v. De méme, si on a deux
solutionsy; ety. & (FE), alors leur différence est solution&). Réciproquement, on
obtient donc tous leg, € S en ajoutant & un quelconqye € S tous lesy, € So O

3.4.2 Résolution de I'équation homogéne associée

En effet,(E.H.) est une équation différentielle a var.séparées, en I’écr%aﬁi
_ (=)

En l'intégrant, on obtient

a(z)"
1n|y|:/—@dx+0
a(x)
etavecK € {£e“ 0}
y=Ke'™  KecR, F(x):/—@dx.
a(x)
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3.4.3 Solution particuliére par variation de la constante

On cherche la solution particuliére sous la formme= K (z)e(*), avecK une
fonction a déterminer (“variation de la constante”). On trouve gjast solution ssi

K’(x)zccl((z%e‘“w) — K(a:):/z((z;e—F(w)dx,

(on peutintéger car c’est une composée de fct.continues, et on peut oublier la constante
car elle correspond a une solution(de. H.)).
Une solution particuliére est donc

y = oF (@) / c(z) o F(2) dz |
a(x)

et la solution générale est donc

y =" <K+/2(<36_F(w)dx> , KeR, F(a;):/—de

Exemple 3.4.2Résoudre suf = |0, Z [ I'équation différentielle
(sinz)y — (cosz)y =z (E)

Solution : Résolvons d’abord suf I'équation homogéne

(sinz)y — (cosz)y=0. (EH)
On obtient ,
y _ cf)bx = In|y|=In|sinz|+k, kER
y  sinz

La solution générale deF H) est donc
y=Ksinx, KeR

(avec K = +e* pour tenir compte des valeurs absolues et= 0 étant solution
aussi).
Cherchons ensuite une solution particuliére(d® sous la forme

y=K(z)sinz, KeC'YI)

(c’est-a-dire K est ici une fonction continiment dérivable dir
On aalorsy’(x) = K'(z) sinxz + K(z) cosx ce qui donne dans (E) :

(sinz) [K'(z) sinx + K () cosz] — (cosz) K(z) sinz = x

et comme dans la théorie générale (et c’est toujours ainsi par construction), il ne reste
que le terme e’ (z), soit :

Veel:K'(x)sinz =2 <= K'(z)= l2 <:>K(m):/ xz dz .
S T s r
On integre par partie, en posant
1
— ! = t / = ]. = —
u(e) =z, /(1) = —— et W/(@) =1, v(@) = ———,
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3.5 Equations différentielles linéaires du 2 € ordre a coefficients constants

ce qui donne

_ 1 _ _
K(z) = * —|—/ do = —~ _'_/cosxdx: x +1In|sinz|+C.

tanx tanx tanx sin tanx

Surl, sinz > 0; unesolution particuliere est donc obtenue patir= 0,
y=—zcosz + (sinz)Insinz
et la solution générale der’) est donné par

y=—zcosz+ (K +Insinz)sinz, KeR.

Remarque 3.4.3Siy; ety, sont deux solutions particuliéres(a), alorsy; — y- est
solution de(E.H.), et la solution générale &) est

y=uy1+clyr1 —y2), c€ Rarbitraire.

Changement de variable

De fagon générale, pour résoudre une équation différentielle du ler ordre, il faut
trouver un moyen d’arriver a une équation différentielle a variables séparées. La mé-
thode de la variation de la constante est en effet un moyen de passer de I'équation
différentielle linéaire inhomogéne (qui n’est pas a var.séparées) a une équation pour
la nouvelle fonctiork(x) = y(x)/yn(x) (00 y., solution homogene, est une fonction
connue, lorsqu’on a résolWl H)) qui est en effet & variables séparées.

C’est donc en fait uthangement de variablgui fait passer de I'équation poyr
a une équation plus simple pokirque I'on sait intégrer, et dont la solution permet de
remonter &.

De facon analogue, il existe souvent un changement de variable qui permet de pas-
ser d'une équation différentielle quelconque pgua une équation différentielle li-
néaire pour une nouvelle fonctian que I'on sait résoudre, et qui permet ensuite de
trouvery.

Exemple 3.4.4L’équation de Bernoully’ cos z 4+ ysinz + 3® = 0 devient une équa-
tion linéaire (' — 2 utanz = 2/ cos x) pouru = y%

L'équation de Ricatty’ = (y — 1)(zy — y — ) admet la solution évidente = 1, et
on trouve les autres solutions en posant 1 + % ; ce qui donne en effet une équation
linéaire W' — v = 1 — x) pouru.

(Exercice : resoudre ces deux équations différentielles.)

3.5 Equations différentielles linéaires du 2 ordre a coefficients
constants

On s'intéresse mainenant aux équations différentielles du 2e ordre, mais seules aux
EDL ou les coefficientag, a1, a2 sont des constantes réelles.
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3.5.1 Définitions

Définition 3.5.1 Une EDL du 29 ordre & coeff. constants est une équation diffé-
rentielle de la forme
ay” +by +c= f(z), (E)

oua,b,c € R (a # 0), etf € C°(I) (I ouvert deR). L’équation homogéne (ou
sans second membre) associée est

ay"+by' +c=0, (E.H.)

D’apres les résultats généraux on sait que I'ensemble des solut{@h#/d) est un
e.v., et que la solution généralé¢ &) est de la formegy = y,, + ys, (...).

Nous admettons les résultats supplémetaires :

Proposition 3.5.2 1. Pour toutz, € I et(«,3) € R?, (E) admet une unique
solutiony telle quey(zo) = «, ¥'(z0) = 5.

2. Les solutions E.H.) sur I forment un e.v. de dimension 2 (sB), noté
Sa(1).

3. Si y1,y2 sont deux solutions indépendantes @8.H.) ({y1,y=} libre
dans S»(I)), alors {y1,y2} est une base dés(I), c'est-a-dire Sy(I) =
{ayi + Bys;a, B € R}

4. Pouryy,ys € Sa(I), on définitle wronskienw : I — R,

= y1(2) Yo () — v1(2) y2() .

Siw(xzg) # 0 pour unzy € I, alorsw(x) # 0 pour toutz € I, et C'est
une CNS pour quéy, 2} soit linéairement indépendant et donc une base
deSQ(I)

3.5.2 Reésolution de I'équation homogéne associ€k. H.)

On cherche la solution sous la formpe= ¢, » € R. On a doncy’ = ry et
y" = r?y, donc(E) devienty(ar? + br + ¢) = 0.

Définition 3.5.3 L'équation
ar’+br+c¢=0 (EC)

se nommequation caractéristiquede (E.H.).
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3.5 Equations différentielles linéaires du 2 € ordre a coefficients constants

Proposition 3.5.4 Suivant le signe d& = b? — 4ac, on a les résultats suivants :
A >0: (EC)admet 2 racines réelles distinctes # ro, et
’yl(x) =" 7 yo(x) = €7 |est une base d&x (7).

A =0: (EC)admet 1racine double € R, et’ yi(z) =€, ya(x) =xe"” ‘ est
une base d&(I).
A < 0: (EC)admet 2 racines complexes conjuguées- « + i 5 et

ro=a—ifB (B R, B +#£0), et

’ y1(x) = e*® cos Bz, y2(x) = e** sin By ‘ est une base d€,(7).

Dans chacun des cas, la solution généralgaH.) est dong = Ay, + By, avec
A, BeR.

Démonstration.
A > 0: Il estclair queys, y2(x) sont solutions 8. H.). Leur wronskien est égal a

’I“leelrl T 7“26827"2 z | = (T.2 - 7,.1)6(7‘1+T2) v 7é 0 )
doncyy, y» sont indépendants et base$ig 7).
A =0: On vérifie queyz(xz) = ze"* estsolution d¢E.H.) : y4(z) = (rz+1)e" ",
yy(z) = (rPz+2r)e™® etdonca vl (z) +byh(x) +cyz(z) = e"*[(ar? +br +
¢)x + 2ar + b] = 0 car en effetr = —b/2a (commeA = 0).
Le wronskien est égal a

67‘1 :L.e’ffli

re’® (re+1),e” =(rz+1-ra)e*"" £0,

doncys, y» sont indépendants et base$ig 7).
A<0: Ona

e**(acos Bx — [sin fx)

e®®(a? cos Bz — 2af3sin Bz — (2 cos fz)

= s
= =
8 8
S~— N—
[

et donc
ayy(x) +byi(x) + cy(x)

= e**[(a[a® — B%] + ba + ¢) cos 4 (—2aaf — bB) sin B] = 0

les coefficients étant la partie réelle et imaginaireicfe+ br + ¢ = 0. Le calcul
est identique pouys,.
Le wronskien est égal a

e*? cos Bx e* 7 sin Bx
e*?(acosfr — fsinfx) e**(asinfx + [cos fx)

= e2*%(B[cos® B+ sin? B] + [a — ] sin cos Bz) # 0
carg # 0, doncy,, y2 sont indépendants et basesig 7).

Ainsi, on aS,(I) dans tous les cas possibles.
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3 EQUATIONS DIFFERENTIELLES

3.5.3 Solution particuliére a(E)

On distingue encore 2 cas particuliers et une méthode générale :

f(z) =e*P(x) oua € CetP e C[X] (un polyndbme).
On cherche la solution sous la forme= e**Q(x), ou@ est un polyndme. dont
on peut préciser le degré :
—sia n’'est pas racine deEC), alorsdeg @Q = deg P;
—sia est'une des deux racines (EC), alorsdeg Q = deg P + 1;
— sia estracine double dg&C), alorsdeg ) = deg P + 2.
Remarques :
i) Cette méthode s’applique notamment paue 0, c-a-d.f(z) = P(x).
if) On peut aussi chercher une solution sous la fogfe = z(x) e**, ou z est
une fonction a déterminer ; en remplagant ceci ddf)s on obtient une équation
différentielle pourz, de laquelle on tire (qui doit étre égal &), modulo les ctes
d’'intégration qui corresondent a une solution homogene). Ce procédé est en fait
équivalent a la méthode de la variation de la constante.

f(z) = M coswz + N sinwz olw, M,N € R.
On distingue encore une fois deux cas :
i) iw N'est pas racine déEC) : Dans ce cas, les fonctions+— coswz,  —
sinwz ne sont pas solutions d&. H.). Une solution particuliére dg’) sera de
la formey = Acoswz + Bsinwz, ou les constanted, B € R se déterminent
par identification.
i) iw est racine dg EC), donc les fonctionst — coswz,  +— sinwz
sont solutions dé E.H.). Une solution particuliére déFE) sera de la forme
y = z(Acoswz + Bsinwz), ol les constanted, B € R se déterminent par
identification.

principe de superposition : Si f(z) = fi(x) + f2(x), une solution particuliére est
donnée pay = y; + y2, OUy; estune solution ay, + by, + cy; = fi(x) (pour
i =1,2). (Conséquence de la linéarité le y — ay” + by’ + cy.)

Exemple 3.5.5Résoudrg)” + y = = + cos 3z surl = R.

a) équation homogeéne : L'équation caractéristiquesgst- 1 = 0. La solution
générale déE.H.) estdoney = Acosz + Bsinx.

b) solution particuliere & + y = x : y = x convient.

c) solution particuliere &” + y = cos 3z : En remplaganty = Acos3z +
B sin 3z dans I'équation, on trouvA—9A) cos 3z+ (B —9B) sin 3z = cos 3z,
doncA = —1 etB =0.

d) conclusion : la solution générale egt= = — % cos3x + Acosx + Bsinz.

méthode de variation des constantesSoienty; etys deux solutions indépendantes
de(E.H.). On cherche une solution particuliére(de) sous laforme = Ay, +
By, ou A et B sont des fonctions vérifiamd’ y; + B’y = 0. Ainsi, ¢y =
Ay} + Byj, et(E) devienta(A' yi + B’ y4 = f(x) (caray) + by, + cy; =0
pouri = 1, 2).
Donc, A’, B’ sont solutions du systeme

Alyy + B'y2 =0
Ayl + Blyy = 1 f ()

Ce systeme se résoud aisément, ce qui defing’, puis A, B par intégration.
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3.5 Equations différentielles linéaires du 2 € ordre a coefficients constants

Exemple 3.5.6Résolvong)” + y = . La solution de(E.H.) esty, =
Acosx + Bsinz, A, B € R (cf. exemple précédent)

Cherchons une solution particuliére. Les solutigas= sin x, yo = cos x sont
indépendantes, en effet leur wronskien va(it) = —1. Cherchons une solution

sous la formey, = A(x) cosz + B(z)sinz, avecA'y; + B'y, = 0. A’, B’ sont

solutions a
A'sinz 4+ B’ cosxz =0
A’ cosx — B sing = ——
sin® T
donc
/ 1 0 cos T cos T
A=——1| 1 - = —3
w(x) | 73 —sinx sin® o
1 sinx 0 -1
B = 1 = .32
w(z) | cosxT S5 sin“ x
avec les primitives
-1 cosT
A= — >—, B=— .
2sin“ x sinx
On a donc la solution particuliére
_ -1 n cos?® x _ cos 2x
Y= 9eing ' sinz  2sinz’

et la solution générale en ajoutapt = A cosx + Bsinx.
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4 FONCTIONS A VALEUR DANS R? : COURBES PARAMETREES

4 Fonctions a valeur dansR? : courbes paramétrées

Définition 4.0.7 (et interprétation géométrique) SoitD un sous-ensemble de
R2.

— Une fonctionf : D — R? et appeléapplication vectorielle a valeurs dan®?.
— Les deux fonctions : D — R ety : D — Rtelles que

vteD: f(t) = (x(t), y(1))

sont appelées les applicationemposantesie (ou : associées ).
— Le plan étant rapporté a un repéf€, 7, 7), on noteM (¢) le point dont les coor-
données sonf(t) = (z(t),y(t)). Lorsque leparamétre ¢ parcourtD, le point
M (t) décrit un sous-ensemble du plan, appelédarbe C de (ou : associée a
f.
— Le systeme d'équations
x = z(t)
y=1y(t)

est appelé unesprésentation paramétriquedeC.
On dit alors queC est une courbe paramétrée.

teD

4.1 Plan d’étude d’'une courbe parametrée

On procéde en 6 étapes, précisées ci-dessous :

1°) Préciser le domaine de définitiorD c’est-a-dire 'ensemble des points en lesquel
lesdeuxapplications composanteset y sont définis.

2°) Recherche de périodes et symétries

1. Si3aT > 0:Vt € D,z(t) = z(t +T) ety(t + T) = y(t), la fonction est
t—périodique : on peut alors restreindre I'étude a l'intersectio® devec
un intervalle de longuelr, et on obtient ainsi toute la courbe.

2. SiD est symétrigue et on a une des symétries suivantes :
() Vt € D:x(—t) = x(t) ety(—t) = y(t) (x ety fcts paires de),
(i) Vt € D: x(—t) = —x(t) ety(—t) = y(¢t) (x impaire ety paire),
(i) Vt € D : z(—t) = z(t) ety(—t) = —y(t) (z paire ety impaire),
(iv) Vt € D: z(—t) = —z(t) ety(—t) = —y(t) (z ety impaires),

alors on restreint I'étude@c D N R, et on obtient toute la courbe
(i) qui est parcourue 2 fois
(ii) en complétant I'arc par une symétrie par rapport a I'axe
(iii) en complétant I'arc par une symétrie par rapport a I'axe
(iv) en complétant I'arc par une symétrie par rapport a I'origihe
3%) Rechercher les eventuelles branches infiniesvoir chapitre4.2
4°) Faire un tableau de variations pourz ety, en étudiant les signes déety’.

5°) Etudier les points particuliers tels que points stationnaires (= singuliers), points
doubles : voir chapitré.3
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4.2 Etude des branches infinies

6°) Tracer la courbe en s’aidant des résultats précédants, notamment en reportant
aussi les points singuliers, tangentes et asymptotes.

4.2 Etude des branches infinies

Définition 4.2.1 La courbeC présente une branche infinie (ou : un arc infini), si au
moins une des coordonnées tend vers l'infini, pour ¢g, avecty € R U {£oo}.

Les cas suivants sont possibles :

1. tlir? z(t) =¢ € Ret tlir? y(t) = +oo : C admet la droiteA d’équationz = ¢
—to —to
comme asymptote verticale

2. flir? z(t) = £oo etflin? y(t) = £ € R : C admet la droiteA d’équationy = ¢
t—1to t—to

comme asymptote horizontale

3. lim z(¢) = +oo ettlinfl y(t) = £o0: 0On étudietlir? y(t)/z(t) :

t—to

(a) Si tlin? % = +o00, alorsC admet une branche parabolique dans la direc-
—lo

tion Oy

(b) Si tlintn ult) — 0, alorsC admet une branche parabolique dans la direction
—1lo
Ox

(c) Si }if? % = a # 0, on étudie la fonctioy — a - z :
—lo

- Si tlintl (y(t) —a-z(t)) = b € R alorsC admet la droiteA d’équation

y = a - x + b comme asymptote, et la position @¢A dépend du signe
dey —a -z — b. (On peut utiliser urD L(¢,) pour le trouver.)
- Si thntl (y(t) — a - z(t)) = £oo alorsC admet une branche parabolique
—to

dans la direction de la droite d'équatign= a - .
— Siy — a - z n'admet pas de limite, on ne sait pas conclure.

(d) Si tlir? % n'admet pas de limite, on ne peut conclure sur la nature de 'arc
—1o

infini.

www.Zes-#athematiques.net 51



4 FONCTIONS A VALEUR DANS R? : COURBES PARAMETREES

4.3 Etude de points particuliers

Définition 4.3.1 On suppose que : ¢ — z(t) ety : t — y(t) sont dérivables erj

to. Le vecteul”’(to) = (2'(t0), y'(t)) est appelé le vecteur dérivée fleent,. On
— —_—

note aussl’ (to) par L OM (to).

e SiV'(ty) # 6, c'est-a-dire(z'(to), 3/ (to)) # (0,0), le pointM (t,) est ditpoint
ordinaire.. La droite (7') de vecteur directeu?’’(t,) et passant pan/(t,) est ap-
pelée tangente & en M (o).

Une représentation paramétrique @eest donc donnée par

- {x:x(t0)+x/(to)-(t—t()) e

y =y(to) +y'(to) - (t —to)
et on peut en déduire facilement une équation de la fayjmae mx + b (ouz =
x(to) siz'(tg) = 0) en expriman{t — t;) dans la deuxieme équation en terme|de
x al'aide de la premiere équation :
y'(to)
'(to)

e SiV'(ty) = 6, clest-a-direx’(ty) = y/(to) = 0, alors le pointM (t,) est dit
stationnaire ou singulier.

y =y(to) + (z —z(to)) -

8

4.3.1 Tangente en un point stationnairé\/ (o).

En un point stationnaire, le vecteur dérivée s’annule ; la direction de la tangente est
alors donnée par les dérivées supérieures. On suppose dans la suite les feretipns
suffisamment dérivables pour que toutes les dérivées considérées existent. (Dans le cas
contraire, on ne peut pas utiliser le raisonnement présenté ici.)

1. Sia'(to) = ¥ (to) = 0 et(z"(to),y" (to)) # (0,0) : Dans ce cas, la tangente
(T) aC en M(ty) c'est la droite qui passe pai (¢,) de vecteur directeur le
vecteurV” (to) = ddTiM(to) de composantes:” (to), y" (to))-

2. SiV/(ty) = V"(to) = ... = 3, VP)(ty) # &: On généralise le cas précédent.
La tangentel’ aC en M (to) est la droite qui passe paf (o) et qui a comme
vecteur directeu?’ ® (&) = (P (to), y® (to)).

4.3.2 Position d&C/T et nature d’un point M (o)

L'étude suivante de la nature d’un point, en fonction de la position de la caurbe
par rapport a la tangenfe, s’applique aux points stationnaires, mais aussi a tout autre
point ordinaire.

Notations : On designe pap le premier entier> 0 tel que (z(P)(t), yP (to)) #
(0,0) :
p:min{pEN* | v 756'}
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4.3 Etude de points particuliers

et parg le premier entier strictement supérieup gl que les vecteurg ®) et V(@ ne
soient pas colinéaires. (On peut écrire

q:min{qu* | V@ £ \V®) VAGR}

car pourg < p la derniére relation n’est pas satisfaite non plus.
Ecrivons la formule de Taylor-Young a I'ordtg c'est-a-dire leD L (o) :

= a(to) + L 2P (ko) + .. + L 2@ (k) + (£ —to) 7 &1 (t)
y(t) = y(to) + L y® (tg) + .. + Ly @D (1) + (1 — t) T ea(t)

avectlin? e1(t) =0 ettlh? ga(t) = 0.

—1o —to

En écrivant(S) sous forme vectorielle, il vient :
(t —to)

f(t) = f(to) + Tp V® (b)) + ... + (t—q!to)q V@D (o) + (t — to)1&(t)

Or, Vet (), ..., V(a=1(¢4) sont colinéaires & () (), donc

_ _ -p—17 _
(&) =F(to) + (t — to)" $+)\p+1ﬁ +._.+Aq1“(q’50>("1; 70 (1)

t—1t9)! -
+ L g 0g) + (¢~ et
- — V= ~ — hd -
Etudions le vecteud (ty) M (t) dans le reperéM (to), VP (ty), V(@ (ty)). Siz(t)
ety (t) designent ses composantes dans cette base, on a les équivalences (au voisinage
deto)
(t —to)? (t —t0)?
r1(t) ~ ———— et t) ~ ——
) o nl) o g
Selon la parité de et deg, on a les résultats suivants :
1. p pair etq impair : au voisinage d&, z1(t) > 0 ety (¢) a le signe dét — 1) :
C traverse la tangent& en M (to), qui est unpoint de rebroussement del¢
espece
2. p pair etq pair : au voisinage dé&,, z1(t) > 0 ety;(¢) > 0, indépendamment
du signe dg(t — to) : C ne traverse pas la tangerife M (¢) est unpoint de
rebroussement de2¢ espéce
3. p impair etq pair : au voisinage de&), x1(t) change de signe gt (t) > 0:C
touche la tangent®; M (i) est appelernhéplat’.
4. p impair etq impair : au voisinage dé&,, x;(t) ety (¢) changent de signeC
traverse la tangentB en M (t,), qui est appel@oint d’inflexion .
Sur la suivante figur@ sont représentés ces quatres cas possibles.

4.3.3 Points doubles (ou multiples)

Définition 4.3.2 S'il existet’ # ¢ tels queM (t') = M (t), on dit queM (¢) est un
point double (ou multiple).
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V3(to)

t<to

p pair, ¢ impair : rebroussement de 1¢ espéce p impair, ¢ pair : méplat

74(t0) © Vot

V2(to)

M((to)

V3(to)

p pair, g pair : rebroussement de 2¢ espéce p impair, ¢ impair : point d’inflexion
FiG. 2 — Exemples type des quatre natures de points (singuliers) possibles

Pour trouver les points doubles, il faut donc résoudre le systeme
{x(t’) 2(t)
y(t') = y(t)

avect’ # t. (C'est en général un calcul assez lourd...!)

Notons que I'étude des symétries éventuelles (périodicité ou symétrie) peut étre

fort utile dans la recherche des points doubles. Par exemplestsj sont paires, tout
point M (t), ¢ # 0 est point double.

4.4 Etude d’'un exemple

. e =124 2
Etudions la courb€ définie par . ) + b
Yy = t° + )

1. Domaine de définitionz ety sont définis suD = R \ {0}

2. Recherche de symétries : il n'y a pas de symétries évidentest paire mais:
n'a pas de parité définie.)

3. Etude de branches infinies.
(@) t — Foo:Onazr — +oo ety — oo, il faut donc étudier o i—z =1,
o0

ety(t) —1-z(t) = 5 — 2 = 0: La droite d’équationA : y = x est

asymptote a la courbe pour les deux arc infinis +-oc.
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4.4 Etude d'un exemple

(b) t - 0:0Onay ~ tiz — 4oo etx ~ %t—o; +00 (selon la signe dé). On

étudie donc? ~q # = i — +00, on a donc deux branches parabolique
de direction(Oy) ent = 0

4. étude du signe de’ ety’ :

dt)=2t-2=38-1)=F0t-1) (2 +t+1)
Yty =2t—-2=23@"-1)=2F+1) (-1 (+1)
doncz’ ale signe de — 1 ety’ ale signe de(t> — 1) :
t| —oo -1 0 1 +o00

x'(t) - - - 0 +
z(t) | +oo N\, -1 \, —o0 || +oo \, 3 S +4oo

) |4+00 v 2 J Hoo| 4o N\, 2 S +o0
y'(t) - 0 + - 0 +

5. étudeert =1
2'(1) =y'(1) =0 = M(1) : (3,2) est un point stationnaire.
Calculons les derivées successivescdst y ent = 1 pour connaitre le vecteur
directeur de la tangente et la nature du point :

Donc V(1) = (6,8) # 0 = C admet une tangente el (1) : (3,2) de
vecteur directeu?’”’ (1) = (6, 8).

(Son équation estdoriE: y = §(z — 3) + 2 = 2 — 2)

Nature du point :

a"(t) = -1 . (1) = —12
y"(t) = — 3 y"(1) = —24
V(1) = (—12, —24) est non colinéaire & (1) = (6,8), on est donc dans le

casp = 2,q = 3, c'est-a-dire le poinf\/(1) : (3,2) est un pt de rebroussement
de1¢ espece.

6. recherche de points doubles :
cherchong’ # t tel queM (¢') = M (t), C'est-a-dire

dt)=alt) [ +E=r4]
y(t') =y(t) T+ Em =+ 5

2 1
o -2 =2 - =247 - t'+t= 7
_ 2 _ 2 t'%—¢2 _

t 42 =

cart # t'. Donc

tt = +1 t=+1
<~
t4+t =42 PPF2A+1=0
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4 FONCTIONS A VALEUR DANS R? : COURBES PARAMETREES

Le premier choix de signes est a exclure car il correspoftd-al)? = 0, soit
t =1 =t'. Donct, ¢ sont les solutions & + 2t — 1 = 0, soitt = —1 + /2 et
th=—1-+2.

Le point double est don&/ (¢t) = M (t') = (5,6).

7. Tracé de la courbe : (cf. figure ci-dessous)
on reporte les asymptotes, le pt. stationnaire avec sa tangente. En partant de
au dessus de I'asymptote, on rejoint le(ptl, 2) avec une tangente horizontale,
puis on repart pout — 0— versx = —oo, y = +oo (brache parabolique de
directionOy) (pourz = —10, y = 25).
Pourt au voisinage de-oo, on vient de en-dessous de I'asymptgte x, et on
rejoint le pt. singulier(3, 2) avec la tangente de vecteur directégir8), puis on
repart de 'autre coté de cette tangente, en passant par le pt. double (5,6), pour la
branche parabolique de directiéry, quandt — 0+ (pourxz = 10,y ~ 25).

y t->0+ t->-00

7/ t->+00
%

V'=(6,8) /

FiG. 3 — Graphe de la courbe étudiée, avec I'asympjote = et le vecteur directeur
de la tangente en le point de rebroussement.
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