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DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

DurgEe : 5 heures

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part

importante dans l'appréciation des copies. Les résultats indiqués dans l'énoncé peuvent étre unlisés par les
candidats pour la suite du probléme.

L'usage des instruments de calcul, en particulier des calculatrices électroniques de poche — y compris
calculatrices programmables et alphanumériques — a fonctionnement autonome, non imprimantes, est autorisé
conformément a la circulaire n° 86-228 du 28 juillet 1986.
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Notations et objectil' du Aprobléme
. Soient N et M deux entiers supérieurs ou égaux a 1 .S6it p unréel
de’]0,1[ . On considere les sous-ensembles suivants de IN2: T
R={,7eN2:0sx<N-1,0<y<M-1}; .
Fi={,M):0sx<N-1};Fy ={(N,y):0sy<M-1};

F = Flquu((NM)} et R = RuF

On dé51gne par € Tlensemble des fonctions f déﬁmes sur R ,a
valeurs réelles , vérifiant I'équation fonctionnelle :

) VU, k)eR , fU,k) =p fU+L, k) + A-p) fU,kH).

Apres une premigre partie consacrée & des résultats préhmmau'es ,
nous recherchons (partie IT) les éléments de & . Dans la partie III nous
donnons une interprétation probabiliste de certains éléments de & . Enfin dans
la partie IV , indépendante de la partie III , nous donnons une autre fagon de
résoudre l'équation fonctionnelle (x).

Dans tout le probléme, pour deux entiers naturels g et v vérifiant

0 <y <p, onnotera C; = pl/ vl (u—v)! le coefficient binomial de parametres p
etv.

I Préliminaires.

A) Quotients des divisions suivant les puissances croissantes du
polynéme 1 par le polynéme (1—x)5+1,

 On se propose , les entiers r et s étant donnés (rz1 et s20),de
déterminer deux polym“)mes U et V de l'indéterminée x vérifiant les
propriétés suivantes :
i) le polynéme U est de degré strictement inférieur a r
it) U_.e‘t_ \ %4 satxsfontéla relation 1-x"1U + 2"V =1.

Il Soit f la foncuon ratxonnelle déﬁme par f(x)- —1— L'enher m (m20)
étant donné, déterrmner Fm), dénvée d'ordre m de la fonction f. On convient
que O =

12 a) Dohné;;_le déyélopp_ement en éérie entiéré de la fonction f,en précisant
I'intervalle de validité de ce développement .



b) En déduire (en le justifiant) [ pour' m>1,le développement en série

TOTOULrE sy Tl [ Lt

entieére de la fraction rationnelle - (—IT}C—)T:I-_;._Préciser; I'intervalle de validitg:.

de ce développement .

1.3 Etude d'un cas particulier

On suppose dans cette question que s=0,r restant un entier supérieur
ou égal a 1. S R

@) En utilisant une expression de la somme 1 +z+22+.0 . +%7~1
déterminer un couple de polynémes (U, V) vérifiant les i)grc')priétésh i)'. et i) .

b) Retrouver le résultat obtenu en utilisant le déveldppeme}lt en série

entiére dé 1
1-—x

I.4 Etude du cas général.

Montrer qu'il existe un unique couple (U, V) de polynémes vérifiant les
propriétés i) et ii) . Expliciter le polynome U .( On pourra utiliser le
développement trouvé en 1.2.5).

B) Matrices nilpotentes.

Soit d un entier supérieur ou égal a 2. On désigne par 21, I'espace vectoriel réel
des matrices carrées a coefficients réels, a 4 lignes ¢t d colonnes. Si. A est ,un
clément de M, et 7, j deux entiers de {1, ..., d}, on note A(i, "j) le
coefficient de la matrice A situé a la i~ieme ligne et a ia ficme colonne. On appelle

I, la matrice identité desr; ,. On pose :

Al= I, Al= A et pour toutenticr k22, Ak= AARL.
Une matrice A de 9 , est dite nilpotente s'il existe un entier k21 tel que

“=( ; le plus petit entier r2>1 vérifiant AT =0 cst alors appélé I'ordre de
i!potence de A -

On suppose désormais que A est une matrice non nulle de 2, ,

rilpotente d'ordre’ r. T ’ o AR

15 Montrer que zéro esi la seule valeur propre complexe de la matrice A .

. . . Iy . co R Fe -
Quel es: le polyndme caract:'ristiiie de A'? En dédui:e que » <d:
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16  On désigne par e (A) le sous-espace vectoriel de an, engendré par leg

matrices {Ak,-kz 0] ;Montrer que b={I;,A,...,A™]} est une base de é(A) .

L7 Soit s un élémentdeN.

a) Montrer que la matrice (I; - A) s+l appartient 2 e (A) ; donner ses

coordonnées dans la base b .

b) Montrer que la matrice (I, — A) s*1 est inversible et que son inverse

’
~

notée (I; — A) (s+1) est égale 2 0 skzs - sik A% _ (On pourra utiliser la

question 1.4 ).

1.8 Exemple
On appelle J; la matrice d'ordre d définie par :

. 2 . 1 si j-i=1
VG, pel,...,d)’, 6.0 o, %
0 sinon
a) Pour k22, calculer la puissance k-iéme de la matrice J; .En
déduire que J; est une matrice nilpotente et préciser son ordre de nilpotence .

b) Pour s € IN et A € R, expliciter la matrice (I;-21Jy )= s+1)

II Résolution matricielle de 1'équation fonctionmelle () .

Si f est une fonction sur R ,a \}aleurs réelles , on note M (f) la matrice
a (N+1) lignes et (M+1) colonnes définie par:

Cf0,0) fO0,1) . . . A0,M)]
f,0 fa,n ... fa,M

M =

LAN,0) AN,1) . . . AN,M



Pour k et [ entiers vérifiant 0<k <M et 0<I<N , On pose :

[f(0, %) 7

A, k)
Lf(N ,R)
et Ly = [rf¢,00 F¢,1) . . . fUI,M]

Autrement dit Cj, (f) est le (k+l)-iéme vecteur colonne et L, (f) le

(lI+1)-iéme vecteur ligne de la matrice M (f).

A) Etude de l'espace vectoriel & .

On rappelle que & désigne I'ensemble des fonctions f définiessur R , a

valeurs réelles et vérifiant I'équation fonctionnelle (¥) .

II.1 Montrer que & est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel réel des

fonctions définies sur R i valeurs réelles .

II.2 a) Soit k un entier vérifiant 0 <k <M -1.Si f e &, montrer que la
matrice colonne C) (f) est déterminée de fagon unique par la donnée de la
matrice colonne Cp,, (f) et duréel f(IV, k).

b) En déduire Ciue tout élément f de & est déterminé de fagon unique
par la donnée des valeurs {f(,M);0<I<N} et {f(N,k);0<k<M-1];
autrement dit tout élément f de & est déterminé de fagon unique par sa
restriction a F .

Pour tout entier i vérifiant 0 < <N , on désigne par ¢; l'unique élément

de & telque:

v R eF, ot b = { ¢.k) =, 30

0 sinon

Pour tout entier j vérifiant 0 <j <M, on désigne par vj I'unique

¢lément de & tel que:



o LTI et
Enfin, on note £ l'unique élément de & tel que:
vaper, gam = {000
0 sinon
II.3 Montrer que {pg,...,PpN_1.&,Vg,---, ¥ar1) est une base de 6.

II.4 Déterminer l'élément £ de € en explicitaﬁt la matrice M ().

B) Calcul des fonctions ¢; et ;-

Soient I et j deux entiers vérifiant 0 <i<N et 0<j<M.

IL5 a) En conservant les notations I, et J, de la partie IB, pour d = N+1
(resp. d = M+1), montrer que, pour tout entier k vérifiant 0 < k < Met

pour tout entier / vérifiant 0 < /< N, ona:

(1 -D) Crlop) = Uny—PIna) Calop
et

P Lig(w) = Liyp ypy —A-p) ag) s

ou lJ w41 désigne la transposée de la matrice Jyg,; -

b) A Taide de I8 expliciter alors, pour tout élément (/, k)de R, les valeurs
de; (I, k) et (I, k). o ’
III Interprétation probabiliste des fonctions ; et ;-

On considére dans IN2 la marche aléatoire d'un point mobile m qui ne

peut occuper 2 des instants définis par les entiers n (n € IN) que des positions
(x,y) du plan & coordonnées entidres ((x,y) € IN2 ) . Cette marche aléatoire de m

est soumise aux regles suivantes ;




- Si alinstant n,le point, m se trouve au pomt, (x',y) de I [\‘2 , il occupe ,
al'instant n+l, soit la position (x+17, y)" (déplacement horizontal) avecla
probabilité p, soit la position (x, y+1) (déplacement vertical) avec la probabilité

g=1-p. PR B S P T St S S A T I
— Le déplacement de m effectué a un instant n a partir de la position (x,y)

est indépendant de ' 1nstant n,de 1a posmon Ax, y) et des positions antérieures .

Il est-clair que , partant d'un point de R, la marche aléatoire améne , & un
certain instant ng, le mobile m 2 occuper une position (u , v) apparten'a'x;tl: ala
“frontiere” Fy U Fy. Si, a tout mstant n<ng, la position occupee par m est un
point de R, on dit que la marche aléatoire atteint pour la premiére f015 FlUF,
au point (u,v).

Pour tous éléments (/,k)de R et (u,v)de F) UF,,on désigne par -
A,k ;u,v) I'événement "la marche aléatoire partant du point (I , k) de R
atteint pour la premiére fois F; U Fy au point (z,v)”. On se propose de calculer

la probabilité de cet événement .

A) Modélisation de la marche aléatoire partant de (0, 0).

Toutes les variables aléatoires considérées dans la suite sont supposées étre
définies sur un espace ﬁx’obabiliéé Q,s , P).
Soient (U,),> 1 une suite de variables aléatoires indépendantes , suivant
chacune la loi de Bernoulli de paramétre p . On pose:
Xg=Y,=0 ;
Vnzl, X, =U+Up+...+U, et Y, =0-Up+U-T)+...+1Q-Up,).

III.1 Seit n un entier supérieur vu égal 21 .
a) Donner les lois des variables aléatoires X, et Y, .

b) Detcrrmner la loi du couple G&n o) -

112 Soit (I, k) e N2-tel que I’ {(X,,,Y;) = (I,k)] >0 .Suivant les valeurs de
(x,) e IN?, calculer la probabilité conditionnelle
PUX,q  Yp) =@, X, Y =0, k)]




B) Calcul des probabilités P[4 (0, 0;i,M)] et P[A(0,0;N 5] """ *
R R RN CI LPe s e R S P Loy el
On considere les variables aléatoires T, Xp,Yp qui associent, a tout )

élément w de Q, les nombres réels:. . _
No) =infin21; X,(0), Y(w)e FiuF,);

= P = 2
Krlo) 1 ch<T( DK@ et Yre) = <k<T(w)

(On admettra que T, Xp, Yp sont bien des variables aléatoires ).

a- Uk(“’)) .

/I1.3 Montrer que, pourtout w €lémentde Q, Nw) < N+ M - 1.

/14 a) Montrer que, pour tout « élément de Q et tout entier [ vérifiant

0<i<N, .
' : , 15k§i+M_1 (1-Uilw)) = M—-‘l
X)), YHo) = (,M) |

Ui+M(w) =0

b) En déduire la probabilité P [A (0,0;7,M)] etcomparer cette valeur &
q,i (O ) O) .

II1.5 a) De fagon analogue, pour tout entier J vérifiant 0 <j<M , exprimer
I'événement Xp,Yp) =W, N a l'aide des variables aléatoires Ul -
b) En déduire la probabilité P [A (0 » 0; N, )] et comparer cette valeur a
y;(0,0).
c) Calculer I'espérance de la variable aléatoire T' en fonction des réels
@ (0,0 avec0 < i< N et Y;(0,0)avec0 <;< M.
C) Calcul des probabilités P [A (I, k ;i ; M)] et P[A(,k;N,j)l.

Soiéfit L ét J deux entiers vériﬁan{: O0<i<NetO<sj<M.

111.6 Alaide d'un argument simple , déduire les probabilités P[A( ,k;:i,M)] et
P[AU,k;N, )] des probabilités calculées précédemment .




D) Application.. T e
Une épreuve entre deux joueurs A et B condmt au résultat sulvant A est
gagnant avec la probablhte pet B est gagnant avec la p1obab1hte q =1- p
Les deux joueurs s'affrontent au cours d'un jeu qui consiste enune -
répétition d'épreuves indépendantes . Le joueur A doit obtenir N victoires ; le
joueur B, M victoires . Le gagnant est celui qui le premier atteint son objectif .

II1.7 a) Comment peut-on modéliser ce jeu ?
b) Montrer que la probabilité py (N , M) de ga:\gn'er du joueur A 'est donnée

par:

-1 .
() paW. M) =pN  E CNr g

II7.8 Application numérique, Onprend p=0,6 et N=6.

a) En précisant l'organisation des calculs , trouver M pour que le jeu soit le
plus équitable possible (c'est-a-dire pour que p4(N , M) soit le plus proche possible

de 1/2).
b) Interprétation de I'espérance mathématique de la variable al€atoire T(cf. /115 ¢).

Calculer le nombre moyen d'épreuves nécessaires pour départager les deux

joueurs.

I[I1.9 Vérifier , directement sur la relation (%), que :

a) pour M fixé, Iim pA(NM)zo;

N—)+oo

M-+

b) pour N fixé , Iim pa(N,M) = 1.

IV Nc:veie méthode de réc-iutiom de 1'équaticm Fanciiomnelle (#) .

IV.1 Pour tous entiers r et s supérieurs ou égaux a 1 , déterminer la

décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle

g = ——
: (A=Y



,,,,,

IV.2 Pourtoutréel x, onconsidere la fonction A, sur R définie par:

x ! l—xk
han = (2 ()
p q

avec g=1-p.

~ a) Vérifier que pour tout réel x, lafonction 4, appartienta & .
b) Pour tout réel x, donner la décomposition de A, dans la base
{¢0"”’(PN—1'§’WO""’WM—I] .
¢) En déduire les valeurs de ¢;(, k) et ; (,k),pour ([ ,k)eR ,
0<i<NetO0<Lj<M.




