TIC AU CLAPLELS,
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DEUXIEME COMPOSITION
DE MATHEMATIQUES

Derie @ 5 heures

PREAMBULE

a. Notations.
R et C dé<ignent respectivement le corps des réels et le corps des

complexes,

. T
i est le complexe de module | et d"argument -

2
Z est le conjugué du complexe z.

C? est U'ensemble des couples de complexes; si X et Y sont deux élé&
ments de cet ensemble, on les note respectivement :
X = (x, x) et Y ={(yy)

avec

x = a, + ia, Ly =b,+ b,

et

x' = a, + ia, y' = b, + ib,
ota,a,a,a,b,b,b,b, sontréels.

X étant un élément de €2, N désigne I'élément 8 = (g, £9).
[}

b. Rappel.

Ltant donné Q, et Q, SOUs-espaces supplémenmires d'un espace vee-
toriel E, on consideére la décomposition de tout vecteur V de E en :
V=V +V,

avecV, e Q, et V, €2,
On appelle « svmétrie par rapport & Q saivant 42, » Uapplication de E
dans E detinie par ¢
yE— E

PN — VLV
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PREMIERE PARTIE

1o On munit €7 des tois hubituelles dladdition et de multiplication
par un réel.

Démontrer que (€2, *+, .} ainsi obtenu est un espace vectoriel sur R,
que {'on notera E; déterminer la dimension de E.
20 On désigne par P et par Q les ensembles des vecteurs de E corres-
pondant respectivement a :
a,=a,=0 et a, =ay =0

Démontrer que P et Q sont des plans vectoriels (sous-espaces de
dimension 2).

Démontrer : E = P & Q.
Si I’on pose :
e, =(1,0), e,=(,0), e, =(0,1), e, =(071),
démontrer que (e,, €., e,, €,) conctitue nne base A de E.
30 On considere lapplication y de E dans E déhnie par :
,{E—E
YIX— o) =X

Démontrer que  est un automorphisme involatif de E.

DEUXIEME PARTIE

1o On considere 'application f définie par :
(EXE-—R
4 ! Ny ) — (X, V=R (ay + 2"y :
c’est dire que f(X, Y) est lu partie réelle du complexe vy = x'y".
a. Démaontrer que f est une forme bilindaire sy trique sur K.

A\ E-teee un produnt scalaire?

) —3—

e On dit que N et Y cont coniugués par rappoit 34 o, et el e
s, SN, Y estnnd s ddmantror gue Posemble dos vectenrs e B cangay e
par ravvort a £ d'une fumdle donnee de vecteurs de B constitue un <ous-
espace vectonel de L

Peuvcoieespaers de FOE et BoCsont dits conjuzads par rapport i f
sttout N de boettour X de B sont conjugués par rapport a /7 démontrer
que P et Q sont conjuguds par rapport & f.

i

¢. Onnote G Pensemble des vecteurs de E qui sont conjuguds d'eux-
mémes par rapport a f : démontrer que G n'est pas un sous-e<pace vec-
toricl de E.

d. Déterminer P nG et Q n G.
20 On considére Yapplication ¢ définie par :
ExE-—R
LX) — (X, N =f(X 1)

# Démontrer que 5 est un produit scalaire sur E.

Dans toute la suite du probléme on considére Uespace cuclidien (E, ¢).
Démontrer que A est une base orthonormée.

£ Préciser la définition géomctrique de l'application y rencontrée en
I

3e.

3° On pose :
1 1
g, = —(e, +¢), = —(c, — e,),
V2 ) vi'
1 1
£,=—7:(93+e.), ‘4‘:——*(88_6‘)'
v2 V2

Démontrer que (c,, €, €, £,) constitue une base orthonormée B de E.
On désigne respectivenent par :
(4, uz uyu) ct vy 15, v, 0)
Jes composantes de X et Y dans B : exprimer f dans B.
Former 1'équation de G dans B.
40 On considére e~ deux sous-espuces vectoricls de E (hvperplans,
de dimension 3) avant respectivermnent pour ¢quations @
ou, — Su, -0 et yug - Bu, =0

ot (2, B) extun couple de récl différent de (0, 0),



N . )

oI otrer gque Uintersection deoees ).,;mr;.]lv“ veetoriels et
Coan oo red H o desizne par oo T bt de el plans vectoriels,
M M . 1 LoTe oy O
Presnentrer (e B cTil Gy gl 170 o e cniiae =ty
Gopn e tier e Gopeat Stee e endne par es plins vectoviels I

drure ~econde famidie r7 e Pon prdos era,
e Démantrer que Vintersectin dun plan veetoriel TEet d'un plan
vectartel 17 et une droite vectoriells e on déterminera.

X Jo D et IE Ctint fives dans lears fanilles respectives, démontrer
qu'ils ne <ont pus orthoronaux, mais que I contient une droite vectorielle
A unique orthoponate & 1L Déawostrer ques JE restant fixe et I déerivant
i, A enzendre un plan vectoriel de e, orthogonal & 11"

v

TROISIEME PARTIE

Si N et Y sont deux vecteurs de E a la fois conjugués par rapport a f
et orthogunaux, on dit qu'ils sont ortho-conjugués.

. I3 . *
1o Démontrer que A est une base ortho-conjuguée mais que B n'en est
pas une.

20 §i X est un élément hxé dans E. démontrer que Pensemble des élé
ments ortho-conjugués de X est un sous-espace vectoriel T, de E dont on
discutera la dimension.

K3 On suppose X choisi de telle maniere que T, <oit un plan vectoriel.

Démoutrer alors que, si Y décrit Ty, T, contient un plan vectoriel qui
ne dépend pas du choix de Y.

QUATRIEME PARTIE

On se propose de visualiser une partie des résultats précédents.

On envisage un espace atline euclidien & a:socié au pont O et & l'espace
veetariel B On désiene partO0 A LV AL A ) e repere de & assoaid la
base A de R

A tont vecteur N ode Boonassodie e pl-ilit Mode & de coordonnées

Gy On desirne par o Pinare de 6 dans O,

Touruez la page S, V. P,

)

to Démontrer que Pintersection de ¢ et du <onseespace atline avant

5

(O, A,c AL A pour sepdre est un cons de revolution U ogue Ton pres
P;il‘rll
Détertiner jes plans de svinétrie de €.
20 On designe par & Phyperplan athne dont Téquation est a, = 1;
on pose
U=gGgn

a. Démontrer que 'l e<t une surface de révolution dont on déter-
minera une courbe méridienne,

Représenter “l1 par un dessin en perspective cavaliére ou par une
épure.

b. Ftudier la nature de la section de 1l par un plan variable con-
tenant O et A, .

¢. Dimontrer qu’il existe deux droites de Ul situées dans Uhyper-
plan affine avant pour équation a, = 1.

Soit ) 'une de ces droites : étudier I'intersection de ‘ll et d'un
plan variable contenant ).

30 On désigne par H, Pensemble des vecteurs X de E qui vérifient la
la rclation
S, X) =k

ou k e=t un reel
& est Pimage de H dans 6.

a. Démontrer que, si k n’est pas nul, H, ne contient aucun sous-
espace vectoriel de E.

b. Pour kK" > 0, donner une transformation simple qui fasse
passer de (W, a MWy,

c. On désigne par &, Tintersection de (K et de 'hvperplan affine

dont I’équation est a, = 0.

Démontrer que &, est une surface de révolution dont on précisera
I'axe et une courbe méridienne.

Représenter dans un plan méridien les différentes formes des courbes
méridiennes et leurs positions relatives suivant les valeurs de k.

Repre-enter par un dessin en perspective cavalicre ou par une épure
Penzemble des trois surfaces &) 8 et & limitdes aux hyperplans avant
pour équations respectives a, = —2etu, =2,

i Déterminer rin!t’r\"l'tiun avee O des ]-Lm\ <ttt dans (: et montrer

que U et engendirde par Pune ou Pantre de deun famiilies de droites.



