PREPARATIONAUGC, A, P. . >,

( 2&éme Epreuve du concours 1972 )

Dans tout le probléme, E désigne I’espace vectoriel R? dont les éiéments,
appelés vecteurs (ou points selon les cas), sont lcs couples (x, y) de nombres

réels (x € R, y ¢ R). Au besom, on notera V = (z, ¥) un vecteur quel-
conque et respectivement 0 i, ] les vecteurs (0,0), (1,0) (0,1).

Rappelons que, par définition, une norme N sur E est une application N
de E dans R*, ensemble des réels positifs ou nul, satisfaisant aux trois
conditions (a), (b), (c) suivantes :

(@) NV)=0<V=0;

() pour tout v appartenant & E et pour tout A appartenant a R,
N (V)= [A].N(V)

(c) pour tous VetV appartenant 4 E,

NV + V) < N(V) + N (V) (inégalité trisngulaire).

Les dessins concernant R? demandés dans la partie I seront executes

en axes physiquement perpendiculaires, chaque vecteur i et j ayant
pour longueur 2 centimétres.

Les parties I et II sont indépendantes. Dans la partie 11, il n’est pas
nécessaire d’avoir résolu les questions 20, 3° et 4° pour aborder la suite,
et lon peut traiter les questions 7° et 8° de cette parti 1l sans avoir
répondu aux questions précédentes.

10 Soit V = (z, ) un vecteur quelconque de E.
On pose
NV = |s] + Iy
Démontrer que I'on définit ainsi une norme sur E.
Dessiner 1a « sphére.unité » S;, ensemble des points (z, y) tels que
N, (V) = 1.
20 Soit toujours V= (x, y) un vecteur quelconque de E. On pose

maintenant N (V) = sup (|x],]y]|)s c'est-a-dirc le plus grand des
deux nombrca ]xl |¥| #'ils sont inégaux et leur valeur commune si
l=} =
Demoutrer que Ton définit ainsi encore une norme sur E.
Dessiner la « sphére-unité » S, correspondante, ensemble des points

(=, y) tels que N,,(_\;) = 1.



N\

30 Déterminer le plus grand nombre réel strictement positif A et le

plus petit nombre réel strictement positif B tels que, pour tout V appar-
tenant a E, {’on ait ‘

(1) A.N_ (V) € N, (V) <€ B.N.. (V)

40 Existe-t-il des vecteurs V de E pour lesquels 'une des deux iné-
galités (1) soit une égalité? Si oui, préciser ces vecteurs.

5¢ Fixons-nous maintenant une norme N sur E, quelconque.
a. Démontrer qu'il existe un nombre réel B strictement positif

tel que, pour tout \ appartenant a E, 1'on ait
N (V) < B.N,, (V).

v

b. Démontrer que, pour tout \ appartenant & S, (cf. 29), f'on a
N (V) > 0.

On admettra alors qu'il existe au moms un vecteur V, appartenant

a S, tel que ’on ait, pour tout V appartenant 3 S, N (V) = N (V).
En déduire qu’il existe un nombre réel strictement positif y tel que,

pour tout V appartenant a S, 'on ait N (\;) z v

¢. Démontrer qu’il existe un nombre réel a strictement positif
el

tel que l'on ait, pour tout V appartenant a E,

2N, (V) € N (V).

6° On considére deux normes N et N' sur K, quelconques et distinctes,
mais fixées.

Déduire de ce qui précéde qu’il existe deux nombres réels strictement

positifs a et b tels que {'on ait, pour tout V appartenant a E,

@ a.N' (V) < N(V) < b. N’ (V).

70 Pour tout V = (x, y) de E on pose

IL(V) = sup |x + yt|,
te[0,1]

borne supérieure des |x 4 yt| quand ¢ décrit e segment [0,1].

Démontrer que 9 est une norme sur E et tracer sa « sphére-unité» &,

ensembie des points (x, y) tels que I (V) = 1.
8¢ Mémes questions pour
- K
T (V) = ; jx+yt|de
Jo
et 1a « sphére-unité » correspondante &'.

90 Déterminer e plus grand nombre réel strictement positif p et le



plus petit nombre réel strictement positif ¢ tels que 1'on ait, pour tout V

appartenant a E,

P9V (V)< T (V) <q.9U (V).
(On pourra utiliser les « sphéres-unité » & ct 3').

Pour quels \ y at-il égalité?
It

Dans cette deuxiéme partie, on suppose E muni d'un produit scalaire,

noté (U V) pour deux vecteurs quelconques U et V de E. Ainsi E devient
un espace vectoriel euclidien.

-~ / - e . <
1° On pose N (V) = \/(V, V). Démontrer que N est une norme sur E.
Cette norme étant la seule a intervenir dans la suite, on la notera désormais

| v || au lieu de N (—\7)
20 Soient U et V deux vecteurs quelconques de E. On pose
TUV) =Uj+ |V]—]U+ VI

L’inégalité triangulaire démontrée dans le paragraphe precedenl
signifie évidemment que 'on a T (U V) 0 quels que soient Uet V.
Dans quel cas a-t-on T (U, V) =

30 Soient U, V, W trois vecteurs quelconques de E. On pose

It

S=JUy+IVi+|W]
S‘=||LI+V+W|
ct P(U V)=HUH4 % & I[U& \
a. Démontrer que S S’ est supérieur ou égal & chacun des trois
nombres P (U, V), P (V, W), P (W, U).
b. Calculer d’autre part, en fonction de S et 5', 'expression
Z=T(@V).P@UV)+ T, W) .PV,W+TW,U) .P(W,DU).
¢. Déduire de a et de b que I'on a, pour tous fJ. V, w appartenant
aE,
@) fU+V+ VW [+ W+U]<s+s
(inégalité quadrilatérale).
4° L'inégalité quadrilatérale précédente est-elle encore vraie pour

trois vecteurs quelconques d'un espace vectoriel euclidien de dimension
différente de 2 et pourquoi?

50 Dans tout ce qui suit, on se place dans un espace affine euclidien &
associé & Pespace vectoriel euclidien E de dimension 2 étudié dans cette
partie Il et on se donne A, B, C, trois points fixes distincts non d.hgnés de &.
On pose |

a=|BC|. b=[CAJ c=|ABJ. |




On choisit trois points A’, B’, C’ appartenant respectivement aux
droites aflines BC, CA, AB; on pose

a=|[AA"l, B=BE|,  y=iCC)

et

) V=oAL B, Oy B Y
T a*+b*+c?

Calculer ¢ quand A’, B’, C’ sont les « milieux » respectifs des trois

«segments [BC], {CA], [AB]», c’est-d-dire quand
AB=—AaC, BC-=_—BA CA=-CB

6° On choisit maintenant les points A’, B’, C’ respectivement sur les
droites affines BC, CA, AB et tels que

—_— ——

X;é=xm, ETé:xﬁ’X, C'A = xC'B.

a. Calculer en fonction du nombre réel x la valeur correspondante
de ¢, ¢ étant toujours Céfini par (4).

b. Calculer la borne inféricure de ¢ quand x décrit R,
Cette borne inférieure est-elle atteinte? Si oui, vour quelle position des
points A’, B’, C'7

7° On admettra que., =i (O, 01, Oj) est un repere queleonque de
Pespace affine &, le rapport des aires des triangles A A, A, ct OlJ est

c1or ot
N , . ! N
égal 4 la valeur absolue du déterminant | x, «x, x, > ou (ERSANENEAN
vy, vy |

(%4, ¥,) désignent lew coordonnées respectives des points A, A,, A, dans
le repére (O, Ol, 0OJ).
On choisit alors lihrement les points A’, B, (' <ur les droites aftines
respectives BC, CA, AB et 'on pose
AB- xAC BC .y WA, A -z OB
Caleuler en fonction des trois nombres réels x, v, z le rapport
L = f(x v, 2) des aives des trangles A'H'C et ABC.

Déterminer la borne inféricuse de f(x, v, 2) pour Vensemble des triplets
(x, ¥, z) considérés. Cetie borne est-clie atteinte”

89 Toujours avec les coaditions et notations Ju 79, on appelic PQR,
quand il existe, le triangiz deéterminé par les trois droites atlines AA’,
BB, CC'. Caleuler e rapport ¢ g (x. 3, 2) de aires des triangles PQR
et ABC.

Quelle est la borne inférieure de g (x, y, z) pour I'ensemble des triplets
(x, v, z) considérés? Cette borne est-elle atteinte?



