DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
(session 1969)

I

QUESTIONS PRELIMINAIRES

1° On suppose que quatre points M, My, M3, My sont tels que le
vecteur Ay MyM; + Ao MyMs + A3 M4M;3 est le vecteur nul, Ay, As, Az
étant des réels non tous nuls satisfaisant a la condition :

)\1 + )\2 + )\3 =0.
Démontrer que les points My, My, M3 sont alignés.

2° Réciproquement, si trois points M, Mo, M3 distincts sont alignés,
comment faut-il choisir les réels p1, w2, @z pour que le vecteur :

1 OMy + po OMg + p3 OM3

soit le vecteur nul, quel que soit le point O ?
II

PROPRIETES GENERALES

A, B, C étant les sommets d’un triangle et p,q,r des réels distincts
deux a deux, on appelle P, Q, R les points tels que 1’on ait :

rPB — ¢ PC
pQC —rQA
qRA — pRB

i

|

I
oL oL S



1° Démontrer que, quel que soit le point O du plan (ABC), le vecteur
p(qfr)O?Jrq(rfp)OﬁJrr(pfq)Oﬁest le vecteur nul.

En déduire que les points P, Q, R sont alignés sur une droite (D).
Etudier le cas particulier ou 'un des nombres p, ¢, r est nul.

2° Soit le repere cartésien (A,, ¥') d’origine A, le vecteur unitaire @ de
laxe z’Ax étant le vecteur ﬁ, le vecteur unitaire U de I'axe y’Ay étant
le vecteur AC. Calculer les coordonnées cartésiennes de P, Q, R.

Former 1’équation cartésienne de la droite (D).

On appelle M le barycentre des points A, B, C affectés des coefficients
respectifs X, Y, Z (X +Y + Z #0). Exprimer une condition (E)
nécéssaire et suffisante entre X, Y, Z, p, q, r pour que M soit situé sur (D).

Relativement au triangle ABC, X, Y, Z sont appelés les coordonnées
triangulaires de M et la relation (E) est appelée ’équation triangulaire

de (D).

Former les équations triangulaires des droites AP, BQ, CR.

3° Dans tout ce qui suit, on supposera que le cas général :

(P+a)(a+7)(r+p)(pg+qr+rp) #0
est réalisé.
La droite conjuguée harmonique de AP par rapport au couple AB, AC
coupe la droite BC en P’.

La droite conjuguée harmonique de BQ par rapport au couple BC, BA
coupe la droite CA en Q’.

La droite conjuguée harmonique de CR par rapport au couple CA, CB
coupe la droite AB en R’

Calculer les coordonnées triangulaires des points P’, Q’, R’.

Former les équations triangulaires des droites AP’, BQ’, CR’ et démon-
trer que ces droites concourent en un point S dont on donnera les coor-
données triangulaires Xg, Y, Zg en fonction de p, g, r.

Ce point S est appelé péle triangulaire de la droite (D) et (D) est appelée
polaire triangulaire du point S.



4° a. Démontrer que les triplets des points suivants sont alignés :
PLQR; QR PR, P Q
et former les équations triangulaires de ces trois droites.

b. En supposant que les droites CR et BQ sont sécantes et se coupent
en I, que les droites AP et CR se coupent en J que les droites BQ et AP
se coupent en K, démontrer que :

~les points A, P’, S, I sont alignés ainsi que B, Q’, S, Jet C, R’, S, K;;
—les trois divisions (AP’SI), (BQ’SJ), (CR’SK) sont harmoniques.

c. Quelles sont les polaires triangulaires de I, de J et de K 7
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ETUDES DE CAS PARTICULIERS

1° a. Relativement au repére cartésien (A,, ) [voir II, 2°], on donne
les coordonnées cartésiennes de S : xg et yo.

Former ’équation cartésienne de la polaire triangulaire (D) du point S.
b. On se propose de construire le lieu du point S pour que (D) passe

par le point T de coordonnées cartésiennes x = — et y = —. A cet effet,

on formera d’abord 1’équation de ce lieu dans le repére (A,u,¥) puis on
le rapportera & un nouveau repere (A,u;,v;) d’origine A, le vecteur uni-
taire 11 de 'axe Axq étant le vecteur AC + ﬁ, le vecteur unitaire #; de
laxe Ay, étant le vecteur AC — AB.

2° a. On suppose que S est 'orthocentre H du triangle ABC (non
équilatéral). On appelle :

O le centre du cercle circonscrit au triangle ABC;

H;, Hy, H3 les pieds respectifs des hauteurs sur les cotés du triangle.

Démontrer que la polaire triangulaire de H est I'axe radical du cercle
circonscrit au triangle ABC et du cercle circonscrit au triangle H;HoHg
et qu’elle est perpendiculaire & OH.



b. On suppose que S est le centre w du cercle inscrit au triangle ABC.
Quelles positions remarquables occupent les points :

P,Q, R , I, J, K. (voir T, 4°, b) ?

Démontrer que la polaire triangulaire de w est perpendiculaire a Ow.

3° a. Une unité de longueur étant choisie, on appelle a, b, ¢ les longueurs
des cotés du triangle ABC; a = BC, b = CA, ¢ = AB.

En appelant Xg, Yo, Zo les coordonnées triangulaires de S (voir IT ; 3°),
démontrer les relations :

(1) a®YoZo + a*YoZo + a®>YZo =
(Xo + Yo + Zo) (XoSA? + Y(SB? 4 ZoSC?)
(2) XoSA? 4 Y(SB? + ZoSC? = (Xo + Yo + Zo)(R* — OS?)

ou R désigne le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC et O désigne
le centre de ce cercle.
b. On appelle L le point de coordonnées triangulaires a2, b2, c2.
Trouver le lieu du point S pour que la polaire triangulaire de ce point
passe par L.



