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SESSION DE 1987

PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

DuRr£E : 5 heures

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une part
importante dans Uappréciation des copies. Les résultats indiqués dans I’énoncé peuvent étre utilisés par les
candidats pour la suite du probléme.

e

L’usage des instruments de calcul, en particulier des calculatrices électroniques de poche — y compris
calculatrice programmable et alphanumérique — & fonctionnement autonome, non imprimante, est autorisé
conformément a la circulaire n® 86-228 du 28 juillet 1986.

Tournez Ia page S. V. 11’.
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NOTATIONS ET OBJECTIF DU PROBLEME

Dans tout ce probléme on désigne par c un nombre réel positif ou nul, et par c®
1'espace vectoriel des fonctions a valeurs réelles ou complexes, indéfiniment dériva-
bles sur 1l'intervalle [c,+ao[.
On désigne par E le sous-espace vectoriel de C™ constitué des fonctions f admettant O
pour limite en +e ainsi que toutes leurs dérivées successives F(p).
Pour tout élément f de E, on pose

Nuﬁf): Sup|f(t)],

t>e

+ %0
et N, (F)= f | F(t)|dt
C

lorsque cette intégrale converge.

On désigne par E+ la partie de E constituée des fonctions f & valeurs réelles positives
et telles que, pour tout entier p;T,(—1)pf(p) soit a valeurs réelles'positives.

On note D et A les endomorphismes de E qui & tout élément f associent les fonctions
définies par les relations Df(x)=f'(x) et Af(x)=F(x)-f(x+1). Enfin, 1'application iden-
tique de E est notée I. On .observera que les endomorphiémes D et A commutent, ce qu'on
écrira DA=AD. - )

L'objectif de ce probiéme est d'étudier lzopérateur A, ce qui fait l'objet de la

partie II,et d’exploiter cet opérateur péur.construire et étudier un procédé d'accélé-
ration de convergence des séries alternées, di a L.Euler, ce qui fait 1'objet de 1la

partie II1I, Dans la partie I, on explore quelques propriétés de E et de E+ utiles

pour la suite.

I - ETUDE DE LA DOMINATION PAR UN ELEMENT DE E+.

1. Stabilité de E+.
a) Prouver que E est une sous-algebre de 1'algébre C‘o.
b) Prouver que si (.f et lf' sont des éléments de E+, alors l.(+‘f’ et (,fy/appartien—

nent encore a E+, ainsi que A(f, ot X est réel positif,

Tournez la page S.V.P.
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c) Prouver que, pour tout élément L{ de E_, -DY et A\( appartiennent encore & E,.

2.

Etude d'exemples.

a) Déterminer les nombres réels a tels que la fonction x g appartienne
akb .

+
b) Détermirmer les nombres réels a et a tels que la fonction x [—;(x—a)-a

appartienne a E+ .

c) Prouver que la fonction x

n'appartient pas 2 E+.
x2+1

Domination par un éfément de E_.

Soit L(un ¢lément de E . On note M((.f) 1'ensemble des éléments f de C* tels
que, pour tout p3o, ]Dpflngplfl, et B(l{) l'ensemble des éléments f de C*°

tels que, pour tout pzo, il existe un nombre réel a0 tel que |DPﬂ.$o¢p]DpL(].

a) Prouver B(L() est un sous-espace vectoriel de E, et que,pour tout élément
00

f de B({) ,1'intégrale Clef(t)Idt est convergente.
b) Soient L(et ¥ des éléments de E . Montrer que si f appartient 2 M((f) et
g a M(¥), alors f+g appartient a M(l.( +¥), fg appartient 2 M('{‘Y), et Af
appartient a M(lk\k{), pour tout nombre complexe A.
c) Prouver que, si f appartient a M(((), alors Df appartient 2 M(ithD.
d) Soit f un élément de M((,() ; prouver que, pour tout nombre réel xc,
|f(x)-F(x+1)|\<(((x)-Y(x+1).
A cet effet, on pourra utiliser la relation
f(x+1)-f(x)= ‘(X+1f"(t)dt.
X
Etablir que Af appartient 3 M(A({).
e) Soit LF un élément de E_. Prouver que AL{ appartient a M(|D ‘fl) et, plus

généralement, que pour tout p3i, Ap(.F appartient 2 M(IDP(Fl).

P—



4, Etude d'exemples.

a) Soit z=a+ib un nombre complexe, ol a et b sont réels.

Montrer que, si a<c, alors,pour tout entier k31, x> ’ appartient a M ( 1

(x-2) (x-a)K
b) Soit plus généralement P un polyn8me unitaire A coefficients réels ou complexes
de degré ny»1, dont toutes les racines ont une partie réelle inférieure ou égale i a.

Montrer que, si a<c, xbibﬁ%;j appartient a M T%:;)n)

Examiner le cas de la fonction xl-;-x;‘:-T .-
c) Soit' R une fraction rationnelle de degré -n,ol n>0y dont tous les pBles sont sim-

ples et ont une partie réelle'infériepré ouAégale a a.Montrer que si a<c,il existe ur
nombre réel k>o tel que x - R(x) appartienne a Mf——E—-E) . Pour cela, on pourra
(x-a)

N ; n=-1
se ramener au cas oU n=1 , en considérant x pe» (x-a) 'R(x).

. . X
Examiner le cas de la fonction x b T

d) Soient y=a+iB un nombre complexe tel que a>o et ogB<2m,et g un élément 1-périodique
de C®(R). Prouver que la fonction x —» f(x)=e”V*g(x) appartient 2 B(e™ ).

Montrer, en revanche, que, sauf dans le cas ou B=0 et g est constante, il n'existe

—G.X).

pas de nombre réel k>0 tel que f appartienne a M(ke A cet effet, on pourra

développer g en série de Fourier sous la forme

+ 00

g(x):nZ c

=00 N

1
(g)BZJﬂmx’ ol cn(g)= f g(t)e-zmntdt,

. o v
calculer DPf en dérivant terme 3 terme, 1'écrire sous la forme Dpf(x)ze_ngp(x),

et calculer|cn(gp)|.

I - ETUDE DE L'OPERATEUR A.

1. Etude de £!opérateun D.

a) Déterminer le noyau de 1'endomorphisme D.

b) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de D. Quels sont les vec-

teurs propres appartenant 3 E+?

Tournez la page S.V.P.
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c) Montrer que l'image de D n'est autre que le sous-espace vectoriel E] de E cons-
+ 00
titué des fonctions g telles que I g(t)dt converge.

c
d) Comparelr D(E+) et E+ﬂE1.

e) Soit ¥ un élément de E+1'|E o et g un élément de M(¥). Montrer qu’'il existe un

1
élément Lf et un seul de E_ tel que D({ = - y/ et un élément f et un seul de E tel que
Df:g)‘et que, dans ces conditions,f est un élément de M( (f).

f) Enoncer et démontrer un résultat analogue lorsque g appartient a B(Y).

Comparaison de A et de D.

Soit f un élément de E.
a) Prouver que N_, (Af)st(Df),

et,plus généralement, que, pour tout entier p31,

(1) N (8PF) g N (OPF).
+ 00

b) On suppose que l'intégrale [ [Df (t)|dt converge.
+ 00

c
Soit X la fonction définie sur Cc,+no[par 1la relation K(x):[ |Df‘(t)|dt.

Prouver que, pour tout tjc, |Af(t)|gAY (t) et que, pour tout x;)é,

X c+1
- fc Ax(t)dtsf X(t)dtsx(c)-.

(a4

En déduire que |Af]appartient & E. et que N1(Af)$\l1(0f).

1
c) On suppose que f appartient 3 M(\f), ol lfest un élément de E_.
Prouver que’ pour tout p31, |4aPF| appartient a E; et que

(2) N, (aPF)gN, (0PF).

»

Valeurs propres de £'endomorphisme A.

8) Déterminer le noyau de l'endomorphisme A.

b) Déterminer les valeurs propres A et les vecteurs propres de 4 : Si A#1, on montrera
d'abord que les vecteurs propres de A considéré comme endomorphisme de C*®sont les
fonctions f_(x) de la forme fY(x):e"ng(x), ou y=a+iB, ogB<2m, et g est une fonction
1-périodique de classe C“;\on nulle ; .on déterminera ensuite y pour que fY appar-

tienne 3 £.0n étudiera enfin le cas ou A=1.
i
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0o
¢) Soit h une fonction l1-périodique de classe C i valeurs réelles positives,

Prouver que les coefficients de Fourier de h satisfont aux inégalités

co(h);o et, pour tout nfo, Ibn(h)lfoo(h)-

A cet effet, on pourra écrire, que pour tout nZo et tout nombre réel g,

1 ‘
Jh(t)D-cos (27m1_:+6)-{dt;o, et exprimer cette intégrale a l'aide de

0
co(h), cn(h) et C.n(h)°

d) En déduire que, si A¥1, les vecteurs propres de A appartenant a E;_sont de la forme
X erﬂx, ol o ef. k>o. Pour cela, on observera que si FY appartient a E+, alors
L( :Fé:FYfT‘; appartient aussi a E+, on calculera Dp(fen développant gg en série de
Fourier, et on montrera que,~ pour tout nfo, cﬂ(gé’):o en appliquant le résultat du c).

a des fonctions h convenables.

Image de £'endomorphisme A.

a)"prouver que si QFEE+, alors ‘i’:A({ appartient 2 E+n [E1 et que, pour tout x3c,
+00

(3) ix) =22 Ylxan),
cette série étant convergente.

En déduire que, si f appartient a M((f), alors g=Af appartient 3 M(¥) et gue, pour

tout x3c, +90
(3") f(x) =nZ-;g(_x+n),

cette série étant absolument convergente.
b) Réciproquement, soit ¥ un élément de E+n E1, montrer que la série (3) est norma-

M
lement convergente sur E,ﬂ{, et que, si lfdésigne sa somme,

+a0
L{?(x) SY(x)+ L\f'(t)dt.

Montrer finalement que lf appartient a E+ et que c'est 1l'unique élément de E+ tel

que Ak( =Y.

c) Soit, plus généralement)g un élément de M(V¥), ou ‘Pt-:E;._nE.l. Prouver que la

série (3') est normalement convergente surEc,«o-ooE que sa somme f appartient a

M((f) et que f est l'unique élément de E tel gt Af‘:g_,_

d) Enoncer et démontrer un résultat analogue lorsque g appartient a B(Y).

Tournez la page S. V. P.
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IIT - ACCELERATION DE CONVERGENCE DES SERIES ALTERNEES,

Dans cette partie, on suppose que ¢=o0.

1. Encadrement du reste forsque Ze terme général appartient & E,.

Soit&f un élément de E+.

+ o0
s 2] k
a) Montrer que la série alternée £ (-1)"P(k) est convergente. On note s(f) sa

n
somme.Pour tout entier nzo, on pose Sn(‘f)= E)(-Uk‘f(k) et Rn(Y)z(-ﬁ)nﬂ[S(Y)-Sn('{)].

b) Prouver que, pour tout entier nzo,
+0

osRn(‘f) %A‘f(n+2q+1) ;

en déduire que la suite Rn(\f) est décroissante.

c) Etablir que, pour tout entier n3o,

g (= G

d) Prouver finalement que, pour tout entier n3l,

(4) % Qe R < 3 ).

| —

2. Maforation du reste par domination.

Soit f un élément de E appartenant a M(‘f), ou ?appartient a E+.
+00
a) Prouver que la série g_:o(-ﬂkf(k) converge ; pour cela, on pourra d'abord
: +o®
établir que la série qZ_g Af(2q) est absolument convergente.

On pose alors
+ o0

05 S(r)=Z;;(-1)"F(k),

et on définit Sn(F) et Rn(r") comme au l.a).

b) Prouver qUe, pour tout entier n31,
- 1
w)|%wﬂ§7fmh

3. Accélination de convergence.

Soit (.? un élément de E+ tel que, pour tout entier p3o, |Dp+1(f| soit négligeable

devant ]Dptel au voisinage de +e0, et f un élément de M(({). ;
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On se propose d'accélérer la convergence de Sn(F) vers S(f) en déterminant un dévelop-

pement asymptotique du reste Rn(F) ; 4 cet effet, on exprime Rn(f) en fonction de

Rn(AF), et on itére ce processus.

a) Description du procédé d'accélération de convergence.,

Prouver que, pour tout entier nlo,
21 1
Rn(f)- > f(n+1)+ 5 Rn(AF).

En déduire que, pour tout entier p31 et tout entier n3o,

_ 1 p
(7) Rn(f)_UpF(n+1)+ ; Rn(A ),

ou Up est 1'endomorphisme de E définit par la relation

+ %- A2+... + — AP~

7P

<

(8) U==x1

p

A+

N —
»| -

On pose alors

(9)  SP(F)=S (O+(=1MTU F(net).

b) Majoration du resfe associé a ce procédé.

Etablir que

1
P+

(10) |s(F)-sP(f)|g

|Dp(f(n)'.
Prouver que, siL(est a valeurs strictement positives,
p ! p d
(11) |S((r)_sn((f)|lv 2p+‘I|D (((n)l lorsque n tend vers +w.
Pour cela, on établira d'abord gque, pour tout entier k>o et tout nombre réel bo,
DkL((n+b)~[fﬂf(n) ; on montrera ensuite que, pour tout nombre réel x>0,

|DkL((x+k)[§Ak\f(x)s|Dktf(x)| ; on utilisera enfin l'encadrement (4).

c) Stabilité de ce procéds.

Soit F l'espace des fonctions continues bornées sur[;f+u[ﬂ
On considére A et UD comme des endomorphismes de F.
Montrer que, pour tout €lément h de F,
Ny (U s ENg (h).
En déduire la précision a laquelle on cbtient Upf(n+1) lorsque les valeurs de f sont
calculées a la précision 107F.

Ecrire un algorithme permettant de calculer Upf(n+1) a partir des valeurs f(n+1),

F(n+2),...,f(n+ p). Tournez la page S.V.P.



d) Indiquer comment on peut étendre les résultats précédents lorsque qpest définie

SUI‘EJ,+¢O[, ol d>o, et que n3d.

Etude d'un exemple,

1 , et on se propose de calculer S(f) a la précision 10_8.

On prend f(x)=

X +1
. - T . N R 2] p_ 1 p
a) Montrer que, "‘JFE’J’”L’f appartient 3 M(({), ol ‘((X)me_ .1)3 .Calculer € 2p+1|D ({(n)l.
h) Déterminer un entier np tel que ez < % 10—8. Quel choix pour p est-il pertinent ?
p

¢) Le choix de p et de np ¢tant ainsi effectué, calculer Sg(f) 3 la précision % 10_8,

ce qui fournit S(f) a la précision 10_8. (On donnera toutes les justifications utiles

concernant 1'obtention effective de cette précision).



