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NOTATIONS ET OBJECTIF DU PROBLEME

On note :

N Dl’ensemble des nombres entiers naturels et, pour p et ¢ éléments de N vérifiant p < ¢

[p,dl={m|meNet p<met mgq}

On note également :
R Pensemble des nombres réels,

R[X] la R-algebre des polynomes & coefficients réels.

La lettre n désignant un nombre entier naturel, on note :

R, [X] le R-espace vectoriel des polynémes & coefficients réels et de degré inférieur ou égal a n.

Quel que soit le polynéme P appartenant @ R[X] que l'on considére, on identifie dans tout le probleme

le polynéme P et la fonclion & — P(z) de R vers R qui lui est naturellement associée.

La lettre k désignant un entier naturel et la lettre I un intervalle de R d’intérieur non vide, on note :

C*(I) 1a R-algeébre des applications f de I vers R k fois dérivables sur I et de dérivée k¢ continue.
En particulier, CO(I) est la R-algébre des applications f de I vers R continues sur I.

Si f est une application d’un ensemble J contenant I vers R et que la restriction de f & I appartient

& C*(I), on peut considérer que f appartient & cr(.

Soit I un intervalle fermé, borné et non vide de R, appelé segment.

Si f est un élément quelconque de C°(I), on appelle norme infinie de f le réel
1flloo = Sup [£(1)]
tel

On rappelle que Papplication f — ||f|l., de C°(I) vers R est une norme (appelée norme infinie ou

norme de la convergence uniforme) et que, muni de cette norme, C°(I) est une algébre de Banach.

On admet le théoreme de Welerstrass-Stone :

L'intervalle I de R étant fermé, borné et non vide, pour toute fonction f appartenant.i
C®(I), pour tout véel strictement positif €, il existe un polynéme P appartenant & R[X]
tel que ||f — PJ| <e.

[ 1) est un R-espace vectoriel normé et si u est un endomorphisme continu de E, on note

Enfin, si (F
|

¢

ull] la norme “subordonnée” de u, soit

Hulll = Sup [Jw(2)]] = Sup (@)l
e 28 Tl
lisli<1 el

Le principal objectil de ce probléeme est d’exposer le principe de certaines méthodes d’intégration

approchée généralement dénominées “quadratures de Gauss”.



Partic I
ETUDE D’UNE SUITE DE POLYNOGMES ORTHOGONAUX : LES POLYNGMES DE LEGENDRE

L.1. Quel que soit I’entier naturel n, on définit la fonction de R vers R

L, t+—s a—t;(t2 —-1)"

En particulier, Lo est ’application de R vers R constante de valeur 1.

I.1.a. Montrer que, pour tout entier naturel n, L, est un polynéme de degré n et préciser son
coefficient dominant.

I.1.b. Expliciter Ly, Ly et Ls.
Ll.c. Préciser, pour tout entier naturel n, la parité de L,, .
I.1.d. Soit n un entier naturel. Montrer que L, (1) = 2" n! et calculer L,(—1).

On pourra utiliser la formule de Leibniz.

I.2. Le couple (f,g) d’éléments de C° ([—1, 1]) étant quelconque, on pose

(f.0) = / SWawd et fly= VT

I.2.a. Montrer que la fonction (f,g)+ (f,g) de C°([—1,1]) x C°([~1,1]) vers R est un produit
scalaire sur C%([—1,1]).

Notons qu’il s’ensuit que Uapplication f — ||f||, est la norme euclidienne associée & ce produit scalaire
et que lespace C°([—1, 1]) muni de ce produit scalaire est un espace préhilbertien (séparé).

Sauf mention contraire, on considére dans la suite de la partie I que Uespace CO([~1, 1]) est muni de ce
produit scalaire.

I.2.b. L’entier naturel n étant non nul, on considére la fonction impaire f, de [1,1] vers R
vérifiant, pour tout réel t appartenant a [0,1],

f(t):{nt si t<1/n,

1 sinon.

I.2.b.1. Vérifier que, pour tout entier naturel non nul n, f, appartient & CO([—I, 1])

L.2.b.2. Montrer que, pour tout couple (m,n) d’entiers naturels vérifiant 1 < n < m,

/ 2
”fm‘“fn”:) g E

I.2.b.3. Sion suppose que la suite (f), cy* converge dans I'espace C°([-1,1]) muni de

la norme || ||, vers une limite f, montrer que cette limite est impaire et que sa restriction & ]0,1] est
constante de valeur 1.
L’espace C°([—1,1]) nwuni de la norme || ||, est-il un espace de Hilbert ?

I.3. Montrer que, pour tous entiers naturels n et m,

dm +n

1
<L71‘7Lm) = (_1) ,/—1(t“ - 1) (dtm+” (t‘ - 1) )dt

En déduire que la suite (Ly),en est orthogonale dans I'espace C°([—1, 1]) pour le produit scalaire (,).

I.4. I’entier naturel n étant quelconque, on pose

1

Ky=——1L
LAl T

et I’on note F, le sous-espace vectoriel de CO([—I, 1]) constitué des fonctions polynomiales de degré
inférieur ou égal & n ; ce sous-espace étant de dimension finie, on note T, le projecteur orthogonal de
C([-1,1]) sur F,.
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I.4.a. A Dlaide du théoréme de Weierstrass-Stone, montrer que, quelle que soit la fonction f
appartenant a C°([—1,1]), la suite (Wn(f))nEN converge vers f au sens de la norme || ||,.

I.4.b. Montrer que, pour tout entier naturel n, la famille (K;)ogjgn est une base de Fj,.

I.4.c. Montrer que, pour tout entier naturel n et tout élément f de C° ([—1, 1]) ,

n

ma(f) = DK K; et Nm(ll = (LK)

j=0 j=0

1.4.d. Montrer que, quelle que soit la fonction f appartenant a C°([-1, l]), la série de terme
général (f, K,,)? converge et que l'on a:

+oo

ST K = If1

n=0

1
Quelle est la limite, quand n tend vers +o0, de / FO K,(t)dt ?
-1

Partie I
UNE CLASSE DE SUITES ORTHOGONALES DE POLYNOMES
Solent a un réel ou —oo, b un réel ou +oo, vérifiant ¢ < b dans le cas ol a et b sont réels.

On dit dans ce probléme qu’une fonction continne f de lintervalle ouvert Ja,b[ vers R est intégrable
sur Ja,b[ (respectivement absolument intégrable sur ]a, b[) si

lim /f(t (respectivement( lim / [f(t)]dt)

(,B)=(a ) Ju —(a,b)
(«,f)€a,b? (e, ﬁ)é]a b

existe dans R. Dans ce cas, on note

b b
/ F(t)de (respectivement / If()]dt)
a a
la valeur de cette limite et on I'appelle intégrale de f (respectivement de |f]) sur ]a,b[.

Attention ! la notion d’intégrabilité ainsi définie est purement réservée a ce probléme et ne recouvre pas
du tout les notions usuelles d’intégrabilité, en particulier la notion d’intégrabilité au sens de Lebesgue.

On admet que si la fonction f appartenant a C°(Ja,b[) est absolument intégrable sur ]a,b[, alors elle

est intégrable sur Ja, b[ et
/uma

Soit w une fonction continue de l’interva]le ouvert Ja,b[ vers R, strictement positive.
On note E I'ensemble des fonctions continues f de ]a,b[ vers R telles que f>w est intégrable sur ]a,d[.

tydt

IL.1.

II.1.a. Montrer que, pour tout élément (f,g) de E”, la fonction fgw est intégrable sur Ja,b[.

Le couple (f,y) étant élément de E?, on note

b
(ke = [ 1@ (0)d
a
On admet que F est un R-espace vectoriel pour les lois usuelles et que Papplication (f,g) — (f,9)w de
E? vers R est un produit scalaire sur E, dont on note f— [|f]|,, la norme euclidienne associée.
Dans la suite de la partie II, Uespace E est muni de ce prodwit scalaire.

On note F le R-espace vectoriel des fonctions polynomiales de Ja,b[ vers R, que P'on identifie aux
polynomes appartenant & R[X] qui leur sont naturellement associés.
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L’entier naturel n étant quelconque, on note (comme dans la partie I) F), le sous-espace vectoriel de F'
constitué des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n.

II.1.b. Dans le cas olt a et b sont tous deux réels, montrer que F est inclus dans E si et
seulement si la fonction w est intégrable sur Ja, b[.
Dans le cas contraire, montrer que F est inclus dans E si et seulement si, pour tout entier naturel n,
la fonction ¢ +— t"w(t) est intégrable sur Ja, b.

On suppose dans la suite de la partie II que F est inclus dans E.

II.1.c. Montrer qu'il existe dans E une suite orthogonale (P,)nen d’éléments de F telle que,
pour tout entier naturel n, deg P, = n.

I1.2. Soit (Pp)nex une suite orthogonale d’éléments de F' tel que, pour tout n, deg P, = n.
L’entier naturel n étant non nul, on note, s’il en existe, 7y, ro, ... , rp les racines (distinctes) de P, qui
sont d’ordre de multiplicité impair et appartiennent a Ja, b, et on note Z,, leur ensemble (éventuellement
vide). On considére le polynome
Q. = Py st Z, =0,
TN =) (N =) (XN =) sl Z, # 0.
Soit n un entier naturel non nul.
11.2.a. Montrer que (P, Qn)w # 0.
11.2.b. Montrer que, si deg @, < n, alors (P,;,@Qn)w =0.

I1.2.c. En déduire que les n racines complexes de P, sont simples et appartiennent a Ja, b[.

I11.3. Un nouvel exemple : les polynémes de Laguerre.

On considere dans cette question le cas particulier ot ¢ =0, b = 400 et w: t et

I1.3.a. Montrer que F est inclus dans E et que, pour tout entier naturel n,

+co
/ t"etdt = n!
0

On note (Gp)pen l'unique suite orthonormale d'éléments de F' que I'on obtient a partir de la suite
(.7: — ‘Un)neN d’éléments de F' en appliquant le théoreme d’orthonormalisation de Gram-Schimidt.
Les polynémes G, portent le nom de polynémes de Laguerre.

I1.3.b. Calculer Gy, GGy et G». Quels sont les zéros de G2 7

Partie III
INTERPOLATION POLYNOMIALE

Soient I un intervalle de R, ¢ un entier naturel supérieur ou égal a 2, (x;);¢i¢, une famille d’éléments
K9
deux a deux distincts de .

I11.1. Interpolation de Lagrange.

L’enticr j appartenant a [[1,¢], on définit la fonction polynomiale a coefficients réels
t— X;
bt — _—
ILlowy -y
1€igq

1]
III.1.a. MNontrer que I'application

(Pr, P2) — Y Pr(w:) Pa(as)

i=1
est un produit scalaire sur R,_1[X] et que, pour ce produit scalaire, la famille (£;)1¢;j¢, est une base

orthonormale de R,_;[X].
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II1.1.b. Quelles sont les coordonnées dans la base (¢j)1gj<q d’un polynéme P de R,_{[X]?

IIL.1.c. Soit (y;:)1<ige une famille de réels.
Montrer qu’il existe un polynéme P appartenant & Ry-1[X] et un seul tel que, pour tout entier i
appartenant a [[1,q], P(z;) = v;.
Quels sont les polynémes @ appartenant & R[X] tels que, pour tout i appartenant & [[1, ql, Q(z) =y ?

St f est une fonction continue de I vers R, l'unique polynéme P appartenant a Ry_1[X] tel que, pour
tout entier i appartenant @ [[1,q]), P(z;) = f(x;), est appelé le polynéme interpolateur de Lagrange de
f auz points 1, za, ... , z,.

IIT.1.d. On suppose dans cette question que I est un segment.

Montrer que I’application A de C° (I) vers R,_1[X], qui associe & f son polynéme interpolateur de
Lagrange aux points 21, z2, ... , 4, est linéaire et surjective.

Montrer que, pour toute application f appartenant & C°(I) et tout réel ¢ appartenant & I,
q
A1 < ( Max 1£)1) 3 1650
A i=1
On définit 'application x de I vers R par la relation
q
x(®) =14 (1)]
i=1

On munit les espaces C°(I) et R,—1[X] (identifié & un sous-espace de €°(1)) de la norme infinie.
Montrer que P'application linéaire A est continue et que

AT = Hxlles

II1.2. Interpolation de Hermite.
Dans la suite de la partie III, on considére ¢ entiers naturels ar, az, ..., ag et P'on pose

m=q+oy+ar+ - +aoy
On considére une fonction f de I vers R admettant, pour tout i appartenant & [1,4], une dérivée
d’ordre «; au point z;.
Montrer qu’il existe un polynéme P appartenant & R,,_1[X] et un seul tel que, pour tout i appartenant

a [[1,¢] et pour tout k appartenant a [0, a,, P& () = F® ().

Ce polynome est appelé le polynéme interpolateur de Hermite de f auz points T, T, ..., X,

relativement auz entiers oy, asg, ... , oy .
On pourra commencer par établir 'injectivité de application de R,,—1[X] vers R™ définie par

P +— (P(z1), P'(z1), ..., Pe1)(gy), P(z3), P'(za), ... ,P(‘Y?)(:cg), co sy Plag), P'(ry), ..., P("‘q)(l'q))

IIL.3. Majoration de I’erreur dans Pinterpolation de Hermite.
On considere une fonction f de classe C™ de I vers R.

Le réel z appartenant a I, on note J, le plus petit intervalle fermé contenant z, , Ty, ..., xq et 2.

On fixe un réel = appartenant & I. On suppose dans (IIT.3.a,b,c) que z est distinct de z, 25, ... , z,.
On note H le polynéme interpolateur de Hermite de f aux points Z1, 3, ... , T, relativement aux
entiers oy, aa, ... , ay, et H, le polynéme interpolateur de Hermite de f aux points &1, 29, ... , z,,

z relativement aux entiers a1, as, ... , a4, 0.
On note p la fonction polynomiale de I vers R

q
t — H(t_ :C,')O'H_l

i=1
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IT1.3.a. Montrer qu’il existe un réel u (dépendant de z) tel que H, = H + pup.
Expliciter i en fonction de f(z), H(z) et p(z).

IIL.3.b. On consideére la fonction ® = f — H, de I vers R, de classe C™ sur [I.
Montrer, en procédant par récurrence, qu’il existe un réel £ appartenant & J, tel que <I>(m)(§) =0.

II1.3.c. En déduire qu’il existe un réel € appartenant & J, tel que
p(x
f(@) - H(z) = B2 gy
m!
III.3.d. Montrer que cette conclusion demeure mérue si = est Pun des réels 1, za, ... , z,.

Partie IV
QUADRATURES DE GAUSS

On considére ’espace préhilbertien séparé (E,(~,-)w) défini dans la partie II (dont on reprend les
notations, ainsi que ’hypothése que F est inclus dans E).
On considére une suite orthogonale (P, )nen de polyndmes telle que, pour tout entier naturel n,

deg P, =n

On fixe un entier naturel n supérieur ou égal & 2.
Solent ry, r3, ... , v, les racines de P, (cf. I1.2) et soit a, le coefficient dominant de P, .

L’entier j étant compris entre 1 et n, on définit le polynéme a coefficients réels

X -
4 =1] — (¢f. TIL1)
1<ign 7 *
i

b
Dans cette partie, on cherche & approcher, pour f appartenant & E, I'intégrale / f)w(t)de.

On met en évidence en (IV.1) des réels A1, Aa, ..., A, tels que, pour tout polyngme Q de Ry, [X] :
b n
/ QO dt =3 X Q(ry)
a ji=1

et en (IV.2), st f est de classe C*" sur ]a,b[, on donne une expression du reste obtenu en remplagant

b n
/ f®)w(t)dt par Z Aj f(rj). On établit en (IV.3), dans un cas particulier, la convergence de la

j=1
méthode ainsi définie, puis on termine en (IV.4) par un exemple.

IV.1. Un théoréme de Gauss.
IV.l.a. Soit Q un polynéme appartenant & Ro,_1[X].
Montrer qu’il existe un polynéme R appartenant & R,_1[X] tel que, pour tout ¢t appartenant & la, b[,

Q) = RO Pa(t) + 3 Qi) (1)

IV.1.b. Montrer qu’il existe un n-uplet (A1, Az, ... ,A,) de réels tel que, pour tout polynéme
Q@ appartenant & Ro,_1[X],

b n
[ awwoi=3" 5 a0 1)

IV.1l.c. Montrer qu'un tel n-uplet (A, A2, ... ,\,;) est unique et que Ay, Ao, ... , Ap sont
tous strictement positifs.

IV.1.d. La relation (1) est-elle également vraie pour tout polynéme appartenant & Ro, [xX]?
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IV.2. Un théoréme de Markov.

On considére une fonction f appartenant & E et de classe C*" sur Ja, b[.

On note H le polynéme de Ra,_;1[X] interpolant f au sens de Hermite aux points 7, ro
relativement aux entiers 1, 1, ... , 1.

Les réels A1, Az, ... , A, sont ceux qui ont été définis en (IV.1.c).

y ey T

IV.2.a. Montrer que, pour tout réel z appartenant a ]a,b[, il existe un réel £ appartenant a
Ja, b[ tel que
f(")")(f) R
) — H » P &
@) = H@) + =& Pote)
IV.2.b. Montrer que la fonction
k:z—s (2n)d2 M—Z—(l—)
Pu(z)
est prolongeable par continuité sur Ja,b[. C’est ce prolongement que Uon note k dans la suite.
IV.2.c. Montrer que la fonction ¢ — k(t) P, (¢)%w(t) est intégrable sur ]a,b].
IV.2.d. On pose

/L(t)P (0)2(t) dt
Pn( )Pw(t) dt

a

1
Pl

b
g = / k(t) Pa(t)’w(t) dt =

Montrer que, si la fonction k& n’est pas constante, alors Inf k(l) < < Sup k(z).

TE|a,

IV.2.e. En déduire qu’il existe un réel ¢ appartenant a Ja,d[ tel que g = k(().

IV.2.f. Etablir quil existe un réel ¢ appartenant Ja, b[ tel que

)
[ 1000 Zwmn it Il

IV.3. Convergence de la méthode dans le cas particulier d’un segment.

Dans cette question, lentier n supérieur ou €gal @ 2 n’est plus fiz€ et, afin de supprimer toute ambiguité,
. . X —rn;
on note a1, Tn2, ... , Tn,n les racines de P, ainsi que £, ; = - nt.
A Tnj — Thi
1<ign k ’
i#]
Puis on note A, 1, Ano, ..., Ay p les réels définis en (IV.1.bc).

On suppose que a et b sont des réels et on note I le segment [a,b].
On considére une fonction continue f de I vers R.
On désire montrer que, dans ces conditions, le reste

En(f) =

b n
/ FRw®)dt = > A i f(rng)
a k=1

tend vers 0 quand n tend vers +oo.
IV.3.a. Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a 2,

n n

Z Loy =1 et Z Ang = /bw(l) dt

k=1 k=1

IV.3.b. Soit € un réel strictement positif. On sait, d’aprés le théoréme de Welerstrass-Stone,
qu’il existe un polynoéme p appartenant a R[X] tel que ||f —pll, <e¢
On note v la partie entiere du nombre (degp)/2.
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Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a 2,

b

E’n(f—p)<2€/ w(t) dt

a

En déduire que, pour tout entier n strictement supérieur & Max(1,v),

b
E.(f) < 25/ w(t)dt
IV.3.c. Conclure.

IV.4. Un exemple ot 'on suppose que la méthode converge.
On se place dans le cas particulier de la question (I1.3) dont on reprend les notations.
On note 1 I'application de ]0, +oo[ dans R définie par la relation

sint

P(t) = 5

IV.4.a. Montrer que, pour tout entier naturel m et tout réel strictement positif z, la fonction
t— 1" (t) et est intégrable sur ]0,+oof.
Le réel a étant strictement positif, on note

+o0
U(z) = P(t)e " dt
0
IV.4.b. Dérivabilité et dérivée de ¥ sur |0, +oo[.
Soit x un réel strictement positif fixé.
Justifier, pour tout réel h vérifiant 0 < |h| < 2/2 et tout réel positif ¢, 'inégalité
h*t?

Ie—(:v-{—h)t _ e—a:t + ht e~xt \ < e—a:t/'.?

2

En déduire que, pour tout réel h vérifiant 0 < || < /2 et tout réel strictement positif X',

X e—(JJ+h)t — et .
[ o)

‘h’l e 2 —zt/2
<5 |y (t) e = de
0

+ oo
En déduire que ¥ est dérivable au point z et que ¥'(z) = —/ tep(t)e "t dt.
0

IV.4.c. Montrer que, pour tout réel strictement positif z,

IV.4.d. Montrer que, quand « tend vers 4+oo, ¥(x) tend vers 0.

IV.4.c. Déduire des résultats précédents la valeur de 'intégrale

+o00
/0 Y(t)e tdt (2)

IV.4.f. Dans le cas n = 2, calculer des valeurs approchées & la précision permise par votre
calculatrice de Ay, Aa, ¥(ry) et ¥(ra).
En déduire une valeur approchée de l'intégrale (2).
A quelle précision approche-t-on ainsi la valeur de /4 donnée par votre calculatrice?




