Lycée Blaise Pascal

FICHE : FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE

TSI I année

Dans toute la fiche f et g sont des fonctions définies sur un intervalle I non trivial de R

I 8 techniques de calcul de limites I

o Par factorisation par les termes dominants o Par application du théoréme des gendarmes.
o Par multiplication par la quantité conjuguée e En reconnaissant le taux d’accroissement d’une
o Par usage des limites usuelles ou des croissances fonction dérivable.
comparées. o Par changement de variable.
o En utilisant les équivalents. o Par simplification.
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I Théoreme d’opérations sur les limites I

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a. On suppose que f(x) et g(x) tendent respectivement vers [ et
1" lorsque x tend vers a. Alors :

e Ona:
| fx) o 11
e Si A et psont deux réels :
!
Af(x)+pglx) — A+l
e Ona:
!
fxgx) P 1l
e Sil#0, 1/ f est définie au voisinage de a et :
1 1
f(x) x—a |

o Plus généralement, si [ #0, f/g est définie au voisinage de a et :

fx) 1
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g(x) x—a ]

! Théoréme de la limite monotone !

Soient (a, b) 6@2 etI=]a,bl.
Si f:]a, b[ — R est une fonction croissante alors il y a deux possibilités :

1. f est majorée et alors f admet une limite finie lorsque x tend vers b. On a alors lilr]n f=supf.
I

2. f n’est pas majorée et alors f(x) , +00.
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I Fonction négligeable devant une autre I

Définition : Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R. On dit que f (x) est négligeable devant g (x)
au voisinage de a lorsqu’il existe une fonction € définie sur un voisinage de a telle que :

f(x)=ge(x)g(x)au voisinage de a et &(x) 0

x—a
On note alors : f(x) = . oa(g(x))
Proposition : Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R. Si g ne s annule pas au voisinage de a, alors :

B fx)
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! Croissances comparées !

I Théoréme des gendarmes I

Soient a, f, P trois fonctions définies sur un voisinage V de a € R et [ € R. On suppose que :

(H) vxeV, am<fw<pw
@ a(x) —letp(x) —1
X—a X—a

alors la fonction f admet une limite au point a et f (x)

I
X—a _
Ce théoreme se généralise aux limites infinies : par exemple, si au voisinage de a€l, ona:

Soient a, P et y des réels strictement positifs.

e En+oo:

(lnx)Y:onr (x*)f et [x*=_ o (eﬁx)
—+00

e EnO:
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I Propriétés importantes des équivalents I

! Fonctions équivalentes au voisinage d’un point !

Définition : Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R. On dit que f (x) est équivalent & g(x) au
voisinage de a lorsqu’il existe une fonction a définie sur un voisinage de a telle que :

f(x)=a(x)g(x) au voisinage de a et o(x) 1

X—a

On note alors : f (x) a g(x)

Proposition : Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R. Si g ne s’annule pas au voisinage de a, alors :

fx)
F09 2,80 o) =@

Si f(x) x:ﬂg(x) alors :
« il existe un voisinage de a sur lequel f et g sont de méme signe.
e sigx) - [ alors f(x) l.

X—a

! Définition de la continuité !

e On dit que f est continue en a € I si et seulement si

f(x)mle[R

et l:f(a)l

e On dit qu’une fonction f est continue sur un intervalle I si et seulement si la fonction f est continue en chaque
point de L.

! Opérations sur les équivalents !

On peut effectuer des : Par contre, il ne faut pas :
o produits d’équivalents e Sommer des équivalents.
« quotients d’équivalents. « Composer des équivalents. En particulier, il ne faut
o puissances d’équivalents. par:
o Prendre des logarithmes d’équivalents.

o Prendre des exponentielles d’équivalents.

! Théoréme d’opérations sur les fonctions continues !

e Si f est continue sur I alors | f | est continue sur L.

¢ Une combinaison linéaire de fonctions continues sur I est continue sur I.

e Le produit de deux fonctions continues sur I est continue sur I.

* Le quotient de deux fonctions continues sur I est (s’il est défini) continue sur I.
o La composée de deux fonctions continues est continue.

! Théoreme des valeurs intermédiaires !

Equivalents usuels

Soit f une fonction définie au voisinage de a € R telle que

f(x) x—a 0
alors :
~ f@x) _1 o
ln(1+f(x))x_)af(x) e lx_)af(x)
sin f (x) x:af(x) tan f (x) x:af(x) sh f(x) x:af(x) tanh f (x) a fx)
arcsin f (x) i fx) arctan f (x) a f(x) argsh f (x) a fx) argth f (x) a fx)
f@? fx)? m
cosf(x)—lx:a— > chf(x)—lx:a ) arccosf(x)—gx:a—f(x)

(l+f(x))0<—1x:a(xf(x) (aeR)

Soient I un intervalle de Ret f:1— R. Soit (a,b) €I tel que a < b. On suppose que :

@ f est continue sur [a, b].
@ fl@<0et f(b)>0.
Alors il existe c € [a, b] tel que .

I Continue implique bornée I

Une fonction réelle continue sur un segment est bornée et atteind ses bornes

I Théoreme de la bijection I

Soit une application f:1— R. On note J = f(I). On suppose que la fonction f est

@ continue sur L.
@ strictement monotone sur I.

alors la fonction f réalise une bijection de Iintervalle I sur 'intervalle J et sa bijection réciproque f~! est une fonction
continue et strictement monotone sur J de méme sens que f.




