e 1 O

Intégration sur un segment des fonctions a valeurs réelles

16.0.1 Calcul de primitives Exercice 16.4 %
Exercice 16.1 * Déterminer les primitives suivantes :
Déterminer les primitives suivantes : . sin x . 4. f tan? xdox
) _ 1+cos?x
L [{—=dx 4. [cosxsinxdx 2 1 dx 5. [ irdx
Ly 5 1 T 1+
- G dx : fxlnx * 3. [ Fdx 6. [(2x-1)%(x+1)dx
3. [V1-xdx 6. [xV1+x%dx
Exercice 16.2° % 16.0.2 Calcul d’intégrales
Déterminer les primitives suivantes : .
Exercice 16.5° %
I. [tanxdx 4. f e dx Calculer les intégrales suivantes :
2 . 2T 2 1 X
2. f dx 5 _sin2x 1. [y cos®xdx 4 o —=
11+x2 ’ f1+coszx . 5 fl 1 d 21+x
nx : X € _ 1
3. dex 6. fthxdx 0 V1-x2 5. fe x(Inx)?
chl 1 142¢ X
Exercice 16.3 * 3.4 mdx 6. 1++eeﬁdx

Déterminer les primitives suivantes :

i 3 3 ’ . .
LJ 200’ 4. [ cosxsin” xdx 16.0.3 Linéarisation
2. f 1 dx 5. flfzdx Exercice 16.6 %
cos? x * Déterminer les primitives suivantes :
1
— 1
3. [ g dx 6. [ 2 dx



PRI 1 1
2. En déduire : f—(x2+1)2 dxet [ )

Exercice 16.13 * %
Calculer pour un entier n € N, I'intégrale

1
Inzf x"V1-xdx
0

Exercice 16.14 %%
Pour un entier n € N, on pose

"2 sinnx
I,= : dx
o sinx

1. Justifier que pour tout entier n > 0, I’intégrale I,, existe.
2. Calculer pour n=2,1,-1,-2,1p et1;.

3. En déduire la valeur de 1,, pour tout entier n.

16.0.5 Fractions rationnelles

Cette section sera complétée a 1’occasion du chapitre sur les fractions rationnelles.

Exercice 16.15
Calculer :
3 1 1
1. \/‘2 x(x—1) dx 4. fOZ (x2+)(1x_2)dx fO (x2+x+l)
2 3 2x+41 d 1 1 8. —
f x* . 5. fo (¥®+2x+5) (x+2) dx fo (¥ 3x+2)
-1 2 X — =
3. fO xzﬁ—4x 5 6- Jo (P +x+1) (x+1) dx o fo (x2+1) (x+2) dx
Exercice 16.16
Calculer la primitive (préciser I'intervalle )
el

(x+1)2(x2+1) dx

16.0.6 Changement de variable

Exercice 16.17 >
Déterminer les primitives suivantes en utilisant le changement de variable précisé :

e Inx _ I
L. Jy %F dx en posant u =Inx 3. [;? sinxcos® xdx en posant u = cos x.

1_ s — 1 4
2. fo Tl dx en posant u=vx+1. 4. [,* tan xdx en posant u = tan x.



1. [sin®xdx 4. [cos®xsin2xdx
2. [cos* xdx 5. [ch?xsh? xdx
3. [sh®xdx 6. f[shxchxdx.
16.0.4 Intégration par parties
Exercice 16.7 *
Déterminer les intégrales suivantes :
1. flelnxdx 4, fol (x+2)e*dx

1 I
2. arctan xdx 2.3
Jo Jo> xsin® xdx

IS

LS
3. [i? e“cosxdx Jo (x=1) cosxdx

Exercice 16.8 %
Déterminer les primitives suivantes apres avoir déterminé sur quel intervalle elles sont défi-
nies :

1. [Inxdx

2. [arcsinxdx

4. [(x+1)shxdx
5. [argsh(3x) dx

3. [ xarctanxdx 6. [In(1+x?)dx

Exercice 16.9 *
Déterminer les primitives suivantes apres avoir déterminé sur quel intervalle elles sont défi-
nies :

1. [xch?xdx 4. [chxcosxdx
x
. 5.
2. [xIn(x+1)dx S p—
3. [argthxdx. 6. [ xIn? xdx

Exercice 16.10 *

Calculer1 = 07(/2 2sin?(¢) dt.

Exercice 16.11 *
Soit une fonction f de classe €2 sur le segment [a, b]. Montrer que

b b-a 1 (b "
f f(x dx:T[f(a)+f(b)]+5f (x—a)(x-Db) f"(x)dx
a a

Exercice 16.12 ) & ¢

1. Soit n € N*. Trouver une relation entre [ ——

1
( 2 1) tf (x2+1)rz+1 dx

5. Jo V1—x%dx en posant x = cos u. 6. fe InX qx en posant u = \/x.

Exercice 16.18 %
Déterminer les primitives suivantes en utilisant un changement de variable adéquat :

1
l. [—————dx —dx
fx+xln2x fChx
sinx
2. [ —— £
f1+c032x > f +1d
3. [Vx?+1dx 6. fm x

Exercice 16.19 *
Calculer les intégrales suivantes en utilisant un changement de variable adéquat :

I 1
1. [} dx 4, [ —— — dx
J 1+e* J cos? xv/tan x
1
2. [Yx2V1-x2dx 5 4
i3 e

dx
X
arcsin x 1
3. —d R o —, |
fo V1= & 6- Jo l+x+2 "

Exercice 16.20 *
Soit a,b e R} et neN. Calculer a I’aide de changements de variables, les intégrales

I j‘“ dx I j‘“ dx
1=| —— b=| 5=
o VZ_x2Z o a?+x?’

Exercice 16.21 %%
En utilisant un bon changement de variables, calculer pour 0 < a < b, I'intégrale

b
I3 =f (x—a)"dx
a

b
I:f (x—a)-xtdx
a

Exercice 16.22 %%
Soit un réel a > 0. Calculer en utilisant un bon changement de variables, I’intégrale

@ xInx
1= ———dx
17a (1+ x%)2
Indication 16.0 : Comment laisser les bornes invariantes ?

Exercice 16.23 %%
Calculer en utilisant un bon changement de variables I’intégrale

- .
xsin x
- [,
o l+cos*x

Indication 16.0 : Comment laisser les fonctions sin x, cos? x et les bornes invariantes ?



16.0.7 Calcul de primitives et d’intégrales - Techniques mélangées

Exercice 16.24 ) & ¢
5

!
Calculer1 = [ @2 dt.
Exercice 16.25 ) & ¢
1 t
Calculer fO m dr.
Exercice 16.26 %%

Calculer I'intégrale
1
sz vVx(1-x)dx
0

Exercice 16.27 %%

3
1 X +x+1
Calculerfo W
Exercice 16.28 %%
4
X
Icul ——d
Calculer [ TESITAST X

Exercice 16.29 * %
4

Calculer [ 2x

Exercice 16.30 % %

cosx—sinx Lo .
Calculer [ Trcolx dx sur R (justifier I’intervalle).
COs% X

Exercice 16.31 * %
Calcul de [ >— dx.
3+sh“x
Exercice 16.32 %%
X
Calculer [ , | == dx surI=[0,1[.
Exercice 16.33 * %

arctanx dx.

Calculer [ L surl=]1,+o0[.
¥+1-vVx2-1

Exercice 16.34 * %

Calculer [ Zrvatl dx.
1+vx+2

Exercice 16.35 * %

Calculer X
[ arctan (V/x) dx
0

Exercice 16.36 %%

Calculer
X+x+2

— _dx
(x2+2x+3)3

Exercice 16.37
Calculer

Exercice 16.38
Calculer

Exercice 16.39
Calculer

Exercice 16.40
Calculer

Exercice 16.41
Calculer

Exercice 16.42
Calculer

Exercice 16.43
Calculer

Exercice 16.44
Calculer

Exercice 16.45
Calculer

Exercice 16.46
Calculer

ok

*

ok

ok

ok

ok

Yk

*

ok

ok

[ 2x*+3
) (2+1)2

I_f dx
~J 5+4sinx

[——a
(5-4x-x2)2

I_f dx
xXV6+x—x2

3
X

I:[ dx
x2+2

I_/‘3 dx
2 x+vVx—-1

b
I:f xV(x—a)(b-—x)dx
a

tanx
f—_ 5 dx
1+sin“x

1
I:f (x—-2)V x2+2xdx
0



Exercice 16.47 %%

Calculer une primitive de
F= f(x+ 12V -x2-2x+1dx

(préciser I'intervalle )
Exercice 16.48 *

Calculer I'intégrale
t—1dt
r+1 t

2
- [
1

16.0.8 Propriétés de I’intégrale

Exercice 16.49 *
On considere une fonction f : [a,b] — R. On suppose que f est continue sur [a, b]. Montrer
que les deux propositions suivantes sont équivalentes :

J2 Fwde|= [P de
2 f<Oouf=0.

Exercice 16.50 *
Considérons une application continue f : [0,1] — R. Montrer que f admet une et une seule
primitive F vérifiant [ F(¢)dt = 0.

Exercice 16.51 * Un théoréme de point fixe
On considere une fonction f : [0,1] — R continue sur [0, 1] et telle que fol fde= % Montrer
que f admet un point fixe.

1

0,11 — R

Indication 16.0 : Introduire la fonction ¢ : { : FO-t

Exercice 16.52 *
Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b]. Montrer que :

b
Icelabl, — | fde=f©
b-a a

Indication 16.0 : Poser o =#+a fff(t)dt et introduire la fonction ¢ : t — f(t) — a.

Exercice 16.53
Soient a, b € R tels que a < b. Trouver les fonctions f continues sur [a, b] telles que

b
[ fx)dx=(b—a) sup ‘f(x)|
a

x€la,b)

Exercice 16.54 * %
Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions continues. On suppose que g = 0. Montrer qu’il existe
c€la,b] tel que

b b
f f(t)g(t)dt:f(c)f g(nde
a a

Exercice 16.55 ). 0.0 ¢
Soit f une fonction continue sur [a, b]. On suppose que Yk € [0, n], f: tk £(¢) dt = 0. Montrer
que f s’annule au moins n+ 1 fois sur [a, b].

16.0.9 Majorations d’intégrales

Exercice 16.56 %
Soit 0 < a < b. Montrer que

[b dx - b-a
a X vab
Peut-il y avoir égalité ?

Exercice 16.57 *
Soit deux fonctions continues et positives f, g : [0,1] — R. On suppose que Vx € [0,1], f(x)g(x) =
Etudier le cas d’égalité.

1. Montrer que
1 1
U f(t)dt] U g(ndt
0 0
Exercice 16.58 %

Soit une fonction f continue sur le segment [0,1]. Pour un entier k € N, on note

=1

1
Ik :f xk|f(x)| dx
0
Montrer que pour (p, q) € N2, on a I%Hq <TIpplag.

Exercice 16.59 *
Soit I’ensemble E = {f € €([a,b]) | Vx € [a, b], f (x) > 0}. Déterminer

ool [ s [ )

Exercice 16.60 * %
Soient a, b € R tels que a < b. Déterminer les fonctions f : [a, b] — R continues vérifiant

b b b
f e dx=f Je) dxzf ) dx
a a a

Exercice 16.61 * *
Soient deux fonctions strictement positives f, g € €°([0,1]). Montrer que

1
f(M+&t)) di=2
o \g®) [
Exercice 16.62 * %

Soit une fonction convexe ¢ continue sur R.



1. Si f est une fonction en escalier sur [0, 1], montrer que
1 1
Lp(f fx) dx) s[ @of(x)dx
0 0
2. Si f est une fonction continue sur [0, 1], montrer que
1 1
Lp(f fx) dx) sf @of(x)dx
0 0

Exercice 16.63 Y % %
— 1
Pour f:[a,b] — R, on note f = A f: f () dt sa valeur moyenne. Montrer qu’il existe une
-a

constante C ne dépendant que de a et b telle que pour toute fonction f € €' ([a, b)),
b
J

16.0.10 Limite de fonctions définies par une intégrale

Exercice 16.64 *
Soit une fonctionf : [0,1] — R continue. Trouver la limite de la suite de terme général

1
f _f(x) dx
o 1+nx
Exercice 16.65 *

A I’aide de majorations simples, trouver les limites des suites suivantes :

2 b
f(x)—f| dxscfa (f ()2 dx

1L In=f1x—ndx; 4. In=fole_”x(1+x”)dx;
0 1 +enx

1
e ™ 5. I, = — [*"arctanxdx ;
P dx- . I,=— [ arctanxdx;
n=Jo T n
3. 1, = [} x"sin(nx)dx; 6. In=fy x"In(1+ x*)dx.

Exercice 16.66 * %
Déterminer les limites suivantes :

2x x2

1. lim cos (%) dt 4. lim L
x—0J_oy x—+ooJy Int
2x COS l
2. lim §f)dr
Xx—+00 Jy I
3x o=t 2x o7
3. lim —dt 5. lim —dt
X—+00 J t X——00 Jy



2x

CcoSt
dt

X t

Indication 16.0 : Pour la derniére, penser a
une intégration par parties.

6. lim
X—+00

Exercice 16.67 ) & ¢

1
Soit la suite de fonctions (g,) définies sur [0,1] par g,(x) =0 si x €]—,1] et gn(x) = n si
n

x €[0,—]. Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Trouver la limite de la suite de terme général
n

1
In =f0 f(Dgn(r)dt

Exercice 16.68 % %

1
On définit une fonction 1 en posant, pour tout x € R*, I(x) = — fon sin(x%sint)dt. Trouver la
X
limite de I(x) lorsque x — 0.
Exercice 16.69 3 % %
Soit une fonction f : [0,1] — R continue. Trouver la limite des suites de terme général :
1. Hy = [y x"f(x)dx
2.1, = nfol x"f(x)dx
Exercice 16.70 ) 0.0 ¢

Soit une fonction f : [0,1] — R continue et un réel a € [0,1]. Trouver la limite de la suite de
terme général

1
I,= [ flax™ dx
0

Exercice 16.71 * %k
Soit une fonction f continue sur R. Déterminer la limite lorsque x — 0 de la fonction définie
pour tout x € R par

R
I(x) —j; mf(t) dr.

Indication 16.0 : Faire un changement de variables qui fera apparaitre la variable x a I’intérieur
de f.

16.0.11 Théoreme fondamental, étude de fonctions définies par une inté-

grale

Exercice 16.72 >
Soit f : R — R une fonction continue. Montrer que les fonctions g : R — R suivantes sont de
classe €' sur un intervalle a déterminer et calculer leur dérivée en fonction de f :

3. g) = [y fa+x)dr

Int
4. gx)= le(?)

1. g =[5 fode
de

2. g =f¥ shtf(chpdr

Exercice 16.73 *
Soit une fonction f continue et positive sur le segment [a, b]. En utilisant la fonction F(x) =
f;f(t) dt, montrer que si fff(t) dr=0, alorsVxe€ [a,b], f(x)=0.

Exercice 16.74 * %
Soit une fonction f continue sur [0,1], dérivable sur 10,1 a valeurs dans R telle que f(1) =
fol f(v) dt. Montrer qu’il existe un réel ¢ €]0,1] tel que f'(c) = 0.

Exercice 16.75 *
Montrer que la fonction définie par

est constante.
Exercice 16.76 %
Déterminer le domaine de définition et la parité de I’application

3x
g:x»—»f e’ dt
X

Exercice 16.77 ) & ¢
ﬂtt Sit#0

. Soit f:R — R donnée par f(x) =
1s1t=0

On considére ¢ : R — R définie par @(t) = {

[ (1) dt.
1. Déterminer I’ensemble de définition de f.
2. Montrer que f est impaire.
3. Déterminer la dérivée de F et en déduire ses variations.
4. Déterminer la limite de f en +oco.
5. Tracer la tangente a I’origine, puis la courbe représentative de f.

Exercice 16.78 * %
Soit g : R — R une fonction continue. On pose, pour tout x € R,

X
f(x) =f sin(x—t) g(r)dt
0

1. Montrer que f est dérivable sur R et que

X
f(x) =f cos(x— 1) g(n)dt
0



2. En déduire que f est solution de 1I’équation différentielle y" + y = g(x).

3. Résoudre cette équation différentielle.

Exercice 16.79 * %
On considere la fonction f donnée par f (x) = fx e’ dt
1. Déterminer I’ensemble de définition de f.
2. Montrer que f est impaire.
3. Déterminer la dérivée de f et en déduire ses variations.

4. Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine.

Exercice 16.80 %%
Pour tout x € R, on pose f (x) = fxzx dz.
1+1*
1. Montrer que f est bien définie.
2. En effectuant un changement de variable, montrer que, pour tout x € R* : f(x) =
1
1z)
3. En déduire un équivalent simple de f en +oo.
Exercice 16.81 *
Soit f : R — R une fonction de classe €' et g :R* — R définie par :
1 X
Vx#0, gx)=— f()dt.
2x J—x

1. Montrer que g peut-étre prolongée par continuité en 0. On appellera encore g la fonc-
tion ainsi définie sur R.

2. Montrer que g est dérivable sur R* et calculer g’ (x) pour tout x € R*.
3. Montrer que g est dérivable en 0 et calculer g’ (0).
Exercice 16.82 0. 0.0, ¢

ht
On se propose d’étudier la fonction définie par g(x) = [, xe C? dt.

1. Montrer que le domaine de définition de g est R*.
2. Etudier la parité de la fonction g.
3. Calculer la dérivée de la fonction g et dresser son tableau de variations.

4. Calculer la limite de la fonction g en 0 et en +oo.

Exercice 16.83 0. 0.8, ¢
Soient deux fonctions f et g continues et positives sur I’intervalle [0, +oo[. On suppose que

X
Vx=0, f(x)<C+f fHg(nde
0

ot C est une constante strictement positive.

1. Montrer que
X
Vx=0, f(x)sCexp(f g(t)dt).
0

C’est Ie lemme de Gronwall, trés utile pour étudier des équations différentielles.
2. Que peut-on dire si f(x) < [y f(H)g(r)dt?

Indication 16.0 : Introduire la fonction @(x) = C + fox f(t)g(t)dt et calculer sa dérivée.
Exercice 16.84 ) & ¢
Etudier Ia fonction définie par

x2
g(x) =f e—dt.
X t

Exercice 16.85 * %
Soient deux fonctions continues f et g sur [0,1]. On suppose que Vx € [0,1],

X X
f(x)=[0 g(t)dtetg(x)zfo f)dr

1. Montrer que f et g sont €°°;
2. Montrer que f=g=0.

Exercice 16.86 * %
Soit la fonction définie par

2x
X t

1. Montrer que la fonction g est définie et dérivable sur R*.
2. Etudier la parité de g.
3. Montrer que pour tout x € [0,7/2], 1 - X2 <cosx<l.
4. Prolonger g par continuité en 0.
5. Montrer que g ainsi prolongée est dérivable en 0 ?
6. Trouverlimy_.  g(x).
16.0.12 Suites dont le terme général est défini par une intégrale

Exercice 16.87 *

. N . z z xn
On considere Ia suite de terme général 1, = fol 132 dx
+x

1. Calculerly, I; et I.
2. Etudier la monotonie de (I n).
3. En déduire que (I,,) est convergente.
4. Prouver que :
VneN,



5. En déduire la limite de (1,,).

6. En déduire un équivalent de la suite
1
Tn =f x"In(1+x%) dx
0

Exercice 16.88 *
On considere la suite de terme général 1,, = fol x"(1-x)"dx.

1. Etudier les variations de fix—x(1-x) sur[0,1].
2. En déduire celles de (1,,).
3. En déduire que (I,,) est convergente.
4. Montrer que :
1\
VneNn, Oslns(—) .

5. En déduire la limite de (I,).

Exercice 16.89 * %
Pour tout n € N, on considere la suite de terme général

e
I, =f (Inx)" dx
1

1. Calculerly et1;.
2. Trouver une relation de récurrence entre 1,41 et 1.

3. En déduire que

VnelN, 0<In<i
n+1

puis la limite de (I,).
4. En déduire un équivalent de 1,,.

Exercice 16.90 %%
On consideére la suite de terme général I,, = fle x2(Inx)" dx od neN*..

1. Etudier Ia monotonie de {TI,).
2. En déduire que (I,,) est convergente.
3. Trouver une relation de récurrence entre 1,41 et 1.

4. En déduire la limite de (I,;) ainsi qu’ un équivalent simple de I,,.

Exercice 16.91 ) & ¢
Pour tout n € N, on considére la suite de terme général :

1
1
I, =f dx
0 1+x"

1. Montrer que

1 n2 1 [l
VneN*, f a dx=n———f In(1+x")dx
0 0

1+x" n n

2. En déduire que

Exercice 16.92 *
Soit neN. On pose

1 t"
Inzf —eltdr
o n!

2. Trouver une relation de récurrence entre 1,1 et ;

1. Déterminerlimy,—. o015 ;

3. En déduire la limite de la suite de terme général

il
S,=Y —
Tk

Exercice 16.93 ). 0. ¢ Intégrale de Wallis

Pour tout n €N, on pose :
LY

I, =f2 sin” tdt.
0
Une telle intégrale est appelée intégrale de Wallis.

1. Montrer que

IS
2
vneN, Inzf cos” tdt.
0

2. Calculerlj et1;.

3. Montrer que
n+1
YneN,Ip=—I,
n+2

4. En déduire, pour tout p €N, une expression de I et I2p+1 a I’aide de factorielles.

5. Montrer que (I,,) est décroissante et positive. En déduire que (1) est convergente.

6. En déduire que pour tout n € N :

I I
<n+1< n

In+2 In+2 .
7. Montrer quel,, ~ I,41.
n—+oo

8. Etablir que pour tout n€N, (n+1)1,411, = 3



9. En déduire que : 1, et Zi
—+00 \ 21

Exercice 16.94 * %k
Soit f une fonction de classe 6 sur le segment [0,1] vérifiant f(1) = f'(1) = 0. Etudier la suite
de terme général

1
I,= nzf x" f(x) dx
0

Exercice 16.95 3 % %
Soit deux réels a,b € R tels que a < b et une fonction f : [a,b] — R continue et positive.
Déterminer la limite de la suite de terme général

1
7
I,=

b
[ (x) dx
a

Indication 16.0 : On étudiera d’abord le cas ou f est une fonction constante.
Exercice 16.96 %
Trouver la limite de la suite de terme général

1 1
I,= —[ (arcsinx)dx
n!'Jo

Exercice 16.97 %%

1. Soit un entier k = 1. Encadrer I'intégrale Ij. = ,f“ln rdr.

2. En déduire un équivalent de la suite de terme général u, =Inn!.

Exercice 16.98 * % Suite de Mercator
On considere la suite de terme général
1 4n
I,= dt
" fo 1+t

2. Trouver une relation de récurrence simple entre 1, et1,,_) pour n= 1.

1. Trouverlim,_ ;5 1,

On considere ensuite la suite, dite de Mercator, de terme général

(_1)k+1

3. Exprimer pour n=1, S, en utilisant I,.

4. En déduire que la suite (S,) converge et préciser sa limite.

Exercice 16.99 ) & o ¢
Etudier la suite (u,) de terme général :

Indication 16.0 : On commencera par déterminer le signe de ;1 — Uy, puis Up4+2 — Uy, et l’on
s’intéressera ensuite aux deux suites extraites Usy, €t Uzpi1.

Exercice 16.100 2. 0.6 ¢
On note pour un entier n non-nul :

n n d
tlnzf0 (j(; x+—yy+1)dx

2. Déterminer un équivalent de la suite (I,).

1. Calculer I’intégrale I,, pour n > 0.

Indication 16.0 : On pourra utiliser un développement limité a I’ordre 1 de In en 0.
3. EncadrerS,, a I’aide de I, pour n > 0.

4. En déduire un équivalent de (Sp).

Exercice 16.101 * %k
Pour n €N, on pose

1. Justifier I’existence de I, pour n = 1.

2. Déterminer la limite de la suite (In).

16.0.13 Algebre linéaire et intégration

Exercice 16.102 * %
Soit E I’espace vectoriel des fonctions continues de R dans R. Si f € E, on note T(f) = g
I’application définie par

X
VxeR, g(x)zf tf(n)de
0

1. Montrer que T est un endomorphisme de E.

2. DéterminerKerT et ImT.

Exercice 16.103 %%
Soient le R-espace vectoriel E = € (R,R) et les applications :
E — E E — E

(p:{f — et Wi{f — [y fndr
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1. Une autre solution de cet exercice utilisant les sommes de Riemann est proposée dans 1’exercice ?? page ??



1. Prouver que @ et  sont des endomorphismes de E.
2. Calculer oy et yo.

3. Déterminer les noyaux et images de @ et .

16.0.14 Formules de Taylor
*

1. Montrer que pour tout n €N et pour tout xe R, on a :

Exercice 16.104

_ |x|n+l elx\

n xk
-y Sl
=o k! (n+1)!

n xk
2. Endéduire lim ) —.
n—-+oo !
k=0
Exercice 16.105 *
En appliquant la formule de Taylor avec reste intégrale a la fonction x — In (1 + x) entre O et 1,

montrer que :

1 1 1 (-1
l——+-——+ ——1In2
2 3 4 n n—+oo
Exercice 16.106 *
Soient f :R — R de classe €2 et a € R. Montrer que :
lim fla+h)-2f(a)+f(a—h) :f”(a)
h—0 h?
En déduire lim 222972
x—0 x2
Exercice 16.107 *
Trouver
Cox(e*+1)-2(e*-1)
lim 3
x—0 X
Exercice 16.108 *

Soit f une fonction de classe € sur [0, 1]. On pose pour x €]0, 1],

_ SO -FO) - x(FM) - f(0)

sin(mmx)

g(x)

Montrer que I’on peut prolonger g par continuité en 0 et 1.
Exercice 16.109 * %

1. Ecrire I’inégalité de Taylor-Lagrange pour I’exponentielle entre 0 et X € R.
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2. En déduire I’existence d’une constante C > 0 telle que :

1
vneN*, Vxelo,1], ‘(1+x2)1/n—1—;ln(1+x2) <&

3. Trouver alors deux réels a, b € R tels que

1 b e
vneN*, f (1+22) " dx=a+—-+=2
0 non

oleg, ——0
n—+oo

16.0.15 Sommes de Riemann

Exercice 16.110 *
Etudier Ia suite de terme général
n
1
Up=) ——
" kg' 1Vn2+2kn
Exercice 16.111 *
Etudier Ia suite de terme général
2n
1
U, = —
" p;n p
Exercice 16.112 *
Etudier Ia suite de terme général
n
n
tn k; n? + k2
Exercice 16.113 *
Etudier Ia suite de terme général
1 & 1
Up = —
" n kg'o vn+k
Exercice 16.114 *
Déterminer la limite de la suite de terme général
n e—n/k
Up=ny.
-1 K
Exercice 16.115 *
Trouver la limite des suites de termes général
n k2
)y 8k3 +n3

k=1

n2’



Exercice 16.116 %
Soient deux réels a > 0,0 > 0. Déterminer la limite de la suite de terme général

Z n+f)k

Exercice 16.117 * %
Etudier Ia suite de terme général

k+n

Exercice 16.118 %
Pour n €N, on pose

ltn_t2n
I,= dat
" fo 1-¢

1. Justifier I’existence de 1,, pour n = 1.

2. Déterminer la limite de la suite (I5,).

Exercice 16.119 * %
FEtudier Ia suite de terme général

1 2n 2 nl/in
un=—41_[(n +k%)
n

Exercice 16.120 * %

Trouver un équivalent de la suite de terme général

i vV n(k2 + n?)

Exercice 16.121 0. 8. 8.¢
Déterminer la limite de la suite de terme général

Uy = (Sz);)lln
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