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Dimension des espaces vectoriels
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En mathématiques, on ne comprend pas les choses, on s’y habitue.
John von Neumann.

Pour bien aborder ce chapitre

Apres avoir mis en place les bases d’algebre linéaire nous allons nous intéresser dans ce chapitre a la notion de dimension.
La dimension d’un espace vectoriel est liée au nombre de parametres (ou parle aussi de degrés de liberté) qu’il faut
considérer pour pouvoir le décrire. Ainsi pour choisir un couple de R? il faut choisir une abscisse et une ordonnée. Il y a
deux paramétres (ou deux degrés de liberté). On verra que R? est de dimension 2. De méme, pour choisir un polyndme
aX?+ bX+c de Ry [X], il faut choisir a, b et c. On verra 1a aussi que Ry [X] est de dimension 3. Dans certains cas, il faut une
infinité de parametres pour décrire les vecteurs de 1’espace considéré. Par exemple, pour choisir une suite (u,) € . (R),
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il faut choisir chaque terme 1y, uy,.... Ou encore pour choisir une fonction f € .% (R,R), il faut choisir I’image de chaque
point de R par f. Ces deux espaces sont de dimension infinie.
Méme s’il sera utile de se souvenir de ces considérations, la définition précise de la notion de dimension demande quelques
efforts qui nous en éloignent un moment. On peut remarquer que toute base du plan compte exactement deux vecteurs. De
méme toute base de I’espace en compte trois. Le plan est de dimension 2 et I’espace de dimension 3. Si on arrive a définir,
pour un espace vectoriel quelconque ce qu’est une base (quand il en a) et qu’on parvient a montrer que deux bases sont
toujours de méme cardinal alors on tiendra notre définition. La dimension d’un espace vectoriel est le nombre de vecteurs
que contient une base donnée (quand ce nombre est fini).
Ceci est cohérent avec notre intuition initiale. Si (vy,..., v,) est une base de 1’espace vectoriel considéré E, alors choisir
un vecteur dans E revient a choisir ses n composantes sur la base, il y a bien n degrés de liberté.
Nous traiterons les notions de base et de dimension dans les premieres sections de ce chapitre. Nous nous occuperons
ensuite a étudier les conséquences de ces notions en algebre linéaire. En particulier, nous démontrerons deux formules
fondamentales :

— la formule de Grassmann

— la formule du rang
qui permettront de beaucoup simplifier les démonstrations de supplémentarité et celles de bijectivité (elles permettront de
diviser par deux le travail a faire quand on n’en dispose pas).

13.1 Familles de vecteurs

Dans toute la suite, K est un corps (R ou C). E et F désignent des K-espaces vectoriels.

13.1.1 Combinaisons linéaires
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DEFINITION 13.1 % Combinaison linéaire

Soit (vy,..., v,) une famille de n vecteurs d’un K-espace vectoriel (E, +,.). On appelle combinaison linéaire de ces n
vecteurs tout vecteur v € E de la forme :

n
V=AUV +...+ A, Uy = Z)\k'vk
k=0

Lol (A, An) €K™,

[PrOPOSITION 13.1 % Image d’une combinaison linéaire par une application linéaire
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f € £(E,F). Soient (vy, ..., v;) une famille de n-vecteurs de E et ()\1, s )\p) €
KP alors

f(/\l VIt A V) = A 'f(l/l) +...+/\n'f(l/n).

Démonstration Par une récurrence immédiate.

13.1.2 Familles libres

[ DEFINITION 13.2 %% % Famille liée

On dit qu’une famille (vl,..., vp) de vecteurs de E est liée, ou que les vecteurs vy,..., v, sont linéairement dépendants
si et seulement si un des vecteurs de la famille est combinaison linéaire des autres ou autrement dit si et seulement si il
existe un p-uplet ()\1, ... ,)\p) € IKP de scalaires non tous nuls vérifiant Ay - vy +...+Ap-vp =0.

Exemple 13.1
— Trois vecteurs du plan sont toujours liés. De méme, 4 vecteurs de I’espace sont toujours liés. On comprend bien
intuitivement ces deux affirmations. On les démontrera dans I’exemple[I3.7 page[8l
— Dans R, les vecteurs 1 = (1,0,1,-1), uz = (3,-2,2,-3) et uz = (—1,2,0,1) forment une famille liée. En effet,
Uy = 2u1 — Uus.
— Dans .7 (R,R), les fonctions fj : x — cos? x, frix— sin? x et f3:x— cos2x sont liées. En effet, f3 = fi — f>.

Pour définir une famille de vecteurs linéairement dépendants, il suffit de prendre la négation de la définition précédente :
v =(v1,...,vp) est une famille liée de vecteurs de E si et seulement si pour toute famille de scalaires (A1,...,A,) €KP, si
A1 x1+...+Ap-xp=0alors A\ =... = A, =0. On a alors la définition suivante :
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DEFINITION 13.3 %% % Famille libre
On dit qu’une famille (vl, . vp) de vecteurs de E est libre, ou que les vecteurs vy,..., v, sont linéairement indépen-
dants si et seulement si la famille n’est pas liée ou autrement dit si et seulement si :

V()\l,...,)\p)EKP, )\1'U1+...+)\p'1/p=0 B )\12...2)\p=0

PLAN 13.1: ‘ Pour montrer qu’une famille est libre !

1 Soit (A1,...,Ap) €K tel que Ay - vy +...+ Ay vy =0.
2 ..alorsA\y=...=X,=0

Donc la famille est libre.

PLAN 13.2 : | Pour montrer qu’une famille est liée !

Posons Ay =...,...,Ap=...
Un des A; pour i € [1, p] au moins est non nul

On a bien par ailleurs : \;-v1 +...+ Ay - v, =0.
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Donc la famille est liée.

Exemple 13.2
— Dans R?, 1a famille ((1,0), (0, 1)) est libre. En effet, soit a, B eRtels que a(1,0)+p(0,1) = (0,0). Alors ((x, ﬁ) =(0,0)
etdonca=p=0.
— On démontre de méme que dans R3, 1a famille ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est libre.
— Dans .Z (R,R) la famille (sin,cos,exp) est libre. Soient a,f,y € R tels que asin+pcos+yexp = 0. Alors pour

tout x € R, asinx + P cosx+ yexp x =0 ce qui s’écrit aussi Vx € R, a22L + 25X 4 v = (9. On montre facilement
sinx

exp x expx
en utilisant le théoréme des gendarmes que lim, oo g% = limyoo e =0. On en déduit que Y = 0. On a alors
Vx eR, asinx+Hcosx =0. Si on fait x = 0 on obtient § = 0 et si on fait x = /2, il vient que a = 0. On a alors

bien montré que x = =y =0.

Remarque 13.1  Soit (v1,...,v,) une famille de p vecteurs de E.
— Si I’un des vecteurs est nul, la famille est liée.
— Sil’un des vecteurs de la famille apparait plus d’une fois dans la famille alors la famille est liée.
— Toute sous-famille d’une famille libre est encore libre

13.1.3 Familles génératrices

(DEFINITION 13.4 % %% Famille génératrice )

On dit qu’une famille (v1,...,vp) de p vecteurs de E engendre 1’espace vectoriel E (ou est génératrice de E) si tout
vecteur de E peut s’exprimer comme combinaison linéaire de la famille (vl, e vp) :
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VveE, I, Ap) ekl v=) Aieu;
k=1

kAutrement dit : Vect ({v1,...,vp}) =E.

PLAN 13.3: ‘ Pour montrer qu’une famille est génératrice !

1 SoitveE.

2 PosonsAi=...,...,Ap=...

p
3 Onabien:v=>) A;-v;
k=1

Exemple 13.3
— Dans R?, soient x; = (1,0) et x, = (0,1). La famille (x1, x2) est génératrice de R2. En effet, si v = (x, y) € R? alors
v=x(1,0)+y(0,1).




— On montre de méme que la famille ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) engendre R3.

— La famille ((1,0,1),(0,1,1)) engendre le plan vectoriel F de R® d’équation x + ¥y = z. En effet F =
{(x,y,2) eR® | x+y-z=0} ={(x,3,x+¥) | x,y e R} =Vect((1,0,1),(0,1,1)).

— La famille (1,X,X?,...,X") engendre K, [X]. En effet, si P € K, [X] alors il existe ay,..., a, € K tels que P =
apnX"+...+ ap.

— On considere I’espace vectoriel & des fonctions en escaliers sur [0,1]. On considere les fonctions f, ;, définies
pour a< bpar fp(x) =1pouras<x<bet f,,(x)=0sinon. La famille (f, ,)1<q<p<1 €st une famille génératrice
de &, mais n’est pas libre : fo1/2+ fi/2,1 — fo,1 — firz,12 =0.

| Remarque 13.2  Toute sur-famille d’une famille génératrice est encore génératrice.

13.1.4 Bases

(DEFINITION 13.5 Y% % Base
On dit qu’une famille (vl,..., vp) de vecteurs de E est une base de E si et seulement si, a la fois :

1 (v1,...,vp) est une famille libre de E.

2 (v1,...,vp) est une famille génératrice de E.

Exemple 13.4
— La famille (1, i) est une base du R-espace vectoriel C. En effet, si a, b € R sont tels que a.1+b.i =0 alors a+ib=0
et donc a = b = 0. La famille est donc libre. Pour tout nombre complexe, il existe a,b € R tels que z=a+ib. La
famille est donc aussi génératrice de C. C’est donc une base de C.
— Dans le plan, deux vecteurs non colinéaires forment une base du plan.
— Dans R?, 1a famille ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) forme une base de R%. On a prouvé dans I’exemple [13.2] que cette
famille est libre et dans 1’exemple[I3.3qu’elle engendre R3.
— Dans R3, 1a famille formée des vecteurs e; = (1,0,1), e2 = (1,—1,1) et e3 = (0,1,1) est une base. La famille est
oy + o2 =0
libre : soit oy, a2, 03 € R tels que aje; +azex +azesz = 0. Alors { —ap + a3 =0 ce qui amene a; = a2 = a3 =0.
ap+azx+ag =0
La famille est génératrice de R3. Soit (x,y,z) € R%. On cherche ay,az,03 € R tels que (x,¥,z) = aje; + azer +

oy + 02 =X
aze3 = 0. On obtient alors le systeme { —a2 + a3 =y etontrouve oy =2x+y—z,0p = —x—y+zetaz =—x+z
ap+0z2+03 =2

donc (e1, ez, e3) engendre R3. C’est bien une base de R3.

De maniére plus générale, on a :

(PROPOSITION 13.2 % Base canonique de K" h

Soit n € N*. Considérons le K-espace vectoriel E = K”. Il existe une base privilégiée (ey,...,e,) de K" dite canonique
et donnée par :

eq = (1,0,0,...,0)
e = (0,1,0,...,0)
e, = (0,00,...,1)
- J

Démonstration La famille e = (ey,...,ey) est génératrice. En effet, si x = (x1,...,xp) € K" alors : x = x1e1 +... + xpep. Elle
est de plus libre : Si Ay,...,A; sont n scalaires de K tels que Zzzl)‘kek =0, alors on a : (Ay,...,A\p) =0 ce qui prouve que
Vkell,nl, Ar=0.

PROPOSITION 13.3 s Base canonique de K [X]
Soit n € N. Considérons le K-espace vectoriel E = K, [X] des polyndmes de degré < n a coefficients dans K. II existe
une base privilégiée de K, [X] dite canonique et donnée par : (l,X, X2, ... ,X”).




Démonstration Voir le chapitre sur les polynémes. Nous reviendrons sur cette proposition plus loin dans ce chapitre.

PROPOSITION 13.4 % Base de C(X)
est une base de C(X).

La "réunion" des familles (X™) ,en €t ( c
ae
neN*

&)
X-a)"

Démonstration C’est exactement la traduction du théoreme de décomposition en éléments simples sur C en termes de combinai-
sons linéaires. On peut aussi trouver une base de R(X).

THEOREME 13.5 %% Composantes d’un vecteur relativement a une base
Une famille e = (ey,...,e,) de E est une base de E si et seulement si, pour tout vecteur v € E, il | existe | une | unique
famille de scalaires (A1,...,A,) € K" telle que :

p
V= ZA[‘Q[ZA1'€1+...+)\n‘en
k=1

Le n-uplet (A1,...,A,) est alors appelé famille des composantes (ou coordonnées) de v dans la base e.

Démonstration

— Comme la famille e est une base, elle est génératrice de E et donc pour tout v € E, il existe un n-uplet de
scalaires (A1,...,Ap) € K™ tel que : v = ZIIZ:I Ai-ej
— Supposons qu’il existe deux n-uplets de scalaires : (A1,...,An) et (A’l,...,A’,L) tels que :

p p
V= Z)\,--e,-: Z)\;-ei.
k=1 k=1

On a donc : Zizl ( ; - )\,-) -e; = 0. Mais e étant une base de E, elle est libre et cette derniere égalité n’est possible que
si:Vie[l,nl, A\;=X;=0c’est-a-dire: Vi€ [l,n], \;=A; cequi prouve I'unicité.
Supposons que pour tout v € E, il existe une unique famille de scalaires (A1,...,Ap) € K™ telle que :

p
V= Z)\,--e,-:)\l-e1+...+)\n-en
k=1

et montrons que e est une base de E. Il est clair que e est génératrice. Montrons que e est libre. La seule décomposition
de O sur les vecteurs de la famille e est Og = Oej +...0ep,. Par conséquent, si le n-uplet (ay,...,a,) € K™ est tel que
ZZ:I arer =0, on a nécessairement : Vi€ [1,n], «; =0 ce qui prouve que e est libre.

13.2 Dimension d’un espace vectoriel

13.2.1 Espace vectoriel de dimension finie

DEFINITION 13.6 % Espace vectoriel de dimension finie
On dit qu’un K-espace vectoriel est de dimension finie s’il admet une famille génératrice finie. Dans le cas contraire,
on dit que E est de dimension infinie. De plus, par convention, on dit que E = {0} est un espace de dimension finie.

Exemple 13.5
— K" est de dimension finie car sa base canonique est une famille génératrice finie de K”.
— De la mé&me facon, K, [X] est de dimension finie.
— Par contre, K [X] est de dimension infinie. Voir I’exemple[13.9] pour une démonstration.
— De la méme facon, ¥ (R) et & (R,R) sont de dimension infinie. Voir 1’exercice ?? page ??.

(LEMME 13.6 % Augmentation d’une famille libre
Soient E un K-espace vectoriel et x € E \ {0}. On suppose que :

@ % =(,...,1,) est une famille libre de vecteurs de E.

@ x¢Vect (L)

\Alors (h,...,1,, x) est encore une famille libre de vecteurs de E.




Démonstration Soientay,...,a,,a n+1 scalaires de K tels que : oyl +...+ayl, +ox =0. Supposons que les n+1 scalaires ne
sont pas tous nuls. Il y a alors deux possibilités :

1. a=0etdoncayly +...+ayly, =0 avec ay,...,ap non tous nuls, ce qui n’est pas possible car la famille £ est, d’apres la
premiére hypothése, libre dans E.

2. o« #0. Dans ce cas, on peut alors écrire x comme une combinaison linéaire des vecteurs de £ ce qui contredit la seconde
hypothése.

On montre ainsi par I’absurde que la famille (y,...,1,,x) est libre.

(LEMME 13.7 % Diminution d’une famille liée
Soient E un KK-espace vectoriel et & = (g1,..., 8n, n+1) une famille de n+ 1 vecteurs de E. On suppose que :
@ gn+1 eVect(gl,...,gn) (c’est-a-dire, g,+1 est combinaison linéaire des vecteurs gi, ..., gn)-

Alors :
Vect(g1,...,8n gn+1) = Vect(g1,...,8n)

| C est-a-dire qu’on peut retirer le vecteur gy+1 a % sans modifier le sous-espace engendré par 4.

Démonstration D’aprés I’hypothése, il existe un n-uplet (ay,...,a,) de scalaires de K tels que : gp+1 = Zzzlcxkgk‘ Posons

F =Vect(g1,...,8n) et montrons que la famille (g1,...,8n) génére aussi F. Soit x € F. Il existe (x1,...,%u+1) un (n+ 1)-uplet de
scalaires de K tels que :

n+1

x = ingi
k=1
n

= Z Xi&i t Xn+18n+1
k=1

n n

= Z X8+ Xn+1 Z A8k
k=1 k=1
n

= Z (xi+xn+10‘k)gi

=1

kel

ce qui prouve que Vect(g1,...,8n,8n+1) < Vect(g1,...,8n). Il est par ailleurs clair que Vect(g1,...,8n) < Vect(g1,..-,8n, gn+1)
et I’égalité est alors établie.

THEOREME 13.8 % Fondamental : On peut compléter une famille libre en une base en puisant dans une famille
génératrice
Soient E un K-espace vectoriel et p, g, n € N*. On suppose que :

@ 2 =(l,...,1,) est une famille libre de vecteurs de E.

@ % =(g1,...,8¢) est une famille génératrice de vecteurs de E.

alors, il existe une base % de E de la forme

B= (11, Iy Lps1sen, In)

0U Lpi1,ees I €.

Démonstration On va procéder de maniére algorithmique. Si la famille £ est génératrice, le théoreme est démontré, sinon on
construit une base ainsi. Posons £y = % .

o | 1°7€ étape :

W Sig) €Vect (L), on pose £ = %. D apres le lemme[I37 on a Vect (L) =Vect (L u{gi})
W Sig) ¢Vect (%), onpose A = Zyuig}. D apres le lemmell3.6, la famille £ est libre et Vect (A) =Vect (L u{g}).
Dans les deux cas, on a :

‘Vect(ﬁl) =Vect(LHu{g}) et A estlibre ‘

o SoitieNtelquei+1<gq.

-eme

o | étape : | On suppose que la famille .Z; est construite en sorte que :
‘Vect(iﬂi) =Vect(Z;_1 u{g;}) =Vect (L uig,....&i}) ‘ et |.; estlibre
o | i+18M€ &gape : | On construit maintenant % 1.




B Sigj €Vect(;), onpose £ =.%;. D apres le lemme[I37 on aVect (Z;41) =Vect(Z;)
B Sigi. ¢ Vect(Z;), on pose L1 =% U{gi+1}. D’aprés le lemme[I3.6 la famille .%;. 1 est libre et Vect (Z41) =
Vect(Z;u{gi+1})-
Dans les deux cas, on a :

‘ Vect(Z41) =Vect(L3U{gir1}) et Zjyq estlibre ‘

o On construit ainsi par récurrence les familles %y, ... ,Xq.
La famille £ vérifie alors :

‘ Vect(Ly) =Vect (LUb)>Vect(9)=E et Ly estlibre ‘

et est donc libre et génératrice de E. £ est donc une base de E.

Remarque 13.3  Cette démonstration fournit un algorithme explicite pour fabriquer des bases dans un espace vectoriel
de dimension finie.

COROLLAIRE 13.9 % Existence de base
Tout espace vectoriel de dimension finie non réduit a {0} possede une base.

Démonstration Par définition, un espace vectoriel de dimension finie non réduit a {0} posséde une famille génératrice finie ¥ .
Soit x # 0 € ¥. La famille constituée du singleton {x} est libre dans E. Par application de la proposition précédente, on peut la
compléter en une base de E en la complétant par des vecteurs de ¢4 bien choisis.

COROLLAIRE 13.10 % Théoreme de la base incomplete
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et .Z = (el, ey ep) une famille libre de vecteurs de E. Alors on peut
compléter .Z en une base Z = (ey,...,ep,ep+1,...,€,) de E.

Démonstration Comme E est de dimension finie, il posséde une famille génératrice finie . D’aprés le théoreme précédent
appliqué a £ et 4%/, on prouve I’existence d’une base de E construite par complétion de la base £ .

13.2.2 Dimension

LEMME 13.11 Lemme de Steinitz
Soient .7 = (x1,...,Xx,) et T = (yl,...,yn,yn+1) deux familles de vecteurs de E. On suppose que :

@ Vie[l,n+1], yieVect(¥)

alors 7 est liée.

Démonstration Pour tout n € N, notons Py, la propriété a démontrer. Nous allons effectuer une récurrence sur n.
e Sin=1alors . ={x1} et 7 = {yl,yg}. Par hypothése, y1 = a1x] et y2 = a2x] oul &1,0z € K. Ces deux scalaires ne sont
pas tous deux nuls sinon .7 ne compte qu’un élément. On a alors ap y1 — 1 y2 =0 et 7 est liée. Donc Py est vraie.
e SoitneN.
o Supposons que P;,_1 est vraie et prouvons que c’est alors aussi le cas de Py,. Soient . = (x1,...,xp) et T = (Y1,-.., Yn> Yn+1)
des familles de vecteurs comme dans I’énoncé du lemme. On a :

_\n 1,.
N = 2o %

—_yn n+l,..
Yn+1 = l':lai Xj

oV (i,j)ell,n] x[1,n+1], (x{ €K. Il y a deux cas possibles :

[ ] Si‘ Vke([l,n+1], (x’,cl =0 ‘ alors (yl,...,yn) est une famille de vecteurs qui sont tous combinaisons linéaires de la

famille (x1,...,Xp—1). Par application de I'hypothése de récurrence, on peut affirmer que (y1,...,yn) est une famille
liée. Il en est alors de méme de (y1,..., Yn+1)-

[ ] Sinon‘ Jke(l,n+1], (x],g #0 ‘ Quitte a ré-indicer les vecteurs de .7, on peut supposer que aZ“ # 0. Posons alors :

[0 . 4
Vkell,n], zi= yk—%ynﬂ. Chacun des vecteurs de la famille (z1,...,zy) est alors élément de Vect (xy,...,Xp—1).
o

n
D’aprés I’hypothése de récurrence, la famille (z1,...,z5) est donc liée. Il existe donc des scalaires Ay,...,Ap non tous
n P iy Uk .y Zlﬂ:lai)\i
nuls tels que zk:l Az =0, ce qui s’écrit aussi Zk:l Ae | Vi — Wynﬂ =0 ou encore : zk:l Akyk—wynﬂ =
n n
0 et prouve que la famille (y1,...,yn+1) est bien liée.
o Le théoréme est alors prouvé par application du théoréme de récurrence.



THEOREME 13.12 % Le cardinal d’une famille libre est toujours plus petit que celui d’une famille génératrice.
Soient :

— ¢ une famille libre de E.

— & une famille génératrice de E.

alors : | Card.Z < Card¥ I

Démonstration Supposons que ce ne soit pas le cas : Card-Z > Card¥. Posons m = Card¥ et supposons que 4 = (x1,...,Xm) et
que (y1,...,ym+1) soient m+1 vecteurs de . Comme ¢ est génératrice, ona: Vi€ [l,n+1], y; €Vect(¥). Par application du
lemme de Steinitz[I3.1]] cela implique que (y1,...,ym+1) est une famille liée de E, ce qui contredit le fait que . est une famille
libre de E. Le théoreme est alors prouvé par I’absurde.

THEOREME 13.13 % Toutes les bases d’un [K-espace vectoriel de dimension finie ont le méme cardinal
Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie alors toutes les bases de E ont méme cardinal.

Démonstration Comme E est de dimension finie, E posséde au moins une base. Soient %, et %, deux bases de E. Comme %
est libre et # est génératrice, on a Card%, < Card%». De méme, H, est libre et H est génératrice, donc Card#, < Card % .
Par conséquent : Card %) = Card%,.

Ce théoréme, associé au théoréme[13.9] permet de donner un sens a la définition suivante :

DEFINITION 13.7 % Dimension d’un espace vectoriel

— Si E={0}, on dit que E est de dimension 0 et on note dimE = 0.
— Sinon, si E est un espace vectoriel de dimension finie non réduit a {0}, on appelle dimension de E le cardinal
d’une base de E et on le note dimE.

Exemple 13.6
— dimK" =n.
— dimR,[X]=n+1.

Application 13.7 Une famille f d’au moins 7 + 1 vecteurs dans un espace E de dimension 7 est toujours liée. En effet, si
elle était libre alors on aurait une famille libre f de cardinal plus grand que celui de n’importe quelle base e de E. Or e est
une famille génératrice de E et le cardinal d’une famille libre est toujours plus petit que celui d’une famille génératrice.

THEOREME 13.14  Caractérisation des bases
Soit E un [K-espace vectoriel de dimension 7 € N. Soit . une famille de vecteurs de E de cardinal p.

1. Si.7 estlibre alors p < n et on a égalité si et seulement si .# est une base de E.

2. Si .7 est génératrice alors p = n et on a égalité si et seulement si .% est une base de E.

Démonstration Comme E est de dimension n, il posséde une base & de cardinal n.
o Si.% est libre alors appliquant Ia proposition[I3.12 on a : Card.¥ < Card .
= Supposons de plus que p = n et montrons que . est génératrice. Si ce n’était pas le cas, il existerait un vecteur xy € E
tel que xo g€ Vect (). La famille . U {xq} est, d’aprés le lemme d’augmentation d’une famille libre[I3.6 encore
libre. On doit donc encore avoir, en vertu de la proposition Card.” U{xg} < Card%. Mais cette derniere égalité
est équivalente 3 n+ 1 < n. On a ainsi montré par I’absurde que . est génératrice.
< Réciproquement, si . est génératrice, alors on a, par application de la proposition Card.¥ = CardZ et donc
p=n
o Si. est génératrice, alors en appliquant la proposition[I3.12] on a : Card.¥ = Card% et donc p = n.
= Supposons de plus que p = n et montrons que . est libre. Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il existe xg € .7 tel
que xg € Vect (S \ {xo}). Par application du lemme de réduction d’une famille liée[I3.7 .\ {xy} est encore génératrice
mais on a alors n—1 = Card.% \ {xg} = n ce qui contredit la proposition[13.12
< Réciproquement, si . est une base alors elle est libre et on a Card.¥ < n et donc p = n.

Remarque 13.4 Comme on va le voir dans les exemples suivants, ce théoréme permet de diviser par deux le travail a
entreprendre pour montrer qu’une famille est une base d’un K-espace vectoriel donné.

| Exemple 13.8



— Reprenons le quatrieme point de l’exempleﬂﬂl Soit dans R? les vecteurs e; = (1,0,1), e» = (1,—1,1) et e3 =
(0,1,1) et montrons que e = (e, e2,e3) est une base de R3. On montre comme dans I’exemple [[3.4] que cette
famille est libre. On conclut en remarquant que Card(e) = 3 = dimR3, donc e est une base de R3. On n’a pas
besoin de montrer que e est génératrice de R® ! C’est automatique.
— Montrons que la famille P = (Py,P;,P3) avec P; =5, P, =2X -1 et P3 = X% —4X +1 est une base de R, [X].
On commence par montrer que la famille est libre. Soient 1,09, a3 € R tels que a;P; + azP2 + azP3 = 0. Alors
azX? + (20 — 4az) X + (501 — oz + az) = 0. Un polyndme est nul si et seulement si ses coefficients sont nuls et on
501 —ax+ag =0

obtient le systeme : < 2a — 403 =0 dont I’'unique solution est a; = az = az = 0. La famille est bien libre.
a3 =0

De plus Card (P) = 3 = dimR3 [X] donc P est une base de R [X].

Exemple 13.9 Montrons que K [X] est de dimension infinie. Pour tout n € N, posons E,, = (1,X,...,X"). On sait que pour
tout n € N, E;, est libre et Card(E,) = n+ 1. Supposons que K [X] soit de dimension finie n € N*. On sait que K [X]
contient une famille libre, E ;41 qui est de cardinal n + 1, ce qui est impossible. Donc K [X] est de dimension infinie.

-B10 1 | Hermann Giinther Grassmann, né le 15 avril 1809 a Stettin et mort le 26 septembre 1877 a Stettin (Allemagne). ).

Hermann Grassmann est le troisiéme enfant d’une famille
de douze. Son pere enseigne les mathématiques. Devant les
pietres qualités intellectuelles de son fils (mémoire peu fiable,
trouble de la concentration, ...), il pense faire de lui un jardi-
nier ou un bijoutier. Hermann Grassmann se rend néanmoins
a Berlin en 1927 pour étudier la théologie. Peu a peu, il se
passionne pour les mathématiques qu’il découvre au travers
des ouvrages écrit par son pere. En 1830, il retourne dans sa
ville natale en tant que professeur de mathématiques. Ayant
raté son examen, il ne peut enseigner que dans les premicres
classes du secondaire. Il commence en méme temps ses re-
cherches en mathématiques. En 1840 il recoit I’habilitation a
enseigner dans les différentes classes de lycée et en 1844, il
publie son ouvrage majeur ~ Die lineale Ausdenungslehre, ein
neuer Zweig der Mathematik”. Grassmann y donne les fon-
dements de I’algebre linéaire. Son idée est de mettre 1’algebre
au service de la géométrie. Il articule les choses autour de la
notion de vecteurs. Cette citation est éclairante sur ses motiva-
tions : « La premiere impulsion est venue de considération sur
la signification des nombres négatifs en géométrie. Habitué
a voir AB comme une longueur, j’étais néanmoins convaincu
que AB = AC + CB, quelle que soit la position de A,B,C sur
une droite ». Il introduit les notions d’indépendance linéaire,
de sous-espace vectoriel, de base et de dimension. Ses écrits
sont confus et difficiles a suivre, aussi le livre n’aura que peu de lecteurs. Grassmann est tres frustré de ce fait car
il pense que son travail est révolutionnaire et qu’il mérite un poste a ’'université. Il écrit une seconde version de
son livre qu’il publie en 1862. Mais malgré ses efforts de présentation, elle ne connait pas plus de succes que la
premiere. Aigri, Grassmann se tourne alors vers la linguistique et apprend le Sanscrit et le Gothique. Grace a d’im-
portants travaux de traduction, il entre enfin a ’université. Il faut attendre 1888 pour que le mathématicien Giuseppe
Peano reprenne le travail de Grassmann et en précise toute la portée.

13.3 Dimension d’un sous-espace vectoriel

On va maintenant étudier ce que la notion de dimension apporte dans I’étude des sous-espaces vectoriels.

13.3.1 Dimension d’un sous-espace vectoriel

THEOREME 13.15 s Dimension d’un sous-espace vectoriel
Soient E un espace vectoriel de dimension finie 7 et F un sous-espace vectoriel de E. On a :

1 Fest de dimension finie et [ dimF < dimE |.




2 |(dimF=dimE) < F=E |

Démonstration

1 SiF = {0}, le résultat est immédiat. Sinon, notons L I’ensemble des familles libres de F. L est non vide car F est non trivial
et un vecteur de F a lui seul constitue une famille libre de F. Toute famille libre de F est une famille libre de E donc posséde
au plus n éléments. Notons p = max{Card.¥ | .Z € L}. On a donc p < n et si une famille libre ¥ de E vérifie a la fois :
CardZ =p et £ €L alors nécessairement £ est une base de F. En effet :

o Zestlibre.

o & est génératrice de F. Si ce n’était pas le cas, alors d’aprés le lemme d’augmentation d’une famille libre [13.6] il
existerait un vecteur x € F tel que . = . U{x} soit encore libre. Mais £ € L et Card.% = p+1 > p ce qui constituerait
une contradiction. La famille . est donc nécessairement génératrice et est donc une base de F.

2 Le sens indirect est trivial. Réciproquement, si dimF = dimE alors F posséde une base % de cardinal n. Mais % est, par
application de la proposition[I3.14, aussi une base de E et donc : F = Vect (%) =E.
On utilise tres souvent cette propriété...Elle permet de diviser par deux le travail a effectuer pour montrer que deux sous-

espaces vectoriels E et F sont égaux. D habitude on montre que F c G puis que G c F. Il suffira donc de montrer la premiere
inclusion puis que les deux sous-espaces ont méme dimension.

PLAN 13.4 : | ...pour montrer que deux sous-espaces vectoriels F et G sont égaux !

1 On montre que F c G
2 On montre que dimF = dimG
3 AlorsF=G

Exemple 13.10 Soit E =R* et
F=Vect((1,1,A,3),(0,1,1,2)) G={(x,y,2,)€E|x—y+2z=0,x+2y—t=0}

Cherchons a quelle condition sur A € R a-t-on F=G?

— Supposons tout d’abord que F = G. Alors (1,1,A,3) € G et doit satisfaire en particulier I’équation x—y+z =0. On
trouve alors que A = 0.

— Montrons que si A =0 alors F = G. On sait que F = Vect((1,1,0,3),(0,1,1,2)). Les vecteurs (1,1,0,3),(0,1,1,2)
engendrent F et ils sont non colinéaires donc ils forment une famille libre. Par suite, c’est une base de F
et dimF = 2. Par ailleurs G = {(x,),2,1) €E | x—y+2z=0,x+2y—t =0} = {(x, ),y —x,x+2y) | x,y R} =
Vect((1,0,-1,1),(0,1,1,2)), on montre alors de la méme fagon qu’avant que dimG = 2. De plus (1,1,0,3) et

x—y+z =0
(0,1,1,2) vérifient le systeme Y 0 donc (1,1,0,3),(0,1,1,2) € G et comme G est un sous-espace

xX+2y—t =
vectoriel, F = Vect((1,1,A,3),(0,1,1,2)) < G. Enfin, comme dimF = dimG on obtient F = G.

13.3.2 Somme directe

Le théoreme suivant sera souvent bien commode pour montrer que deux sous-espaces sont supplémentaires.

THEOREME 13.16 % Un caractérisation de la supplémentarité en termes de bases
Soient E un espace vectoriel de dimension finie 7 et F, G deux sous-espaces vectoriels de E munis d’une base (el, ...,e p)
pour F et d’une base (fi, ..., fq) pour G. On a équivalence entre :

1 Fet G sont supplémentaires dans E: E=Fe&G.
2 AB=(e1...,ep fi,..., f) est une base de E.

Démonstration
— Prouvons Ie sens direct. On suppose que E=F & G.

» Montrons que % est libre : soient ay,...,Qp,®p+1,...,0n des scalaires de K tels que ajey +... +apep +ap41 1 +
...t0pfg=0.0naalors : x=aje; +... +apep = —((xp+1f1 +...+(xnfq)‘ Comme e est une base de F, on a x =
aiey +...+apep € F et comme f est une base de G, on a : x = —((xp+1f1 +...+(xnfq) € G. Mais F et G étant en
somme directe, on a : FNG = {0} et donc x = 0. Comme e est une base de F et f une base de G, ceci implique que
A =...=0p=0p4+] =...=ap =0 et donc que £ est libre.

o Montrons que A est génératrice de E. Soit x € E. Comme E =F &G, il existe un vecteur x1 € F et un vecteur x € G tels
que x = x1 + x2. De plus :

— Comme e est une base de F et que x1 €F, il existe ay,...ap € K tels que x; =ajey +... +apep.
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— Comme f est une base de G et que x; € G, il existe B1,...pq €K tels que xp =p1 f1 +... +Pgeq.
Par conséquent : x= X1 + X2 =ajey +... +apep +P1 f1 +... +Pgeq € Vect (%) et A est donc bien génératrice de E.
On a ainsi prouvé que # est une base de E.
— Prouvons la réciproque. On suppose que 2 est une base de E.

e On aFNnG={0}. En effet si x € FnG alors il existe X1,...,Xp €K et y1,...,¥q €K tels que x = xj €1 +...t+xpep =
nfi+...+yqfq. Mais alors x1e1 +...+xp = y1f1 —... — yq fqg = 0. Mais la famille % est libre donc x1 =... = xp =
y1=...=y4=0etx=0.

e OnaE=F+G. Eneffet, si x € E alors comme % engendre E, il existe x1,...,xp €K et y1,...,yq €K tels que

x=x1e1+...+xpep+y1fi+...+yqfgeF+G.

eF eG
DoncE=Fe&G.

COROLLAIRE 13.17 % Dimension d’une somme directe
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient E; et E; deux sous-espaces vectoriels de E. Si E; et E; sont
supplémentaires : E = E; @ E,, alors

| dimE =dimE; + dimE, |.

Démonstration Comme E est de dimension finie, il en est de méme de ses deux sous-espaces supplémentaires E; et Eo. Posons
ny = dimE) et ny = dimE;y. Il existe donc une base (ey,...,en,) de E; et une base (fi,..., fn,) de Ep. D’aprés la proposition
précédente, (el,...,em ,fl,...,fnz) est une base de E et est donc de cardinal n = dimE. Par suite : dimE| +dimEy =ny+np =n=
dimE.

COROLLAIRE 13.18 % Existence d’un supplémentaire en dimension finie

Soit E un espace vectoriel de . Si F est un sous-espace vectoriel de E alors F possede des supplémen-
taires dans E.

Démonstration Soit F un sous-espace vectoriel de E. Comme E est de dimension finie il en est de méme de F et F posséde donc
une base (e1,...,ep) ot p = dimF. D’apreés le théoréme 1310, on peut compléter cette base en une base (e1,...,ep, fi,..., fq) de
E oil g est un entier tel que p + q = dimE. Posons G = Vect ({fi,..., f4}). Montrons que F et G sont supplémentaires dans E. La
famille (fi,..., fg) est libre comme sous-famille d’une famille libre et elle engendre G par construction. Donc c’est une base de G.
Donc d’aprés le théoréme[I3.16 on sait que E=F&G.

G F

FIGURE 13.1 — Deux supplémentaires G et Hd’un s.e.v F

&Attention 13.11 1l ne faut pas parler supplémentaire d’un sous-espace vectoriel. Il en existe en général une

. Voir I’exercice ?? page ??.

THEOREME 13.19 % % Dimension d’une somme de sous-espaces vectoriels, formule de Grassmann
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F et G des sous-espaces vectoriels de E alors :

| dim (F + G) = dimF + dim G- dim (Fn G) |

Démonstration
Comme que FNG est un sous-espace vectoriel de E et que E est de dimension finie, FN G posséde, par application de la proposition
précédente, un supplémentaire F' dans F. Montrons que F' est un supplémentaire de G dans F + G, c’est-a-dire que F ® G=F +G.
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FNnG

Fi

FIGURE 13.2 —Dimensionde F+G:F=F; ¢ (FNG) et F+G=GoF;

e Soit xe F'nG. Comme F' cF, xe FNG et comme F' et FN G sont supplémentaires, x = 0. Donc F' NG = {0}.
e Soit x € F+G. Il existe donc x € F et xp € G tels que x = x1 + x2. Comme x; €F, il existe x] € F' et x{ € FnG tels que
x1 = x| +x{ . Par conséquent :
x=xp + xf + x
—~ ~~
eF  eFnG €G
[ —
eG
et donc x € F' +G. Ce qui prouve que ' + G=F+G.
On a prouvé que F' & G = F+ G. D’apres le théoréme [[317 on a : dim (F+G) = dim (F' @ G) = dimF + dimG. Mais comme
FeFNG=F, onaaussi : dimF' +dimFNG = dimF et donc : dimF + G = dimF + dimG —-dimFNG.

( ) . 2 .
COROLLAIRE 13.20 % Caractérisation des supplémentaires
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, F et G des sous-espaces vectoriels de E. On a équivalence entre :

1 Fet G sont supplémentaires dans E.
2 FNnG={0} etdimF+dimG=dimE.
3 F+G=EetdimF+dimG=dimE.

Démonstration
(1 = (2 SiF et G sont supplémentaires dans E, il est clair que Fn G = {0} et, d’aprés la proposition [317 que :
dimF +dim G = dimE.
(2 = (3 Il suffit de montrer que F+ G = E. Mais d’aprés la proposition on a : dim (F+G) = dimF +dimG -
dim (FNG) =dimF +dimG = n = dimE car FN G = {0}. Par conséquent, d’aprés la proposition[I3.13, on a : F+G=E.
*(3 = (1 Il suffit de prouver que Fn G = {0} ce qui provient de : dimFNG = dimE —dimF-dimG =0.

Remarque 13.5 La formule de Grassmann permet de diviser par deux le travail a effectuer pour prouver une supplé-
mentarité.

Exemple 13.12 Reprenons le second point de I’exemple ?? page ??. Dans I’espace E = R3, on considére la droite F

x+y-z =0

donnée par le systeme { et le plan G d’équation z = 0. Montrons que E = F® G. On a déja vu que F et

2x—-y+z =0
x+y—-z =0
G sont bien des sous-espaces vectoriels de E. Le vecteur (x,y,z) € FNG si et seulement si § 2x—y+z =0 qui admet
z =0
comme unique solution (0,0,0). Donc dim (FN G) = 0. De plus dimF +dimG =2+ 1 = dimE. On en déduit, d’apres le
corollaire précédent, que E=Fa& G.

12



13.4 Applications linéaires en dimension finie

Dans cette section, on s’intéresse aux implications de la notion de dimension en ce qui concerne les applications linéaires.

13.4.1 Bases et applications linéaires

La proposition suivante permet de comprendre qu’une application linéaire entre un espace vectoriel de dimension 7 et
un autre de dimension m est entierement déterminée par une famille de mn scalaires. Cette famille de scalaires, rangée
convenablement dans un tableau, forme ce qu’on appellera dans le prochain chapitre une matrice.

THEOREME 13.21 % Une application linéaire est entierement déterminée par les valeurs qu’elle prend sur une

base
Soient E et F deux K-espaces vectoriels. On suppose que :

@ e=(ey,...,e,) est une base de E.

@ f=(fi,..-, fn) est une famille de vecteurs de F.

alors il existe une et une seule application linéaire u : E — F telle que :

Vie[l,nl, u(e)=fi ()

Démonstration
. Soit v: E — F une autre application linéaire vérifiant (x). Prouvons que u = v. Soit x € E. Comme e est une base
de E, il existe des scalaires ay,...,ap € K tels que x = ZZ:I o ey. Par linéarité, on a :

n n

u(x) = M(Z O‘kek) =kZ agu(er) = 3 oxfy
=1

k=1 k=1

et
n

v(x) = U(Z akek) =) oav(er) = ) oxfe
k=1 k=1

k=1

Par conséquent, u(x) =v(x) etu=v.

. On construit une application u : E — F satisfaisant (x) de la fagon suivante. Soit x € E. Il existe un unique
n—uplet (A1,...,An) € K" tel que x =¥ agey. Posons alors u(x) = X' _ | A;f;. u est bien définie car le n—uplet
(A1,...,An) associé a x est unique. u est de plus linéaire. Soit x' = Z:l)‘lkek et soient o,o € K. On a ax +a'x’' =

Y [OtAk + a’)\’k) ey, et par définition de u :

n

ulax+a'x) = Z((x)\k+(x')\;€)fk
k=1
n n

= Z O()\kfk+ Z O(,)\;ka
k=1 k=1

= au@@)+od u(x).

On a de plus bien : Vke[1,n], u(eg)= fr-

Remarque 13.6  Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soient u € £(E,F), x€eE et y = f (x). On suppose que :

e=(ey,...,ey) est une base de E.
f=(f,..., fm) est une base de F.

11 existe une famille de scalaires (0(,-]-) de K telle que : Vie[l,n], u(e)= ZT:I a;jfi

ie[1,n],je[l,m]

n m
Dans la base e, x = Zx,--e,- et dans la base f, y = Zyl-~fj
i=1 j=1

©EEE

alors : Vj e [1,m], y;=X%, a; xi. D’apres la proposition, la famille de scalaire ((J(l-'j)l.€Hl nl,jell,ml caractérise
completement 1’application linéaire u. Cette remarque est a la base de la théorie des matrices qu’on développera dans le

prochain chapitre.
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PROPOSITION 13.22 Caractérisation vectorielle de I’injectivité ou la surjectivité d’une application linéaire
Soit e = (ey,...,e,) une base de E et f = (fl,...,fn) une famille de n vecteurs de E. Soit u : E — F I’application linéaire
telque: Vie[l,n], u(e;)=f;-Ona:

1 uestinjective si et seulement si f est libre.

2 u estsurjective si et seulement si f est génératrice.

Démonstration %%

1 Ona:
u estinjective <= (Vxe€E, ux)=0= x=0)
= |(VQAp...,Ap) eK" u(i Akek)=o = Alz...=An=0)
nk:l
= |Y(AL...,An)eK", Au(er) =0 = A1=...=)\n=0)
kzl
= (V(A1,..., An)eK", Aefe=0 = )\1=...=)\n=0)
< festlibre .
2 Ona:

uestsurjective < (YyeE 3dxeE: f(x)=y)

|

n
YyeE 3., Apek: u(z )\kek) :y)
k=1

k=1

n
= (VyeF, L. AnEK: Z)\ku(ek)zy)
- (

n
VyeE 3. Anek: Z AkszJ/)
k=1

< f est génératrice

| Remarque 13.7  C’est un excellent exercice que de refaire seul cette preuve.

13.4.2 Dimension et isomorphisme

PROPOSITION 13.23 s Deux espaces vectoriels sont isomorphes si et seulement s’ils ont méme dimension
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Un K-espace vectoriel F est isomorphe a E si et seulement si dimF =
dimE = n.

Démonstration
— Supposons que E et F sont isomorphes. Alors il existe u € £(E,F) bijective. Soit = (ey, ..., ey) une base de E. Alors
€ =(u(ey),...,u(en)) est, d’apres la proposition précédente :

e libre car u est injective.
o génératrice car u est surjective.
& forme donc une base de F et dimF = Card% = n = dimE.

— Réciproquement, si dimF = dimE = n, considérons % = (ey,...,ep) une base de E et € = (fi,..., fu) une base de F.
On définit une application linéaire u entre E et F en posant : Vi € [1,n], u(e;) = f;. Par application de la proposition
précédente, u est :

« injective car € est libre.
« surjective car ¢ est génératrice.
Par conséquent u est un isomorphisme de E dans F.

COROLLAIRE 13.24 %
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie 7. Alors E et K" sont isomorphes.

Démonstration En effet, ces deux espaces vectoriels sont de méme dimension.
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COROLLAIRE 13.25 %
Soient E; et Ep deux [K-espaces vectoriels de dimension finie alors E; x E; est de dimension finie et :

dim (E1 xEg) = dlmEl + dlmE2

Démonstration  Supposons que dimE; = n; € N et dimEy = ny € N. Appliquant le corollaire précédent, on a : B} = K™ =
et Ex = K. On montre facilement qu’alors : Ey x Ep = K" x K2 = K™M*"2 Mais dimK™*"2 = ny + ny. Par conséquent :

dim (Eq xEp) = nj + ny.

13.4.3 Rang

DEFINITION 13.8 %% Rang d’une famille de vecteurs
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle rang de la famille de vecteurs .Z = (e, ..., ;) la dimension

du sous-espace vectoriel engendré par .%. On notera : 1g.% = dimVect (F).

DEFINITION 13.9 % % Rang d’une application linéaire
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. On appelle rang de ’application linéaire u € £ (E,F) la

dimension du sous-espace vectoriel Imu : rgu = dim (Im u).

PROPOSITION 13.26 %% %
Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et u € £ (E,F). Si (ey,...,e;) est une base de E alors rgu =

rg(u(ei),...,u(en)).

Démonstration Soit (e1,...,e,) une base de E. On almu =Vect(u(ey),...,u(eyn)). En effet :

yelmu <= 3JxeE: y=u)

n
— 3dA,.. ApeK: y= u(z )\kek)
k=1

n

< .o AeK: y= ) Agu(er)
k=1

< yeVect(u(ey),...,ulen))

etrgu=dimImu =dimVect (u(e1),...,u(en)) =rg(uler),..., ulen)).

x Keru

u Imu

u(x) = u(xy)

FIGURE 13.3 — Formule durang : E=KerueVetV=Imu

THEOREME 13.27 %% Formule du rang
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u € £ (E,F). On suppose que :

@ E est de dimension finie.
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Alors on a la formule du rang :

dimE =dim Keru+ dimImu =dim Keru +rgu

Démonstration Comme E est de dimension finie, d’aprés la proposition [I3.18 Ker u posséde un supplémentaire G. Montrons
que G et Im u sont isomorphes. Pour ce faire, montrons que )G : G — Imu est un isomorphisme.

— uyG est surjective : Soit y € Imu. Il existe x € E tel que u(x) = y. Comme E =Keru®G, il existe x1 € Keru et xp € G tels
que : x =x1 +xp. Comme u(x1) =0,0na:y=u(x)=u(xy+x2)=u(x)+u(x2) =u(xp). Par conséquent, y posséde un
antécédent pour wjg dans G. et |G est surjective.

— uyG est injective : Soit x € G tel que ug (x) =0. Alors x € Ker u et donc x € GnKer u. Comme E=Keru®G, x =0 et donc
u|G est injective.

Par conséquent, G et Im u sont isomorphes et, d’aprés la proposition[I3.17, on a : dimIm u = dimG = dimE — dim Ker f .

Remarque 13.8
— On montre dans cette preuve que Im u est isomorphe a tout supplémentaire de Ker u. 11 faut bien prendre garde
qu’en général, si u est un endomorphisme, Ker z et Imu ne sont pas supplémentaires. Essayez par exemple de
trouver un endomorphisme de R? pour lequel Im u = Ker u.
— La formule du rang permet de connaitre la dimension du noyau (resp. de ’image) de u dés qu’on connait la
dimension de son image (resp. de son noyau). La encore, on dispose d’un outil puissant qui va permettre de
beaucoup simplifier les démonstrations.

& Attention 13.13 11y a deux erreurs classiques a commettre en appliquant cette formule. La premiére, grossiere, est de
prendre pour E I’espace d’arrivée de u plutdt que son espace de départ. La seconde est d’oublier de vérifier que E est de
dimension finie. En dimension infinie, la formule du rang n’a tout simplement pas de sens...En effet, Ker u« et Im u peuvent
étre de dimension infinie.

R3 — [R?

Exemple 13.14 On considere I’ application linéaire u : { (ty2) — (x-y+zx-z

) Déterminons son image et

son noyau.

— On sait que Imu = {(x-y+z,x-2)|(xy2) R} = {xQLD+y-L0+2z01,-DI|(xyz) R} =
Vect(fi, f2, f3) avec fi = (L1), fo = (=1,0) et f3 = (1,—1). Trois vecteurs dans le plan sont nécessaire-
ment liés. Les vecteurs fi et f> ne sont pas colinéaires. D’apres le lemme de réduction d’une famille liée,
on a Imu = Vect(fi, f2). On vérifie que les vecteurs f; et f> forment une famille libre. On a donc montré
que (fi, f2) est une base de Imu et que Imu est de dimension 2. On remarque que comme Imu R? et que
dimIm u = dimR? alors Im u = R? et u est surjective.

— On applique la formule du rang et on trouve que dim Ker # = 1. Le noyau de u est alors une droite vectorielle et
une base de cette droite est formée d’un seul vecteur. On vérifie que (1,2,1) € Ker u. Donc Ker u = Vect(1,2,1).

( Pl . . . )
COROLLAIRE 13.28 s Caractérisation des isomorphismes

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie tels que dimE = dimF et u € £ (E,F). On a équivalence
entre :

1 u estinjective.
2 u est surjective.

3 u estun isomorphisme.

Démonstration Ona:
— u est injective = Keru={0} — dimKeru=0 = dimImu =dimE=n = u est surjective = u est un
isomorphisme.
— u est surjective = dimImu =dimE=n — dimKeru=0 — Keru={0} = u est injective = u est un
isomorphisme.

P
COROLLAIRE 13.29 % Caractérisation des automorphismes
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € £(E) On a équivalence entre :

1 uestinjective.

2 u est surjective.

3 u est un automorphisme.
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Démonstration C’est une conséquence directe de la derniére proposition.

THEOREME 13.30 s Inverses a gauche et a droite
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et un endomorphisme u € L(E). On dit que

1. u est inversible & gauche si et seulement si il existe v € L(E) tel que vou =id;
2. u est inversible a droite si et seulement si il existe w € L(E) tel que uo w =id;

1 1

3. uest inversible si et seulement si il existe u~! € L(E) tel que uou~! = u~lou=id.

On a la caractérisation :

(u inversible a gauche ) <= (u inversible a droite ) <= (u inversible )

Démonstration  Supposons que u est inversible a gauche et montrons que u est bijective. Il existe donc v € L(E) telle que
vou =idg. Alors vou est bijective (c’est I’application identique!) et d’apres le théoréme ?? page ??, on sait alors que u est
injective. Mais d’apres la proposition de caractérisation des automorphismes, u est bijective. On fait de méme si u est inversible a
droite.

Remarque 13.9
— La encore, on divise par deux le travail a réaliser pour montrer qu’une application linéaire u € L(E) est bijective.
Dans le cas général, il faut exhiber une application v € L(E) tel que uo v = vou =idg. Si E est de dimension finie,
il suffit de montrer que uo v =idg ou que vo u =idg.
— Ce résultat est faux en dimension infinie comme le montre le contre-exemple suivant. Soit . 1’espace des suites
réelles. On définit deux endomorphismes (le « shift » a gauche et a droite) :

sg:(ao, a1,...) — (a1, az,...)

sq:(ag,m,...)— (0,a0, aq,...)

Etudier Iinjectivité, la surjectivité de sg, s4. Calculer sgo sy et 540 Sg.

13.5 Récurrences linéaires
On considere les suites de nombres réels ou complexes vérifiant la relation
VneN, auyio +buy +cu, =0 avec a#0.
Des liens avec la résolution de 1’équation différentielle ay” + by’ + cy = 0 vont apparaitre. Il est donc bon de revoir le

théoreme ?? p. 22.

13.5.1 Structure de I’ensemble des solutions

Soit K = C ou R. On considere I’espace vectoriel E des suites a valeurs dans K.

(PROPOSITION 13.31
Soit a, b, et c€ K, avec a # 0.
L’ensemble F des suites de E vérifiant

VneN, auyso +buy +cu, =0

 est un sous-espace vectoriel de E.

. . o E — E
Démonstration Pour cela on considére @ : { avec VneN, vy = aupyo + buy1 + cuy.
(Unlnen  —  (Un)peN
On vérifie simplement que ® est un endomorphisme de E. On en déduit que F, en tant que noyau de ®, est un sous-espace vectoriel

deE.

PROPOSITION 13.32
F est un K-espace vectoriel de dimension < 2.
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F — K?
(Un)pen =—  (uog,u1)
On vérifie simplement que W est linéaire. Maintenant, ¥ est injectif. En effet, soit (uy),eN € Ker W, on vérifie par une récurrence
double (Théoréme ?? p. ??)VneN, Hy, :u; =0.
On aHy et Hy puisque ue Ker¥ et VneN, (Hy, et Hy,y1) = Hj,42) puisque a #0.
On en déduit que F est de dimension finie. Toute famille libre de F a pour image une famille libre de K2 puisque ¥ est injectif.
Donc toutes les familles libres de F ont moins de deux éléments. C’est bien dire que F est un K-espace vectoriel de dimension finie
<2

Démonstration SoitV¥ : {

13.5.2 Suites géométriques solutions

Comme pour les équations différentielles ot I’on cherchait des solutions de la forme x — e™*, on va chercher des
solutions sous la forme de suites géométriques. La encore on va travailler dans C dans un premier temps.
On considere 1’équation caractéristique

ar’+br+c=0.

Si r est une racine, alors la suite (r™) ,en est une suite de F.

PROPOSITION 13.33

Soit a, b, et ce C, avec a # 0.

» Si 7] et 7 sont des racines distinctes de a@ 72+ b r + ¢ = 0, alors les suites (rl")neN et (rZ”) nen forment une base de F.
» Si 7 est une racines double de a 72+ b r + ¢ = 0, alors les suites (") pen €t (177) ,eny forment une base de F.

Dans les deux cas, F est un espace de dimension 2.
Démonstration » Dans le cas des racines distinctes, les deux suites géométriques ont pour image par ¥ respectivement (1,r1) et
(1,r2) qui forment une famille libre de C2. Donc les deux suites géométriques forment une famille libre d’un espace de dimension
au plus deux, donc c’est une base.
» Dans le cas d’une racine double, les deux suites ont pour image par ¥V respectivement (1,r) et (0,7) qui forment a nouveau une
famille libre de C2.

Exemple 13.15 On considere la suite de Fibonacci définie par
up=0, u1 =1, et VvneN,uyi2 = Upt1 + Up.

L’équation caractéristique est > — r — 1 = 0, elle admet deux racines distinctes

1-v5 . 1+v5

et rp = .
2 2 2

n=
Donc il existe deux complexes a et b tels que Vn € N, u, = ar{'+br}'. Les conditions initiales nous donnent up = 0 = a+b
et u; =1=ary + bre. On résout ce systeme en (a, b) pour trouver

1 1
a=-—=¢etbh=—,

V5 V5

soit

2 2

n n
1 5 1-v5
( + \/—) — ( \/—) ] Formule de Binet .

13.6 Polynomes

Comme promis, nous revenons sur les polyndmes en nous attachant plus a I’aspect espace vectoriel qu’a I’aspect anneau.
Pour commencer, un rappel.

PROPOSITION 13.34 % Structure de K [X]
(K [X],+,-) est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel KN des suites a valeurs dans K.

THEOREME 13.35 % Base canonique de K, [X]
Soit K, [X] I’ensemble des polyndmes de degré < n a coefficients dans K. Alors :
o K, [X] est un sous-espace vectoriel de K [X].

o La famille ( 1,X,X2,... ,X”) forme une base de K, [X] appelée base canonique de K, [X].
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Démonstration

e Montrons que K [X] est un sous-espace vectoriel de K [X]. Soient BQ € K [X] et soient o, € K.Comme K [X] est un
K-espace vectoriel, aP +PQ est encore un polynéme de K [X]. Reste a montrer que ce polynéme est de degré < n. On
a clairement : deg(aP) < degP < n et deg(BQ) < degQ < n et appliquant le théoréme ??, on a aussi deg(aP +pQ) <
max (degP, degQ).

o Montrons que la famille (l,X,Xz,...,X”) est libre : soient ay, ..., a, € K tels que ag.1+0ay X+...+a,. X" = 0. Transcrivant
cette égalité avec la notation initiale des polynémes, on a donc : (ay,...,%y,0,...) = (0,...,0,0,...) et par identification :
o =0aq =...=ay =0 ce qui prouve que la famille (1,X,X?,...,X") est libre.

o Montrons que la famille (l,X,Xz,...,X”) est génératrice de K [X] : Soit P € K, [X]. Il existe «g,...,an € K tels que
P=ay+a;X+...+a,X". La famille (l,X,Xz,...,X”) engendre donc K, [X].

| Remarque 13.10  Nous avons démontré au passage que dimK, [X] =n+ 1.

PROPOSITION 13.36 % Famille échelonnée en degré
Soit . = (Py,...,Py) une famille de polynémes de K, [X] telle que :

Vie[0,n], deg®P;) =1

alors . est une base de K, [X].

Démonstration  Soit \gPg + A1 Py +...+ APy, = 0 une combinaison linéaire nulle de (Py). Supposons les Ay non tous nuls et
considérons p le plus grand indice i pour lequel A # 0. On aurait alors Py, = —Zf:_()l ;\‘—;Pi. Le membre de gauche est un polynéme
de degré p et celui de droite un polynéme de degré < p — 1. Contradiction. Donc la famille .# est libre. Comme elle admet n + 1

vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n+ 1, elle est aussi génératrice. C’est une base de K, [X].

n!

Remarque 13.11 Lafamille (1, X—-a),..., X-a") forme une base de K, Xl et (P(a),P (a),...,P™ (a) représente les
q p

composantes de P dans cette base.
C’est la formule de Taylor.

On démontre de méme :

(PROPOSITION 13.37 Famille échelonnée en valuation h
e Soit . = (Py,...,P,) une famille de polynomes de K, [X] telle que :
Vie[0,n], val(P;)=1i
alors . est une base de K, [X].
e Soit . = (P;) ey une famille de polyndmes de K [X] telle que :
VieN, valP;) =i
L alors . est une base de K [X]. )

En résumé

Ce chapitre doit étre parfaitement maitrisé, il contient différentes notions fondamentales en algebre linéaire :

Familles libres, liées, génératrices. 5 Formule de Grassmann.

Bases.
(o . . 6 Formule du rang.
Théoreme de la base incomplete.

s w N R

Dimension. 7 Image d’une base par une application linéaire.

Les démonstrations vous sembleront sans doute difficiles dans un premier abord mais la encore, petit a petit, vous allez
vous les approprier et vous comprendrez au final qu’elles sont pour la plupart trés naturelles. 11 est important de bien les
assimiler et de savoir les refaire car les techniques utilisées re-serviront.
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