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Dans toute la fiche, X est un ensemble non vide et I est un intervalle non trivial de R.

Suites de fonctions

Convergence simple d’une suite de fonctions

tout segment K=[a,b] c1:
1. A partir d’un certain rang f — f,, est bornée sur K;
2. Ifn = flloox =suplfn = fl ———0.
xeK

n—+oo

On dit que la suite de fonctions (f,) € F (X, RN converge simplement vers une fonction
f:X— R si pour tout x € X, la suite numérique (f,,(x)) converge vers f (x) dans R. Autrement
dit :

VxeX, Ve>0, INeN: VneN, n=N = [f(x)-f(x)|<e.

/A\La convergence uniforme sur tout segment de I n’implique pas la convergence uniforme

sur I.

Pour la convergence uniforme sur I (resp. sur tout segment de I), la limite d’une suite de fonctions continues

Convergence uniforme d’une suite de fonctions

On dit qu’une suite de fonctions (f) € & (X, RN converge uniformément vers une fonc-
tion f: X — E si et seulement si :

Ve>0, INeN: VneN, n=N = [VxeX, |[fn(x)-f0)|<e]

Soit un intervalle I c R et une suite de fonctions (f) € & (I, R)N et f:1—E. On suppose
que:

@ toutes les fonctions f;, sont continues sur I;

@ la suite de fonctions (f;;) converge uniformément sur I (resp. sur tout segment de I).

Alors la fonction f est continue sur I.

Intégrale d’une limite uniforme de fonctions continues

Caractérisation de la convergence uniforme avec ||||oo

Une suite de fonctions (f;,)nen € F X, R)N converge uniformément vers f € F (X,R) si
et seulement si :

1. A partir d’un certain rang, les fonctions (f,, — f) sont bornées.

2.0 fn—=flloo 0.

n—+oo

CV uniforme = CV simple

On considere une suite de fonctions (f;,) € € (a, bl, R)N continues sur un segment [a, b].
On suppose que

@ La suite de fonctions (f;;) converge uniformément vers une fonction f : [a, b] — R
sur le segment [a, b].

Alors la fonction f est continue sur le segment [a, b], et

b
f f(x) dx.
a

n—+oo

b
f fn(x)dx
a

Soit une suite de fonctions (f;) € & (X, R)N et une fonction f:X—R. Si la suite de fonc-
tions (f;) converge uniformément vers la fonction f, alors la suite de fonctions (f;;) converge
simplement vers f :

cvu CVs
fn n—+oo f=In n—+oo f

Dérivation et convergence uniforme sir I (resp. sur tout segment)

Convergence uniforme sur tout segment

Soit une partie I = R et une suite de fonctions (f;,) € & (I, R)N. Alors la suite de fonctions
(fn) converge uniformément sur tout segment vers la fonction f :1— E si et seulement si pour

On considere une suite d’applications (fy;) nen € Z (1, R)N définies sur un intervalle I c R.
On suppose que :

@ VneN, f,e €L(LR).

@ La suite de fonctions (f;,) nen converge simplement vers une fonction f:1— R.




La suite de fonctions (f}) nen converge uniformément sur 1 (resp. sur tout segment
de I) vers une application g:1— R.

Alors :
1. La suite de fonctions (f;;) nen converge uniformément vers f sur tout segment de 1.

2. La fonction f est de classe €" sur I
3. fl=g.

I Généralisation I
— ]

On considere une suite de fonctions (f;;) pen € F (1, R)N définies sur un intervalle I c R.
On suppose que :

@ VneN, f,e €kO;

Vi € [[0, k— 1]}, la suite de fonctions () ,en converge simplement vers une applica-
tion f;;
@ la suite de fonctions dérivées kiemes, ( f,gk))neN converge uniformément sur tout
segment vers une application g.

Alors :
1. La fonction f = f; est de classe €* sur I;
2. fW=g

3. Vie[0,k], la suite de fonction ( f,gi))neN converge uniformément vers la fonction f (@
sur tout segment de I.

est continue par morceaux et intégrable sur I telle que
vneN, Vxel, |[fp(x)]<e@x)

Alors :
1. YneN, la fonction f;, est intégrable sur I.

2. Lafonction f est intégrable sur I.

3. ffn(x) dx ff(x) dx.
I I

n—+oo

Théoreme de convergence dominée de Lebesgue

On considere une suite de fonctions (f};)zen définies sur un intervalle I ¢ R. On suppose
que:

@ Vn eN, la fonction f;, est continue par morceaux sur I.
@ La suite de fonctions (f},) converge simplement sur 1 vers une fonction f.
@ La fonction f est continue par morceaux sur I.

Hypothese de domination : Il existe une fonction ¢ : I— R, indépendante de n qui




Séries de fonctions Si une série de fonctions Y. f;, converge uniformément sur I, alors la suite de fonctions
(fn) nen converge uniformément vers la fonction nulle sur 1.

! Série de fonctions !

Caractérisation pratique de I’uniforme convergence

Soit (f,) € F(1, R)N. On appelle série de fonctions de terme général f, la suite (S,) de
terme général Une série de fonctions }_ f;, converge uniformément sur I si et seulement si :

I — R @ La série }_ f;, converge simplement sur I ;

Sp: L
Y x o— Y filw . . e ,
k=0 La suite de fonctions des restes (Ry)uen converge uniformément vers la fonction
On note }_ f;; une telle série de fonctions. La fonction S;, s’appelle la nieme somme partielle nulle sur L.
de la série ). f;,.
Convergence normale
Convergence simple d’une série de fonctions On dit qu’une série de fonctions Y. f,, bornée sur I converge normalement sur 1, si et
On dit qu’une série de fonctions Y. f,, converge simplement sur I’intervalle I si et seule- seulement si la série numérique
ment si pour tout x € I fixé, la série numérique ) f,(x) converge. Y falloo
n=0 n=0
Si est simplement convergente sur I, on définit alors la fonction N
L fn p g converge ol || f; lloo = supl fn (x)1.
xel
I — R
S: poS Caractérisation de la convergence normale, série majorante
X — Z fn(x) g > J
n=0 Une série ) f,, est normalement convergente sur I si et seulement si il existe une suite
+oo réelle (a,) vérifiant les deux conditions suivantes :
1. La fonction S s’appelle la somme de la série de fonctions est est notée S = .
P g L (w0 YReN, Ifullo<an:
2. Pour n/e N, la fonction S —S;, s’appelle le reste d’ordre n de la série de fonctions et @ la série ¥ a, converge.
est noté . . .
T La série Y a, est dite étre une série majorante de la série ). f;;.
Rp= Z Tk
k=n+1

Comparaison des modes de convergence

Dire qu’une série de fonctions ) f;;, converge simplement sur I revient a dire que la suite
de fonctions (S,) nen converge simplement sur I vers la fonction S.

Y. fn CV uniformément sur I

Y f» CV absolument sur I = L Jn CV simplementfur |
n

> : Y fa CV normalement sur I =
Convergence absolue d’une série de fonctions

On dit qu’une série de fonctions }_ f;, converge absolument sur 1 si et seulement si pour
tout x € I fixé, la série numérique Y | f;, (x)| converge .

Pour étudier les modes de convergence d’une série de fonctions }_ f;,

Convergence uniforme d’une série de fonctions Pour étudier les modes de convergence d’une série de fonctions }_ f5; :
On dit qu’une série de fonctions }_ f;, converge uniformément sur I si et seulement si la 1 Commencer par étudier la convergence normale : si
suite de fonctions (S ) ,en (sommes partielles) converge uniformément sur 1. —  fallo < ap,
— la série numérique ) a,, converge,
Une condition nécessaire de convergence uniforme d’une série de fonctions alors la série de fonctions ). f, converge normalement, donc uniformément (absolu-
| | ment), donc simplement.



2 Sion n’arrive pas a montrer la convergence normale, étudier d’abord la convergence
simple (ou absolue).

3 S’il y a convergence simple, étudier la convergence uniforme :

— La suite de fonctions | f; |l converge-t-elle vers la fonction nulle ? Si ce n’est
pas le cas, la série de fonctions ). f;; ne converge pas uniformément.

— Essayer de montrer que la suite des restes (R,) converge uniformément vers la
fonction nulle. Pour cela, majorer-minorer le reste R, (x). On peut :
— utiliser une comparaison avec une intégrale,
— utiliser le critere spécial des séries alternées, qui majore |R, (x)| par le pre-

mier terme négligé,
(e

— majorer la série R, (x) = Z fn(x) en faisant apparaitre des séries plus

. . k=n+1
simples (géométriques, . ..)

@ Vn eN, la fonction f; est de classe ¢! sur ’intervalle 1.
@ La série de fonctions )’ f;, converge simplement sur 1.

@ La série de fonctions Y. f,, converge uniformément sur 1 (resp. uniformément sur
tout segment de 1).

Alors :
1. La série de fonctions ) f;, converge uniformément sur tout segment de I;
+00
2. La fonction somme S = Z fn est de classe €' surl;
n=0

+0oo / +0o
3. On peut inverser dérivation et signe somme : (Z ) =X fn
n=0 n=0

! CV uniforme et continuité !

Soit une série de fonctions ) f;, ou f;, :I— R. On suppose que :

@ pour tout n € N, la fonction f;, est continue sur I;

la série de fonctions Y f;, converge uniformément sur 1 (resp. uniformément sur tout

segment de I).
+00

Alors la fonction somme S = Z fn est continue sur I.
n=0

! CV uniforme et dérivation d’ordre k !

CV uniforme et intégration, théoreme d’intégration terme a terme

Soit une série de fonctions Y. f,; définies sur un segment [a, b] < R. On suppose que :

@ Vn eN, la fonction f;, est continue sur le segment [a, b] ;

@ la série de fonctions ). f,; converge uniformément sur le segment [a, b].
Alors :

+00
1. La fonction somme S = Z [ est continue sur le segment [a, b] ;
n=0

b
2. La série numérique ¥ ( f fn(x) dx) converge;
a

b ,+oco 400 b
3. On peut inverser les signes sommes : f (Z fn(x)) dx= Z (f fn(x) dx).
a "n=0 n=0+vJa

Soit un intervalle I c R et une série de fonctions }_ f;, ou f; :I1— R. On suppose que :

@ VneN, f,e €kO;

@ Vi€ [[0, k—1]], la série de fonctions Y f,gi) converge simplement sur 1;

@ la série de fonctions ), f,gk) converge uniformément sur tout segment de 1.

Alors,

1. Vi€ [0,k—1], la série de fonctions }_ f,gi) converge uniformément sur tout segment de

I
+00
2. La fonction somme S = Z fn est de classe €% surl;
n=0

+00 +00

(@) i
3. Vie[L,kl, (Zofn)l =2
n= n=

Interversion des signes sommes sur un intervalle

CV uniforme et dérivation, théoréme de dérivation terme a terme

Soit un intervalle I c R et une série de fonctions }_ f;;, ou f; :I1— R. On suppose que :

On considere une suite de fonctions (f};) zen définies sur un intervalle I ¢ R. On suppose
que:
Pour tout 7 € N, la fonction f;, est continue par morceaux et intégrable sur 1’inter-

valle I;

@ La série de fonctions Y. f;; converge simplement sur I ;




+00
@ La fonction f = Z [ est continue par morceaux sur I.
n=0

La série numérique ¥ ;| fn| converge.

Alors :

+00
1. La fonction f = Z [ est intégrable sur L.

n=0
2 [
1

+oo +0o
Yo fal <X | Ifal.
n=0 n=0v1

3. On peut permuter les signes sommes :

| (:f;fn) =3 ([ )




