Chapitre

Suites et séries de fonctions

6.0.1 Suites de fonctions que la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur 1 vers la fonction nulle.

. L. . Indication 6.0 : On pourra utiliser I’exercice ??.
Exercice 6.1 * Une limite simple de fonctions convexes est convexe

Montrer que la limite simple d’une suite convergente de fonctions convexes de I dans R est , R . .
eICOre COnvexe. 6.0.2 Etude de la convergence d’une suite de fonctions

Exercice 6.2 * Une limite simple de fonctions croissantes est croissante Exercice 6.8 *
Etudier Ia convergence simple de Ia suite de fonctions (f,,) définies par

Montrer que la limite simple d’une suite convergentes de fonctions croissantes de I dans R est
encore croissante.

Exercice 6.3 * La suite produit de deux suites de fonctions uniformément
convergentes et bornées est uniformément convergente
Soient (f,) et (g,) deux suites de fonctions de I dans R qui convergent uniformément vers
respectivement f :1— R et g:1— R. On suppose que f et g sont bornées. Montrez alors que

P sinxcos" x
VneNn, Vxe]o,—], fal) = ———.

2 1-cosx
Exercice 6.9 *

Montrer que la suite de fonctions (f,;) de terme générale :

(f8n) converge uniformément vers fg. 01 — R
Exercice 6.4 % Une combinaison linéaire de suites de fonctions uniformé- fn { ;c e x"(1-x)

ment convergentes est uniformément convergente

Soient (f,) et (g,) deux suites de fonctions de I dans R qui convergent uniformément vers converge uniformément vers 0 sur [0, 1].

respectivement f :1— R et g: I — R. Soient o, € R. Montrez alors que (o« f;, +pgy) converge
uniformément sur 1 vers o f +pg.
Exercice 6.5 *
Soient a,b e R, a < b et soit (f,;) une suite de fonctions f;, : [a, b] — R continues sur [a, b] qui
converge uniformément vers f : [a, b] — R. Montrer que (infy, ) fx) converge vers inf|, p; f.
Exercice 6.6 *
Soit (f,) une suite de fonctions de [a, b] dans R qui converge uniformément vers f : [a, b] — R
continue sur [a, b]. Soit (x,) une suite de points de [a, b] qui converge vers x € [a, b]. Montrer
que fn(xn) — f. FIGURE 6.1 — graphes de fi, f>, f3, fa
Exercice 6.7 *
Soit ). f,, une série de fonctions qui converge uniformément sur un intervalle I de R. Montrer




Exercice 6.10 *

Exercice 6.12 *
Montrer que la suite de fonctions (f;;) de terme générale :

Etudier Ia convergence simple et la convergence uniforme de Ia suite de fonctions (f,,) nen Sur
01] R I’intervalle I pour :
fn: { ’

X —  x"sin(nx)

—X
L I=R. et pour x €1, fn(x) = 1+ nx 4. I=Retpourxel, f,(x) = ne—zll
converge uniformément vers 0 sur [0, 1]. s ol t I} +(X)
Indication 6.0 : On pourra utiliser I’exercice précédent. _ _ ‘ = ) et pour julx) =
2. I=R, etpourxel,fn(x)—1+nx. xn s xel01/n]
n(x—1) . .
y 3.1 =Ry et pour x € I, fpx) = T-nvn si xe[l/n,1]
In(1+ nx)
0.6 7 1+nx 6. I=R, et pour x €1, f(x) = nxe ¥,
0.4 7 Exercice 6.13 *
0.2 4 On considere la suite de fonctions (f;;) avec
Ry — R
0 X + ) .
0 fn: o x"Inx si x€]0,1]
0 si x=0

FIGURE 6.2 — graphes de fi, f2, f3, fa

Etudier la convergence uniforme de cette suite de fonctions sur [0, 1].
Exercice 6.14 *

Etudier la convergence uniforme sur [0, +ool[ de la suite (f;,) avec

1 [0,+c0] — R
fal0 =4[22+~ fn:{ . x

— n(l+x")
Montrer que chaque f;, est €' sur R, que la suite (f,) converge uniformément sur R vers une .
certaine fonction f, mais que f n’est pas €' surR. Exercice 6.15 * Oral CCP MP 2015

Exercice 6.11 >
Soit f,, : R — R définie par

1. Démontrer que, pour tout entier n, la fonction t —
y
[0, +ool.

1.5
/ 2.0 S [T Cateuter i
\/n:)/ . HPOSGMn—L T1 2+ et alculer lm u,.
n

W est intégrable sur
e

Exercice 6.16 * Oral CCP MP 2015
= %8 On pose : Y x €]0; +oo[ et V t €]0; +ool, f(x, 1) = e tx—1

1. Démontrer que, V x € ]0,+o0l, la fonction t — f(x, t) est intégrable sur ]0; +oo].

+00
On pose alors, Y x €]0; +oo[, I'(x) :f et 1dy.
0

FIGURE 6.3 — graphes de f, f1, f2, fi0, fs0 2. Démontrer que, ¥ x €]0; +oo[, ['(x+1) = xI'(x).

3. Démontrer que T est de classe C! sur]0;+oo| et exprimer '’ (x) sous forme d’intégrale.



Exercice 6.17 *
Démontrer que la suite de fonctions définies sur R, par f;(x) = e sin(nx) :

1. converge simplement sur Ry ;
2. que la convergence est uniforme sur tout intervalle de la forme [a,+oo[, a>0;

3. mais qu’elle n’est pas uniforme sur R...

FIGURE 6.4 — graphes fi, f2, f3, f3

Exercice 6.18 *
On considere la suite de fonctions (f;;) définies par :

fni{ [0,+c0f — R

X —  n%xe "™

oira > 0 est un réel fixé. Etudier la convergence simple et uniforme de cette suite.
Exercice 6.19 >

FEtudier Ia convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (f,,) définies par :

R — R
fn: nx

X — @ —
1+ n2x?

Exercice 6.20 *
Etudier le mode de convergence de la suite de fonctions définies sur [0,+oo[ par , pour tout

nx
neN, fp(x)= ——.
1+
Exercice 6§f *
Etudier le mode de convergence de la suite de fonctions définies sur [0,+oo[ par, pour tout
neN, f,(x) =exp(-x").
Exercice 6.22 * Oral CCP MP

1. SoitX un ensemble, (g),  une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X
dans C.
Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (gp)
vers la fonction g.

2. On pose fp(x) =

. Pour tout x € R, on pose f,(x) =

n+2 -
e ",

n+1

(a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f3) neN-
(b) La suite de fonctions ( fn)n€N converge-t-elle uniformément sur [0, +oo[ ?

(¢) Soita> 0. La suite de fonctions (f) ., converge-t-elle uniformément sur [a; +oo[ ?

(d) La suite de fonctions ( fn) neN converge-t-elle uniformément sur 10, +oo[ ?
Exercice 6.23 * Oral CCP MP

. SoitX une partie de R, (f,) nen Une suite de fonctions de X dans R convergeant simple-

ment vers une fonction f.
On suppose qu’il existe une suite (xp) neny d’éléments deX telle que la suite ( f,, (xn) — f (X))
ne tend pas vers 0.

nen

Démontrer que la suite de fonctions (fy) nen D€ converge pas uniformément vers f sur

X.

sin (nx)

1+n2x2’

(a) Etudier la convergence simple de la suite (f) ,cn,-

(b) Etudier la convergence uniforme de la suite ( fn) nen SUr la, +ool (avec a>0), puis
sur 10, +o0l.

Exercice 6.24 * Oral CCP MP

. Soit (f,,) une suite de fonctions de [a, b] dans R.

On suppose que la suite de fonctions (f;) converge uniformément sur [a, b] vers une
fonction f, et que, YV n €N, f,, est continue en Xy, avec Xy € [a, b].
Démontrer que f est continue en Xp.

. Onpose:VneN*, Vxe[0;1], gn(x)=x".

La suite de fonctions (g,) nen+ converge-t-elle uniformément sur [0;1] 7
Exercice 6.25 * Oral CCP MP

. Soit (g,) une suite de fonctions de X dans C, X désignant un ensemble non vide quel-

conque.

On suppose que, pout tout n € N, g, est bornée et que la suite (g,) converge uniformé-
ment sur X vers g.

Démontrer que la fonction g est bornée.

. On considere la suite (f) nen+ de fonctions définies sur R par :

nx si x| <

fn(x)z{ l . 1

si|x|> =

Prouver que (f,) nen converge simplement sur R.
La convergence est-elle uniforme sur R ?



Exercice 6.26 *
Etudier suivant la valeur du réel a le mode de convergence de la suite de fonctions (f;;) oll pour

toutneN,
R — R
fnz{ N

x — n%xe ™

Exercice 6.27 *

Pour tout n € N*, on consideére la fonction
0,1 — R

si xe[0,& 5
si xE]Zn,lln[
si xe [%, 1]
1. Prouver que (f;) converge simplement sur [0,1] vers une fonction f a déterminer.
2. Comparerlim;_. fol fn(x)dx et fol f(x)dx. Que peut-on en conclure ?

3. Etudier la convergence uniforme de (f;,) sur [a,1] avec a€]0,1].

Exercice 6.28 * XPC2014
Soit (P,,) une suite de polynémes de degré < d convergent simplement sur [0, 1] vers une fonc-
tion f. Montrer que f est une fonction polynomiale de degré < d. Montrer que la convergence
est uniforme.

6.0.3 Intégration et dérivation d’une fonction limite d’une suite de fonctions

Exercice 6.29 *
On considere la suite de fonctions (f;;) nen définies par

J 01 — R
f”'{ Zx"(1-x)

X e
1. Montrer que (f,)nen converge simplement.

1
2. Calculer pour n €N, f fn(x) dx.
0

3. En déduire que la convergence n’est pas uniforme.

4. Calculer explicitement || |l €t retrouver le résultat.
Exercice 6.30 *

1
Pour tout n € N*, on note1,, = f_ll x2 + — dx. Montrer que (1,,) est convergente et calculer sa
n

limite.
Exercice 6.31 *

(x2+1)

Oral CCP MP
ne* + xe™*
On pose fn (X) = W .

1. Démontrer que la suite de fonctions ( fn) nen converge uniformément sur [0,1].

1
ne* +xe *
2. Calculer 11 fx +1 —dx.
n+x
0

Exercice 6.32° %
Pour (n,x) €N x R, on définit f,,(x) = sin (55).

1. Montrer que (f;) converge simplement sur R.

2. Montrer que (f;) ne converge pas uniformément sur R.

3. Montrer par contre que (f) converge uniformément sur K, = [—a, a] pour tout a > 0.
4. En déduire lim, o [ sin (%) dx.

Exercice 6.33 % X PC 2012
Dans tout I’exercice on appellera

1
an=[ 1-1)"dt
0

pour tout n € N.

1. Déterminer la limite de la suite (a;).

2. On pose, pour tout x € [0,1] et pour tout n € N
Jya-»Hn de

Pu(x) = .
" fla-Hm de

Soit o > 0. Montrer que
sup P, - 1| — 0.
[o1] —roeo
Exercice 6.34 * XPC2012
Soit (f,) une suite de fonctions dérivables de R dans R. On suppose que (f,;) converge simple-
ment vers une fonction f: R— R et que
VneN,VxeR, If, () <1

Montrer que f est continue.

6.0.4 Théoreme de convergence dominée

Exercice 6.35 *
Montrer que la suites (1) est convergente et calculer sa limite :

“/4tan xdx.

dx.

1. (uy) de terme général u, =
2. (up) de terme général u, = fo

Exercice 6.36 *
Montrer que les suites de termes généraux donnés ci-dessous convergent et calculer leur limite.

x"+e*



n
sin” x too X too X
Louy= [ dx; 2. up = fg° ——dx; 3un=fg "

x? x"e+1 X" +1

Exercice 6.37 %
Montrer que Ies suites de termes généraux donnés ci-dessous convergent et calculer leur limite.

. x X
fol 1+nxn x; 5 Uy = 0+oo nsmz ’ 3. Uy, =f0n (1_%)ne§ dx
(1+x) x(1+x2)

Exercice 6.38 %
Nature et limite de la suite de terme général

n
Up = f (1 + f)n e % dx.
0 n
Exercice 6.39 *

Déterminer la limite de la suite de terme général

+o0o xn
unzﬁ) mdx
n n
unzf \/1+(1—f) dx
0 n

+00o n 1 +00 e -y
f e dx ~ —f —dy.
1 n—+oo n J1 ¥y

Intégrales de Wallis et de Gauss

Exercice 6.40 *
Déterminer un équivalent de

Exercice 6.41 *
Montrer que

Exercice 6.42 *
1. Montrer que Vn =1,

2. Montrer que

3. On rappelle que grice aux intégrales de Wallis,

/2
) b1
f sinP xdx ~ —
0 p—+oo Zp

Retrouver la valeur de I’intégrale de Gauss :

+oo
f e_tz dt:ﬁ
0 2

Exercice 6.43 * Oral CCP MP

1. Démontrer que, pour tout entier n, la fonction t — est intégrable sur

1+12+t"e !

[0, +o0l.
+00o dt .
2. On pose uy, =[0 s 2ot Calculer nl—l»rPoou”'
Exercice 6.44 * Oral CCP MP

+o0 1
Pour tout n =1, on pose I, =f —dz
o (1+1?)

1. Justifier que I,, est bien définie.

2. Etudier Ia monotonie de la suite (I n)nen+ €t déterminer sa limite.
3. La série Z (=1)™,, est-elle convergente ?
n=1

Exercice 6.45 * Oral CCP MP

—X

V neN*, on pose f, (x) = T3 22 et u, = fn(x)dx

. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,) e+ sur [0, 1].
. Soit a€]0;1[. La suite de fonctions (fn)neN* converge-t-elle uniformément sur [a; 1] ?

. La suite de fonctions (fn) - converge-t-elle uniformément sur [0,1] ?

AL N =~

. Trouver la limite de la suite () e~ -
Exercice 6.46 %%

. Montrer que 1= [ hel—f dt converge.

—~

2. Pour tout n € N*, on pose

sinon

1-9"Ynt si rejon
fn(t)z{(() n) 1 ] ]

(a) Vérifier que la suite (f;) converge simplement vers t — ln—[ sur RY.
q g p

(b) Montrer que I =lim, o fi' (1-£)" ' Inzdr.

n
1
3. On admet que Z —=lnn+y+ .0 (1). Montrer que I = —y.
k=1 e

Indication 6.0 : On pourra effectuer le changement de variable t = nu suivi d’une
intégration par parties.
Exercice 6.47 %

Soit f: Ry — R une fonction continue et bornée.

0o nf(x)

1. Posons pour tout n € N*, I, = f0+ —

> dx. Prouver I’existence de ces intégrales.



/
2. Montrer que I, = [ ACILDW

1+ u2
3. Calculer lim1I,,.
Exercice 6.48 * Oral Mines-Ponts PC
Pour n =3, on posel, = 0+°° 4L Justifier ’existence de I,, et calculer la limite de (I;).
Exercice 6.49 * Oral X-ESPCI PC
Limite et équivalent de 1, = fo "
Exercice 6.50 *** Type Mines

Soit f: R+ — R une application continue et bornée sur R... Pour tout n € N, on pose :

+o00o
In:f —nf(X) dx
0

1+ n?x?

Apres avoir montré que I,, est bien définie pour tout n = 1, prouver que (I,) est convergente et
calculer sa limite.

Exercice 6.51 * Minettes 2016
+oo SIN(TT L)

Prouver que la limite suivante existe et la calculer : lim,,—. 1 fo T dr.
n

6.0.5 Séries de fonctions

Exercice 6.52 *
Etudier les modes de convergence des séries de fonctions de terme général :

e ¥ R. : 2
— . + —
1. an(x)— n2 surIR, 4. dn(x) = m sur
X R;
> b ( ) (_1)11 3 Cn(X) 3+x2 sur s ( ) X .
. X) = sur . . eplX) = ——— Surix.
" n+x R; " maa

Exercice 6.53 *
Pour tout n € N, on considére

R — R
fu: e—nx2
X [ —
1+ n?

FEtudier les modes de convergence de Y. f;,.
Exercice 6.54 *
Pour tout n € N, on considére

R — R
fn3{

X — @ —_—
1+ nx8 +x24+n?

sin(nx)

FEtudier les modes de convergence de Y. f;,.

Exercice 6.55 *
Pour tout n € N, on considére

— R

nxz e nx

X e

fn5{ R

1. Montrer que Y. f;, converge simplement mais pas normalement sur R...

2. Montrer que la convergence est néanmoins normale sur tout segment de R’

Exercice 6.56 %
Etudier les modes de convergence de la série de terme général

R — R
fn:{ 1

X — @ —
n2 + x2

,n=1.

Exercice 6.57 *

1. Montrer que la série de terme général

01 — R
fn:{] ]

X —  x"lnx

,n=0.

converge simplement sur 10, 1] et calculer sa somme sur ]0, 1].
2. Montrer que Y. f,, ne converge pas uniformément sur 10, 1].
Exercice 6.58 *

—nx?

2 . L. . e
1. Etudier la convergence normale de la série de fonctions ) ;> sur R.

72
In(1+x)

2. Méme question avec ;> 5
nex

sur 10, +ool.

Exercice 6.59 *
Etudier la nature de la convergence sur [0, 1] de la série de fonctions Y. f,, avec pour tout n € N,

e 0

X —

— R
sinxcos"x

Exercice 6.60 *
Etudier la convergence simple, uniforme et normale de Ia série de fonctions de terme général
donné par
G
n+ x?

fn(x) =

pourn=1letxeR.
Exercice 6.61 %
(="

vn+Xx

Etudier les modes de convergence sur Ry de la série de fonctions Y ;=1



Exercice 6.62 *
Etudier les modes de convergence sur R, de la série de fonctions ) =1
Exercice 6.63 *
Etudier les modes de convergence sur 10, +oo| de la série de fonctions Z nxte *Vn,
n=0
Exercice 6.64 *

Etudier les modes de convergence sur [0,1] de la série de fonctions Y, n®x™ (1 - x) ot a € R.
Exercice 6.65 *

Etudier les modes de convergence sur 10, +oo[ de la série de fonctions Z
n=1

(-n"
xn¢+n

. On mon-
+ ndx2

2n
trera qu’il n’y a pas convergence uniforme en minorant le reste : Ry (x) = Z Sfr(x).
k=n+1
Exercice 6.66 %

FEtudier les modes de convergence de Ia série de fonctions Z

>0
Exercice 6.67 * Oral CCP MP !
Soit (un) ,eny Une suite décroissante positive de limite nulle.

xﬂ

2+

sur [—1,0][.
n

1. (a) Démontrer que la série Z (=D uy est convergente.

n
Indication : on pourra considérer (S2,) yen €t (S2n+1) neny avec Sy, = Z (- l)k Ug.
k=0

(b) Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série Z (-DF Up.

L . PSPPI =D"e ™
2. (a) Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions }_‘ —_—.
s n

(b) Etudier la convergence uniforme sur [0, +oo[ de la série de fonctions ¥, .,

Exercice 6.68 *
Soit une suite de fonctions (u,) nen positives définies sur un intervalle I ¢ R. On suppose que :
— La suite de fonctions (u,) converge uniformément vers la fonction nulle.
— Pour tout x €1, la suite numérique u,(x) est décroissante.

n

Montrer que la série de fonctions Z (-1)"uy, converge uniformément sur 1.

>1
Exercice 6.69 * nOraI CCP MP
Soit X une partie de R ou C .

1. Soit Z [ une série de fonctions définies sur X a valeurs dans R ou C.
Rappeler la définition de la convergence normale de Z [fn surX, puis de la convergence
uniforme de Z [fn surX.

2. Démontrer que toute série de fonctions, a valeurs dans R ou C, normalement conver-

gente sur X est uniformément convergente sur X.
n2
3. La série de fonctions Z —'z" est-elle uniformément convergente sur le disque fermé
n

de centre 0 et de rayonR € '[Rfr ?

(_1)71 e—nx

Exercice 6.70 % Oral CCP MP
Soit A< C et (), une suite de fonctions de A dans C.

1. Démontrer I’implication :

(la série de fonctions Z fn converge uniformément sur A)

U

(la suite de fonctions (fy),,c converge uniformément vers O sur A)

2. Onpose:VneN,V xel[0;+ool, f(x) = nx2e V7,
Prouver que Z [fn converge simplement sur [0; +00].
[fn converge-t-elle uniformément sur [0; +ool ? Justifier.

Exercice 6.71 * Oral CCP MP

n

. z
1. Démontrer que la série Z — est absolument convergente pour tout z € C.
n!

+o0o n

2. Onpose:VYzeC, f(z)= Z Z—.
n=0 n!

Démontrer que ¥ (z,2") € C2, f (2)x f (2') = f (2 + Z'), sans utiliser le fait que f (z) = €.
1
3. Endéduire que : VzeC, f(z)#0 et m = f(—2).

Exercice 6.72 * Mines PC 2018
On pose f(x) = *i" cos”™(x) sin(nx) ‘
n=1
1. Montrer que f est de classe €' sur]0,n[ et calculer f’(x).
2. En déduire f.

Exercice 6.73 *
Pour tout n € N*, on pose :

I-L1[ — R
Jn x"sin(nx)

X —_—

n

1. Montrer que Y. f,, converge simplement sur 1 =]-1,1[. On notera f la fonction somme.
2. Montrer que f est de classe €' surl.

3. Pour tout x €1, calculer f'(x) en utilisant deux suites géométriques de raison xe'*.

xsinx
1-xcosx)

4. En déduire que f(x) = arctan(



6.0.6 Etude de fonctions définies par la somme d’une série

Exercice 6.74 *
Pour tout n € N, on introduit

+o00o

Montrer que f = ) f, est €' surR.
n=0
Exercice 6.75 *

Pour (n,x) eN* xR, on pose f,(x) = sin(nx)

nd

1. Etudier la convergence normale de Ia série de fonctions Y. f,,. On note S sa somme.

2. Déterminer la limite de S en 0.
1

+00
3. Montrer que [y'S(x)dx=2)_ )
o1 @n-1*

4. Montrer que S est de classe €' sur R et exprimer sa dérivée.
Exercice 6.76 %

1. Prouver que la série de fonctions converge normalement sur R..

n2+2n+ x2

+00 1
2. Calculer alors lim E _
x—1 /= n? +2n+ x?

Exercice 6.77 *

1. Justifier I’existence de

pour tout x e R\Z.

2. Montrer que f est 1-périodique et qu’on a
X x+1
r5)+r(5) =2
pour tout x e R\Z.

Exercice 6.78 *
On note

w(x):im( 11 )

\n-x n+x

Justifier et calculer fol Y(x)dx.

Exercice 6.79 *
Pour tout x > 0, on pose

+00 1
S(x) = .
() ,;1 n+n2x

. Montrer que S est bien définie sur R .

. Montrer que S est continue.

1

2

3. Etudier Ia monotonie de S.

4. Déterminer la limite puis un équivalent de S en +oo.
5

. Donner un équivalent de S en 0.
Exercice 6.80 %

Pour tout x €1 =]-1, +00[, on pose
+00 1 1
S(x) = - = .
() n; ( n n+ x)
1. Montrer que S est définie et continue sur 1.
2. Etudier Ia monotonie de S.
3. Calculer S(x+1) —S(x).
4. Déterminer un équivalentde S en —1*.
5. Etablir :
1
vneN, Sm=) -—.
=1 k
6. En déduire un équivalent de S(x) en +oo.
Exercice 6.81 ) & ¢
[a,4c0[ — R
Soita>1etpourneN, f;,: . (=n"
nx+(—1)"

1. Etudier la convergence absolue de la série de fonctions Z fn- En déduire qu’il n’y a
n=0
pas convergence normale.

2. Montrer la convergence simple de la série de fonctions.
3. Montrer Ia convergence uniforme.
4. Donner un développement asymptotique de S(x) lorsque x — +oo 4 la précision G (1/x®).

Exercice 6.82 *

On pose pour tout x € R},
+00 (_1)71

Sx) =)

mn+x’

1. Montrer que S est bien définie.



2. Montrer que S est de classe € sur R}.
3. Préciser le sens de variation de S.
4. Montrer que
VxeR}, Sx+1)+Sx)= %

5. Donner un équivalent de S en 0%
6. Donner un équivalent de S en +oo.

7. Montrer que pour tout x > 0,

1 gx-1
S(x) = f dt.
o 1+¢
Exercice 6.83 *

+00

1. Déterminer I’ensemble de définition de S : x — Z ne”
n=1

2. Montrer que S est continue sur son ensemble de définiiion.

3. Déterminer la limite de S en +oo.
Exercice 6.84 * Centrale 2003

+00 2.0
On pose pour x€R, f(x)=) e "
n=0

1. Domaine de définition de f.

2. Continuité de f.

3. Déterminer limy_. 40 f(X).

4. Déterminer un équivalent de f lorsque x — 0.

Exercice 6.85 *
+00 2 X

On définit f(x) = r;lm.
1. Déterminer le domaine de définition de f ;
2. Y a-t-il convergence normale sur D¢ ?
3. Montrer que f est continue sur D ;
4. Déterminer la limite de f aux bornes de Dy.

5. Etudier la convergence uniforme sur [1,+ool.
Exercice 6.86 * Centrale, Mines, CCP

+00 (_ l)ne—nx

On pose f(x) = )

n=1
1. Domaine de définition de f ;

2. Montrer que f € 6€'([0,+ool) et calculer f'.
3. Calculer f.

nx

Exercice 6.87 % Classique, Important, fonction { de Riemann

On définit la fonction { de Riemann par :

A wbh o=

5.
6.

8.

+o0o

1
{(x)=) —

n=1 n*

Domaine de définition de ¢ ?
Etudier les modes de convergence de cette série de fonctions.
Montrer que ( est continue sur |1, +oo[ et déterminer limy_. o0 {(X).

En utilisant une comparaison avec une intégrale, trouver un équivalent simple de (
lorsque x — 1%,

Montrer que ( est de classe €' sur]1,+oo[ et que { est décroissante.
Montrer que { est de classe €°° sur]1,+oo[

Tracer le graphe de C.

Exercice 6.88 * Important, Fonction { alternée

On définit la fonction

Sk b=

+00 (_1)n

hw =) —2

n=1

Domaine de définition de | et modes de convergence.
Déterminer limy_. ; [1(x) et le signe de p(x) sur ]0,+ool.
Montrer que p est de classe €1 sur]0,+ool.

Trouver une relation simple entre C et .

Retrouver I’équivalent de ( au voisinage de 1.
Exercice 6.89 %

On définit la fonction et la fonction p de Riemann par :

1.
2.

3,
4,

+00 1
(=) —
n=1 n*
+00 n
(-1)
ne =)
n=1 n*
Montrer que C est de classe €°° sur]1,+oo].
Montrer en utilisant une comparaison avec une intégrale que
1
x ~ [
0 ~ -1

Montrer que {(x) = 1.

Montrer que p est définie et de classe € sur I’intervalle 10, +o00].



e
Pour tout x € R, on pose f,(x) =

Pour (n,x) e N* xR*, on pose f,(x) =

Onpose:YneN*, VxeR, u,(x) =

On pose, lorsque la série converge, S(x) = Z

5. Calculer pour x > 1, {(x) + p(x) et en déduire I’expression de { en fonction de .

6. Calculer u(1) et retrouver I’équivalent de { en 1.
Exercice 6.90 *

—nx

+00

1. Prouver la continuité de la somme S = Z fn sur Ry
n=1

2. Montrer I'intégrabilité de S sur R’ et exprimer son intégrale sous forme de somme de
série.

3. Montrer que S est de classe €' surR*.

4. CalculerS' et en déduire I’expression de S.
Exercice 6.91 *

. On se propose d’établir le tableau de variations
sh(nx)

de la somme S de la série de fonctions Y. f;,.

. Déterminer le domaine de définition de S ;

. Quelle est la parité de S ? En déduire qu’on peut restreindre I’étude a RY.

. Prouver que S est continue sur son domaine de définition.

. Sans utiliser le théoréme de dérivation terme a terme, donner les variations de S.
. Déterminer la limite de S en 07 .

. Déterminer la limite de S en +oo.

N QD LA LN~

. Dresser le tableau de variations de S.

Exercice 6.92 * Oral CCP MP
(_1)nxn

On considére la série de fonctions Z Uy.

n=1
1. Etudier la convergence simple de cette série.

On note D I’ensemble des x ou cette série converge et S(x) la somme de cette série
pour x € D.

2. (a) Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.

(b) La fonction S est-elle continue sur D ?
Exercice 6.93 * Oral CCP MP

On considere la série de fonctions de terme général u,, définie par :

« X\ x
vneN", Vxel0,1], un(x)zln(1+—)——.
n

n
bl mn1+%)-].

n=1

1. Démontrer que S est dérivable sur [0, 1].
2. Calculez S'(1).

Exercice 6.94 *

1. Déterminer les domaines de convergence simple et normale de la série de fonction

e—nx
2

n=1

n

2. Montrer que la fonction somme de cette série de fonctions est €' sur son domaine de
définition.

3. Exprimer sa dérivée a I’aide de fonctions usuelles et en déduire I’expression explicité
de la somme en admettant que I’éventuelle constante d’intégration est nulle.

Exercice 6.95 * Oral CCP PC

Pour tout n €N, on pose :

x-1
O DD
1. Montrer que }_ u, converge simplement sur I =]0,+oo[. On appellera S sa somme.
2. (a) Montrer que pour 0 < a < b, la série ) u,, converge normalement sur [a, b].
(b) En déduire que S est continue sur I.

3. Montrer que S est de classe €" surl et que :

+o0o 1
vxel, S'x)=Y ——.
) ngo(nﬂLx)2
4. (a) Montrer que :
1 1 p-1

VneN, — = .
n+l n+p (n+1)(n+p)

P‘ll
(b) En déduire que S(p) = ) T
k=1

(c) Déterminer xlirP S(x).

Exercice 6.96 * Oral CCP PSI

+00
Soit f(x)=)_ e XV,

n=0
1. Déterminer le domaine de définition de f puis montrer la continuité de f sur ce do-
maine.

2. Montrer que f admet une limite en +oo et déterminer cette limite.

3. Déterminer un équivalent simple de f(x) quand x tend vers 0%.



Exercice 6.97 * Oral Mines-Pont PSI
On considere la fonction f donnée par :

% arctan(nx)
f(X) = Z T
n=1
1. Montrer que f admet une limite finie en +oo.
2. Montrer que f est de classe €' sur R*.

3. Calculer lirr(l) f(x).
x—)

4. Donner I’allure de la courbe représentative de f.
Exercice 6.98 . * Oral Centrale PSI
. o0 a
Soienta>0et f:x— nglln(l + ﬁ)
1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. La fonction f est-elle continue sur son domaine de définition ? de classe €' ?
3. Déterminer la limite de f' en 0.

Exercice 6.99 * Mines-Ponts PC 2013
Déterminer les fonctions f: [0,1] — R continue telles que

[ee] n
vxelo,ll, fu=)y L
n:l 2”
Exercice 6.100 * Mines-Ponts PC 2013

Soient a >0 et
x a
frx— Zln(1+—).
n=1 n’x*

1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Déterminer un équivalentde f en 0.
3. Déterminer un équivalent de f en +oo.
Exercice 6.101 * Mines-Ponts PC 2013
Soit

X0 arctan(nx)
frx— Z .
n=1 2

n

Déterminer le domaine de définition de f. La fonction f est-elle continue ? de classe €' ?

Déterminer la limite de ' en 0.
Exercice 6.102 * XPC2012
Soit k € N. Déterminer un équivalent de la suite définie par

n k
xnzz%

k=1

lorsque n tend vers +oo.
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Exercice 6.103 ) & o ¢ XPC2012
On considére la fonction
&y
S: x— .
n=0 Xtn

1. Montrer que S est définie sur R\ Z~
2. Déterminer la limite de S en +oo.

3. Montrer que
+00 1

Sx) =)

o @nen@ntltx)

VxeR},

4. En déduire un équivalent de S au voisinage de +oo.

Exercice 6.104 * % CCPPC 2014

On considére la fonction
+00 n

(-1
S: x—

n=0 M(x+n) '
1. Montrer que S(1) =1- 1.
2. Montrer que S est définie et continue sur R} et calculer la limite de S en +oo.
3. Montrer que

Vx>0,  xS()-Sx+1) =~
e

4. Trouver un équivalent de S(x) en 0. .
5. Trouver les réels a, b, ¢ tels que
Sx)=a+ b += +0(i)
- X x2 xz

au voisinage de +oo.

Exercice 6.105° %%
Etablir que

Type Mines

—+

zln(l+%)x ~OOJT\/§.

Exercice 6.106 % CCP PC 2009

1. Soit x > 0. Etudier la convergencede ) ;g L

+x °

2. Etudier la dérivabilité sur R* de la fonction

f:x-—»io

=0 n+x

3. Trouver une relation entre f(x) et f(x+1).

4. Donner un équivalent de f(x) au voisinage de 0..



5. Montrer que f est décroissante et donner un équivalent de f(x) lorsque x tend vers
+00.

Exercice 6.107 * Mines-Ponts PC 2007

Montrer que
1 +00 (-1
Xy =
[ xrax=y 2

n=1 "

Exercice 6.108 * Centrale PC 2002
Définition, continuité, calcul de la somme de

fiv— ¥

n=1

( 1)}1 —nx

Exercice 6.109 * Centrale PC 2008
Soit, pour tout n € N,

2
fn: x— nxe

1. Déterminer I’ensemble de définition D de la série de fonctions de terme général f,.

2. A-t-on la convergence normale de Y. f, surR?
n=0

3. OnnoteS: x— OZO fn(x). Calculer S(x) pour tout x € D.
n=0

4. La fonction S est-elle continue ?

Exercice 6.110 * Centrale PC 2004
On considere la fonction f définie par :

+00 1
f) =) —sin@"x).
n=03"
1. Montrer que la fonction f est continue sur R.
2. Montrer que f n’est pas dérivable en 0.

Exercice 6.111 * CCP PC 2006
Pour x >0, on pose

Un(x) = —-.
n+n°x

1. Etudier la convergence de la série de fonctions )~ u,. Nous noterons S sa somme.
2. Etudier la continuité et les variations de S.

3. Calculer S(%) pour tout k € N*.

4. Déterminer un équivalent de S(x) lorsque x tend vers +oo.

5. Déterminer un équivalent de S(x) lorsque x tend vers 0.

12

Soit

Exercice 6.112 * X PC 2009

fXP—>Z

n= lx +I’l
1. Déterminer I’ensemble de définition de f.
2. Montrer que f est lipschitzienne.

3. Déterminer la limite de f il lorsque x tend vers +oo.
Exercice 6.113 % Mines-Ponts PC 2009

On pose

+00
f=Y evn
n=1

Donner un équivalent de f lorsque t tend vers 0.

Exercice 6.114 * CCP PC 2005

On pose

Soit S(x) = Z

+o0 e nx

fo=)

n=1

n?
1. Montrer que 1’ensemble de définition de f est [0, +ocol.

2. Montrer que f est continue sur [0,+ool et de classe %2 sur 10, +ool. Calculer " puis
exprimer f' sans le symbole somme.

3. La fonction f est-elle dérivable en 0 7
4. Montrer que

X
f(x) =f(0)+f In1-e™ %) dt.
0
Exercice 6.115 * Mines 2016

+00 (_ 1)71
sonl(x+n)’
1. Montrer que S est définie et de classe €' sur R*.

2. Donner le tableau de variation de S.

6.0.7 Intégration terme a terme d’une série de fonctions

Exercice 6.116 *

Montrer que

+00 +00

+00
Y Pe"dr= Z
n=1 n=1

2
e

Exercice 6.117 *

Montrer que
+00 +00 +o00o (_1)n
Y (D" "dr=)
n=1 n=1



Exercice 6.118 *
En considérant f, : x — x", montrer que

+00

>

n=1

=In2.
n2n

Exercice 6.119 * Fonction exponentielle compiexe

+00 Zﬂ
On considere la série de fonction ) | —-
— n
n=0

1. Montrer qu’elle est normalement convergente sur les disques D(0,R), Re R, de C. Sa
somme est, par définition, la fonction exponentielle complexe notée exp.

2. Montrer que : Vx €R, fox exp(f)dt=exp(t)—1.
Exercice 6.120 * Oral CCP MP

1. Soit a et b deux réels donnés avec a < b.
Soit ( fn) nen Une suite de fonctions continues sur [a, b], a valeurs réelles.
Démontrer que si la suite ( fn)n€N converge uniformément sur [a, b] vers f, alors la

b b
suite ( f fn (%) dx) converge vers [ f(x)dx.
a nenN a

2. Justifier comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries'de fonctions.

% +00 . +00 1
3. Démontrer ue[ ( X )dx: .
d 0 n;o ;1 n2n
Exercice 6.121 *

Montrer que

+00 t d (e ) 1
r= E —_
fo el -1 n2

n=1

Exercice 6.122 * Constante de Catalan

1 1

arctan t Int

[ de= —[ 5 dt.
0 t o 1+t

j‘l arctantdt_ oo (—pn
o t = 2n+1)?

1. Montrer que

2. En déduire que

Ce nombre, appelé constante de Catalan vaut approximativement 0.916.
Exercice 6.123 *

1. Montrer que

dt=-| —dt

j‘l In(1+1) Llnt
0 t o 1+¢
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2. En déduire que

n(1+ 7 too (_qyn-1
dr= )
i )

2
r n=1 n

2
3. Calculer cette somme sachant que ¥t % = &

k=1 pn2 6 -
Exercice 6.124 *
Montrer que

1 +00o _1 n+1
f xxdxzz( )
0

n=1 n"
Exercice 6.125 *

On définit . ; . .
X (-1 1 f b e
= tF = — — d[
0= 2 Fem 0=l iawen

1. Déterminer le domaine de définition de f etF .

2. Etudier la continuité de f et F.

3. Trouverlim,_. .o f(x) et un équivalent de f au voisinage de 0.
4. Montrer que F = f.

Exercice 6.126 *
On note

+o0 cos(xt)
F(x) —L ) dt

Exprimer F(x) comme la somme d’une série de fonctions. Comment trouver une valeur appro-
chée de F(x) 4107 prés?

Exercice 6.127 *
Le but de cet exercice est de prouver I’égalité :

+00 \/? _\/E+oo 1
b T e

el -1 2 f
1. Justifier I’existence des deux membres de I’égalité.
t +00
2. Montrer que Vt € R, le = Z Vie .
e - n=1

3. A I’aide d’un changement de variable, calculer f0+°° Vie "dt.

4. Conclure.
Indication 6.0 : On rappelle que f,**° e dx = 4
Exercice 6.128 *

Montrer que

f+°°sint 1t 2
A=y —=——.
o sht =Cn+1)2+1



Exercice 6.129 *

Montrer que
+00 +00 n- 1 +oo
(-1 b1
[) nzl n2+t2 T2 X_:

Exercice 6.130 * Oral CCP PC

Pour tout n € N, on pose
1
an=[ t"V1-2dt.
0

(l)l’ll

1. Calculer ay et a; .
2. (a) Montrer que (ay) est décroissante.
n+1

n+4
(c¢) En déduire qu’au voisinage de +oo, ona a, ~
n—+

(b) MontrerqueVneN, ap42= an.
an+1-
o0

3. (a) Montrer que la suite de terme général n(n+ 1)(n+2)a,a,—; est constante.

(b) En déduire un équjvalent de ay, au voisinage de +oo et la nature de la série ) ,,~q a.

4. Montrer que Z an —f \ — 1 dt puis calculer cette somme.

Exercice 6. 131 OraI Mines-Pont PC
On considére la fonction
+00 xfl
f(x) - nX::l (1—x")(1 - xn+1 .

1. Préciser son domaine de définition.
2. Donner une relation entre f(x) et f(%)

3. Exprimer f a I’aide de fonctions usuelles.

Exercice 6.132 * Oral Mines-Pont PSI
Pour tout ne N, n =2, on considére la fonction
(-n"

1-1,+o0]
fn: X
xX+n

[01 (:Zozf”m) dx=§;(f01fn(x)dx).

+00
2. Montrer que an est de classe € sur]—1,+o0l.

n=0
Exercice 6.133 * %

Montrer que

— R

—_—

1. Montrer que :

Type Mines

I

fz cos(cos0)ch(sinB) dO =
0
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Exercice 6.134 ) & ¢
Pour tout entier n € N, on pose

CCPPC 2014

1
Uy =f In(1+ t™) dt.
0

On pourra librement utiliser que

00 (_1)k+1 T[2
Z’ 2 12

1. Justifier que la série ci-dessus converge.
2. Rappeler le développement en série entiere de In(1 + ).

3. Grace a un théoréme d’intégration terme a terme, montrer que

X (pktl
Un= ) .
k=1 klkn+1)
4. On considére la fonction
i (_1)k+1
X —
f k=1 kUc+x)

(a) Démontrer que la fonction f est de classe € sur R,.

T[2

12n°

5. Montrer qu’il existe une constante (, que I’on exprimera comme somme d’une série
convergente, vérifiant

(b) Exprimer u, al’aide de la fonction f. En déduire que u, ~

7[2 ( ( 1 )
n 12n nZ nZ

Soit (o, ,Y) €R3 tel que p >0,y >0 et a+1<Py.

1. Etudier I’existence de Ia fonction :

2. Montrer que f est intégrable sur R} et que :

fo oof(t)dt= YT (By-a)

ol :

— T estla fonction Gamma d’Euler définie pour tout x € R} parT'(x) = f0+°° t*le~tdt;

+00 1

— ( est la fonction zeta de Riemann définie pour tout s € 11, +oo[ par {(z)



6.1

6.1.1

Suites et séries de fonctions

Questions théoriques

Exercice 6.136 *
Soient f: R—Ret, pourneN, u,: x—

Centrale PSI 2010
(=D"f(x)

V1+2f(x)? "
1. Justifier Iexistence de S(x) = Y./ u, (x). La convergence est-elle uniforme ?

2. Montrer que si f est continue, S I’est aussi. Réciproque ?

Exercice 6.137 * TPE PSI 2008
Soient a € R et (f,) la suite de fonctions définies par fy € C¢'R,R) et Vn e N, frnr1(x) =
/. ax [fn(t)dt. Montrer que la série de terme général f,, converge et calculer sa somme.
Exercice 6.138 % X ESPCI PC 2013
Mots-clés : limite uniforme d’une suite de fonctions lipschitziennes
Soit (f,) une suite de fonctions dérivables de R dans R. On suppose que (f,) converge sim-
plement vers une fonction f: R—Retque VneN, VxeR, |f;(x)|<1. Montrerque f est
continue.
Exercice 6.139 * Mines Ponts PSI 2013
Mots-clés : extrema des fonctions d’une suite uniformément convergente
Soient (a,b) € R? avec a < b et (fn)n=0 une suite d’éléments de %% (la,b],;R) qui converge
uniformément. Que dire des suites (MaXq,pj frn)n=0 €t Ming p) fn) =0 ?
Exercice 6.140 * Centrale PC 2013
Soit f € €9([0,1],R) et, pour n€N, uy,: te€[0,1] — t" f(¢). Trouver une condition nécessaire
et suffisante sur f pour que la série de terme général u, converge normalement. L’énoncé est
vraisemblablement erroné.
Exercice 6.141 * Mines Ponts PSI 2014
Mots-clés : convergence uniforme d’une suite de polynémes de degrés bornés
Soit neN, n = 2. Soit (Py) xen une suite d’éléments de R, [X] convergeant uniformément vers
une fonction f. Démontrer que f est polynomiale.
Exercice 6.142 * Centrale PC 2414
Mots-clés : mondéme trigonométrique
Soient (a,) ns0 et (bp) n>o deux suites réelles bornées, (¢, d) € R? avec ¢ < d. On suppose que
Vxelcd]l, aycos(nx)+b,sin(nx)— 0 quand n— +oo.

1. Soit n € N. Montrer qu’il existe ¢, € R tel que Vx € R, " aycos(nx) + by sin(nx) =

\/ @2+ b? cos(nx +@p).

2. Calculer 1,, = fcd(an cos(nx) + bysin(nx))?dx. En déduire que, pour n assez grand,

I,> (d—C)(Zfﬁb%).

3. Montrer que a, — 0 et b, — 0 quand n — +oo.
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Exercice 6.143 * ENS PC 2015
Mots-clés : limite uniforme d’une suite de fonctions holderiennes
SoitE I’ensemble des f € €9([0,1],R), de classe € sur]0,1] et telles que fol f’2 =1 (I'intégrale
de —1 a 1 a été remplacée par une intégrale de 0 a 1).

1. Si f appartient a E, montrer que f est (1/2)-héldérienne de rapport 1, c’est-a-dire que
V() elo1], If()-fNi<syIx-yl

2. Soit (f,)n=0 une suite de fonctions de E convergeant simplement vers g. Montrer que
la convergence est uniforme.

Exercice 6.144 * Centrale PSI 2015
Mots-clés : fonctions quasi additives

1. Déterminer les h € €°(R,R) telles que VY (x,y) € R?, h(x+y) = h(x) + h(y).

2. Soit f € €°(R,R) telle que : IM > 0, ¥ (x, y) € R, | f(x+y) — f(x) — f(¥)| <M. On pose
gn: X— f(2"x)/2". Etudier Ia convergence de la série de terme général g,,+1 — g,. En
déduire que (g,) converge uniformément sur R vers une application linéaire h. Que
peut-on en déduire pour f ?

6.1.2  Suites et séries de fonctions particulieres

Exercice 6.145° % CCP PC 2012
Mots-clés : fonction , fonction digamma, caractérisation de la dérivée logarithmique de T
Soit E I’ensemble des f: R} — R telles que Vxe R}, f(x+1)—-f(x) = %, f()=0cet f est
croissante sur RY .

1 1

. * . * 1 +00 4 .
1. On pose up: x €R} — - — —=. Monter que u: x € R} — —+ + Y72 up(x) est définie

et de classe € sur R . Montrer que u € E.

2. Soient f et g deux fonctions de E, et 6 = f — g. Montrer que § est 1-périodique. Quelle
est la limite de 6 en +oo ?

3. En déduire que f = g. Que vautE ?
Exercice 6.146 * RMS 2015 1043 Mines d’Alés PC

Mots-clés : fonction , dérivée logarithmique de T
Pour ne N* et xe R\ Z*, soit f,(x) = + — -1 Etudier la convergence de la série f,. Montrer

n n+x-
que la somme est 6! et calculer sa valeuren 1.
Exercice 6.147 % ENS PC 2013

Mots-clés : approximations rationnelles de la tangente hyperbolique
On définit une suite de fonctions (f,)n=0 de R dans R par fy: x — shx et Vn e N,
R, frr1(x)==2 [ tfu(0)dr.

1. Montrer que les f,, sont de classe €*°.

Vx €

2. Expliciter f;.

x*"shx

3. Montrer que, pour tout x = 0 et pour tout n € N, | f (x)| < =}



4. Montrer que, pour tout n € N, il existe P, et Q, dans R[X] tels que VxR, fr(x) =
Qn(x)shx—Py,(x)chux.

5. Montrer que ( *) converge simplement vers la fonction ih.

Exercice 6.148 * Mines Ponts PSI 2013
Soient fy: teR. —0et, pourneN, fpi1:teRy— 1+ fu(D).

1. Soit t € R,. Déterminer la limite €(¢f) de (f,(£))ns0-

2. Etudier Ia convergence uniforme de () sur Ry.

|fn(0)—0(0)]

3. SineNetteR}, montrer que | fr41(8) —€(1)| < 70
n+1

(fn)?

Le dénominateur 2 f,,..1 (f) a été corrigé en f,H] (1).

Exercice 6.149 * CCP PSI 2013
Soient (a,b) € R? avec a < b, fe C%la, b),R) et (f) nen la suite de fonctions définie par fy = f,
et, pour tout n N et tout x € [a, b], fr+1(x) = f; fn(t)dt. Montrer que la série de fonctions de

terme général f, converge uniformément sur [a, b] et calculer sa somme.
Exercice 6.150 * Mines Ponts PC 2015

Soient fy € €°(R,R) et, pour n €N, f41: x € R— fox [fn(t)dt. Montrer la convergence normale
sur tout segment de F: x — Z 2oSfn(x). Calculer F.

Exercice 6.151 * RMS 2014 1266 Ecoles des Minies PSE
: _(_1yn_t"
Soit uy,(t) = (-1) N

1. Domaine de définitionde f: t —

. Que peut-on en déduire sur

o un(1).

2. Montrer que Y u,, converge normalement sur tout segment de {8, 1[.
3. Equivalent de v, = fol |y

4. Nature de Y v;,.

4 . 1 L. L.
5. Ecrire [, f comme somme d’une série numérique.

Exercice 6.152 * X ENS PSI 2015
2

Soit, pour n € N*, u,: Ry — R telle que un(x)z(l—%)” six<n?etu,(x)=0six=n?

1. Montrer que (uy,) =1 converge simplement sur R, vers une fonction que I’on détermi-
nera. A-t-on convergence uniforme ? Soit f € €°(R,,R) telle que f(x) — f(0) quand
X — +o0.

2. Montrer que f admet un minimum et un maximum sur R...
Soit (an)n=1 une suite de réels strictement positifs. On suppose que la série de terme
général a,, converge et a pour somme 1.

3. Soit x e Ry . Montrer que la série de terme général a,, f (u,,(x)) converge.

4. On suppose que Vx€Ry, f(x) =X, anf(uy(x)). Montrer que f estconstante.
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6.1.3 Le terme général comporte une fonction rationnelle

Exercice 6. 153 * X ESPCI PC 2009
SoitS: x— Zn 0 m Déterminer le domaine de définition de S. Etudier la continuité de S.
Exercice 6.154 * X ESPCI PC 2012

Mots-clés : fonction x — mcotan(mx)

Etudier Ia convergence de la suite f,: x e R\Z — p ﬁ
Exercice 6.155 * X ENS PSI 2015
Mots-clés : développement eulérien de la cotangente, fonction x — mcotan(nx), méthode de

Herglotz

Pour tout n € N*, soit gp: x€R\Z— 1430 o+ Lo

. Montrer que g(x) =lim,,_. 1 grn(x) existe pour tout x e R\ Z et que g est dérivable.
. Montrer que g est 1-périodique et impaire.

. Montrer que Vx e R\ Z, g(§)+g(x7”)=2g(x).

A LN~

. Soit f: x e R\Z — mcotan(nx). Montrer que f est 1-périodique, impaire et vérifie pour
tout xe R\Z, f($)+f() =2f(x).

5. Montrer que la fonction h = f — g posséde un prolongement par continuité hsurR et

que h est identiquement nul.

Exercice 6 156 *
On pose fr(x) =

Centrale PC 2009
+ —— pourneN et x eR,.

1. Etudier la convergence simple de Y. 50 fn.
2. Sur quels intervalles y a-t-il convergence normale ?

Exercice 6.157 * Centrale PC 2009
On pose f(x) = pour neN*.

m
1. Etudier la convergence simple de ¥ ,,>1 fn

2. La somme S est-elle continue ?

3. Déterminer un équivalent de S(x) quand x tend vers 0F.

Exercice 6. 158 * Mines Ponts PC 2015
Soit f: x— Y1 m Déterminer le domaine de définition de f, la limite de f en +oo et
un équivalent de f en 0.

Exercice 6.159 * CCP PSI 2011

Etudier Ia convergence de la série de fonctions de terme général fy,: t— Timz Montrer que

la somme est de classe €' sur son ensemble de définition.
Exercice 6.160 * CCP PC 2011

Ensemble de définition et continuité de x — Z+°°
Exercice 6.161 * Mines Ponts ﬁ?ﬁ 2013 Centrale PC 2013, CCP PSI

2015, Mines Ponts PC 2015

Soit f: x— Y+

2

”1n+nx



1. Montrer que f est définie sur R* . Etudier la continuité de f.
2. Montrer que f est de classe €' sur R*.
3. Déterminer un équivalent de f en 0" et en +oo.

Exercice 6.162 * CCP PC 2015

Pour x >0, soient I(x) = +°° Hdtg et f(xX)=Y 21—

1. Justifier I’existence de f et de 1.

2. On admet que I(x) = In(1 + %) et que I(x) < f(x) <
lim; f. Montrer que f(x) ~,_o+ —In(x).

71+I’l x’

I(X) + 745 + Préciser limg, f et

X

. Etudier la croissance de f monotonie est plus pertinent que croissance.
. Montrer que f est dérivable et retrouver la question précédente.

. Montrer les points admis en (b).

[ N T NS

. Soit p e N*. Montrer que f(%) est rationnel.

Exercice 6.163 * RMS 2014 1265 Ecoles des Mines PSI

: __ 1
Soit up(x) = preraTE

1. Trouver le domaine de définition de f(x) = ;‘:’1 Un(x).

2. Montrer que f est continue sur |0, +ool, et déterminer lim f en 0 et en +oo.

3. Montrer que f est intégrable sur ]0, +ool.

Exercice 6.164 * RMS 2014 1260 Ecoles des Mines PST

Pour x>0, on pose f(x) =Y 1% m
1. Justifier I’existence de f.
2. Trouver un équivalent de f en +oo.
3. Trouver un polynéme P tel que f(x)— P(x) = o(é) lorsque x tend vers +oo.

Exercice 6.165 * CCP PC 2011 Mines Ponts PC 2015

Montrer que S: x — Y1 (r_Hx est définie sur ]0,+oo[. L’application S est-elle continue ? De
classe €' ?

Exercice 6. 166 * Mines Ponts PC 2014
Soit f: x— Y 1% x+n .

1. Montrer que f est de classe € sur]—1,+o0].

2. Montrer que f est développable en série entiere au voisinage de z¢ro.

Exercice 6.167 * Mines Ponts PSI 2013
Domaine de définition de f: x — ¥ 13 22 >, continuité, limites aux bornes.
Exercice 6.168 * Mines Ponts PC 2013

n

Soit f: x— Y% m Préciser le domaine de définition de f. Donner une relation

entre f(x) et f(%) ; exprimer f a I’aide de fonctions usuelles.

* X ESPCI PC 2013
2)dt.

Exercice 6.169

Soit, pour n€N, u, = fol(l —
1. Déterminer la limite de (uy).

2. Soit, pourneN, f,:x€l0,1[— 1 fo 1-3)"dt. Etudier Ia convergence de (fy,).

Exercice 6.170 * X ESPCI PC 2014
1. Si z est une racine de I’unité, montrer (*): -=1 +Zn 1 Z"(1-2)(1=22)--
2. Pour quels complexes z I’égalité () est—el]e vérifiée ?

Exercice 6.171 * RMS 2014 1255 Ecoles des Mines PSI

2,2 _ . .
fn: x€0,1] — wsmz(%) six€]i 1], et fu(x)

Etudier Ia convergence simple et uniforme de (f,,).
Exercice 6.172 * CCP PSI 2014

. _y+oo _a”
SoitaeR et S(x) =32 -

(1-2zM).

Soit, pour n € N*, =0sixe [O,%].

1. Déterminer suivant les valeurs de a le domaine de définition de S.

2. Soit a tel que |al < 1.

(a) Montrer que S est continue sur R .
(b) Déterminer une relation entre S(x+ 1) et S(x).
(c) Déterminer un équivalent de S en 0™.
(d) Déterminer la limite de S en +oo.
Exercice 6.173 * Centrale PSI 2015
Pour n € N*, soit fp: xRy — X7 _, x—kk - x—;dt.
1. Montrer que la suite (f,)nen+ converge simplement sur R...

2. Montrer que la suite (f,) nen+ converge uniformément sur R

6.1.4 Le terme général comporte une exponentielle ou un logarithme

Exercice 6.174 * CCP PC 2015
Mots-clés : fonction de Riemann

Calculer limy_.o Y. 1% n“l etlimy_. 00X 1% —57.

Exercice 6. 1 75 * X ESPCI"PC 2012
2, . . + inx
Etud1er f X — ngci m
Exercice 6 1 76 * Mines Ponts PSI 2007

On pose f,(x) = = Y1 fa(x) est de classe € et que sa série de

Taylor en zéro est de rayon de convergence nul.
Exercice 6.177 % Centrale PC 2009

On pose fr(x) = nxe "<’ pourneNet xeR.

1. Déterminer I’ensemble de définition D de la somme de la série de terme général f,.



2. Calculer la somme S: x— Y19 fr(x).

3. La somme S est-elle continue sur D ?

Exercice 6.178 * CCP PSI 2011
Pour neN*, soit f,: x— nxe= ¥ Erudier Ia convergence simple et uniforme de (fy,) nen® -
Exercice 6.179 * CCP PSI 2011

. —-nx
Pour neN avec n =2, soit uy: x— *&

1. Déterminer le domaine de définition D de Ia série de fonciions de terme général u,,.
Pour x € D, on pose S(x) = X125 un(x).
2. Montrer qu’il n’y a pas convergence normale de la série de fonctions sur D.
MS - i
3. Sin=2,s0itR,;: xeD— Zk 21 Uk (X). Montrer queYxe D, [Rp(x)] <
4. La fonction S est-elle continue sur D ? Est-elle intégrable sur D7

Exercice 6.180 % CCP PC 2006, CCP PC 2011
Soit, pour neN* et z€ C, uy(z) =

1. SineN*etzeC, ca]cu]er |uy, (2)|. Montrer que la série de terme général |u,(z)|
converge si et seulement si Re(z) < 0.
Z; 1 Un(X).

2. Montrer que f est définie et continue sur R_. Déterminer la limite de f en —oo.

Si x€R_, on pose f(x) =

3. Montrer que f est de classe € sur R*.

4. Calculer f". En déduire que Vx € R_, f(x) = f(0) + jf’ln(l —e")dt. La fonction f
est-elle dérivable en zéro ?
Exercice 6.181 * Centrale PC 2013
. xtoo e VIE
Soit fr x— 3,5 -

1. Déterminer le domaine de définition de f. Montrer que f est de classe €.
2. Déterminer la limite de f en 0% et en +oo.
Exercice 6.182 * CCP PSI 2014
Soit f(x) =YX e‘x\/_
1. Déterminer le domaine de définition de f, puis la continuité de f sur ce domaine.
2. Montrer que f admet une limite en +oo et déterminer cette limite.
3. Déterminer un équivalent de f(x) quand x tend-vers 0.
Exercice 6.183 * Centrale PC 2015
Soit g: t— Y1 eV,
1. Déterminer le domaine de définition de g. Etudier les variations de g et préciser le plus
grand intervalle sur lequel g est de classe €.

2. Déterminer la limite, puis un équivalent de g en +oo.
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3. Montrer que [;"®e™"V*du < g(1) < [;f*° e~ !V¥du. En déduire la limite, puis un équi-
valentde g en 0% .

Exercice 6.184
Soit f: x— Y 9 (=1)"%

1+n?

* X ESPCI PC 2014

—nx

1. Montrer que f est de classe €.
2. Trouver une équation différentielle vérifiée par f.
Exercice 6. 185 * RMS 2015 1045 Mines d’Alés PC

Soit f: x— Y 1202 2+1 Déterminer le domaine de définition de f. Etudier la monotonie, Ia

continuité, la dérivabilité et les limites aux bornes.
Exercice 6.186 * ENSAM PSI 2014

Soit f: t—e - Nature de Y. f(nt) ? Montrer que 7> f(nt) ~
Exercice 6.187 * Centrale PC 201 4
1. Existence et calcul de [, e™!

2. Soit f: x— Y ;% e "™ Sln(mrx). Déterminer le domaine de définition de f. Etudier la
continuité de f. Déterminer un équivalent de f en 0*.

3. Existence et calcul de [, e~ !Intdt.

quand t tend vers 0.

sin(m)dz.

4. Soit g: x— Y1 e "*In(nx). Déterminer le domaine de définition de g. Déterminer
un équivalent de g en 0™.

Exercice 6.188 * CCP PSI 2014
Pour n=1 et x#0, on pose u(x) = (—1)”@.
1. Etudier la convergence simple, uniforme, normale de ¥ u,,.

2. On pose S(x) =
calculer F' (x).

Z; 1 Un(x) et F(x) = e*S(x). Montrer que F est dérivable sur R} et

3. Déterminer limy_. . F(x). En déduire F(x), puis S(x) pour x > 0, puis S(0).
4. On note U la primitive de S s’annulant en 0. Déterminer U.

5. Montrer que S est intégrable sur R..

Exercice 6.189 * RMS 2015 1044 Mines d’Alés PC

Etudier x — Yr e :x . Est-elle intégrable sur R* ? Est-elle de classe €' sur R* ?
Exercwe 6 190 * CCP PSI 2014

Montrer que x — Y. 7% % est définie et continue sur R.
Exercice 6.191 * Mines Ponts PSI 2015

Soit f: x — Y12 sin(x)e™"*. A-t-on convergence simple sur R ? Uniforme ? Quelle est la
somme de la série ?
Exercice 6.192 *

Soit, pour n=2, uy: x € Ry — H—.

Mines Ponts PSI 2015

—nx

1. Montrer que la série de fonctions de terme général u, converge simplement mais pas
normalement sur R, .



< ,H(HI\U_e_,\ En déduire la conver-

2. Montrer,sin=2etxeR,,que0 < ZZZ‘;H up(x)
gence uniforme de la série.

Supposer/x > 0, et remplacer le majorant par W (la fonction x — 7= n’est
pas bornée).
Exercice 6.193 *

Soit f: x— Y% In(1+e™ ™).

1. Déterminer le domaine de définition de f.

Mines Ponts PSI 2015

2. Déterminer la limite de f et un équivalent en +oo.
3. Déterminer la limite de f et un équivalent en 0.

Exercice 6.194 % Mines Ponts PC 2009, Mines Ponts PC 2013
Soit f: x— Y12 (= D" n(1+ ). Déterminer le domaine de définition de f. Etudier Ia conti-

nuité de f.
Exercice 6.195 *

In(1+
SoitS: x— Y% %

CCP PSI 2011

1. Montrer que S est définie et continue sur R.
2. L’application S est-elle dérivable sur R ?

Exercice 6.196 * Mines Ponts PC 2014
Soient a€ R} et f: x— ¥ 1% In(1+ — 2)

1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Déterminer un équivalent de f en 0" et en +oo.

Exercice 6.197 * Mines Ponts PC 2015

Soit f: x— Z 1In(1+ 2) Montrer que f(x) ~ 1y/x quand x — +oo.
Exerace 6 198 * CCP PSI 2014

On pose hy,(x) = x*"*!In x. Etudier la convergence simple et uniforme de ().

6.1.5 Le terme général comporte une fonction trigonométrique

Exercice 6.199 * ENSAM PSI 2011
Soient h € €°([0, Z],R) et, pour tout n €N, f,: x €0, g] — (x)(sinx)™.
gence simple et uniforme de (fy,) nen-

Exercice 6.200 * Petites Mines PSI 2010

SOItf X — Z+oo arccos(glos(nx))

Etudier Ia conver-

1. Déterminer le domaine de définition D de f. Calculer f (m).

2. Montrer que f est continue sur D. Pour quels x € D le théoréme de dérivation terme a
terme s’ applique-t-il ?
Exercice 6.201 * TPE PSI 2010

2
Ftudier la convergence et la continuité de x— ¥ 50 S35

ch(nx)

Mines Ponts PSI 2013
2L, Etudier Ia convergence simple et uniforme sur R, de

Exercice 6.202 *
Soit, pour n €N, fy,: x — arctan(;%

la suite (fy,).
Exercice 6.203 %

CCP PSI 2013

1. Soit x > 0. Montrer que la série de terme général Ch(nx) converge.

+00o

n=0 ch(nx) est continue.

2. Montrerque f: xR} —
3. Montrer que x — x* f(x) se prolonge par continuité en 0.

Exercice 6.204 * CCP PSI 2013

Soientae]—1,1[ et f:x— Z;Z% sin(a" x). Montrer que f est de classe C* sur R.
Exercice 6.205 * TPE PSI 2014

Soient f: x+— e®°* cos(sinx) et g: x— e“°$¥sin(sin x).

+oo cos(nx)

+oo sin(nx)
n 0~ nl Z n!

1. Montrer que Vx €R, f(x) = et g(x) =

2. Calculerl, = fzn et cos(sin(t) + nt)dt et],, = fzn e8! cos(sin(t) — nt)dt.

Exercice 6.206 * Mines Ponts PC 2014

SOltf X — Z+oo arcte;:;(nx) )

1. Déterminer le domaine de définition de f. La fonction f est-elle continue ? De classe
€l ?

2. Déterminer la limite de ' en 0.

6.1.6 Intégration sur un intervalle quelconque d’une suite ou d’une série

de fonctions

Exercice 6.207 * ENS PC 2014
Mots-clés : formule de Stirling
Soit f € €°(10,1[,R). On suppose que, pour tout p € N*,  fP est intégrable sur0,1[ et qu’il
existe C > 0 tel que Vp € N*, (fol IFIPYVP < C,/p. Montrer que, pour a > 0 assez petit, la
fonction exp((xfz) est intégrable sur 10, 1[.

Exercice 6.208 * X ESPCI PC 2015
Mots-clés : théoreme de convergence dominée
Soit (f,) une suite de fonctions continues de [0,1] dans R. On suppose que (f,) converge
simplement vers 0 et que la suite (fo1 fn(t)dt) est bornée. Est-il vrai que lim,— 4~ fo fn()dt =

0?

6.1.7 Développements asymptotiques pour une fonction générique

Exercice 6.209 * ENS PC 2013
Soit f € 6°([0,1],R"). Si n €N, on pose a, = fol fx)x"dx.

1. Montrer que la série de terme général (—1)" a;, converge. On pose S = Z o(— D"a,.
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2. Montrer que S = fj 1% dx.

1+x
3. Soient n € N*. Montrer qu’il existe (co,n, C1,n,---»Cn-1,n) € R" tel que 2" — (1 -X)" =
(1+X)(Con + C1nX+ -+ Cpo1,nX"7h).

4. SineN*, onpose S, = zi" Zz;é Ck,nak. Montrer que |S =S, < 21,,

Exercice 6.210 * Mines Ponts PC 2013
Soit f € €1([0,1],R,) et, pourneN, u,= nfolf(t)”dt. Déterminer la limite de (I,)) dans
chacun des cas suivants : (i) sup f < 1; (i) sup f > 1 ;/(iii) sup f = 1 et f < 0.

Exercice 6.211 * X ESPCI PC 2009
Soit f € €' (R, R) telle que f(0) =0, f'(0) =1etVxeR,,
pour tout n € N*. Déterminer la limite de (I,).

Exercice 6.212 * X ESPCI PC 2009

Soientfe‘go(R,R) et, pourneN* : a, = 11+1/”f(t")dt.

. _ [too n
f(x) = x. Soitl, = J; T2

1. Montrer que a, — 0.

2. Déterminer la limite de na;, quand n tend vers +oo.

Exercice 6.213 * ENSAM PSI 2008
Mots-clés : vitesse de convergence dans le lemme de Lebesgue
Soient f € €°([0,1],R) et g€ €¢O(R,,R,) intégrable. Pour n € N, soit I, = nfo1 f@) gnnde.
Calculer lim;,—. + o I;.
Exercice 6.214 * TPE PSI 2010
Soient f € €9(10,1],R) et, pour n entier naturel, 1,, = fol f(x™dx. Déterminer Ia limite de ().
Exercice 6.215 * X ESPCI PC 2013
Soit f € €°((0,1],R). Déterminer la limite de la suite de terme général nfol x"f(x)dx.
Exercice 6.216 * Mines Ponts PC 2013
Soit f € ¢ (R,,R,) bornée et intégrable sur R.. Soit, pour 7 ¢ N,
a=supg, f.

1. Montrer que la suite (uy) est bien définie.

4y [TOO i)

"n nnoa

2. Sia< 1, montrer que la série de terme général u,, est convergente.

3. Sia>1, montrer que la série de terme général u,, est divergente.

6.1.8 Développements asymptotiques pour une fonction particuliere ra-
tionnelle
Exercice 6.217 * Mines Ponts PC 2009
Pour neN, on pose u, = 0” ﬁ Etudier Ia suite (u,,) : monotoiie, convergerce, déve-

loppement asymptotique.
Exercice 6.218 *

N
On pose uy =[5~

Centrale PC 2009

X
mpOLﬂ'l’lENﬁV@Cﬂ?Z.

1. Montrer que u,, est bien défini et déterminer la limite de (u).
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dx

2. Montrerque VxeRy, x— %2 <In(l1+x) <x.
dx

oy quand n tend vers +oo.

3. Déterminer un équivalent de [ CTSVIES
4. Déterminer un équivalent de u, quand n tend vers +oco.

Exercice 6.219 * Centrale PC 2009
+oo dr

Déterminer un développement asymptotique a deux termes de u, = [y 17

terminé les valeurs de n € N pour lesquelles 1’intégrale converge.

Exercice 6.220 * Mines Ponts PSI 2014

SoitpourneN, I,= 01 1?—;,,

apres avoir dé-

1. Déterminer la limite £ de la suite (I,) .

2. Trouver un équivalent de £ —1,,.

_ y+oo (=DF
v YT Zk=0 2

4. Donner un développement asymptotique a trois termes de I,,.

Exercice 6.221 * CCP PSI 2015
Pour tout n €N, on pose Uy, = fol %dx. Montrer que Uy, = 4 + % +0 (#) ou b est a exprimer
sous forme d’une intégrale.

Exercice 6.222 * CCP PC 2010
Soit 1, =4" fol x"(1-x)"dx pour tout n € N. Déterminer la limite de (1) n0.

Exercice 6.223 * Centrale PSI 2014
Mots-clés : intégrale de Wallis

3. Montrer que f; 24414

Pour n € N*, on pose 1, = fR (1+de2)” Trouver une relation entre 1,, et 1,41 puis en déduire la
valeur de 1,,.

Exercice 6.224 * X ESPCI PC 2013
Limite et équivalent de 1, = [} H’,‘:r zdx.
Exercice 6.225 % X ESPCIPC 2013

Déterminer la limite de la suite de terme général I, = 01 %dx.
Exercice 6.226 * TPE PC 2015
n . . L . ..
Pour n €N, on pose I, = 0+°° ﬁdt. Justifier I’existence de 1, et déterminer la limite de

(In).
6.1.9 Développements asymptotiques pour une fonction particuliere non
rationnelle positive

Exercice 6.227 * Mines Ponts PC 2009
Pour n € N*, soit u, = [;"*°(1+ 2)~"x~1"dx. Existence et calcul de Ia limite de (uy,).
Exercice 6.228 * CCP PSI 2010

On pose u, = 0+°° \/I{’Tt;"dt pour tout n € N*. Etudier I’existence de u,,. Déterminer Ia limite
de (uy).
Exercice 6.229 * CCP PSI 2011, Mines Ponts PC 2014

+00 dx

Pour neN, soitl, = f, T




1. L’existence de 1, est-elle justifiée pour tout n ?
2. Etudier Ia convergence de la suite (I,).
3. Donner un équivalent de 1, en +oo.

Exercice 6.230 * TPE PC 2006
Déterminer la limite de 1, = f (1 - x'/")/"dx.

Exercice 6.231 * CCP PC 2015
Pour x e R* et neN*, on pose f,(x) = n(x'/" - 1).

1. Etudier la convergence simple de (f,).

2. Déterminer la limite de la suite de terme général 1,, = 01 ffj” dz.

Exercice 6.232 * Centrale PSI 2014

. _rl de
Soit un = fo VIet+24ostn’

1. Montrer que u, est bien définie pour tout n. Calculer u; et uj.

2. Montrer que (u,) converge vers 2/3.

3. Montrer que u, —2/3 = # ou I est un réel > 0 que I’on ne cherchera pas a calculer
n—+o0o
et a >0 est a déterminer.

Exercice 6.233 * Mines Ponts PC 2009
Pour neN, on pose u, = On/z(cos(% sin x))"*dx. Etudier Ia suite (uy). Quelle est la nature de
la série de terme général u$ pour x € R 2

Exercice 6.234 * Mines Ponts PC 2013

Soit, pour neN, u,= 01/2 cos”(sin(x))dx.
1. Etudier la suite (uy).
2. Donner un équivalent de u, quand n — +oco.

Exercice 6.235 * CCP PSI 2015
Soit, pour n € N*, f,,: x € [0, g] — (sinx)/", Etudier la convergence simple et uniforme de

(fn)- Ertudier Ia convergence de u, = 07[/2 fn(x)dx.
Exercice 6.236 * CCP PSI 2011

* . _ [too dx
Pour n € N*, soit u, = |, "

1. Justifier I’existence de u;,.
2. Montrer que (un) =1 est convergeiite ct préciscr sa limitc.
3. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére de terme général u,x".

Exercice 6.237 * Mines Ponts PC 2013

02
Uy = f01/2 sin“(nmnx) dx.

. *
Soit, pour n e N*, tan(tx)

1. Justifier la définition de u,,.

2. Déterminer la limite éventuelle de (uy).
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Exercice 6.238 * ENSAM PSI 2014
+oo sh(x/n)

Pour neN on posel, = fo )2 dx. Justifier I’existence de 1,,. Déterminer la limite de (I,,),

puis de (nl,) quand n tend vers I’infini.
Exercice 6.239 * X ESPCI PC 2009

—X 3 . . .
Pour n €N, on pose uy = [ &1 I+ gy Déterminer la limite de (up).

Exercice 6.240 * e]\/fi';]es Ponts PC 2009
—n? 2
Pour n € N*, soit 1, = ffoc 'ﬁtffitz[dt. Justifier I’existence de I, et déterminer la limite de
(In).
Exercice 6.241 * CCP PC 2006

Soienta> -1, neN* etl, = f0+°° x%e~"*dx. Existence de 1, et limite de la suite (I,;) p>1.
Exercice 6.242 * CCP PC 2010
Mots-clés : intégrale de Gauss, intégrale de Wallis

. 2 .
Soient1 = f0+°° e " dt, et, pourne N*, I, = fol(l—tz)”dt,]n = 0+°° (1:1—;2)” etW, = On/z sin” tdt.
. 2
1. Montrerque Vx€R, e*=1+x. EndéduirequeVteR, 1- <el < ﬁ

. Justifier I’existence de 1 et de J, pour n € N*. Montrer que VneN*, I, < # <Jn.

2
3. Montrer que 1, = Wy,41 et ], = Way,_o pour tout n € N*.
4. Montrer que (W) >0 est monotone et que (n+2)W12 = (n+ 1)W,,.
5. En déduire 1.

Exercice 6.243 % RMS 2010 1013 Télécom Sud Paris PSI

Calculer la limite de 1,, = f1+°° exp(—x™dx.
Exercice 6.244 * TPE PSI 2011

Déterminer la limite de la suite de terme général 1, = [ x,fifex.
Exercice 6.245 * TPE PSI 2011

Mots-clés : constante d’Euler

Soit f € %O(Rj,R) telle que t — e~ f () soit intégrable sur R*.

1. Montrer que la suite de terme général u, = Y.7_, % —In(n) converge. On note y sa
limite.

2. Montrer que [y’ (1— L) f(1)d tend vers [;"*°e™! f(t)dt quand n tend vers I'infini.

3. En déduire que [, e~'In(t)dr = —v.

Exercice 6.246 * RMS 2010 1084 Télécom Sud Paris PC
On pose 1, = f0+°°(1 + %)”e‘zxdx pour tout n € N*. Justifier I’existence de 1,, et calculer la
Iimite de (I,,).
Exercice 6.247 % X ESPCI PC 2013
Déterminer la limite de la suite de terme général 1,, = nfol e "¥2(1 — x)dx.
Exercice 6.248 * Mines Ponts PC 2013
Déterminer la limite de la suite de terme général u, = nfol In(1+¢")dt.
Exercice 6.249 * ENSAM PSI 2014
Déterminer lim,,—. ;o0 fol " dx.



Exercice 6.250 * ENSAM PSI 2014

Soit1,, = f0+°°1n(n + x)e ™dx.
1. Pour quels n I'intégrale 1,, converge-t-elle ?
2. Nature de la série Y.1,, ?
3. Trouver un équivalent de 1, lorsque n tend vers +oo.

Exercice 6.251 * Mines Ponts PC 2014

. 1 t"Int
Soit, pourneN, I,, =
p n 0 I

1. Montrer que I, est bien définie. Déterminer la limite de (I,,).

2. Nature de la série de terme général I, ?

Exercice 6.252 * CCP PSI 2014
1. Pour quels a € R I’intégrale [ ! AL Ay est-elle définie ?
2. Existence de 1, = [, Srcide?

3. Montrer la convergence de (1,,). Exprimer sa limite sous la forme d’une intégrale.
Exercice 6.253 * CCP PSI 2014

. 2n+1
Soit f(x) = XT_IIM

1. Montrer que les f,, sont intégrables sur 0, 1].

2. On posel, = fol fn Déterminer la limite de (1,).

+00 1
k=n+1 32"

4. En déduire un equzvalent del,.
Exercice 6.254 * CCP PSI 2015
Pour n e N*, on définit f;,: Ry — R par f;(x) = x(l— %) si0sxs<netfp(x)=0six>n.

3. Montrer quel,, =

1. Déterminer la limite simple de (f,).

2. Calculer limy,—. o0 5™ fr(x)dx.

6.1.10 Développements asymptotiques pour une fonction particuliére de
signe quelconque
Mines Ponts PC 2014

Exercice 6.255 %
Déterminer la limite de la suite de terme général I, = [y " sin(t"dt.
Exercice 6.256 % Mines Ponts PC 2013

Soit, pour neN, 1,= f("H)n o S””‘dx Nature de la série de terme général 1, ? Donner un
équivalent de 1,,.
Exercice 6.257 * Mines Ponts PC 2013
Justifier la définition de I, = 0+°° e_"x%dx pour n € N*. Déterminer un équivalent de 1,,.
Exercice 6.258 * CP PSI 2014, CCP PSI 2015

Soit, pourneN, I, = f0+°° %dt Justifier I’existence de 1,,. Déterminer la limite de (I,)

puis un équivalent de I,.

6.1.11

Intégration terme a terme
Exercice 6.259 * Mines Ponts PC 2009, Centrale PC 2014

Existence et calcul de fol 11“ ;2 dz.

Exercice 6.260 * Mines Ponts PC 2015

Existence et calcul de [ 1oL d.

Exercice 6.261 * RMS 20101087 CCPPCet CCPPC 201nI
Montrer I’intégrabilité de t — % sur0,1], et I’égalité fol i‘}ftdt =319 ( nlz)
Exercice 6.262 *

Centrale PSI 2010
1. Etudier Ia convergence de fol 2-gdx.

Inx

1
2. Montrer que fo x;”‘ dx=Y"% (2n+1)2

Exercice 6.263 * Mines Ponts PSI 2014

2
1. Comparerf1 (h”) dr et [0 WO 4y,

1+2
+oo (InfH)* 1)? (="
2. Montrer que [ rdr= 4y 5% (2n+1)3
Exercice 6.264 * Centrale PSI 2015

Justifier I’existence et montrer que f, qn” dx=2Y1% (Zni)l)S.

Exercice 6.265 % Centrale PC 2015
Mots-clés : régle de Raabe-Duhamel
Soient (a, b) € R? et (1) =0 € (R%)N. On suppose que ”;‘—;1 =1-24 % +o(#). On pose, pour
neN*, a,=In((n+1)%u,4+1)-In(nu,).

1. Nature de la série de terme général a,, ?
2. En déduire un équivalent simple de u,,.

3. Sixe€]-1,0[, on poseI(x) = fl Mdt Justifier son existence et montrer que I1(x) =

+00 n—-1xx=1)-(x— n+l)
Zn:l( D nxn!

Exercice 6.266 * Centrale PSI 2009

Soit I(a) = [y 54l dy.
1. Justifier I’existence de cette intégrale.

2. Montrer que I(a) =

” a a*+n?”

3. Trouver un équivalent de 1(a) lorsque a tend vers +oo.

Exercice 6.267 * Mines Ponts PC 2015
Soit f: t— f0+°° Slrl(“‘)du Montrer que f est définie sur R et que f est de classe €. Montrer

u l
que f(1) = n | P
Exercice 6. 568 *

Soit F: x — f*° i}‘,mldt
1. Montrer que F est définie sur R} . Montrer que F est continue sur R’ .
2. Etablir Iégalité Vx € R* , F(x) =

Centrale PSI 2015

P m La somme doit commencer a 1.



Exercice 6.269 * CCP PSI 2010
Domaine de définition et calcul de F: s— [/ e Sy o0 Lo dy,

n=0 (n})?
Exercice 6.270 * CCP PSI 2010
Pour s> 1, on pose {(s) =Y+ L

n=1ns*

1. Justifier la convergencede I = fol ln(IT_”dt. Exprimer I 2 I’aide de valeurs de Ia fonction

C.
2. Exprimerl, = 01 Mdt a I’aide de la fonction L.

Exercice 6.271 * CCP PC 2011, RMS 2014 1262 Ecoles des Mines PSI

+oo 1

Justifier I’existence de 1= fol lrl“n#dt. Montrer que =% =5

Exercice 6.272 * Centrale PSI 2009

1
Existence, puis expression comme somme d’une série, de 1 = [, de.

Exercice 6.273 * CCP PSI 2014
Justifier I’existence de 1 = fol %dt. Montrer que I =2( - =X 3)
Exercice 6.274 * Mines Ponts PSI 2015

Montrer que I’intégrale fol e~ "Intdr est bien définie et en donner une valeur approchée ration-
nelle 41073 prés.

Exercice 6.275 * CCPPC 2011

1. Déterminer sup{|xe ™|, xeR;}.

2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére de terme général nx" et calculer
la somme de cette série.

3. Pour n e N*, soit u,: x € Ry — nx"e”"*. Montrer que la série de fon
général u,, converge normalement sur R, et calculer S: x— Y. 7% nx"e™""*.

ctions de terme

xe™*

4. Montrer que la série de terme général n!/ n" est convergente. Montrer que f0+°° Toxe 7

T2
Exercice 6.276 * CCPPC 2012

1. Convergence et calcul de I, = [;*° te™"'dt.

+oo e‘/?d
t.
1-eV?

RMS 2011 1153 Télécom Sud Paris PC

2. Convergence et calcul de 1=

Exercice 6. 277n *
SOitf tz+oo =1

n=1 x24p?*

1. Montrer que f est définie et continue sur R.

2. Montrer que f est intégrable sur R, et calculer f0+°° fx)dx.

Exercice 6.278 * TPE PC 2011

(_ 1)”
un+1-

1. Soient p € R} et (uy)nso définie par Vn € N, un = Montrer que Ia série de

terme général u,, converge et que . '%3 ty, = fo 1+t“

23

dx =

n0n+l

=D" _ =

2. En déduire que n=02n+1 ~ 4°

"~ =In2 et que Y

bt+c

3. Montrer qu’il existe (a, b, ¢) eR3 tel queViteR\{-1}, A -2, i

1+13 ~ 1+t
oo (=D"

n 0 3n+1-

Exercice 6.279 * X ESPCI PC 2015, Centrale PC 2015
Soit, pour n €N, u, = Wl(smsr Montrer que la série de terme général u, converge et
exprimer sa somme a I’aide d’une intégrale.

Exercice 6.280 * Mines Ponts PSI 2013, CCP PSI 2014
Justifier I’existence de S = ¥ 1% =2 = Ji x*dx. Montrer que 1=S.

Exercice 6.281 * Mines Ponts PC 2013

X he=aldy,

. En déduire

la valeur de

1. Soit a>0. Pour n €N, calculerl,, = 0+

2. Soit] = [ Lehal) 4y Justifier I’existence de J. Exprimer ] sous forme de somme.
0 e -1 P

Exercice 6.282 * X ENS PSI 2014
Mots-clés : formule de Bailey-Borwein-Plouffe

. _ v +o0o 2 __1 _
Le but de cet exercice est de prouver la formule de Plouffe nt = i 16" (8k+1 3krd — 8kis
1
8k+6)‘
. kp+n
— +o0 a
1. Soit a€]0,1[. Montrer pour tous n,p = 1, 0 - x,,d k=0 Kp¥r-
i .y too 1 2 1 _ 14-2x3—x*—x°
2. En déduire que: Zk=0 W(m ~ 8k+4d _ 8k+5 8k+6) = 16/‘0 716 . dx.
. . _ox3_x4_ <
3. Simplifier RX) = % et proposer une méthode pour calculer 7.

Exercice 6.283 *
Soit f: (x,1) € Ry x10,1] — 71 1%,

CCP PC 2014

1. Montrer que f(x,) = ¥ 12 (-1)" — 1.

2. Soit, pour (y,q) e Ry xN, 1I(y,q) = fo tY(In ©)9dt. Montrer I’existence de 1(y, q). Don-
ner une relation entre 1(y, q) et 1(y,q — 1) pour q € N*. En déduire une expression de
I(y,q) pour ye R, et g€ N.

3. SoitF: xeR, — fol f(x,t)dt. Montrer que F est de classe ¢! surR,. Exprimer F sous
forme de somme.

Exercice 6.284 % Mines Ponts PSI 2015
Pour (p,q) €N?, on note 1, 4 = fol tP(1-1)9dt. Calculer1, 4. Déterminer la nature et Ia somme
de la série 1, 5.

Exercice 6.285 % Centrale PSI 2015
Pour (p,q) €N?, on pose I, 5 = [i tP(Inn)9dt.

1. Déterminer I’ensemble des (p,q) € N* pour lesquels I,,4 est bien définie et calculer
alors sa valeur.

k-1
x—aJCdx — Z+oo a

2. Déterminer I’ensemble des a € C pour lesquels fol kol TE



Exercice 6.286 * Mines Ponts PC 2014

. 1 n
Soit, pour neN*, 1,, = [ ln(tl_—t)dt‘

1. Montrer que 1, est bien définie. Déterminer la limite de (1,,).
2. Nature de la série de terme générall,, ?
Exercice 6.287 * Mines Ponts PC 2015
Exprimer a I'aide d’une série [ /-dt.

Exercice 6.288 * RMS 2015 1054 Saint-Cyr PC

. _ nmn/2 sint
Soit an = Jo nsin(t/n)dt‘

1. Montrer I’existence de a,,. Calculer a,.» — a, et en déduire la valeur de a,.

2. SoitS: x— Y. 1% a,x". Calculer le rayon de convergence de S.

/2 X

3. Montrer que S(x) = [, dr

x2-2cos()x+1 ~

6.2 Suites et séries de fonctions

6.2.1 Questions théoriques

Exercice 6.289 * Centrale PSI 2010
(=D"f(x)

V1+r2f(x)? "

1. Justifier I’existence de S(x) = Y%} u, (x). La convergence est-elle uniforme ?

Soient f: R—Ret, pourneN, u,: x—

2. Montrer que si f est continue, S I’est aussi. Réciproqgue?

Exercice 6.290 * TPE PSI 2008
Soient a € R et (f,,) la suite de fonctions définies par fy € €°(R,R) et VneN, fu1(x) =
/. ; [fn(t)dt. Montrer que la série de terme général f,, converge et calculer sa somme.
Exercice 6.291 * X ESPCI PC 2013
Mots-clés : limite uniforme d’une suite de fonctions lipschitziennes
Soit (f,) une suite de fonctions dérivables de R dans R. On suppose que (f,) converge sim-
plement vers une fonction f: R—RetqueVneN, VxeR, |f;(x)<1. Montrer que f est
continue.
Exercice 6.292 * Mines Ponts PSI 2013
Mots-clés : extrema des fonctions d’une suite uniformément convergente
Soient (a,b) € R? avec a < b et (fn)n=0 une suite d’éléments de % (la, bl,R) qui converge
uniformément. Que dire des suites (MmaX(q,p) fn)n=0 €t (Ming p) frn) n=o ?
Exercice 6.293 * Centrale PC 2013
Soit f € €°(10,1],R) et, pour n €N, uy,: t€[0,1] — t" f(¢). Trouver une condition nécessaire
et suffisante sur f pour que la série de terme général u, converge normalement. L’énoncé est
vraisemblablement erroné.
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Exercice 6.294 * Mines Ponts PSI 2014
Mots-clés : convergence uniforme d’une suite de polyndmes de degrés bornés
Soit neN, n = 2. Soit (Py)xen une suite d’éléments de R, [X] convergeant uniformément vers
une fonction f. Démontrer que f est polynomiale.

Exercice 6.295 * Centrale PC 2014
Mots-clés : mondéme trigonométrique
Soient (a,) n=0 et (by) n>0 deux suites réelles bornées, (¢, d) € R avec ¢ < d. On suppose que
Vxe€lcd]l, apcos(nx)+by,sin(nx)— 0 quand n— +oo.

1. Soit n € N. Montrer qu’il existe ¢, € R tel que Vx € R, a,cos(nx)+ b, sin(nx) =

\/ @4 + b2 cos(nx+@p).

2. Calculer 1, = fcd(an cos(nx) + bysin(nx))?dx. En déduire que, pour n assez grand,
(d—c)(a®+Db?)
Iz ——~.
3. Montrer que a, — 0 et b, — 0 quand n — +oo.

Exercice 6.296 * ENS PC 2015
Mots-clés : limite uniforme d’une suite de fonctions holderiennes
SoitE I’ensemble des f € €9([0,1],R), de classe € sur]0,1] et telles que fol f’2 =1 (I'intégrale
de —1 a 1 a été remplacée par une intégrale de 0 a 1).

1. Si f appartient a E, montrer que f est (1/2)-holdérienne de rapport 1, c’est-a-dire que
V(x,y)elo,1], [f(x)-fNI<sVIx-yl

2. Soit (f,)n=0 une suite de fonctions de E convergeant simplement vers g. Montrer que
la convergence est uniforme.

Exercice 6.297 * Centrale PSI 2015
Mots-clés : fonctions quasi additives

1. Déterminer les h € €°(R,R) telles que VY (x,y) € R?, h(x+y) = h(x) + h(y).

2. Soit f € €°(R,R) telle que : IM > 0, ¥ (x, y) € R, | f(x+y) — f(x) — f(¥)| <M. On pose
gn: X— f(2"x)/2". Etudier Ia convergence de la série de terme général g,+, — g,. En
déduire que (g,) converge uniformément sur R vers une application linéaire h. Que
peut-on en déduire pour f ?

6.2.2 Suites et séries de fonctions particulieres

Exercice 6.298 * CCP PC 2012
Mots-clés : fonction , fonction digamma, caractérisation de la dérivée logarithmique de T
Soit E I’ensemble des f: R} — R telles que Vx e R}, f(x+1)—f(x)= %, f)y=0et f est
croissante sur R .

. * 1 1 . * 1 +00 ifini
1. On pose up: x € R} — - — —~. Monter que u: x € R} — —+ + X% un(x) est définie

et de classe € sur R’;. Montrer que u € E.



2. Soient f et g deux fonctions de E, et 6 = f — g. Montrer que 6 est 1-périodique. Quelle
est la limite de 6 en +o0 ?

3. En déduire que f = g. Que vautE ?

Exercice 6.299 * RMS 2015 1043 Mines d’Alés PC
Mots-clés : fonction s, dérivée Iogarithmique deT
Pour neN* et xe R\ Z*, soit f,,(x) = E - m Etudier la convergence de la série f,,. Montrer
que la somme est €' et calculer sa valeur en 1.

Exercice 6.300 * ENS PC 2013
Mots-clés : approximations rationnelles de la tangente hyperbolique
On définit une suite de fonctions (f;)n=0 de R dans R par fy: x — shx et VneN, Vxe
R, far1(x)=-2f5 tfu(dr.

1. Montrer que les f, sont de classe €*°.

2. Expliciter fi.

2
3. Montrer que, pour tout x =0 et pour tout n € N, | f,,(x)| < %
4. Montrer que, pour tout n € N, il existe P, et Q, dans R[X] tels que Vx e R; - f,(x) =

Qu(x)shx—Py(x)chx.
5. Montrer que (%) converge simplement vers la fonction th.

Exercice 6.301 * Mines Ponts PSI 2013
Soient fy: teR. —0et, pourneN, fpi1:teRy— /t+ fiu(t):

1. Soit t € R. Déterminer la limite £(t) de (f;, (1)) nx0.

2. Etudier Ia convergence uniforme de () sur Ry.

|fn(D—€(D)]

3. SineNetteR}, montrer que | fr+1(£) —€(1)] < 70
n+1

(fu) ?

Le dénominateur 2 f,+1 (t) a été corrigé en ffﬂ (1).

Exercice 6.302 * CCP PSI 2013
Soient (a, b) € R? avec a < b, f € C°([a, b],R) et (f,,) nen la suite de fonctions définie par fy = f,
et, pour tout n €N et tout x € [a, b, fn+1(x) = f; fn(8)dt. Montrer que la série de fonctions de
terme général f,, converge uniformément sur [a, b] et calculer sa somme.

Exercice 6.303 * Mines Ponts PC 2015
Soient fo € €°(R,R) et, pour n €N, fy1: x€R— [i° f(£)dt. Montrer la convergence normale
sur tout segment de F: x — Y. ') f,,(x). Calculer F.

Exercice 6.304 * RMS 2014 1266 Ecoles des Mines PSI

Soit u, () = (- 1)”\/L

1. Domaine de définition de f: t— Y754 u,(1).

. Que peut-on en déduire sur

2. Montrer que }_ u,, converge normalement sur tout segment de {0, 1.
3. Equivalent de v, = fol [y,
4. Nature de Y vy,.
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4. 1 L. L.
5. Ecrire [, f comme somme d’une série numérique.

Exercice 6.305 % X ENS PSI 2015

Soit, pour ne N*, uy,: Ry — R telle que uy, (x) = (1— % 2

) si x < n? et uy(x) =0 si x= n.

1. Montrer que (u,) =1 converge simplement sur R, vers une fonction que I’on détermi-
nera. A-t-on convergence uniforme ? Soit f € €°(R,,R) telle que f(x) — f(0) quand
X — +00.

2. Montrer que f admet un minimum et un maximum sur R...
Soit (an)n=1 une suite de réels strictement positifs. On suppose que la série de terme
général a,, converge et a pour somme 1.

3. Soit x e Ry . Montrer que la série de terme général a,, f (u,(x)) converge.

4. On suppose que VxeR,, f(x)= ;2‘6 an f(uy(x)). Montrer que f est constante.

6.2.3 Le terme général comporte une fonction rationnelle

Exercice 6. 306 * X ESPCI PC 2009
SoitS: x— Zn 0 m Déterminer le domaine de définition de S. Etudier la continuité de S.
Exercice 6.307 * X ESPCI PC 2012

Mots-clés : fonction x — mcotan(nx)

Etudier Ia convergence de Ia suite f,: x e R\Z — I ﬁ
Exercice 6.308 * X ENS PSI 2015
Mots-clés : développement eulérien de la cotangente, fonction x — mcotan(nx), méthode de

Herglotz

. 1
Pour tout n € N*, soit g xeR\Z—1 +Zk 1x+k

Xk
. Montrer que g(x) =lim,— ;- gn(x) existe pour tout x € R\ Z et que g est dérivable.

. Montrer que g est 1-périodique et impaire.

. Montrer que Vx e R\ Z, g(§)+g(x+1)—2g(x)

. Soit f: x e R\Z — mcotan(nx). Montrer que f est 1-périodique, impaire et vérifie pour
tout xeR\Z, f(£)+f(&) =2f(x.

A LW N~

5. Montrer que la fonction h = f — g posséde un prolongement par continuité h surR et
que h est identiquement nul.

Exercice 6 309 * Centrale PC 2009

On pose fp(x) = 1+x,, pourneNetxeR,.

1. Etudier la convergence simple de ¥ ,=0 fy.
2. Sur quels intervalles y a-t-il convergence normale ?

Exercice 6.310 * Centrale PC 2009
On pose f(x) = pour neN*.

X _
n(1+n®x?%)

1. Etudier la convergence simple de ¥ ,,>1 fn



2. La somme S est-elle continue ?

3. Déterminer un équivalent de S(x) quand x tend vers 0*.
Exercice 6. 311 * Mines Ponts PC 2615

Soit f: x— Y.} oo Déterminer le domaine de défin

un équivalent de f en 0.
Exercice 6.312 * CCP PSI 2011
Etudier la convergence de la série de fonctions de terme général f;: t —

itrman An £ 1o 12
1l uc _I , 1a 111

1
e Montrer que

la somme est de classe €' sur son ensemble de définition.
Exercice 6.313 * CCP PC 2011
Ensemble de définition et continuité de x — ;ool l
Exercice 6314 % Mines Ponts PC2013 , Centrale PC 2013, CCP PSI
2015, Mines Ponts PC 2015
Soit f: x— Y%

n=1 n+n2

1. Montrer que f est définie sur RY. Etudier Ia continuité de f.

x’

2. Montrer que f est de classe €" sur R*.
3. Déterminer un équivalent de f en 0" et en +oo.

Exercice 6.315 * CCP PC 2015

Pour x >0, soient I(x) = +°° dr et f(X)=Yps1—=

t+2x n+néx’

1. Justifier I’existence de f et de 1.

2. On admet que I(x) = In(1 + %) et que I(x) < f(x) <
lim; f. Montrer que f(x) ~,_o+ —In(x).

I(x) + 1 . Préciser limg,. f et

. Etudier la croissance de f monotonie est plus pertinent que croissance.

AAAAAAA

. Montrer les points admis en (b).

QL AW

. Soit p e N*. Montrer que f(%) est rationnel.

Exercice 6.316 * RMS 2014 1265 Ecoles des Mines PSI

. __ 1
Soit up(x) = pEraRTE

Z; 1 Un(X).

2. Montrer que f est continue sur |0, +ool, et déterminer lim f en 0 et en +oo.

1. Trouver le domaine de définition de f(x) =

3. Montrer que f est intégrable sur ]0, +ool.

Exercice 6.317 * RMS 2014 1260 Ecoles des Mines PSI

—y+ 1
Pour x>0, on pose f(x) =X,% sy
1. Justifier I’existence de f.
2. Trouver un équivalent de f en +oo.

3. Trouver un polynéme P tel que f(x) — M =o( L) lorsque x tend vers +oo.

Exercice 6.318 * CCP PC 2011, Mines Ponts PC 2015
Montrer que S: x— Y % CDY et définie sur 10, +ool. L’application S est-elle continue ? De

n=0 n+x
classe €' ?
Exercice 6. 319 *

Soit f: x— Y 1% x+n.

1. Montrer que f est de classe € sur]—1, +ool.

Mines Ponts PC 2014

2. Montrer que f est développable en série entiere au voisinage de zéro.

Exercice 6.320 * Mines Ponts PSI 2013
Domaine de définition de f: x— ¥ 5% 2 >, continuité, limites aux bornes.
Exercice 6.321 * Mines ﬁmts PC 2013
Soit f:x— Y% W Préciser lIe domaine de définition de f. Donner une relation

entre f(x) et f( x) ; exprimer [ a I’aide de fonctions usuelles.
Exercice 6.322 * X ESPCI PC 2013

Soit, pour n €N, uy, = [} (1 - 3)"dt.

1. Déterminer la limite de (uy).

2. Soit, pourneN, f,:x€l[0,1[— 1 fo 1-3)"dt. Etudier la convergence de (fy,).

Exercice 6.323 * X ESPCI PC 2014
=1+Y;%2"1-2)1-2%) -
2. Pour quels complexes z I’égalité () est—el]e vérifiée ?

Exercice 6.324 * RMS 2014 1255 Ecoles des Mines PSI

2,2 . .
fn: x€1[0,1] — %smz(%) si xE]%,l], et fn(x)

Etudier Ia convergence simple et uniforme de (f},).
Exercice 6.325 % CCP PSI 2014

. _ v +oo _a"
SoitaeR et S(x) =X,2) -

1. Si z est une racine de I’unité, montrer (*): < 1-2z".

Soit, pour n € N*, =0sixe [O,%].

1. Déterminer suivant les valeurs de a le domaine de définition de S.

2. Soit a tel que |a| < 1.

(a) Montrer que S est continue sur RY.
(b) Déterminer une relation entre S(x+ 1) et S(x).
(c) Déterminer un équivalent de S en 0™.
(d) Déterminer la limite de S en +oo.
Exercice 6.326 * Centrale PSI 2015
Pour n € N*, soit fp: x€Ry — X1_, k - "t dt.
1. Montrer que la suite (f,)nen+ converge simplement sur R...

2. Montrer que la suite (f;) nen+ converge uniformément sur R



6.2.4 Le terme général comporte une exponentielle cu un logarithme

Exercice 6.327 * CCP PC 2015
Mots-clés : fonction { de Riemann

Calculerlimy_.o ¥ %3 X

+oo
x+1 etlimy_. 100372 —57.

Exercice 6. 328 * X ESPCIITC 2012
Etud1erf: X — ZZOI O-Frzrzl)e(m'
Exercice 6 329 * Mines Ponts PSI 2007

On pose f(x) = . Montrer que S(x) = X725 fu(x) est de classe ‘€ et que sa série de
Taylor en zéro est de rayon de convergence nul.
Exercice 6.330 * Centrale PC 2009

On pose fn(x) = nxe "< pourneN et xeR.
1. Déterminer I’ensemble de définition D de la somme de la série de terme général f,.
2. Calculer la somme S: x — Y129 f(x).
3. LasommeS est-elle continue sur D ?

Exercice 6.331 * CCP PSI 2011

Pour n e N*, soit f,: x— nxe~ " Eudier Ia convergence simple et uniforme de (f;,) nen* -
Exercice 6.332 * CCP PSI 2011

. —nx
Pour neN avec n =2, soit up: x— 5~

1. Déterminer le domaine de deﬁn1t1on D de la série de fonctions de terme général uy.
Pour x € D, on pose S(x) = n:2 X Uy (x).

Lomcim bl man v czaaa T
10HCcuoIS sSul .

R, ()] <

2. Montrer qu’il n’y a pas convergence normale de la série de

3. Sin=2,s0itR,: xeD— Z;C’Z‘;Hl uy(x). Montrer que Vx € D,
4. La fonction S est-elle continue sur D ? Est-elle intégrabie surD ?

Exercice 6.333 * CCP PC 2006, CCP PC 2011
Soit, pour ne N* et ze C, u,(z) =

1. Si ne N* et z € C, calculer |u,(z)|. Montrer que la série de terme général |u,(z)|
converge si et seulement si Re(z) < 0.
Six€R_, on pose f(x) =Y 1% un(x).

2. Montrer que f est définie et continue sur R_. Déterminer la limite de f en —oo.

3. Montrer que f est de classe € sur R.

4. Calculer f". En déduire que Vx € R_, f(x)
est-elle dérivable en zéro ?
Exercice 6.334 *

. —V nx
. +o0 €
Soit f: x— Y% —

1. Déterminer le domaine de définition de f. Montrer que f est de classe €.

= f(0) + ffln(l - e")dt. La fonction f

Centrale PC 2013

2. Déterminer la limite de f en 0* et en +oo.
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Exercice 6.335 % CCP PSI 2014

Soit f(x) =L % eV,
1. Déterminer le domaine de définition de f, puis la continuité de f sur ce domaine.
2. Montrer que f admet une limite en +oo et déterminer cette limite.

3. Déterminer un équivalent de f(x) quand x tend vers 0.

Exercice 6.336 * Centrale PC 2015
Soit g: t— X% e IV,
1. Déterminer le domaine de définition de g. Etudier les variations de g et préciser le plus
grand intervalle sur lequel g est de classe €.
2. Déterminer la limite, puis un équivalent de g en +oo.
3. Montrer que [;"®e™"V*du < g(1) < [,y e~"V¥du. En déduire la limite, puis un équi-
valent de g en 0" .

Exercice 6.337 *

it Fe oy Y00 ne'”‘
Soit f: x— 3,2 (-1 "

X ESPCI PC 2014

1. Montrer que f est de classe €°.
2. Trouver une équation différentielle vérifiée par f.

Exercice 6. 338 * RMS 2015 1045 Mines d’Alés PC
Soit f: x— Y ;502 2+1 Déterminer le domaine de définition de f. Etudier la monotonie, Ia
continuité, la dérivabilité et les limites aux bornes.

Exercice 6.339 * ENSAM PSI 2014
Soit f: t— e‘t Nature de Y. f (nt) ? Montrer queZ of(nt) ~

Exercice 6.340 * Centrale PC 201 4

quand t tend vers 0%.

1. Existence et calcul de +°° e~ tsin(mpdt.

2. Soit f: x— Y ge ¥ sm(nnx). Déterminer le domaine de définition de f. Etudier la
continuité de f. Déterminer un équivalent de f en 0*.

3. Existence et calcul de [;*° e~ 'Intdt.

4. Soit g: x— Z;Z% e " In(nx). Déterminer le domaine de définition de g. Déterminer
un équivalent de g en 0.

Exercice 6.341 *
Pourn=1etx#0, on pose uy(x) = (- "

CCP PSI 2014

e —(n+1)x

1. Etudier Ia convergence simple, uniforme, normale de Y u;,.

2. On pose S(x) =
calculer F' (x).

r20 up(x) et F(x) = e*S(x). Montrer que F est dérivable sur R} et

3. Déterminer limy_. . F(x). En déduire F(x), puis S(x) pour x > 0, puis S(0).

4. Onnote U la primitive de S s’annulant en 0. Déterminer U.



5. Montrer que S est intégrable sur R.,.

Exercice 6.342 * RMS 2015 1044 Mines d’Alés PC
FEtudier x — P ™ Est-elle intégrable sur R* ? Est-elle de classe €' sur R 7

Exerace 6 343 * CCP PSI 2014
Montrer que x — Y. /'% ﬁ est définie et continue sun R,

Exercice 6.344 * Mines Ponts PSI 2015
Soit f: x— Y72 sin(x)e”"™*. A-t-on convergence simple sur Ry ? Uniforme ? Quelle est la
somme de la série ?

Exercice 6.345 *
Soit, pour n =2, u,: xRy —

Mines Ponts PSI 2015

xe "X

Inn -

normalement surRy.

2. Montrer,sin=2etxeR,,que0 < Zk - Ur(x) < En déduire la conver-

gence uniforme de la série.

xe
In(n+1)(1-e™ %) "

. . 1 X >
Supposer x > 0, et remplacer le majorant par (la fonction x> 4= n’est

pas bornée).

Exercice 6.346
Soit f: x— Y1

__xe” | o
In(n+1)(1-e™)

* Mines Ponts PSI 2015

oIn(1+e™").
1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Déterminer la limite de f et un équivalent en +oo.

3. Déterminer la limite de f et un équivalent en 0.

Exercice 6.347 % Mines Ponts PC 2009, Mines Ponts PC 2013
Soit f: x— ¥} (1) In(1+%). Déterminer le domaine de définition de f. Etudier la conti-
nuité de f.

Exercice 6.348 * CCP PSI 2011

In(1+
SoitS: x— Y% %

1. Montrer que S est définie et continue sur R.
2. L’application S est-elle dérivable sur R ?
Exercice 6.349 * Mines Ponts PC 2014
Soient a€ R} et f: x— Y1 In(1+ #).
1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Déterminer un équivalent de f en 0% et en +oo.

Exercice 6.350 * Mines Ponts PC 2015
Soit f: x— Y79 In(1+ 2) Montrer que f(x) ~ n1y/x quand x — +oo0.
Exercxce 6 351 * CCP PSI 2014

On pose hy,(x) = 12" 1n x. Etudier la convergence simple et uniforme de (hy).

6.2.5 Le terme général comporte une fonction trigonométrique
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6.2.6

Exercice 6.352 * ENSAM PSI 2011
Soient h € €°(|0, g],[R) et, pour tout n €N, f,: x € [0,Z] — h(x)(sinx)". Etudier Ia conver-

gence simple et uniforme de (f3,) nen-
Exercice 6.353 * Petites Mines PSI 2010

SOltf X — Z+oo arccos(rcl'os(nx)) .

1. Déterminer le domaine de définition D de f. Calculer f ().

2. Montrer que f est continue sur D. Pour quels x € D le théoréme de dérivation terme a
terme s’applique-t-il ?

Exercice 6.354 * TPE PSI 2010
Etudier Ia convergence et la continuité de x — ¥ 150 Sm(,fj):
Exercice 6.355 * Mines Ponts PSI 5013
n+x

Soit, pour n €N, f,: x — arctan(s;>). Etudier Ia convergence simple et uniforme sur R, de

la suite (fy,).
Exercice 6.356 % CCP PSI 2013

1. Soit x > 0. Montrer que la série de terme général converge.

ch(nx)

+00
n=0 ch(nx)

3. Montrer que x — x? f(x) se prolonge par continuité en 0.

2. Montrer que f: xR} — est continue.

Exercice 6.357 % CCP PSI 2013
Soient a€]—1,1[ et f: x— Y72 sin(a” x). Montrer que f est de classe C* surR.
Exercice 6.358 % TPE PSI 2014

Soient f: x+— e®°S* cos(sinx) et g: x+— e°S¥sin(sin x).

+oo cos(nx)

1. Montrer que VX € R, f(x) = X120 <2 et g(x) =X 1% Sln(nx)‘
2. Calculerl, = [Z™ e cos(sin(r) + nt)dt et ], = [Z™ e cos(sin(r) — no)dt.
Exercice 6.359 % Mines Ponts PC 201 4

Soit f: x— Y1 7‘““3;(”).

1. Déterminer le domaine de définition de f. La fonction f est-elle continue ? De classe
€'?
2. Déterminer la limite de f' en 0*.

Intégration sur un intervalle quelconque d’une suite ou d’une série
de fonctions

Exercice 6.360 * ENS PC 2014

Mots-clés : formule de Stirling

Soit f € €°(10,1[,R). On suppose que, pour tout p € N*,  fP est intégrable sur10,1[ et qu’il
existe C > 0 tel que Vp € N*, (fo1 |f1P)YP < C\/p. Montrer que, pour o > 0 assez petit, la

fonction exp(a f2) est intégrable sur]0,1].



Exercice 6.361 * X ESPCI PC 2015
Mots-clés : théoréme de convergence dominée
Soit (f,) une suite de fonctions continues de [0,1] dans R. On suppose que (f;) converge
simplement vers 0 et que la suite ( fol fn(t)dt) est bornée: Est-il vrai-quelimy_yos fﬁl fandr=
0?

6.2.7 Développements asymptotiques pour une fonction générigue

Exercice 6.362 * ENS PC 2013
Soit f € €°([0,1],R"). Si n€ N, on pose a, = fol f(x)x"dx.

1. Montrer que la série de terme général (—1)"a,, converge. On pose S =Y 1 (—1)" ay.

2. Montrer que S = [, [ gy,

1+x
3. Soient n € N*. Montrer qu’il existe (co,n, C1,n,---»Cn-1,n) € R" tel que 2" — (1 -X)" =
(1+X)(Con + C1nX+ -+ Cpo1,nX"7h).
4. SineN*, onposeS; = zin Zz;é Ck,nak. Montrer que |S—S, | < =
Exercice 6.363 * Mines Ponts PC 2013
Soit f € €1([0,1],R,) et, pourneN, u,= nfol f(i)"di. Déierminer ia iimiie de (1) dans
chacun des cas suivants : (i) sup f < 1; (i) sup f > 1; (iiiy sup f =1 et f < 0.
Exercice 6.364 * X ESPCI PC 2009
Soit f € €' (R,,R) telle que f(0) =0, f'(0) =1etVxeR,,
pour tout n € N*. Déterminer la limite de (I,).
Exercice 6.365 * X ESPCI PC 2009
Soient f € €¢I (R,R) et, pourneN* : a, = 11+1/”f(t")dt.

. _ [t __ n_
f(x) = x. Soitl, = J; 1+n2 f2(x) dx

1. Montrer que a, — 0.
2. Déterminer la limite de na, quand n tend vers +oo.

Exercice 6.366 * ENSAM PSI 2008
Mots-clés : vitesse de convergence dans le lemme de Lebesgue
Soient f € €°([0,1],R) et g€ €O (R,,R,) intégrable. Pour n € N, soit 1;,'= n.ﬁ:,lf(:t)g(n 1dt.
Calculer lim;,— + o I;.
Exercice 6.367 * TPE PSI 2010
Soient f € €9(10,1],R) et, pour n entier naturel, 1,, = fol f(x™)dx. Déterminer la limite de (I,).
Exercice 6.368 * X ESPCI PC 2013
Soit f € €°((0,1],R). Déterminer la limite de la suite de terme général nfol x"f(x)dx.
Exercice 6.369 * Mines Ponts PC 2013

Soit f € €°(R+,R;) bornée et intégrable sur R.. Soit, pour i € N, iy = j;'oofn. On posc
O = Supg, f.

1. Montrer que la suite (uy) est bien définie.

2. Sia <1, montrer que la série de terme général u,, est convergente.

3. Sia > 1, montrer que la série de terme général u,, est divergente.
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6.2.8

Développements asymptotiques pour une fonction particuliere ra-
tionnelle
Exercice 6.370 * Mines Ponts PC 2009
dx

Pour n €N, on pose u, = fO" T2 . Etudier la suite (u,) : monotonie, convergence, déve-

loppement asymptotique. *
Exercice 6.371 * Centrale PC 2009

On pose up = [, W}W pour neN avec n = 2.
1. Montrer que u,, est bien défini et déterminer la limite de (uy).

2. Montrerque VxeRy, x-— x?z <In(l1+x) <x.
dx

3. Déterminer un équivalent de fol ISy eI RN e

quand n tend vers +oo.
4. Déterminer un équivalent de u, quand n tend vers +oo.

Exercice 6.372 * Centrale PC 2009
+oo dr

Déterminer un développement asymptotique a deux termes de up = [y~ 1.7
terminé les valeurs de n € N pour lesquelles I’intégrale converge.
Exercice 6.373 * Mines Ponts PSI 2014

_ 1l _ds
In—fo e

1. Déterminer la limite ¢ de la suite (I,;) .

apres avoir dé-

Soit pour neN,

2. Trouver un équivalent de € —1,,.

_nk
3. Monirer que [y #5-2dy = 2% =

4. Donner un développement asymptotique a trois termes de 1,,.
Exercice 6.374 % CCP PSI 2015
Pour tout n €N, on pose Uy, = fol %dx. Montrer que Up, = 4+ % +0 (#) ou b est a exprimer

sous forme d’une intégrale.
Exercice 6.375 * CCP PC 2010

SoitI,, =4" fol x"(1 - x)"*dx pour tout n € N. Déterminer la limite de (1) n0-
Exercice 6.376 * Centrale PSI 2014

Mots-clés : intégrale de Wallis

Pour n e N*, on pose I, = fuqa (1+de2)” Trouver une relation entre 1,, et 1,11 puis en déduire la
valeur de 1,,.
Exercice 6.377 *
Limite et équivalent de 1,, = [} Hj‘cixz X.
Exercice 6.378 % X ESPCI PC 2013
Déterminer la limite de la suite de terme général 1,, = 01 %dx.
Exercice 6.379 * TPE PC 2015
Pour n €N, on pose I, = 0+°° t,,f—:ﬂdt. Justifier I’existence de I, et déterminer la limite de

In).

X ESPCI PC 2013




6.2.9 Développements asymptotiques pour une fonction particuliere non

rationnelle positive

Exercice 6.380 * Mines Ponts PC 2009
Pour n € N*, soit u,, = 1+°°(1 + %)‘"x‘“”dx. Existence et caicul de Ia limite de (uy).
Exercice 6.381 * CCP PSI 2010
On pose u, = f0+°° \/1?:2';’1 dt pour tout n € N*. Etudier I’existence de u,,. Déterminer la limite
de (uy).
Exercice 6.382 *

+00 dx

Pour neN, soit 1, = J; Negw=rk

1. L’existence de 1, est-elle justifiée pour tout n ?

CCP PSI 2011, Mines Ponts PC 2014

2. Etudier Ia convergence de la suite (I,).
3. Donner un équivalent de 1, en +oo.

Exercice 6.383 * TPE PC 2006
Déterminer la limite de 1, = f (1 - x'/™)!/"dx.

Exercice 6.384 * CCP PC 2015
Pour x € R* et n € N*, on pose fy,(x) = n(x"/" - 1).

1. Etudier la convergence simple de (f,).
2. Déterminer la limite de la suite de terme général 1,, = 01 %dr.
Exercice 6.385 * Centrale PSI 2014

. _rl de
Soit un = Jo VI++ 2t

1. Montrer que u,, est bien définie pour tout n. Calculer u; et us.

2. Montrer que (u,) converge vers 2/3.

I

3. Montrer que u, —2/3 ST ou I est un réel > 0 que I’on ne cherchera pas a calculer
n—+o0o

et a > 0 est a déterminer.

Exercice 6.386 * Mines Ponts PC 2009
Pour n €N, on pose u, = fon/z(cos(% sin x))?dx. Etudier Ia suite (u,). Quelic est Ia nature de

la série de terme général u pour x e R ?
Exercice 6.387 * Mines Ponts PC 2013
Soit, pour neN, u,= 01/2 cos”(sin(x))dx.
1. Etudier Ia suite (iy,).
2. Donner un équivalent de u, quand n — +oo.
Exercice 6.388 * CCP PSI 2015
Soit, pour n € N*, f,,: x € [0, g] — (sinx)!". Etudier la convergence simple et uniforme de

(fn). Etudier la convergence de u,, = 0“/2 frn(0)dx.
Exercice 6.389 * CCP PSI 2011

% . _ [too dx
Pour n € N*, soit u, = |, o
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1. Justifier I’existence de u;,.
2. Montrer que (uy) =1 est convergente et préciser sa limite.

3. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére de terme général u, x".

Exercice 6.390 * Mines Ponts PC 2013
2
Soit, pour ne N*,  u, = 01/2 S‘tgn(%x;‘)dx.

1. Justifier la définition de u;,.
2. Déterminer la limite éventuelle de (uy).

Exercice 6.391 * ENSAM PSI 2014

Pour neN on posel, = f0+°° %dx. Justifier I’existence de 1,,. Déterminer la limite de (1,,),

puis de (nl,) quand n tend vers I’infini.
Exercice 6.392 * X ESPCI PC 2009

—X 3 . . .
Pour n €N, on pose uy, = [ &I 4 Déterminer la limite de (u4y,).

Exercice 6,393 % = ‘Mines Ponts PC 2009

3.2 -n?i? . . . . ..
%dt. Justifier I'existence de 1,, et déterminer la limite de

Pour n € N*, soit I, = ff)oo
(In).
Exercice 6.394 * CCP PC 2006
Soienta> -1, neN* etl,, = 0+°° x%e~"*dx. Existence de 1,, et limite de Ia suite (I,;) y>1.
Exercice 6.395 * CCP PC 2010

Mots-clés : intégrale de Gauss, intégrale de Wallis

. 2
Soient1= [;"® e "dt, et,pournel\l*,ln=f01(1—t2)”dt,ln= o (1:1;2),,

/2

etWy, = [, “sin” rdt.

e P 1
1-t°<e SL2

. Justifier I’existence de 1 et de J, pour n € N*. Montrer que VneN*, I, < ﬁ <Jn.

1. Montrerque Vx€R, e*=1+ x. En déduire que Vt€R,

2
3. Montrer que 1,, = Wy,11 et], = Wa,_» pour tout n € N*.

4. Montrer que (W) =0 est monotone et que (n+2)Wp12 = (n+ 1)W,,.
5. En déduire 1.

Exercice 6.396 * RMS 2010 1013 Télécom Sud Paris PSI
+00

Calculer la limite de I, = [~ exp(—x™)dx.
Exercice 6.397 * TPE PSI 2011
+00 dx

Déterminer la limite de la suite de terme général 1, = [~ -
Exercice 6.398 * TPE PSI 2011

Mots-clés : constante d’Euler

Soit f € %O(Ri, R) telle que t — e~ ' f(¢) soit intégrable sur R .

1. Montrer que la suite de terme général u, = Y.7!_, % —In(n) converge. On note y sa
limite.

2. Montrer que fon(l - %)"f(t)dt tend vers f0+°° e” ! f(t)dr quand n tend vers Iinfini.
3. En déduire que [, e~ 'In(t)dt = —y.



Exercice 6.399 * RMS 2010 1084 Télécom Sud Paris PC

On pose I, = [0+ %)”e‘zxdx pour tout n € N*. Justifier I’existence de 1, et calculer la

limite de (I,,).
Exercice 6.400 * X ESPCI PC 2013

Déterminer la limite de la suite de terme général I,, = ndfﬂl e "¥2(1 _ .
Exercice 6.401 * Mines Ponts PC 2013

Déterminer la limite de Ia suite de terme général u, =n fol In(1 + t"™)dt.

Exercice 6.402 * ENSAM PSI 2014
Déterminer lim;,—. 400 fol " dx.
Exercice 6.403 * ENSAM PSI 2014

Soit I, = [y °In(n+ x)e "*dx.
1. Pour quels n I’'intégrale 1,, converge-t-elle ?
2. Nature de la série Y.1,, ?
3. Trouver un équivalent de 1, lorsque n tend vers +oo.

Exercice 6.404 *
Soit, pour neN, 1, = fl t”lnt

Mines Ponts PC 20i4

1. Montrer que 1, est bien définie. Déterminer la limite de (1;,).

2. Nature de la série de terme général I, ?
Exercice 6.405 * CCP PSI 2014
1. Pour quels a € R I'intégrale AcRLdr est-elle définie ?

2. Existence de 1, = [y 55200 dt ?

3. Montrer la convergence de (I,,). Exprimer sa limiie sous ia forme d’une iniégrale.

Exercice 6.406 * CCP PSI 2014

. 2n+1
Soit f(x) = %

1. Montrer que les f, sont intégrables sur 0, 1].

2. On posel, = fol [fn. Déterminer la limite de (1,).

+00 1

3. Montrerqueln— kons1 32

4. En déduire un équivalent de 1,,.

Exercice 6.407 * CCP PSI 2015

Pour n € N*, on définit f;,: [R+—>[Rparfn(X)=x(l—%) si0sx<snet f(x)=0si x>n.

1. Déterminer la limite simple de (f,).

2. Calculer limy—1o0 f; ™ fn(x)dx.

6.2.10 Développements asymptotiques pour une fonction particuliere de

signe quelconque

Exercice 6.408 * Mines Ponts PC 2014
T2 sin(t")dt.

Déterminer la limite de la suite de terme général 1, = [,
Exercice 6.409 * Mines Ponts PC 2013

Soit, pour neN, I, = f(”“)" x Sm"dx Nature de la série de terme général 1, ? Donner un

équivalent de I,,.
Exercice 6.410 * Mines Ponts PC 2013

Justifier la définition de I, = 0+°° Li:’”dx pour n € N*. Déterminer un équivalent de 1.
Exercice 6.411 * CCP PSI 2014, CCP PSI 2015

Soit, pourneN, 1I,= f+°° sintlm g Justifier I’existence de 1,,. Déterminer la limite de (I,,)

) ] T+
puis un équivalent de I,,.

6.2.11 Intégration terme a terme

Exercice 6.412 *
Existence et calcul de [ ! 11“ ; dz.

Exercice 6.413 %
Existence et calcul de i‘l—idt.

Exercice 6.414 * RMS 20101087 CCPPCet CCPPC 2011
Montrer I’intégrabilité de t — Int curjo,1, et I’ égalité fl h}ftdt =19 ( nl)”

1
Exercice 6415 % . Centrale PSI 2010

Mines Ponts PC 2009, Centrale PC 2014

Mines Ponts PC 2015

1. Etudier la convergence de fol ;?x dx.

2. Montrer que [ J:?x dx=Y1%

n=0 (2n+1)2
Exercice 6.416 * Mines Ponts PSI 2014
1. Comparer f; (i“ ?2 dret [ (i“?z dr.
2. Montrer que [ (in?z dr=4Y'% (2(;}31”)3.
Exercice 6.417 * Centrale PSI 2015

Justifier I’existence et montrer que fl U”’ dx=2Y7% (2n+1)3.
Exercice 6.418 * Centrale PC 2015
Mots-clés : régle de Raabe-Duhamel
Soient (a,b) € R? et (1) >0 € ([Rfr)N. On suppose que ”l;‘“ =1- + 2 +o( ). On pose, pour
neN*, a,=In((n+1)%U;4+1)-In(nu,). "

1. Nature de la série de terme général a,, ?
2. En déduire un équivalent simple de u,.
3. Six€]-1,0[, on poseI(x) = fol Mdt. Justifier son existence et montrer que I(x) =

-1 1 +1
pS (DT,



Exercice 6.419 * Centrale PSI 2009
Soit 1(a) = f;* #54l s,

1. Justifier I’existence de cette intégrale.

2. Montrer que I(a) =

" 3 a*+n?’

3. Trouver un équivalent de 1(a) lorsque a ten
Exercice 6.420 * Mines Ponts PC 2015
Soit f: t— f0+°° Sln(”’)du Montrer que f est définie sur R et que f est de classe €'. Montrer
que f (1) = 1 22
Exerace 6. ﬁl * Centrale PSI 2015
Soit F: x— [*° S;,ntldt

Sl.

IS +00.

1. Montrer que F est définie sur R} . Montrer que F est continue sur RY.
2. Etablir I’égalité Vx € R*, F(x) = i W

Exercice 6.422 * CCP PSI 2010
Domaine de définition et calcul de F: s — f0+°° e Sty o (2:;2 dt.
Exercice 6.423 * CCP PSI 2010

_y+oo 1
Pour s> 1, on pose {(s) = n°°1 =.

La somme doit commencer a 1.

1. Justifier Ia convergence de 1= [, ! lnu Ddr. Exprimer1 a I’aide de valeurs de la fonction

C.
2. Exprimer1, = fol Mdt a I’aide de la fonction (.
Exercice 6.424 * CCP PC 2011, RMS 2014 1262 Ecoles des Mines PSI

Justifier I’existence de 1= fol lrl”“#dt. Montrer que I =Y 1% %
Exercice 6.425 * Centrale PSI 2009

Existence, puis expression comme somme d’une série, de I = foi my)li#cv
Exercice 6.426 * CCP PSI 2014

. , . _ rltnp? — +oo 1 _ ytoo
Justifier I’existence de I = fo 117 dt. Montrer que 1 = Z(Zn Zn 1 3)
Exercice 6.427 * Mines Ponts PSI 2015
Montrer que I’intégrale fol e 'In tdt est bien définie et en donner une valeur approchée ration-
nelle 41073 prés.
Exercice 6.428 * CCP PC 2011

1. Déterminer sup{|xe ™|, xeR;}.

2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére determe général nx” et calculer
la somme de cette série.

3. Pour n € N*, soit u,: x € Ry — nx"e " . Montrer que la série de fonctions de terme
général u,, converge normalement sur R, et calculer S: x— Y. 7% nx"e """

xe™*

(1-xe )2

4. Montrer que la série de terme général n!/n" est convergente. Montrer que fo dx =
+oo n!
21
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Exercice 6.429 * CCP PC 2012

1. Convergence et calcul de I, = [ te™"dt.

+ VI
£ —7 dr.
Exercice 6.430 * RMS 201 1 1153 Télécom Sud Paris PC

; =n"
Soit frx— X% 77

2. Convergence et calcul de 1=

1. Montrer que f est définie et continue sur R.
2. Montrer que f est intégrable sur R et calculer f0+°°f(x)dx.
Exercice 6.431 * TPE PC 2011

1. Soient p € R} et (up)pso définie par VneN, u, = D"

Montrer que la série de

un+1-
1
terme général u, converge etque Y. un = [y 19;*'
- =1
2. En déduire que ¥.% 1 =1n2 et que ¥/ U1

3 1 _ a bt+c £ qvs
3. Montrer qu’il existe ()? b,c) eR° tel que Vit e R\{-—1}, A= TaT l_th.En déduire

la valeur de Zn 0 3n+1
Exercice 6.432 * X ESPCI PC 2015, Centrale PC 2015
Soit, pour n €N, u, = 1 Montrer que la série de terme général u, converge et

) BntD@n+5)"
exprimer sa somme a I’aide d’une intégrale.

Exercice 6.433 * Mines Ponts PSI 2013, CCP PSI 2014
Justifier I’existence de S = ¥, 7% ¢ n” etdel= [, x*dx. Montrer que 1 =S.
Exercice 6.434 * Mines Ponts PC 2013

1. Soit a> 0. Pour n €N, calculerI,, = [;*° t"e~%!dt.

2. Soit] = [ Leh@h 4y, Justifier I’existence de J. Exprimer ] sous forme de somme.
0 e -1 P

Exercice 6.435 % X ENS PSI 2014
Mots-clés : formule de Bailey-Borwein-Plouffe

; —y+oo 1 (4 _ 2 _ 1 _
Le but de cet exercice est de prouver la formule de Plouffe nt = 203 o (8T ~ 8574 — 8RB
1
8k+6)'
. kp+n
+00 a
1. Soit a€]0,1[. Montrer pour tous n,p = 1, 0 1 x,, dx k=0 Kp+r-
4 2 1 _ 14- 2x x —x°
2. En déduire que : Y12 16k (557~ 5%ra ~ 5775 ~ 5556) = 160 dux.

3. Simplifier RX) = % et proposer une méthode pour calculer 7.

Exercice 6.436 % CCP PC 2014
Soit f: (x,£) € Ry x]0,1] — 1 ¢*,

1. Montrer que f(x, ) = ¥ 12 (-1)" — 1.

2. Soit, pour (y,q) e R xN, Iy, q) = fo tY(In 1)9dt. Montrer I’existence de 1(y, q). Don-
ner une relation entre 1(y, q) et I(y,q — 1) pour q € N*. En déduire une expression de
I(y,q) pour ye R, et g€ N.



3. SoitF: xeR, — fol f(x, 1)dt. Montrer que F est de classe €1 surR,. Exprimer F sous
forme de somme.

Exercice 6.437 * Mines Ponts PSI 2015
Pour (p,q) eN?, on notel,, 4 = fol tP(1-1)9dt. Calculer1, 4. Déterminer la nature et la somme
de la série 1, ;.

Exercice 6.438 % Centrale PSI 2015
Pour (p, q) N, on pose 1, 5 = [ tP(nn)9dt.

1. Déterminer I’ensemble des (p, q) € N> pour lesquels Ip,4 est bien définie et calculer
alors sa valeur.

2. Déterminer I’ensemble des a € C pour lesquels fol X ¥dx =yt o

k=1 fk -
Exercice 6.439 * Mines Ponts PC 2014

. 1 n
Soit, pour ne N*, 1,, = [ ln(tl—_t)dt.

1. Montrer que I, est bien définie. Déterminer la limite de (I,,).
2. Nature de la série de terme générall,, ?

Exercice 6.440 % Mines Ponts PC 2015
Exprimer 4 I'aide d’une série ;> -YLdr.

r_
Exercice 6.441 * eRMS 2015 1054 Saint-Cyr PC

. _ nmn/2 sint
Soit an = Jo nsin(t/n)dt‘

1. Montrer I’existence de a,,. Calculer a;,» — a, et en déduire la valeur de a,.

2. SoitS: x— Y% a,x". Calculer le rayon de convergence de S.

/2
3. Montrer que S(x) = [y Wxsmxﬂ L
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