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Calcul différentiel

11.0.1 Limite et continuité

Exercice 11.1 *

Déterminer si elle existe la limite en (0,0) des fonctions f : R? — R données par:

w

L fy)=7 4. f(x.y) = xysin’

- _ X+2y
2. f(x,y):%;zos(xy) 5. f(x,y)_xz_y2
o2 YR

Exercice 11.2 *

Déterminer si elle existe la limite en (0,0) des fonctions f : R? — R données par:

x%y B+
1. f(x,Y)—szyz 4. f(xy)= Xy
1-cos(xy) __ Xy
2. f(x,y)=x—y2 5. f(x’y)_shx+shy
_shxshy _sinx—y
3. f(xy)= Py 6. f(xy)= —siny’
Exercice 11.3 %%
Déterminer la limite lorsque (x,y) — (0,0) de
% +y?
X, V)= ——
f(xy) )]

Exercice 11.4 ) & ¢
Déterminer la limite lorsque (x,y) — (0,0) de

shxshy
X, V) = ———
Ty =35
Exercice 11.5 ) & ¢
Déterminer
sin (xy)

(x,)—0,0) \/x2 + y2
Exercice 11.6 * %

Soit A )
sin®x+ (1 —-cosy)
X,y) =
1@y 4xt+y4
1
Montrer en utilisant un DL que f(x, y) -.
q f y (x,)—(0,0) 4

Exercice 11.7 * %
Soient f :R — R une fonction de classe €* 03/11/09 et

R2\ (0,00 — R
. 2 2\ _ (0)
(x, J/) — L ;—2{_3,2 L

Déterminer lim  F(x,y).
(x,y)—(0,0)
Exercice 11.8° %%

Soit f : R? — R définie par :
1.2, .2 C 2 2
sX+y —1 six“+y >1
f(x,Y)z{il 2

3 X simon

Montrer que f est continue sur R?.




11.0.2 Dérivées partielles

Exercice 11.9 *
Apres avoir prouvé leur existence, calculer les dérivées partielles des fonctions suivantes :

1. f(x,y) =In(ch(xy)) argsh (x+y). arctan (xtany) avec
2. f(x,y) =xY avec x > yeR\n/2Z.

St 4 flay) = VTP
3. f(xy) = 5 f(xy) = 6. f(x,y)=ycos(x+y)

Exercice 11.10 *
Soit ¢ : R — R une fonction €. Aprés avoir prouvé leur existence, déterminer les dérivées
partielles d’ordre 1 des fonctions suivantes définies sur R? par :

L f,y)=9x+y);
2. g,y =@ (x*+y%);

3. k(x,y)=@(xy);
4. h(x,y) = U/';f)f(p(t) dt.

Exercice 11.11 *
Soit f la fonction définie sur R? par :

ﬁ .
f(x,y)z{ —  Six#0

0 six=0

1. Prouver que f admet une dérivée au point (0,0) suivant tout vecteur de R2,
2. Observer que néanmoins f n’est pas continue en (0,0).

Exercice 11.12 *
Soit f la fonction définie sur R? par :

0 si (x,y) =

0

M
o

1. Prouver que f admet une dérivée au point (0,0) suivant tout vecteur de R2,
2. Observer que néanmoins f n’est pas continue en (0,0).

Exercice 11.13 *
On considére I’application f : R?> — R définie par f(x,y) = ||(x, y) || (norme euclidienne). Etu-
dier la continuité de f et étudier les dérivées partielles de f.

Exercice 11.14 *
On considere une norme ||.| quelconque sur R? et on définit f(x,y) = ||(x,)|. Soit B #0 un
vecteur. Montrer que Dy, f(0,0) n’existe pas.

Exercice 11.15 *
Soit

4 2

X

y
Etudier la continuité de f et I’existence de dérivées partielles.
Exercice 11.16 *

La fonction f(x,y) = |xy|* (a > 0) est-elle de classe €" surR? ?
Exercice 11.17 ) & ¢

On considere la fonction f donnée par

siy>x

2 2

f(x,y)={

siysx

1-xy

VIFxZ+ 2+ x2)2)

flxy)= arccos(

1. Calculer les dérivées partielles de f.

2. En déduire une expression simplifiée de f.

Exercice 11.18 *
Soit la fonction de deux variables définie par :

sin(x%) —sin(y%)
X2+ y?
0 si (x,y)=1(0,0)

Flxy) = si (x,y) #(0,0)

Est-elle de classe €' sur R? ?
Exercice 11.19 *

Soit la fonction f : R? — R définie par

xt siy>x

f(x,y)={ 2

2

y? siy<x®

Etudier Ia continuité de f et I’existence de dérivées partielles.

Exercice 11.20 * Classique
On considere I’application
m® — R
K A — det(A)

a. On considere la base canonique (E;j)1<;,j<n de My (R). Calculer les dérivées partielles
de f.

b. En déduire que f est de classe €' (E,R) et que sa différentielle en un point A € E est la
forme linéaire

E — R
de‘{ H — Tr(ATH)

ol A est la comatrice de A.



Exercice 11.21 *
On note E = 91,,(R) et U = GL,(R) I’ensemble des matrices inversibles. On considére la fonc-
tion
1A — Al
a. Montrer que U est un ouvert de E.
Soit B € E. Montrer que pour ¢ petit, (I, + tB) est inversible et que (I, + M)y l=1,-
tB+o(1).
c. Soit H € E étudier la dérivée de f selon le vecteur H.

Calculer les dérivées partielles de f dans la base canonique de 9, (R) au point A a
I’aide de la comatrice de A.

e. En déduire que f est de classe €¢(U,E) et calculer sa différentielle.
Exercice 11.22 *
Soit f:R" — R une fonction de classe €1 ([R",R) telle que

0
vxeR", —f(x) =0
6x1

Montrer qu’il existe g € €' (R""!,R) telle que
V(xl)XZy---)xn) ER”) f(x1,x2,---,x”) =g(x2,---,xn)

Exercice 11.23 * ENS 1999
Soit f:R"— R une fonction de classe €' et a € R. On dit que f est a-homogene si
VX = (X1,...,xp) ERLVE>0,  f(txy,...,txp) = t5f(x1,...,Xp)

Montrer que

0
(fa—homogene) < (VY(x1,...,x,) €R”, xl—f(xl,...,xn) et Xy,
0] 0x; Xn
(ii)
Exercice 11.24 *
On définit une application

R — R
1
. xysin ——— si (x,y) # (0,0
f' (x’ y) — /x2 +y2
0 sinon

1. Montrer que f est continue sur R?.
, 2 .y o Of Of
2. Montrer que f admet en tout point de R des dérivées partielles e et Fe
x y

(X1, ..0s Xn) = f(X1,..., X))

3. f est-elle de classe €' surR? ?

Exercice 11.25 *
Soit o € R. On définit une application

RZ — R
Xy i
. e Ee———— S1
f(x- (x,y) . { (x2 +y2)0(

0 sinon

(x,y) #(0,0)

1. On fixe (xp, yo) € R2. Montrer que

lim fo(x0,¥) = fa(x0,¥0) et lLim fo(x, yo) = fu(xo, yo).
y=Yo X— X0

2. Déterminer les valeurs de o pour lesquelles fy est continue sur R?.
On prend o = % dans la suite et on pose f = f1 .
2
3. Montrer que f posséde des dérivées partielles d’ordre 1 a I’origine.
4. f est-elle de classe €' surR? ?

Exercice 11.26 * CCP 2011
Soit f la fonction définie par

RZ — R
f' +00 X"

(x’y) '_) n:0xn+yn

1. Déterminer et représenter le domaine de définition D¢ de f.

n

2. Montrer que la fonction f est de classe €' sur Dy en utilisant la série Z —
n>0% +1
e of VI
3. Lorsque cette dérivée existe, calculer P (x,y) pour(x, y) € R® et Iécrire sous la forme
X
d’une série de fonctions.

Exercice 11.27 *
Soit I’application

R — R
xpyq

I (x,y) — {W si (x,5) #(0,0)

0 sinon
Déterminer les couples (p, q) € N? pour lesquels :

1. f est continue sur R? ;
2. f estde classe €' sur R?.



Exercice 11.28 * Exercice 11.34 *

Soit f : R? — R une application de classe €' sur R?. Soit la fonction f : R? — R définie par
1. Soit ® : R — R définie par ©(x) = f(2x,x%). Montrer que © est de classe €' sur R et P )
écrire ©'(x). fx,y) = {xz S? ve x2
2. Soit @ : R? — R définie par ®(x,y) = f(2x+ y,x* — y). Montrer que ® est de classe €’ y.ostysx
sur R? et écrire les dérivées partielles de ® au point (x, y) € R®. Etudier la continuité de f et I’existence de dérivées partielles.
Exercice 11.35 * Classique
11.0.3 Différentielle On consideére I’application
f: MR — R
Exercice 11.29 * ’ A — det(A)
Soit E un espace euclidien mur}]az d’un proﬂ(;mtscalaue (.1.) et |l.Il Ia norme euclidienne associée. a. On considere la base canonique (E;j)1<i,j<n de M, (R). Calculer les dérivées partielles
Montrer que la fonction f : { X — 2 est différentiable en tout point a € E et calculer de f.
sa différentielle. b. En déduire que f est de classe €' (E,R) et que sa différentielle en un point A € E est la
Exercice 11.30 * forme linéaire
. E — R . . df.: E — R
Soit (E, |I.I) unevnet f: { v ol Montrer que f n’est pas différentiable en O. fay g (ATH)
o E}:Erdgjiuﬂsld’ * p . s L e N Pannlioafi oll A est la comatrice de A.
= . nsidére pour k € N*, I’application
n muni n(R) d’une norme quelconque ||.|| et on co 1 ,Papy Exercice 11.36 *
M, R — M,ER) On note E = 91,(R) et U = GL,(R) I’ensemble des matrices inversibles. On considére la fonc-
Je: { A — Ak tion
f u — mn(R)
a. Montrer que f> est différentiable en tout point A € 9, (R) et calculer sa différentielle A — Al
en A. a. Montrer que U est un ouvert de E.
b. Méme question pour f. b. Soit B € E. Montrer que pour t petit, (I, + tB) est inversible et que (I,, + tB)™! =1, —
Exercice 11.32 * tB+o0(1).

On considere la fonction . o L
c. SoitH e E étudier la dérivée de f selon le vecteur H.

2 —_—
R R 5 d. Calculer les dérivées partielles de f dans la base canonique de 0, (R) au point A a
si (x,y) #(0,0) I’aide de la comatrice de A.

e. En déduire que f est de classe €¢(U,E) et calculer sa différentielle.

f:

(x,y) — X2 +y?
0 si (x,y) =(0,0)

Montrer que f admet des dérivées selon tous les vecteurs h = (hy, hy) non nuls en a = (0,0) et 11.0.4 Fonctions de classe €!
que f n’est pas différentiable en (0,0).

Exercice 11.33 * ’ Exercice 11.37 * %
Soit la fonction de deux variables définie par : Etudier la continuité, I’existence et la continuité des dérivées partielles premieres de f :
2.2 2,2 ;
sin(x®) — sin(y?) i (£.1) % (0,0 1. f(xy)= {x yIn(x*+y?) i (x,y)#0
fap={" 2+7 R 0 si (x,7) =0
0 si (x,)=(0,0) x% + y?) sin —= si(x,y)#0
2 f(rny)= ( ¥°) VR (x,y)
Est-elle de classe €' sur R* ? si (x,y)=0



ex4 _ ey4
3 floy) = si (x,y) # (0,0)

(x2 + y2)2
1 si (x,y)=0
Exercice 11.38 %%

Soit la fonction de deux variables f : R? — R définie par f(x,y) = reny—ysnx

X2+ y2
(x,y) #(0,0) et £(0,0) =0. Etudier la continuité de f, I'existence et la continuité des dérivéees
partielles de f. La fonction f est-elle de classe €' sur R* ?

Exercice 11.39 *
Soit ¢ : R — R continue et

lorsque

f-{ RZ — R
1 (xy) — [fewmd

Montrer que f est de classe €' sur R? et calculer ses dérivées partielles premiéres.

Exercice 11.40 * %
Soit ¢ : R — R une fonction continue. On définit f : R? — R en posant f(x,y) = foy(x— He(ndt.
Montrer que f est de classe €' sur R? et calculer les dérivées partielles de f.

Exercice 11.41 *
Soient o, : R — R deux fonctions de classe €' sur R et g : R?> — R une fonction de classe €*
sur R?. Montrer que la fonction

R — R
(1{x —  gla(x),p(x)

est de classe €' sur R et calculer G' («) pour tout & € R.
Exercice 11.42 * CCP TSI
On considere la fonction f donnée par

x+y
f(x,y) = arctan x + arctan y — arctan 1 .
— Xy
1. Déterminer le domaine de définition D de f et montrer qu’il est la réunion de trois
ouverts de R?.

) . 0 0
2. Montrer que f est de classe €' sur D et calculer ses dérivées partielles a—f et a—f
x y
3. Simplifier I’expression de f en admettant que f est constante sur I’ouvert non convexe
apparaissant dans son domaine de définition

Exercice 11.43 0. 0.0, ¢ Centrale PC 2018
Soient f :R — R une fonction de classe €' et F:R? — R donnée par :

six#y
f sinon

fo-f()
x=y

H%ﬂ={

1. Montrer que F est continue.

2. On suppose de plus que f est de classe €. Démontrer que F est de classe €.

Indication 11.0 : On pourra se placer en (a,a) et poser ¢(t) = f(t) — (t— a)f'(a) -
(t-a? ,
5 f(a.
Exercice 11.44 0. 8.8.¢ X ESPCI PC 2011
Soit f: R" — R" de classe ¢! telle que V(x,y) € (R™?Z, Il f(x)—fNI = llx—yll. Montrer que
f réalise un €' —difféomorphisme de R" sur R".
Exercice 11.45 * % X ESPCI PC 2011
Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a,b) € R? pour que f: (x,y) € RZ — (x+
acos y,y + bsin x) € R? réalise un difféomorphisme de R* sur R?.
Exercice 11.46 Y% Centrale PC 2008
Soit f € €¢1(R2,R). On suppose que Y (x,y) € (R%)?, [f(x)—fW)] < ||x—y||2. Montrer que f
est constante.
Exercice 11.47 %% X ESPCI PC 2012
On munit R" de sa structure euclidienne canonique. Soit f € €' (R",R) dont toutes les dérivées
partielles sont bornées par 1. Montrer que V(x, y) € (R™)?2, If(x) - fWI<vnlx-yl.
Exercice 11.48 %% X ESPCI PC 2012
Soit f: My (R) — S, (R) qui a P associe PPT.

1. SiM appartient a GL,(R), montrer que la différentielle de f en M est surjective.

2. On consideére la restriction g de f a #,(R). Si M € GL,(R) N %, (R), la différentielle de
g en M est-elle toujours surjective ?

Exercice 11.49 * % ENS PC 2013
Soientd e N*, A€ Sy (R). On munitR? de sa structure euclidienne canonique et on note & la
sphére unité de R?. Montrer que I’application ®: (,Xq) € R x % — e"AXy € R\ {0} est définie,
continue et bijective.

Exercice 11.50 % X ESPCI PC 2013
Soit f: R" —R" de classe €. Montrer que f est lipschitzienne sur toute boule de R".

Exercice 11.51 * * CCP PC 2009
Soit f: R? — R telle que V¥ (x,y) #(0,0), f(x,y)= \/%J/Z

et £(0,0) =0.

1. Etudier la continuité de f.

2. Déterminer % (0,0) et % (0,0). La fonction est-elle de classe € sur R% ?

Exercice 11.52 b o.¢ X ESPCI PC 2014
Soit F: R, [X] — R qui a P € R, [X] associe F(P) = fol sin(tP(#)) dt. Montrer que F est de classe
¢!l

11.0.5 Dérivées de fonctions composées



Exercice 11.53 *
Soit f : R? — R admettant des dérivées partielles en ses deux variables et en tout (x,y) € R?.
r — f261+1%)

Soit
g
f .. of

Exprimer g' (t) en fonction des dérivées partielles g—x et 35
Exercice 11.54 *
Soient f :R? — R une fonction de classe €' et

R — R

| R — R
g (p,6) — f(pcosb,psind)
1. Prouver que g est de classe €.
2. Exprimer les dérivées partielles de g en fonction de celles de f.

3. Exprimer les dérivées partielles de f en fonction de celles de g.

Exercice 11.55 *
Soit f :R? — R une fonction de classe € telle que :

VieR, VY(x,y)eR? f(x+ty+1)=f(xy)

Prouver que ¥ (x,y) € R?, % (x,y)+ % (x,y)=0.

Exercice 11.56 *
Soit f : R? — R une fonction de classe € telle que :

VteR, V(x,y)eR? f(txty)=f(x)

Prouver que ¥ (x,y) € R?, x% (x,y)+ yg—f; (x,y)=0.

Exercice 11.57 * Oral CCP 2015
Xy
On pose f (x,y) = ———— et f(0,0) =0.
pose f () VxZ+y2 !

1. Démontrer que f est continue sur R?.
2. Démontrer que f admet des dérivées partielles en tout point de R?.
3. f est-elle de classe C' sur R? ? Justifier.

Exercice 11.58 * Oral CCP 2015
1
1. Prouver que ¥ (x,y) € R?, x>+ y*> —xy = E(x2 +72).

2. SoientaeRetf: R> — R

_r
X2+ y2—xy

o si (x,y) =(0,0).

. si (x,y) # (0,0)

(x,y)

(a) Quel est le domaine de définition de f ?
Déterminer o pour que f soit continue sur R?.

of of

(b) Justifier I'existence et calculer = et == sur R?\{(0,0)}.
X y

0 0
(c) Justifier I’existence et donner la valeur de a—];(o, 0) et é(0,0).

(d) f est-elle de classe €" sur R? ?
Exercice 11.59 * Oral CCP 2015

1. Soit f une fonction de R? dans R.
(a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la définition de la continuité de f en (0,0).

(b) Donner la définition de "f différentiable en (0,0)".

x2 - yz '
xyszy2 si(x,y) #(0,0)

2. On considére I’application définie sur R? par f(x, y) = {
0 si(x,y) =(0,0)

(a) Montrer que f est continue sur R?.
(b) Montrer que f est de classe €' sur R?.

11.0.6 Fonctions de classe €2

Exercice 11.60 %
Calculer, aprés avoir prouvé leur existence, les dérivées partielles d’ordre 2 des fonctions sui-
vantes :

1. f(x,y)=sinxchy
2. fxy)=y*(x-v)

Exercice 11.61 *
Soit f :R? — R donnée par :

3. f(x,y)=yx*+cos(x*+y)

xy3

f(x,y) — { x2+y2
0

si (x,) #(0,0)
si (x,y) =(0,0)

1. Montrer que f est de classe €' sur R?.
2 2
2. Montrer que : % (0,0) et aayafx (0,0) existent et different. Qu’en déduire ?
Exercice 11.62 *
Soient f:R— R et ¢ : R — R de classe €? sur R etF:{ (

R2 — R
xy) — flx+o(y) -



1. Montrer que F est de classe €? sur R?.

2. Vérifier I’égalité :
0°FOF  O°F OF _

ox? dy 0Oxdy dx

Exercice 11.63 * CCP 2005
Soit I’application
RZ — R
xy(x? -y .
. = - - , 0,0
f: x5y — Y st (x,y) #(0,0)
0 sinon

1. Montrer que f est de classe €' sur R?.

2. Montrer que les dérivées partielles du deuxiéme ordre existe. Les calculer.

3. Montrer que aajgy 0,0 # 2

2
0y0x
Exercice 11.64 * CCP 2011
Soit f € €*(R,R). Posons

{ R\ {0} — R

(32 — f(\/x2 +y? +z2)

1. Montrer que F est de classe €' sur R®\ {Ogs }.
2. Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de F.

3. Calculer son laplacien.

Exercice 11.65 *
Pour tout (x, y) € R?, on pose

CCP 1995-1996

Xy
A+00+Px+py°

fx,y=

1. Montrer que f est définie et de classe € sur un ouvert U de R? a déterminer.
2. Ecrire le gradient de f au point (x,) € U.

3. Montrer que si f possede un extremum local en un point (x, y) € U alors on a nécessai-
rementx=y=1.

4. Montrer que :

V(u,v)E[Rz, f(1+u,1+1/)=f(1,1)+au2+buv+cv2+ 0

(u2 + vz)
(1,0)—0p2
ou a, b, c sont des réels a préciser.

5. En déduire que f présente en (1,1) un extremum local. Préciser s’il s’agit d’un maxi-
mum ou d’un minimum local.

11.0.7 Extremum de fonctions de deux variables

Exercice 11.66 * Centrale-Supélec MP et CCP PSI

Déterminer les extremums éventuels des fonctions définies sur R? par :
1. fx, ) =x*+x2y+y%; 2. f(x,y) = xe¥ + ye*.

Exercice 11.67 * ENSAM
On se place dans le plan euclidien R?> muni du repére orthonormal (O i, ) Soit A le point
de coordonnées (a,0) et B celui de coordonnées (0, b).
On désigne par f(x,y) le carré du produit des distances du point M de coordonnées (x,y) a
chaque coté du triangle ABO
Déterminer le maximum de f sur la portion de plan délimitée par le triangle ABO.

Exercice 11.68 %

Soit U le carré de R? donné par [0,2] x [-1,1]. Rechercher sur ce fermé borné de R? Jes extre-
mums globaux de
U — R
7+

x,y) — x*-2x+xy+y*

Exercice 11.69 * %
Déterminer les extremums locaux des fonctions f : R?> — R suivantes :

1. f(xy)=x+xy+y*-3x-6y 6. f(x,y)=x3+y>-3xy

2. fxy)=x* +2y —2xy=2y+5 7. f(xy)=x*+y*—2x* —2y* +4xy
3. floy)=x"+ 8. f(x,y)=xe¥+ye*

4. f(xy)=(x- ) +(x+y)° 9 flxy) = JE-DZiZ +
5 f(xy) =2 +xy*+x* - y? ¥+ (y—-1)2

Exercice 11.70 *

[ R — R
I xy) — xA+y3+y*

Soit

Montrer que f est de classe €' sur R?, qu’elle posséde un unique point critique qui est un
minimum local, mais que f n’a pas de minimum global.
Exercice 11.71 *

f:{ RZ — R

(6,y) — xXP+x+y-12+y?

Soit

Déterminer les extremums locaux et globaux de f.



Exercice 11.72 * %
Déterminer les extremums locaux de la fonction f(x,y) = Xt + yz.
Indication 11.0 : Montrer que le second extrémum n’est ni un minimum ni un maximum
local. Pour cela, faire un changement de variables f(u, v) pour se ramener en (0,0) et étudier
les fonctions f(t,0) et (0, t) pour montrer que f(u, v) — £(0,0) prend des valeurs positives et
négatives sur un voisinage de (0,0).

Exercice 11.73 * %
On considére une boite sans couvercle de forme parallélépipédique de volume 1. Trouver les
dimensions de la boite pour que la somme des aires des 5 faces soit minimale.

Exercice 11.74 * %
Soit f(x,y) = (x*> — y)(3x% - y).
1. Démontrer que la restriction de f a toute droite passant par (0,0) admet en' ce point un
minimum (local).
2. f admet-elle un minimum en (0,0) ?

Exercice 11.75 *
On considere la fonction de deux variables définie par

fl)= {x

y  six?>y?

six?<y?

Etudier sa régularité.

Exercice 11.76 *
On identifie E = R" muni du produit scalaire usuel avec M ; 1{R). Soit A € ¥, (R} une matrice
symétrique et B € M1, 1 (R). On considére I’application

E — R
: 1
f X — 5XTAX -BTX

a. Montrer que f € €1 (E,R), et calculer pourX € E, dfy, ?f(X).

b. On suppose que A € ;" (R). Montrer que f posséde un minimum atteint en un unique
point Xy € M1 (R) solution de AXp = B.

Exercice 11.77 *
Soit la fonction

R — R
xy(x2-y> .
: ) 0,0
f: ) 22 s1 (x,y) # (0,0)
0 si (x,y) =(0,0)
o L . 0 f o°f
Etudier I’existence des dérivées partielles secondes (0,0) et (0,0).
0x0y 0y0x

Exercice 11.78 *
On considere le domaine A = {(x,y) € RE|-1<x< y < 1} et la fonction définie sur A par

f,y)=W- x)3 + 6xy. Déterminer ses extrémas.
Exercice 11.79 *
On considére la fonction
R> — R
7+

(x,y) — x*+yt-2(x-y)?

a. Déterminer ses extrémas locaux et préciser leur nature.
b. Extrémas globaux ?

Exercice 11.80 *
Etudier les extrémas de flx,y) = xzy +In(1+ yz).
Exercice 11.81 * Mines
On consideére un espace euclidien E et a un vecteur non nul. On définit la fonction

(B — R
£1x — (alme

a. Soit h€E. Calculer la dérivée de g selon le vecteur h etdf ,, ?f(x)
b. Montrer que g posséde un minimum et un maximum globaux.

c. En quels points sont-ils atteints ?

Exercice 11.82 *
On considere une boite sans couvercle de forme parallépipédique de volume 1. Trouver les

dimensions de la boite pour que la somme des aires des 5 faces soit minimale.
Exercice 11.83 * Centrale 2005

1. Montrer que
D:{(x,y)E[Rz:x>0,y>0 et xy=1}
est un fermé de R2.
2. Etudier les extrema de [f:D-=R, (x,y)— x+y.

Exercice 11.84 * % Mines Ponts PSI 2013, méthode de la descente de
gradient
Soient A€ &, *(R), BER" et f: X e R" — XTAX - 2BX.
1. Calculer Vx f, le gradient de f enX.
2. Montrer que f posseéde un minimum global et préciser en quel point il est atteint.
3. Soit (X,)nen définie par Xo € R" et, pour tout n € N, X,41 =X, —«,Vx, f avec oy, =

v o .
! ’T‘"f” . Trouver la limite éventuelle de la suite (X;,).
Xﬂ AX”

Exercice 11.85 Y% Centrale PC 2013
Soit n € N avec n = 2. On munit R" de son produit scalaire canonique  , ).




1. Soient ac R" et ¢: x € R" — (a, x). Déterminer le gradient de .

2. Soit f: R" — R telle que f(x) — +oo quand || x|l — +oo. Montrer que f posséde un
minimum.

3. Soit f: R" — R de classe €' telle que % — +o00o quand | x| — +oo. Montrer que

x — gradf est surjective.

Exercice 11.86 %% X ESPCI PC 2008
Soient C ={(x,y) € (Ry)?%, x+ y<2tetf:(x,y)€ R2 — xzyz(x2 + yz). Déterminer le maxi-
mum de f sur C.
Exercice 11.87 %% X ESPCI PC 2008
On munit R® de sa structure euclidienne canonique. Soit S = {x € R3,
R3. Déterminer les extrema de @ : (x, 1,2) =X, y) +{y,2) +(z,x) sur S3,
Exercice 11.88 %* % Mines Ponts PC 2008
Déterminer les extrema de (x,y) — (3x+ 4y)e‘x2_y2.
Exercice 11.89 %* % Centrale PSI 2008
Trouver les extrema de (x, y) — sin(x) sin(y) sin(x + y) sur {(x, y) € R?,
n, O0sx+ys<m}.
Exercice 11.90 * % Centrale PC 2008
Déterminer les extrema de f: (x,y) € R? — x* + y* —4xy.
Exercice 11.91 %* % CCP PC 2009
SoientD ={(x,y) € (R4)?, 1-x-y=0}etf: (x,¥) €D~ xy(l—xy).

x|l = 1} la spheére de

Osx<m O<sys

1. Représenter D.
2. Montrer que f admet un maximum sur D que I’on déterminera.
Exercice 11.92 * % Mines Ponts PSI 2014

Soient H = {(x1,...,Xp) € R})", x1+--+x,=1} et f: (x1,...,.xp) EH—XT xl?. Détermi-
ner les extrema de f.

Exercice 11.93 %% Mines Ponts PC 2014
Déterminer les extrema de f: (x,y) € [0,71]% — sinx + siny —sin(x+ y).
Exercice 11.94 ) & ¢ Centrale PSI 2015

Soit f: (x,y) € Rx R* — y(x? +1In?y). Déterminer les extrema de f et préciser leur nature
globale ou locale.

Exercice 11.95 * % Extremas liés
2 —_—
Ftudier les extrema de la fonction f : { (f Y — ewy a > 0 sous la contrainte x> + y° +
x+y?4=0.
Exercice 11.96 * %

On consideére, dans le plan euclidien, un polygéne a n cotés inscrit dans le cercle unité.
On note :

1. p son périmetre;

2. et el Jes affixes de ses n sommets avec0< a; <...< a, <2m.

1. On pose ty = % (ags1—ay) et t, = % (a1 +2n - ay) pour k € [1,n—1]. Montrer que
n
p:ZZ sin(fg).
k=1

2. Montrer que p est maximal lorsque le polygone est régulier.

Exercice 11.97 * % Inégalité arithmético-géométrique

Soientn=2et f:R" =R, (x1,...,Xp) — X1 ... Xn. OnnoteT = {(x1,...,xp) ERT : x1 +... + x5 = 1}.

1. Démontrer que f admet un maximum global sur I et le déterminer.

2. En déduire I’inégalité arithmético-géométrique : pour tout (xy,...,x,) €R}, ona:

Xi
1
n

n

4

n
xlu” <
L

1

11.0.8 Equations aux dérivées partielles d’ordre 1

Exercice 11.98 *
Résoudre les équations au dérivées partielles suivantes :

of , of

1. a(x,y)=1+y3+x2; ) a(x,y)z

A+y)a+x?)’

Exercice 11.99 *

u=x+y

En utilisant le changement de variables { déterminer les fonctions f : R? — R de

v=2x+3y
classe €' solutions de I’équation aux dérivées partielles :
of of _

3—-2—=0
0x oy

Exercice 11.100 *

.. . u . . .
En utilisant le changement de variables { déterminer les fonctions f : R> — R de

v =y-x
classe €' solutions de I’équation aux dérivées partielles :

of of
—_— 4 = =
ox Oy f
Exercice 11.101 *
En utilisant un changement de coordonnées polaires, déterminer les fonctions f : R2\(0,0) — R

de classe €' solutions de I’équation aux dérivées partielles :



Exercice 11.102 *
En utilisant un changement de coordonnées polaires, déterminer les fonctions f: R} xR — R
de classe €' solution de 1’équation aux dérivées partielles :

LU A I
X + yay x*+y
Exercice 11.103 * % Centrale PSI 2014
1. Résoudre le systéme : (% =x+Y, % = x—y).

2. Résoudre I’équation différentielle x+y + (x—y)y =0.

11.0.9 Equations aux dérivées partielles d’ordre 2

Exercice 11.104 %
Résoudre les équations au dérivées partielles suivantes :
2 62]0
1. — @y =y*; 2. ) =1+x.
ox? )=y 0x0y (x, ) o
Exercice 11.105 * Equation des ondes
=x+ct
Soit ¢ > 0. En utilisant le changement de variable : {u o Ct déterminer les fonctions
v=x-c
RZ — R ) 2 . 830 2 - .
f: D — fo0 de classe €< sur R~ solution de I’équation aux dérivées partielles
f  18f
ox? - c? ar?
Exercice 11.106 %
Soit ¢ > 0. En utilisant le changement de variable : {u - déterminer les fonctions
v=x+y
IRZ b IR 2 2 . 9 2 . PRyl .
f: (ny) — f(xy) de classe €“ surR” solution de I’équation aux dérivées partielles :
0% f ) a2f  f
0x? 0xdy  9y? -
Exercice 11.107 * %
Une fonction f : U c R? — R est dite harmonique ssi
0°f 0°f
Af=—S+-—5=0
! 0x%  0y2

1. Montrer que la fonction f(x,y) =In | (x, )| est harmonique sur R?\ (0,0).

0
2. Soit f :R? — R une fonction harmonique de classe €. Montrer que les fonctions G_f
X

f_ . of

- a—) sont aussi harmoniques.
y

- X

0
etly 0x

3. Trouver toutes les fonctions ¢ : R — R de classe € telles que I’application f(x,y) =

@ (X) soit harmonique sur I’ouvert x > 0.
x

Indication 11.0 : Pour la derniere question, poser z = Y et trouver une équation différentielle
x

vérifiée par p(z).
Exercice 11.108 * ENSAM
Soit a € R et soit E I’ensemble des fonctions f : R> — R de classe €2 solutions de 1’équation

aux dérivées partielles :

0°f O°f

oxz 0y
1. Déterminer E en utilisant le changement de variable (u =2x+y,v =2x—-y).
2. A quelle(s) condition(s) sur les réels A et y la fonction f définie sur R? par

|

x2 y2

4 16

f(x, ) =A(cos(2x) +sin(2x)) (siny +cos y) + p

est-elle élément de E.
Exercice 11.109 *
On considére "ouvert U = R%\ {(x,0), x < 0}.
a. Résoudre sur U les équations aux dérivées partielles
of f

0
a(x,y)—xa—y(x,y)—o

(E)'xg(x )+
2) - ox »J’ y

(B :y

of B
a(x,y)—o

b. Résoudre sur U,

0 0
(E) : xé(x, y)+ yé(x, =y -6 +y7)
Exercice 11.110 *
Résoudre sur U = R? I’équation des ondes :
0°f 0°f
E):—=——==0
®) 0x2  0y?

en utilisant le changement de variables x=u+v, y=u—v.

10



Exercice 11.111 *
Résoudre sur U =]0, +00[% I’équation
2f 62f of_df
E) :x*—5 - )* = -yz-=0
(B) :x* y 0y? 6x oy
par le changement de variables x = e, y = e".
Exercice 11.112° % X ESPCI PC 2008

Soit a € R} . Déterminer les couples (f,g) de fonctions tels que U : (t,x)
classe C? surR; x [0,L1], & = aZ@—U etVteR,, U(,00=U(sL) =

— f(£)g(x) est de

Exercice 11.113 ** Mines Ponts PC 2013
Determineru (x, t) € [0, xR, — R vérifiantVteR, wu(0,t)=u(m,t)=0,Vxe[0,m], u(x,
x(m—x) et = ;‘.
Indication ] ] 0: Chercher u sous la forme u(x, t) = a(t)b(x).
Exercice 11.114 b o.¢ CCP PC 2005
Soit ¢ définie sur U =10, +oo[xR par : @(x,y) = (x, %).
1. Montrer que ¢ définit un €' —difféomorphisme de U sur un ouvert Q de R? a détermi-
ner.
2. Soit f € €%(U,R). Montrer qu’il existe une unique fonction g: (u,v) — g(u,v) de

classe C? surQ telle que f = go.

. Calculer £§ 2& en fonction des dérivées partielles de f.

ou
5 2 6 o f Ff L 28f
4. Résoudre surU : x +2xyaxay+y 57 =0.

Exercice 11.115 ** TPE PC 2011
Resoudre f 2—f - g }; = f sur R?.
Indication. Poser f (x, y) =e Vg(x,y).

Exercice 11.116 %% Centrale PC 2013
Si U est un ouvert de R? et si f € €%(U,R), on appelle laplacien de f la fonction Af =
axf + ¥ On dit que f est harmonique si et seulement si A f = 0.

1. Soient g € €*([R,R) et f: (x,y) — x2+y2

sur ¢ pour que f soit harmonique sur R? \ {(0,0)}.
(x—a)
(x-a)*+(y-b)?

. Calculer, pour r €]0,1[U]1, +o0,

. Soit g: (x,y) — . Montrer que g est harmonique sur un ouvert a préciser.
rcost

1) = f T (rcost—1)2+r?sin® t
Ind. Faire le changement de variable u = tan(z).

4. Donner I’expression du laplacien en polaire.
Exercice 11.117 %% X ESPCI PC 2013
2
On dit que f: € R> — R est harmonique si et seulement si % + ay}; = 0. Soit P dans C[X].

Montrer que (x,y) — Re(P(x+iy)) et (x,y) — Im(P(x + iy)) sont harmoniques.

Exercice 11.118 * * Mines Ponts PSI 2013
2
Déterminer I’ensemble des f € €% (R,R) telles que 3 —f - 4;}6({}, - Sa_yj; =0.

11.0.10 Applications géométriques : courbes et surfaces

Exercice 11.119 * Tangentes a I’ellipse
Soient a,b € R} et soit & la courbe d’équation
2
Yo _
+ ? = ].

22
a?
Soit My(x0, yo) un point de & et soit I la tangente a & en My. Trouver les points de & en
lesquels la tangente a & est perpendiculaire a 9.
Exercice 11.120 * Centrale-Supélec

0) =" Soit # la surface d’équation x* + y* — 2> = 1.

1. Donner une équation du plan tangent a . au point Q) de coordonnées (1,0,0).

2. Déterminer les coordonnées des projetés orthogonaux de O sur les plans tangents a .

Exercice 11.121 * Centrale-Supélec
Donner les équations des plans tangents a la surface # d’équation cartésienne xy = z°> conte-
=2
nant la droite 9 d’équation .
=3z-3
Exercice 11.122 * CCP PS1

Déterminer les points de la surface . d’équation cartésienne x> — y*> + z> = 1 dont le plan

tangent est parallele au plan 22 d’équation2x+y—z =0.
Exercice 11.123 * Mines 1994
On considere la courbe plane (C) d’équation cartésienne :

©: Y(P-2)=-x*(x-1D(x-2).
1. Le point M(1,0) est-il un point régulier de (C) ? Donner une équation cartésienne de la
tangente en ce point.
2. La courbe (C) est-elle bornée ?
Exercice 11.124 * CCP 2011
Soit
3 2 -2
M=|2 0 4]|.
-2 4 0

1. Montrer que 4 et —5 sont des valeurs propres de M.
2. Montrer que M est diagonalisable. Déterminer les sous-espaces propres de M.

. On considére la surface 2 d’équation
3x? +8yz+4xy—4xz+y+z=0.

(a) Montrer que le point O appartient 2 2 et donner une équation du plan tangent 3 2
en ce point.

11



—1,1). Trouver I’équation de

(b) Soite; =1(1,-2,2), e = % 0,1,1) et e3 = ﬁ (-4,

2 dans le nouveau repére (O, e}, €2, €3).

(c) En déduire que I’équation de 2 dans un nouveau repére (Q, ey, ez, e3) est
—5X% +4Y? +47% =«

avec o un réel a déterminer.

(d) Décrire la surface.

11.0.11 Pour aller plus loin

Exercice 11.125 . 0.0 ¢
Démontrer le théoréme sur les DL d’ordre 1 pour les fonctions de deux variables réelles :
Soit f:U c R? — R de classe €' sur 'ouvert U et My = (x0, o) € U. Alors il existe une
fonction € : V < R? — R définie sur un voisinage V de (0,0) telle que :

7 Pour tout accroissement H = (h, k) € R? tel queMy+HeU,ona:

0 0
fxo+h,y0+k)= f(x0,y0) + hé(xo,yo) + k%(xo,ﬂ)) +(h, k)|l e(h, k)

2 ¢€(hk)

(h,k)—(0,0)
Exercice 11.126 %% Une démonstration du théoréme de Schwarz
Soit f une application de classe €' définie sur un ouvert U c R?, 4 valeurs dans R, et admettant
en (a, b) € U des dérivées partielles d’ordre 2 continues.
Soit (a, b) € U. Soient (h, k) € R? tels que (a+h,b+k),(a+ h,b),(a,b+ k) € U.On pose

A=f(a+hb+k)—f(a+hDb) —f(a,b+k)+ f(a,Db).
On introduit F et G données par :

F(x)=f(x,b+k)—f(x,b) et G(y)=fla+hy—-f(ay).

1. Enremarquant que A = F(a+h)—F(a) = G(a+k)—G(a), démontrer qu’il existe (91,92,93,94) €

[0,1]* tels que

2 2

0 0
A (a+91h,b+92k)=kh A (a+93h,b+94k).

A= hk
0ydx 0xdy

2. Apres simplification par hk, on fait tendre (h, k) vers (0,0). Quel résultat obtient-on ?

Exercice 11.127 %% ENS PC 2013
On se place sur R muni de son produit scalaire euclidien canonique noté {,
R” continue.

y. Soita: R" —

1. On suppose qu’il existe x et b dans R" tels que Vy € R",
que b= a(x).

(b-a(y), x—y) = 0. Montrer

2. On suppose que a est de classe €' et que Vx,y € R", (a(x)—a(y),x—y)=0. On note
Jacy la matrice (g_f:; (xX))1<i,j<n. Montrer que Jacy + Jac, T est symétrique et positive.

Exercice 11.128 * % CCP PC 2010
SoientQ = ([Rj‘r)2 etQ ={(u,v) e R2, |v| < u}. On note ¢ I’application qui a (x, y) € Q associe
(y2 + x2’y2 _XZ)‘
1. Représenter Q et Q'. Montrer que ¢ définit une bijection de Q sur Q'. Montrer que ¢
est un €' —difféomorphisme.

2. On cherche les solutions f: Q — R de

of of
(E) x—(x,)—y—(x,y) =4xy.
oy 0x

Si f est une solution de (E), on pose f = fo~!, avec f : Q' — R. Montrer que f est
solution d’une équation aux dérivées partielles (E).

3. Résoudre (E'), et en déduire les solutions de (E).

Exercice 11.129 * % X ESPCI PC 2014

Soit f: R?> — R de classe €'. On dit que f est homogéne de degré n si V(x,y) e R?, Vte
_ N R . _df

IR,af f(tx,ty) = t" f(x,y). Montrer que f est homogene de degré n si et seulement si x5 +
Vay = nf.

Exercice 11.130 * %
Soit A € #3(R) antisymétrique.

Centrale PC 2013

1. Montrer que la seule valeur propre réelle de A est 0.

2. Montrer qu’il existe un unique u€ R3 tel que Vv e R3, Av=uAv.

0 0 O
3. Montrer qu’il existe P € O3(R) et a € R tels que PTAP = (0 0 —a).
0 a O

4. Soient M(#) = [x(8),y(1),z(1)] et X(1) = [x(1),y(1),z(1),1], et vy € R3. Montrer qu’il
existe B € 4 (R) telle que M est solution de M' = AM + vy si et seulement si X' = BX.
Résoudre X' = BX.

11.0.12 Intégrales multiples

Exercice 11.131 * % X ESPCI PC 2011
2
Soit E I'intérieur de I’ellipse d’équation L + L =1. Calculer [ x*dxdy.
Exercice 11.1322 %%  CEP BC 2009
SoientD = {(x,y) e R%, x> +y> <1 et |x|<sx*+)p*letf:(x,y) €eR?— 1+x*>+y*) 72 On
posel= [[p f(x,y)dxdy.



11.1
11.1.1

1. Dessiner D.
2. CalculerK = 0"/2 d6/(1+cos?0). Ind. Poser t = tan0.

3. En déduirel.

Calcul différentiel et intégral a plusieurs variables

Questions théoriques

Exercice 11.133 * ENS PC 2013
On se place sur R" muni de son produit scalaire euclidien canonique noté { , ). Soit a: R" —
R™ continue.

1. On suppose qu’il existe x et b dans R" tels que Vy € R",
que b = a(x).

(b-a(y), x—y) = 0. Montrer

2. On suppose que a est de classe €' et que Vx,y € R", (a(x)—a(y),x—y) =0. On note
Jacy la matrice (% (X)) 1<i,j<n. Montrer que Jacy + JacyT est symétrique et positive.
)

Exercice 11.134 * X ESPCI PC 2009
Mots-clés : théoréme des fonctions implicites
Soient fi et f, dans €' (R,R). On suppose que f{ ne s’annule pas. On pose f(x) = (f1(x), f2(x)).
Montrer I’existence d’un €' —difféomorphisme ® tel que, pour tout x € R, on ait ®~!(f(x)) =
(x,0). A-t-on unicité ?

Exercice 11.135 %
Mots-clés : dilatations
Soit f: R" — R" de classe €' telle que V(x, y) € (R)?,
f réalise un €' —difféomorphisme de R" sur R".

Exercice 11.136 * X ESPCIPC 2012
Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a,b) € R? pour que f: (x,y) € R% — (x+
acos y, y + bsin x) € R? réalise un difféomorphisme de R? sur R?.

Exercice 11.137 * Centrale PC 2009
Mots-clés : fonctions 2-h6ldériennes
Soit f € €¢1(R%,R). On suppose que Y (x,y) € (R?)?,
est constante.

Exercice 11.138 *
Mots-clés : fonction lipschitzienne
On munit R" de sa structure euclidienne canonique. Soit f € €1(R™ R) dont toutes les dérivées
partielles sont bornées par 1. Montrer que V(x,y) € (R™?, IfxX) = fWI<vnlx-yl.

Exercice 11.139 * X ESPCI PC 2013
Soit f: Mp(R) — S (R) qui a P associe PPT.

X ESPCI PC 2012

Il f(x)—fI = llx—yll. Montrer que

|f(x) = (I < llx— yl?. Montrer que f

X ESPCI PC 2013

1. SiM appartient a GL,(R), montrer que la différentielle de f en M est surjective.

2. On consideére la restriction g de f a #,(R). SiM € GL;(R)n &, (R), la différentielle de
g en M est-elle toujours surjective ?

Exercice 11.140 * ENS PC 2014
Soientd e N*, A€ Sy (R). On munit R? de sa structure euclidienne canonique et on note & la
sphére unité de R?. Montrer que I’application ®: (,Xq) € R x . — e"AXy € R\ {0} est définie,
continue et bijective.
Exercice 11.141 * X ESPCI PC 2014
Mots-clés : fonction de classe € et fonction lipschitzienne
Soit f: R" —R" de classe €. Montrer que f est lipschitzienne sur toute boule de R".
Exercice 11.142 * Mines Ponts PSI 2014
Mots-clés : fonction coercive, descente de gradient
Soient A€ #;*(R), BER" et f: X e R" — XTAX - 2BX.

1. Calculer Vxf, le gradient de f enX.
2. Montrer que f posseéde un minimum global et préciser en quel point il est atteint.

3. Soit (X,)nen définie par Xg € R” et, pour tout n € N, X,41 =X, —a,Vx, f avec a, =
%. Trouver la limite éventuelle de la suite (X;).
Exercice 11.143 * Centrale PC 2014
Mots-clés : fonction coercive, surjectivité du gradient
Soit n € N avec n = 2. On munit R" de son produit scalaire canonique { , ).

1. Soient acR" et ¢: x € R" — (a, x). Déterminer le gradient de .

2. Soit f: R" — R telle que f(x) — +oo quand | x|| — +oo. Montrer que f posséde un
minimum.

3. Soit f: R" — R de classe €1 telle que % — 400 quand || x| = +oo. Montrer que

—_—

x— gradf est surjective.

Exercice 11.144 * RMS 2014 1310 Telecom Paris-Sud PSI
Soit f € €1 (R3,R) telle que fs est constante, o1 S est la sphére unité de R® euclidien standard.
Montrer qu’il existe xy de norme < 1 tel que df (xp) = 0.

Exercice 11.145 * Centrale PC 2014
Mots-clés : fonction invariante par une contraction du plan

1. Soit (uy)n=o telle que (ug, uy) € RZ et VneN, 6upyss = Ups1 + Uy. Donner une ex-

pression de u,, en fonction de n, de uy et de u,.
2. Quedirede f: € R? — R continue telle que Y (x,y) € R2, f,y)=f, %) ?
Exercice 11.146 * X ESPCI PC 2015

On munit R? de sa structure euclidienne canonique. Soit f € €'(] - 1,1[,R?). On suppose que
f(0)=0 et f'(0) # 0. Montrer qu’il existe € > 0 tel que t — || f(£)| soit croissante sur [0,€].

11.1.2  Etude de fonctions particuli¢res

Exercice 11.147 * X ESPCI PC 2015
Déterminer I'image de I’application f: (x,y) € R? — (cos x + co0s y,sin x +sin y).



11.1.3 Régularité

Exercice 11.148 * CCP PC 2010
Soit f: R? — R telle que V(x,y) # (0,0), f(x,y) = \/%yz

et £(0,0)=0.

1. Etudier la continuité de f.

2. Déterminer % (0,0) et %(0, 0). La fonction est-elle de classe € sur R? ?

Exercice 11.149 * Centrale PC 2013
Soient a € N* et f: R> — R telle que f(x,y) = xfi’yz si (x,y) # (0,0), £(0,0) =0.

1. Etudier la continuité de f.
2. Dans le cas ol f est continue, la fonction est-elle € ?
Exercice 11.150° % Centrale PC 2013
Soient f(x,y) — X 1% YLt g (x,y) — papAi y"Lcos(2nx) et h(x,y) — pIpA y"Lsin(2nx).
1. Montrer que f est définie sur ] —1,1[ xR. Donnerlune expression simpie de {. En dé-
duire des expressions simples de g et de h.

2. SoitP: yel-1,1[— foyg(x, t)dt. Exprimer P sous forme dec somme. Doniicr uiic cx-
pression simple de P.

3. Soit f: R — R impaire telle que Vx €]0,n[, f(x) = % —Xx, et f(0) =0, Calculer Iles
coefficients de Fourier de f.
Exercice 11.151 * X ESPCI PC 2014

Mots-clés : différentielle du déterminant
Soit det: M € 4,(R) — detM. Déterminer la différentielle de det en 1,,.

Exercice 11.152° %  Centrale PC 2014
Soit f: R? — R telle que f(x,y) = S‘;Ill(jzl) si (x,y) # (0,0) et £(0,0)=0.

1. Montrer que f est continue sur R?.
2. Montrer que f admet des dérivées partielles en tout point.
3. L’application f est-elle de classe €' ?

Exercice 11.153 * ENS PC 2015
Mots-clés : différentielle du carré dans % (R)
SoientS =% (R) et f: MeS— M?€S.
1. Donner une base de S ainsi que I’expression de f dans cette base.

2. Montrer que f est de classe €. Donner la matrice jacobienne de f dans la base précé-
dente.

3. Soit ¥ ={MeS, M?=0L}.

(a) Le point1, est-il isolé dans & ?

(b) Le point ((1) _01) est-il isolé dans & ?
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Exercice 11.154 * X ESPCI PC 2015
Soit F: R, [X] — R qui a P € R,[X] associe F(P) = fol sin(tP(#))dt. Montrer que F est de classe
¢!l

Inégalités et extrema

Exercice 11.155 * X ESPCI PC 2009
Soient C ={(x,y) € RL)?%, x+ y<2tetf:(x,y) € R2 — xzyz(x2 + yz). Déterminer le maxi-
mum de f sur C.
Exercice 11.156 * X ESPCI PC 2009
On munit R3 de sa structure euclidienne canonique. Soit S = {x € R3,
R3. Déterminer les extrema de @ : (x, y, z) — (X, y) + (¥, z) + (z, x) sur S3.
Exercice 11.157 * Mines Ponts PC 2009
Déterminer les extrema de (x, y) — (3x+4y) e XY,
Exercice 11.158 * Centrale PSI 2009
Trouver les extrema de (x, y) — sin(x) sin(y) sin(x + y) sur {(x, y) € R2,
n, O0sx+ysm.
Exercice 11.159 * Centrale PC 2009
Déterminer les extrema de f: (x,y) € R? — x* + y* —4xy.
Exercice 11.160 * CCP PC 2010
SoientD ={(x,y) € (Ry)2%, 1-x- y=0tet f:(x,y)eD—xy(1-xy).

x|l = 1} la sphére de

Osx<sm Osys

1. Représenter D.
2. Montrer que f admet un maximum sur D que I’on déterminera.
Exercice 11.161 * CCP PC 2011

Déterminer les extrema de f: (x,y) — (X% = 1)% + (x% — V)2,
Exercice 11.162 * X ESPCI PC 2013

2 ety
Montrer que V(x,y) € (R4)%, =,
Exercice 11.163 *
Soit f: (x,y) — (x* - y)(3x*> - y).

exp(x+y-2)=
Centrale PC 2013

1. SiD est une droite passant par (0,0), montrer que f restreinte 4 D posséde un minimum
local en (0,0).

2. Montrer que f ne posséde pas de minimum local en 0.

Exercice 11.164 * Centrale PC 2013
Soit f: (x,y) — x*+y*—4xy. Montrer que f est positive lorsque |x| = v/2 et |y| = v2. Trouver
les extrema de f.

Exercice 11.165 * Mines Ponts PSI 2015

Soient H={(x1,...,x,) € R)", x1+---+x,=1} et f: (x1,...,x) EH— Z;‘:l x?. Détermi-
ner les extrema de f.



Exercice 11.166 * Mines Ponts PC 2015
Mots-clés : triangles inscrits dans un cercle d’aire maximale
Déterminer les extrema de f: (x,y) € [0,71]% — sinx + sin y —sin{x+ ).
Modification d’énoncé : +sin(x+ y) remplacé par —sin(x + y) pour pouvoir donner I'interpré-
tation géométrique finale.
Exercice 11.167° % Centrale PSI 2015
Soit f: (x,y) € Rx R* — y(x? +1In?y). Déterminer les extrema de f et préciser leur nature

globale ou locale.
Exercice 11.168 * CCP PC 2015
Soit f: (x,y) € R? — *$"W)_ Etudier les extrema de f.

11.1.5 Equations aux dérivées partielles d’ordre 1

CCPPC 2011
|v| < u}. On note @ I’application qui a (x, y) € Q associe

Exercice 11.169 %
Soient Q = (R*)? et Q' = {(u, v) € R?,
(yZ +x2’y2 _ x2)‘

1. Représenter Q et Q'. Montrer que ¢ définit une bijection de Q sur Q'. Montrer que ¢
est un €' —difféomorphisme.

2. On cherche les solutions f: Q — R de

af af
(E) x—@x,y)—y—(x,y) =4xy.

oy 0x
Si f est une solution de (E), on pose f = fo™!, avec f : Q' — R. Montrer que f est
solution d’une équation aux dérivées partielles (E').

3. Résoudre (E), et en déduire les solutions de (E).

Exercice 11.170 * RMS 2014 1316 Ecoles des Mines PSI
Mots-clés : fonctions homogenes

Soient a unréel et f de classe €' surR? telle que Vt € R*, (x,y) €R?,  f(tx,ty) = t*f(x,y)

1. Montrer que ¥Y(x, y) € R?, xax(x y)+yay(x N=af(x,y) (E).

2. Montrer que les équations (E) et (E') ont les mémes solutions.

La valeur de t* avec t <0 et a réel quelconque pose probléme.
Exercice 11.171 * X ESPCI PC 2015
Mots-clés : fonctions homogenes
Soit f: R?> — R de classe €'. On dit que f est homogéne de degré n si V(x,y) € R?, Vte

IR f(tx, ty) = t" f(x,y). Montrer que f est homogéne de degré n si et seulement si x% +

Exercice 11.172 * X ESPCI PC 2013
of . of _

Trouver les solutions de (E): x357 +Y5y, =g pourg= 0, pour g = 1 puis pour g: (x,y) — x*y>.

Exercice 11.173° % ' Centrale PC 2013
Déterminer les f € €' (R* xR,R) telles quex%ﬁ +yg§ __ 1

Exercice 11.174 * TPE PSI 2014
Résoudre sur 10, +oo[ x 10, +oo[: xa£ +ygf =x+y+f.
Exercice 11.175 * CCP PSI 2014

SoientD =R} xR et f une solution sur D de (E): xax +yaf 0.

1. Vérifier que (x,y) — @(x,y) = est solution de (E).
2. Soitge ¢ (R,R). Montrer que go @ est solution de (E).
3. Soith: (u,v) —
4. Déterminer toutes les solutions de (E).
Exercice 11.176 * Centrale PC 2015
Soit ®: (x,y) € (R*)? — (\/x2 + y2,y/x).

1. Déterminer I’'image de ®.

f(u,uv). Montrer que 3, ah =0.

2. Montrer que ® réalise un €' -difféomorphisme de (R*)? sur son image.
3. Soit fe Cgl((Ri)z,R). On pose g = f0<1>_1.
(a) Exprimer les dérivées partielles de g en fonction de celles de f

(b) Soit A € R. Déterminer les f € €' ((R*)?,R) telles que xa§ + yay Af.
Exercice 11.177 * Centrale PC 2013

1. Déterminer les F de classe €' telles que a =x+y et & a =x-y.

2. Déterminerles ¢ € €1 (R,R) telles queVXeR, x+@(x)+(x—@x)@'(x) =0et(l) =
Ind. Poser h: x — F(x,p(x)).

Exercice 11.178 *
Soit A € #3(R) antisymétrique.

Centrale PC 2013

1. Montrer que la seule valeur propre réelle de A est 0.

2. Montrer qu’il existe un unique u€ R® tel que Vv e R3, Av=uAnv.

0 0 O
3. Montrer qu’il existe P € O3(R) et a € R tels que PYAP = (0 0 —a).
0 a O

4. Soient M(¢#) = [x(8),y(1),z(1)] et X(1) = [x(1),y(1),z(1),1], et vy € R3. Montrer qu’il
existe B € 4 (R) telle que M est solution de M' = AM + vy si et seulement si X' = BX.
Résoudre X' = BX.

Exercice 11.179 * TPE PSI 2014
Soient f et g deux fonctions de classe €' de R dans R. On considére la forme différentielle
w = xzdx+ f(y)g(z)dy+dz. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur f et g pour que
cette forme différentielle soit exacte, puis I’intégrer.



Exercice 11.180 * Centrale PSI 2015

1. Résoudre Ie systéme : ( o =x+Y, af; =x- y)

2. Résoudre I’équation différentielle x+y + (x—y)y =0.

Exercice 11.181 * Centrale PC 2015
Résoudre sur €2 ([R%,R) I’ équation xax (x, y) + af (x,¥) = x +y—On-utiliserale chan
variable (u, v + u?/2) = (x, ¥).
Exercice 11.182 * Centrale PC 2015
Soit A € R. Déterminer les f: R? — R de classe €' telles que 3 g AN
Ind. Poseru=x+yetv=x-y.

11.1.6 Equations aux dérivées partielles d’ordre 2

Exercice 11.183 * X ESPCI PC 2009
Mots-clés : équation de diffusion unidimensionnelle
Soit a € R} . Déterminer Ies couples (f, g) de fonctions tels que U : (¢, x)
classe C2 surRy x [0,1], W = &Y ervreR,, U(£,0)=U(1,L) =
Exercice 11.184 * Mines Ponts PC 2014
Mots-clés : équation de diffusion unidimensionnelle
Déterminer u: (x, t) € [0, ] xR, — R vérifiantVt e R,
x(m—x) et &4 a” g &
Ind. Chercher u sous la forme u(x, t) = a(t)b(x).
Exercice 11.185 * CCP PC 2006
Soit ¢ définie sur U =10, +oo[xR par : @(x,y) = (x, J;/).

— f(t)g(x) est de

u(,t) =u(m,t)=0,Vxe[0,n],

1. Montrer que @ définit un €' —difféomorphisme de U sur un ouvert Q de R? a détermi-
ner.

2. Soit f € €%(U,R). Montrer qu’il existe une unique fonction g: (u,v) — g(u,v) de
classe C? sur Q telle que f = go .

2
3. Calculer % en fonction des dérivées partielles de f.

. 2 6 f 92 f 2 azf
4. Résoudre surU : x +2xyaxay+y 57 =0.
Exercice 11.186 * TPE PC 2012
Résoudre 3 f 2—f - g L = f surR2.
Indication. Poser f (x, y) =e Vg(x,y).
Exercice 11.187 % Centrale PC 2013

Mots-clés : laplacien, fonctions harmoniques

Si U est un ouvert de R? et si f € €%(U,R), on appelle laplacien de f la fonction Af =

axf + ﬂ . On dit que f est harmonique si et seulement si A f = 0.

1. Sozent(pe G R,R) et f: (x,y) — x2+y2

sur ¢ pour que f soit harmonique sur R2\ {(0,0)}.
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u(x,0) =

x—a)
(x—a)*+(y-b)?

3. Calculer, pour r €10,1[U]1,+ool, 1(r)= "

2. Soit g: (x,y) — . Montrer que g est harmonique sur un ouvert a préciser.

rcost
T (rcost—1)2+r2sint

Ind. Faire le changement de variable u = tan(z).
4. Donner I’expression du laplacien en polaire.
Exercice 11.188 % X ESPCI PC 2014
Mots-clés : laplacien, fonctions harmoniques
On dit que f: € R?> — R est harmonique si et seulement si i + ﬂ = 0. Soit P dans C[X].

ax2 " 9y?
Montrer que (x,y) — Re(P(x+iy)) et (x,y) — Im(P(x +iy)) sont harmoniques.

Exercice 11.189 * Mines Ponts PSI 2014
Déterminer I’ensemble des f € €°(R,R) telles que 3 —f 4 2L —3—{ =0.

0x0y dy
Exercice 11.190 * Centrale PC 2014
Mots-clés : produit de fonctions d ’une seule variable

Soit f € €?(R?,R) telle que (%): f x axay 2;0 gJy‘

1. On suppose que f ne s annule pas sur R?.

%(x,y) =a(x) x f(x,y).

(b) En déduire qu’il existe g et h dans €2(R,R) telles que V(x,y) € R2, flx,y) =
g(x) x h(y).

(c) Déterminer les f solutions de (*) ne s’annulant pas sur R?.

(a) Montrer qu’il existe a € ‘€' (R,R) telle que Y (x,y) € R?,

2. Soit f: (x,y) — (x)3 +|xy[>. Montrer que f est de classe € et est solution de (*).
Montrer que f ne peut s’écrire f: (x,y) — g(x)h(y) avec g, h de R dans R.

Exercice 11.191 * Centrale PC 2015

1. Résoudre I’équation (*): —j; —4227]20 =0 a l'aide du changement de variable (u,v) =
(x+2y,x-2y).

2. Existe-t-il une solution f de (*) telle que Yy, %(O,y) =0etVx, f[f(x,0=
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