Chapitre

Suites et séries de fonctions
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6.1 Convergence simple, uniforme d’une suite de fonctions

Dans ce paragraphe, on donne les définitions pour des fonctions f : X — R. On les adapte dans le cas ou les fonctions sont
a valeurs dans C ou méme dans un evn. Il suffit de remplacer les valeurs absolues par le module ou la norme.

(DEFINITION 6.1 k% Convergence simple d’une suite de fonctions )

On consideére un ensemble non-vide quelconque X et une suite de fonctions (f,) € & X,R)N ol Vn e N, fn:X—R.
On dit que la suite de fonctions (f;;)sen converge simplement vers une fonction f : X — R si pour tout x € X, la suite
numérique (f,,(x)) converge vers f(x) dans R. Autrement dit :

VxeX, Ve>0, INeN: VneN, n=N = |f(x)-f,(x)|<e.

| Remarque 6.1 Dans cette définition, le rang N dépend de x et €.

PLAN 6.1 : | Pour étudier la convergence simple d’une suite de fonctions (f},) !

Pour étudier la convergence simple d’une suite de fonctions (f,),
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FIGURE 6.1 — Convergence simple d’une suite de fonctions

1 Fixer xeX.
2 Etudier la suite (fn(x)).
Noter f(x) =limy— 00 frn (%)

4 On définit ainsi une fonction f: X — R, et f,
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Exemple 6.1 On considere la suite de fonctions (f;;) sen de [0,1] vers R définies par :

01 — R
fn5{[ ]

X — X"

Etudions la convergence simple de (fy).
Si x €[0,1] alors f;(x) P Oetsi x=1alors f(x)=1 P 1 donc (f;;) converge simplement vers
—+00 —+00

01 — R

f: 0 sixel[0,1]
X —
1 six=1

Remarque 6.2 Si on considere une suite de fonctions (f},) définies sur I a valeurs réelles qui converge simplement sur
I vers une fonction f:1— R, il est naturel de se demander quelles propriétés des f,, passent a la la limite f. Etudions
plus précisément le probléme de la continuité : si pour tout n €N, f;, € €°(I), qu’en est-il de £ ? On a vu dans I’exemple
précédent que f n’est pas nécessairement continue sur I. Essayons alors de comprendre quelle(s) hypothese(s) imposer a
(f) pour f soit continue sur I. Tentons un calcul : considérons a € I et & > 0. Pour x € I, essayons de majorer | f(x) — f(a)|
par €. Il faut faire intervenir nos hypotheses qui sont la convergence simple de f,, vers f et la continuité des f;,. Ceci
nous invite & écrire :

|[f) = f@] = |f0) = fa) + fu(X) = fu(@ + fu(@ = f(@] < |f ) =[]+ | /(0 = fa(@] + ]| fu(@) - f(@)].

On aimerait alors majorer chacun de ces 3 termes par €/3 pour que leur somme soit plus petite que €.

1 On sait que pour tout n € N, f;, est continue sur I donc il existe n > 0 qu’on notera n(n) car il dépend de la
fonction f;, considérée tel que si x € In]a—n(n), a+n(n)| alors |fn(x) —fn(a)| <e/3.

2 Comme f(x) f(x), il existe un rang N € N, qu’on notera N(x) car il dépend de x, tel que |f(x) - fn(x)| <

n—+oo
€/3 si n=N(x).

3 Onaalors |f(x) - fu(x)| <€/3 si n>N(a).

Afin d’obtenir la majoration souhaitée, il faut donc vérifier les deux « conditions croisées » qui sont « x € In
]a—r](n),a+n(n)[ » et « n = N(x) pour tout x € In]a—n(n), a+r](n)[ » et le principal obstacle est dii au fait que le
rang N est dépendant de x. Si on suppose que ce n’est pas le cas, c’est-a-dire si on suppose qu’il existe N tel que pour
tout x € I et pour tout n € N, | fl) - fn(x)| < €/3 alors on obtient facilement notre majoration et on sait donc montrer que
f est continue en a. Ces considérations nous amenent a la définition suivante.

DEFINITION 6.2 % Convergence uniforme d’une suite de fonctions
On considére un ensemble non-vide quelconque X et une suite de fonctions (f;,) € % (X,R)"N. On dit que cette suite de
fonctions converge uniformément vers une fonction f : X — E si et seulement si :

Ye>0, 3INeN: VneN, n=N = [VxeX, |[fa(x)-f(0)|<e]




Remarque 6.3  Dans le cas des fonctions a valeurs dans R, cela signifie que pour toute bande délimitée par f —¢ et
f +¢, a partir d’un certain rang, tous les graphes des fonctions f;, se trouvent dans cette bande. Voir la figure[6.2]

Remarque 6.4 Il est instructif de comparer les définitions avec quantificateurs de la convergence simple et de la
convergence uniforme. Dans le convergence simple, le « N » dépend du x et du € choisi tandis qu’il ne dépend que du €
dans le cas de la convergence uniforme, voir remarque[6.1}

] y:fn(x)
y=rx
X

FIGURE 6.2 — Convergence uniforme

PROPOSITION 6.1 % Caractérisation de la convergence uniforme avec |||
Une suite de fonctions (fy,) nen € F (X, RN converge uniformément vers f € & (X,R) si et seulement si :

1. A partir d’un certain rang, les fonctions (f,, — f) sont bornées.
2. lfn=flloo —=0

Démonstration
On suppose que (fy,) converge uniformément vers f. Soit € > 0. A partir d’un certain rang N, si n = N alors

vxel, |fu(0)-f)|<e

donc a partir d’un certain rang fy, — f est bornée on peut prendre sa norme sup et on a || fi, — flloo < €. On peut alors de plus
affirmer que || fn — flloo 0

n—+oo
Si a partir d’un certain rang, les fonctions (f;, — f) sont bornées, alors on peut leur appliquer la norme ||.|oo et comme
lfrn— flloo " 0 alors pour € > 0 fixé, il existe un rang N tel que si n =N alors || f — flloo < €. Donc pour tout x €1,
n—+o00

|fn (x) — f(x)| < € et on en déduit que (fy) converge uniformément vers f.

Remarque 6.5 Siles fonctions f;, et f sont toutes bornées, pour étudier la convergence uniforme de la suite de fonctions
(fn) vers la fonction f, on étudie la suite de réels a, = || f, — fllco- La norme |||l s’ appelle la norme de la convergence
uniforme.

Remarque 6.6  Si (fy) et f sont des fonctions bornées telles que (f;;) converge uniformément vers f alors

”fh”m)}I?&?”f”mr

En effet Il flloo =l fulloo| < 1/ = filloo ———00.

THEOREME 6.2 %% CV uniforme — CV simple
Soit une suite de fonctions (f;,) € F X,R)N et une fonction f:X— R. Si la suite de fonctions (f;,) converge uniformé-
ment vers la fonction f, alors la suite de fonctions (f;) converge simplement vers f :

cvu CVS
fr—
n—+oo f fn n—+oo

In

f

Démonstration C’est immédiat !
PLAN 6.2 : | Pour étudier la convergence d’une suite de fonctions (f3) !

Pour étudier la convergence d’une suite de fonctions (fy) :

7 Etudier Ia convergence simple : fixer x € X et étudier la limite de la suite numérique (f5,(x)).



2 Définir la fonction limite simple :

fi{X — R

x — limpy—ieo fu(x)

3 Etudier la convergence uniforme : si la suite de fonctions converge uniformément, ce ne peut étre que vers la
fonction f.

4 Calculer (ou majorer) || f — f lloo €t montrer que |l f;, — flloo = 0.
—+00

Voici trois exemples « graphiques » de suites de fonctions qui convergent simplement mais pas uniformément :

n y=fa(x)
y=rfnx
1
y=fa(x)
1
noon+l 1 L1
n 2n n
(a) bosse glissante (b) pic rétrécissant (c) pic évanescent

FIGURE 6.3 — Pas de convergence uniforme

1. Dans le premier cas, on montre que (f,;) converge simplement vers la fonction nulle. Les fonctions f et f,, sont
bornées. De plus || f — fullor, =1 # 0 donc la convergence n’est pas uniforme.

2. Dans le second cas, on montre que (f;,) converge simplement vers
[R+ - [R
: 1 six=0
A {

0 sinon

La encore les fonctions f et f; sont bornées mais || f — frlloo =1 7~ 0.

3. Dans le dernier exemple, montrons que (f;,) converge simplement vers la fonction nulle. Soit x € R*. A partir

d’un certain rang (N =E(1/x)+ 1), ona 1/n < x donc f,(x) =0 et f(x) =0. On a aussi pour tout n € N, f,,(0) =

0 — 0 ce qui prouve le résultat. Remarquons que 1& encore, les fonctions f et f;, sont toutes bornées. Par
—+00

contre || f, — flloo =1 /T’ 0 donc la convergence n’est pas uniforme.
n—+00

Exemple 6.2 On considere la suite de fonctions (f;;) définies par :

nx

[ 10,400 — R
In: X —  n%e”

ot a > 0 est un réel fixé. Etudions la convergence simple et uniforme de cette suite.
1. CV simple. A x fixé, fy(x)

- 0. La suite converge simplement vers la fonction nulle.
n—+o0o

2. CV uniforme. Calculons || f; o en étudiant les variations de f;; a n fixé.
() = n%e™ "™ [1- nx|

On en déduit que pour tout 7, f, — f = f, est bornée sur R, et que || fylloo = f(1/n) = n® 'e~!. La suite converge
uniformément si et seulement si a < 1.

(PROPOSITION 6.3 % La limite uniforme de fonctions bornées est bornée
Soit (fu)nen € F (X, R)N une suite de fonctions et f:X— R. On suppose que :

@ (fn) converge uniformément vers f sur X.

@ Les fonctions (f;;) sont bornées sur X.

(Alors la fonction f est bornée sur X.




cvu

n—-+oco
que les fonctions f — f; sont bornées a partir d’un certain rang. Mais f = (f — fn) + fn est une somme de fonction bornées sur

X et est donc bornée sur X (car les fonctions bornées sur X forment un sous-espace vectoriel de # (X,R)).

Démonstration On sait que pour tout n €N, fy est bornée sur X alors comme fy,

[, on sait aussi, d’apres la proposition

Remarque 6.7  Ce résultat est faux si on suppose uniquement la convergence simple. Par exemple, la fonction expo-
nentielle n’est pas bornée sur [0, +ool, et si I’on définit la suite de fonctions (f;,) par :

R, — R

fu: e’ sixe[0,n]
X —
0 six>n

Alors ces fonctions sont toutes bornées et la suite (f;;) converge simplement vers f : x — e*.

THEOREME 6.4 %% % La limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue
Soit une partie A R et une suite (f,) € & (A,R)N de fonctions définies sur X et f : A — R. Soit un point xo € A. On
suppose que :

@ Pour tout 7 € N, la fonction f;, est continue au point xp.

@ La suite de fonctions (f;;) converge uniformément vers la fonction f.

Alors la fonction f est continue au point xo.

Démonstration Soit € > 0. Puisque la suite (f;,) converge uniformément vers f, il existe un rang N € N tel que pour tout n = N,
llf» — flloo < €/3. Posons n = N. Puisque la fonction f;, est continue au point xgp, il existe « >0 tel que Vx € X, |[x —xpl S« =
| frn(x) — fn(xp)| < €/3. Soit alors x € X tel que |x — xg| < «. Majorons :

If ()= f o)l = |[f (%) = fn ()] + [fn(X) = fr(x0)] + [fn (x0) — f (x0)]

<|f(x) = frn@]+1fn(x) = frn(xo)| + 1 frn(x0) = f(x0)|
<e/3+¢€/3+¢€/3

=€

Remarque 6.8  Ce résultat est faux si I’on suppose uniquement la convergence simple, penser au pic rétrécissant ou a

la figure [6.41
1 _\

1
2

+
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FIGURE 6.4 — La limite simple de fonctions continues peut ne pas étre continue

| Remarque 6.9 On peut se servir de ce théoréme pour montrer qu’une suite de fonctions ne converge pas uniformément.

Exemple 6.3 On considere la suite de fonctions (f;;) nen définies par :

01 — R
fn:{[ ]

X — X"

Etudions la convergence simple et uniforme de cette suite. On sait, d’apres I’exemple [6.1] qu’elle converge simplement
vers la fonction
0,1 — R
: 0 six#l
A {

1 six=1

Il n’y a pas convergence uniforme puisque les fonctions f;, sont continues au point 1 mais pas la fonction f.

Remarque 6.10  La continuité est une notion locale, aussi pour qu’une fonction f obtenue comme limite simple d’une
suite de fonctions continues (f};) soit continue en un point de I est-il suffisant d’avoir la convergence uniforme de cette
suite sur un segment portant ce point (en dehors de ses extrémités) et inclus dans I. Ainsi, pour prouver la continuité de
[ sur L, il suffit que (f;) converge uniformément vers f sur tout segment de 1.




(PROPOSITION 6.5 % Pour la convergence uniforme sur tout segment, la limite d’une suite de fonctions continues |
est continue
Soit un intervalle I c R et une suite de fonctions (f;,) € & I, RN et f:I— E. On suppose que :

@ toutes les fonctions f;, sont continues sur I;

@ la suite de fonctions (f;;) converge uniformément sur tout segment de 1.

\Alors la fonction f est continue sur I.

Démonstration Soit xy € I. Montrons que f est continue au point xy. On peut trouver un segment K c I tel que xy € K. Comme
cvu
s
point xg.

La proposition suivante est un corollaire immédiat de la proposition[6.1]

f sur K et que pour tout n €N, la fonction f;, est continue sur K alors la fonction f est continue sur K et en particulier au

~

(PROPOSITION 6.6 % Convergence uniforme sur tout segment
Soit une partie I € R et une suite de fonctions (f;,) € F (X, R)N. Alors la suite de fonctions ( fn) converge uniformément
sur tout segment vers la fonction f :1— E si et seulement si pour tout segment K = [a,b] c1:

1. A partir d’un certain rang f — f;, est bornée sur K ;
2. |l fn = flloox = suplfn — fl m 0.

xeK

Remarque 6.11  En pratique, on ne cherche pas a prouver la convergence uniforme d’une suite de fonctions sur tout
segment de I mais seulement sur une famille exhaustive de parties de 1, c’est-a-dire une famille (K)weq de parties de I
telle que pour tout segment [a, b] de 1, il existe w € Q tel que [a, b] < K,,. Souvent, pour la famille (K)yeq, on considere :
— quand [=R, K, = [-a,a] avec a € R}.
— quand [ =R}, K, = [a, +00] avec a € RY.

Exemple 6.4 Considérons pour tout n € N*,

R — R
fn: . o xzsin# Six#0
0 six=0
* _ 21 X _ Cvs N .
1. Pour x € R*, fr(x) = x“sin nCioo 73 motes Oet f,(00=0 — 0 donc f;, — f ou f est la fonction

identiquement nulle sur R.

2. Ona fy(n) = n?sin 2 = 1 donc on ne peut avoir convergence uniforme de f;, sur R vers f.
n—+oo

=
n
3. Posons K = [—a,a] avec a > 0. Alors, en utilisant I’inégalité classique Vx € R, |sinx| < |x], il vient pour tout
xekK,
’|

[¥*]  Ixl  «

x<s—-= < —

|fn | n|x| n n

o . . )
donc || f = fulloox < — " 0. On en déduit que f;, converge vers f uniformément sur tout segment K = [—a, a].
n n—+oo

Si [a, b] est un segment de R alors [a, b] < [—a,a] avec a = max (|al, |b|) et donc on a aussi convergence uniforme
de f, vers f sur [a, b]. En conclusion, f, converge uniformément vers f sur tout segment de R.

Remarque 6.12  Bien réfléchir a la remarque suivante : c’est une source d’erreurs classiques ! On consideére une suite
de fonctions (f;;) définies sur un intervalle I et on suppose que cette suite de fonctions converge simplement vers une
fonction f:1— I et que la convergence est uniforme sur tout compact de 1.
— On a prouvé que f était continue sur I.
— 1l peut ne pas y avoir de convergence uniforme sur I'! Par exemple, si I = [0,1] et f(x) = x", montrer qu’il y a
CVU sur tout segment [a, b] < [0, 1[, mais pas CVU sur [0, 1].

Toute la fin de cette section est hors programme.

THEOREME 6.7 % Double limite _
Soit A c R une partie de R, et un point adhérent a € A. On considere une suite de fonctions (f;) € F (A,R)N et une
fonction f: A— R. On suppose que :




@ VneN, fo(x) — I, €R.
X—a

@ La suite de fonctions (f;,) converge uniformément vers la fonction f.
Alors :
1. La suite numérique (/,,) converge vers [ € R.

Démonstration HP

1. Montrons que la suite (1) est de Cauchy. Soit € > 0. Puisque la suite de fonctions (fy) converge uniformément vers f, il
existe un rang N € N tel que
VnzN, |fn—flloo<el2

Soit alors n=N et p € N, pour tout x € A,
[fn(0) = frep O = [fn(x) = F I+ [ (X) = frtp N < | fn () = fF+1f () = frep () <€
Passons a la limite dans les inégalités lorsque x — a :
Un—In+plse

Comme la suite (I;) est de Cauchy, elle est convergente vers [ € R.

1. Soite > 0.

2. Montrons que f(x)

— Comme la suite )ccie ?onctions (fn) converge uniformément vers f, il existe unrang N; e N tel que Vn =Ny, || fn—flloo <
€/3.

— Comme la suite (I,;) converge vers 1, il existe un rang N € N tel que Vn =Ny, |I;, — | <€/3.

Posons n = max(N1,Np). Puisque f;(x) —a In, il existe a >0 tel que Vx €A, si |x—al < a, alors | f(x) — | <€/3.

Soit alors x € A tel que |x — al < «. Majorons :

If)=U=1f) = fa] + [fn(x) = In] +[1n =11
S| = fn+1fn(xX) = Inl+ 1 =1
<e/3+¢€/3+¢€/3

=€
Remarque 6.13  On peut donc sous I’hypothese de convergence uniforme « intervertir » les limites :

Jim (i o0 = i)

| Remarque 6.14  Le résultat précédent reste valable pour des limites I, = +oo.

COROLLAIRE 6.8 % % (K) est un sev ferme de L°°(K) HORS PROGRAMME EN PC
Si K c R est une partie compacte, on considere 1’evn L°(K) I’ensemble des fonctions bornées sur K, muni de la norme
Il.llco- Alors I’ensemble € (K) des fonctions continues sur K est un sous-espace fermé de L*°(K).

Démonstration
1. Une fonction continue sur un compact est bornée, donc € (K) < %(K).
2. Soitune suite (f») € € KN qui converge vers f € B(K). Puisque || f; - flloo —= 0, la suite (fy) converge uniformément
n—+o00

sur K. D’aprés le théoréme précédent, la fonction f est continue sur K, donc f € € (K).

6.2 Intégration sur un segment et convergence uniforme

On a souvent a étudier la limite d’une suite d’intégrales. Par exemple, chercher la limite de la suite (I,;) ,eny définie par
1,4, 4
n*+x
e [ 2,
0o (n+x)

nt+ x4
(n+x)* n—+oo

La tentation est grande de dire qu’a x fixé,

7



2

1
n n

FIGURE 6.5 — Un pic glissant

1
et «donc » que I, / dx = 1. Ce «raisonnement » peut étre faux comme le montre I’exemple suivant.
0

n—+o0o
Considérons la suite de fonctions (f;;) continues sur [0, 1] définies selon la figure[6.3]:

1 1
nlirgm fo fn(x)dx # fo (nlillloof”(x”dx

En effet, fol frn(x)dx =1/2 et on a montré auparavant que (f) convergeait simplement (et pas uniformément...) vers la
1

fonction nulle. Donc f (nlirP fn(x))dx=0.
0 —+00

THEOREME 6.9 %% Intégrale d’une limite uniforme de fonctions continues
On considere une suite de fonctions (f},) € € ([a, bl,R)N continues sur un segment [a, b]. On suppose que

@ La suite de fonctions (f;;) converge uniformément vers une fonction f : [a, b] — R sur le segment [a, b].

Alors la fonction f est continue sur le segment [a, b], et

b b
ffn(x)dxmf f(x) dx.

Démonstration Comme (fy) converge uniformément vers f sur [a,b], f est continue sur [a, b] et donc intégrable sur [a, b]. Soit
neN,

(fabfn(x) dx—fabf(x) dx| = (fab[fn(x)—f(x)] dx

b

sf | frn(x) = f ()| dx
a

< (b-a)lfn—flloo

0

n—+oo

Remarque 6.15  Sous I’hypothese de convergence uniforme, on peut donc inverser limite et intégrale :

n—+oo

b b
lim fafn(x)dxzfa (Jim fn () dx

| Remarque 6.16 On peut se servir de ce théoréme pour montrer qu’une suite de fonctions ne converge pas uniformément.

Exemple 6.5 On considere la suite de fonctions (f;;) ,eny définies par

01 — R
fn:{[ ]

x  — n?x"1-x)
1. Montrer que (fy,) nen converge simplement.

1
2. Calculer pour n €N, / fn(x) dx.
0

3. En déduire que la convergence n’est pas uniforme.

4. Calculer explicitement || f;; |0 €t retrouver le résultat.



6.3 Dérivation et convergence uniforme

Une limite uniforme de fonction € sur un intervalle n’est pas forcément € 1 voir ’exercice ??. Nous établissons dans
cette section une condition suffisante pour que ce soit le cas.
On a alors le théoréeme :

THEOREME 6.10 %% Dérivation et convergence uniforme
On considere une suite d’applications (f;) nen € F (I, R)N définies sur un intervalle [ = R. On suppose que :

@ VneN, f,e € (ILR).

@ La suite de fonctions (f;),en converge simplement vers une fonction f:1— R.

@ La suite de fonctions (f;)) nen converge uniformément sur I vers une application g:1— R.
Alors :
1. La suite de fonctions (f),en converge uniformément sus tout segment K < I vers f sur I.

2. La fonction f est de classe € sur I
3. fl=g.

qui est un cas particulier de :

THEOREME 6.11 %% Dérivation et convergence uniforme sur tout segment
On considere une suite d’applications (f) nen € F (I, R)N définies sur un intervalle I = R. On suppose que :

@ VneN, f,e € (ILR).

@ La suite de fonctions (f};),en converge simplement vers une fonction f :1— R.

@ La suite de fonctions (f;)) nen converge uniformément sur tout segment K < I vers une application g:1— R.
Alors :
1. La suite de fonctions (f;) nen converge uniformément vers f sur tout segment K < 1.

2. La fonction f est de classe € sur I
3. fl=g.

Démonstration Fixons un point a€l.
Si f est€¢! surl et que f' = g alors on doit avoir par le théoréme fondamental de I’analyse pour tout x €1, f(x) = f(a) + J7 g(ndr.
Voila qui motive le calcul suivant :

1. Montrons que la suite (fy) converge uniformément vers la fonction G : x — f(a) +f; g(t)dt sur tout segment. Soit un
segmentKcletxel,ona:

X X
|fn(x)—[f(a)+f g(t)dt]|=fn(X)—fn(aan(a)—f(a)—f g(t)dt‘
a a

<

+|ful@) - f(a)|

X
fn(x)_fn(ﬂ)—f g(nde
a

X X
f fé(t)dt—f g(ndt
a a

<fx|fé(t)—f’(t)| di+|fula) - f(@)]

<

+|fu@ - f(a)|

b
< [M1h0 -0l at+ | ut@ - i@
a
<b-a)lfy = fllook +|fa(@ - f(a@)]
Par passage a la borne sup, on en déduit que

0

I fn=Gloox < =@l f} = flloox +|fn(@ - f(a)l

n—+oo

puisque (f;,) converge uniformément vers g et que (fy) converge simplement vers f. Ainsi (f;;) converge uniformément
vers G sur K.



2. Puisque la suite de fonctions (f;) converge uniformément vers la fonction G sur K, elle converge également simplement
vers cette fonction. Par unicité de la limite, on en déduit que

f=f@+G

X
3. Puisque Vx€l, f(x) = f(a) +f g(1) dt, d’aprés le théoréme fondamental, f est de classe €' surlet Vxel, f'(x) = g(x).
a

THEOREME 6.12 % Généralisation
On considere une suite de fonctions (fy;) nen € F (I, R)N définies sur un intervalle I < R. On suppose que :

@ VneN, f,e€kD;

@ Vi € [[0, k—1]], la suite de fonctions ( f,gi))neN converge simplement vers une application f; ;

@ la suite de fonctions dérivées kiemes, ( f,,(tk))neN converge uniformément sur 1 (resp. uniformément sur tout
segment de 1 vers une application g.

Alors :
1. La fonction f = fy est de classe €* surI;
2. f(k) =g.

3. Vi€ [0,k], la suite de fonction ( f,gi)) neN converge uniformément vers la fonction f @ sur tout segment de I.

Démonstration Par récurrence.

Remarque 6.17  On retiendra qu’il faut vérifier la convergence simple des premieres dérivées de f,, et la convergence
uniforme sur tout segment de la plus haute dérivée pour pouvoir intervertir dérivée et limite :

. k . k
(im0 = i1

n—+oo

6.4 Approximation des fonctions Hors programme en PC

THEOREME 6.13 s Approximation sur un segment par des fonctions en escalier
Soit f : [a, b] — R une fonction continue par morceaux. Il existe une suite de fonctions en escalier (@) nen qui converge

uniformément vers f sur le segment [a, b].
Démonstration

THEOREME 6.14 s Par des fonctions affines par morceaux
Soit une fonction f : [a, b] — R continue. Il existe une suite (f;),en de fonctions affines par morceaux et continues qui
converge uniformément vers f sur le segment [a, b].

Démonstration

THEOREME 6.15 % Weierstrass
Soit une fonction f : [a, b] — R continue sur un segment [a, b]. 1l existe une suite (P,),en de fonctions polyndmiales
qui converge uniformément vers f sur le segment [a, b].

Démonstration

| Remarque 6.18 Dans le théoréme précédent, le mot segment est fondamental.

Exercice 6.1 *
Soit f: [a, b] — R une fonction continue. On suppose que

b
vneN, f t"f()yde=0
a
Montrer que f est la fonction nulle.
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FIGURE 6.6 — Bosse affaissante

6.5 Intégration sur un intervalle : théoreme de convergence dominée

Considérons la suite de fonctions (fy) nen définies sur [0, +oo[ comme sur la figure[6.6]:

Puisque || fllco = —, cette suite de fonctions converge uniformément vers la fonction nulle f sur [0, +ool[. Pourtant,
n

+00 o0
1:[ fn(x)dx/—>f fx)dx=0
0 n—+oo 0

Dans le cas de I’intégrale généralisée, la convergence uniforme ne suffit pas pour intervertir les limites :

Jim fl fn(x) dx # fl (nl_igloofn(x))dx

Il faut une hypothese de domination :

THEOREME 6.16 Y% % Théoreme de convergence dominée de Lebesgue
On considere une suite de fonctions (f;,) ,en définies sur un intervalle I < R. On suppose que :

Vn €N, la fonction f;, est continue par morceaux sur I.
La suite de fonctions (f;;) converge simplement sur I vers une fonction f.

La fonction f est continue par morceaux sur I.

Q101010

Hypothese de domination : Il existe une fonction ¢ : I— R, indépendante de n qui est continue par morceaux

et intégrable sur 1 telle que
VneN, Vxel, |[fr(x)]|<e@x)

Alors :
1 VneN, lafonction f; est intégrable sur I.

2 La fonction f est intégrable sur I.

ff(x)dx .
I

3 f fn(x)dx
I

n—+oo

Démonstration Ce résultat est admis. La preuve est hors programme.

Remarque 6.19  Ce théoréme est tellement pratique qu’on s’en sert souvent méme si I est un segment : I’hypothese de
domination est souvent plus simple a vérifier que la convergence uniforme de la suite de fonctions (f3,).

Exemple 6.6 Etudions la suite de terme général

Sl=

+00 o=
1n=f LALE
0 x2+1

0,400 — R
Jn: e_%

X —_—

Posons pour n =1,

— VneN, la fonction f;, est continue sur I = [0, +o0].

— Soit x €1 fixé, f,(x)

I — R
1
X —_— _—
x2+1

——— ——. La suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction f :
n—+oo x=+1

11



— La fonction f est continue sur I.
I — R
— Domination : posons ¢ : . 1 . Lafonction ¢ est continue, positive et intégrable sur I, et Vn e N,
— =
x<+1

Vxel |fp(x)] < @)
D’apres le théoreme de convergence dominée,

+0o
f fx)dx = T
0

+00
fo fu(x) dx 5

n—+oo

6.6 Modes de convergence d’une série de fonctions

On considere un intervalle I ¢ R. On donne les définitions de ce chapitre dans le cas de fonctions f :I— R, mais on peut
généraliser sans probleme dans le cas de fonctions f:I1+— C ou f:1— E ou E est un evn. Il suffit de remplacer la valeur
absolue par le module ou la norme.

(DEFINITION 6.3 % Série de fonctions
Soit (f) e F(, R)N. On appelle série de fonctions de terme général f, la suite (S,) de terme général

I — R

Sp: 1
n- X — 2:‘fk(x)
k=0

\On note . f;, une telle série de fonctions. La fonction S, s’appelle la nieme somme partielle de la série }_ f;.

(DEFINITION 6.4 % Convergence simple d’une série de fonctions )
On dit qu’une série de fonctions }_ f;, converge simplement sur I’intervalle I si et seulement si pour tout x €I fixé, la
série numérique Z fn(x) converge.

n=0
Si ). f,, est simplement convergente sur I, on définit alors la fonction

I — R
S . +00
oxo— Y i
n=0
+00
1. La fonction S s’appelle la somme de la série de fonctions et est notée S = Z fn-
n=0

2. Pour neN, la fonction S — S, s’appelle le reste d’ordre n de la série de fonctions et est noté

Rn= i? fk

k=n+1

- J

Remarque 6.20  Dire qu’une série de fonctions Y f;, converge simplement sur I revient a dire que la suite de fonctions
(Sn) nen converge simplement sur I vers la fonction S.

Remarque 6.21 1l se peut qu’une série de fonctions ne converge simplement que sur un sous-ensemble D < I. On dit
alors que D est le domaine de définition de la série de fonctions et on dit que la série de fonctions ). f;; converge sur D.

Exemple 6.7 On considere la suite de fonctions définies sur R par :

R — R
VneN, fn:{ o yn
Etudions la convergence simple de la série de fonctions . f;, et calculons sa somme, ses sommes partielles et son reste
d’ordre n.
La série converge simplement sur ] —1,1[ et la somme vaut

1

+00
gg%fh(X):-f:i;

12



ses sommes partielles :

1— x"+1
Sulx) = ﬁ
et son reste d’ordre n : a1
Rn(x) = 7~

Exemple 6.8 [Fonction { de Riemann]On définit la fonction { de Riemann par :

1
{(x)=) —

X
n>17

On remarque qu’il s’agit d’une série de Riemann qui converge pour x > 1. donc son domaine de définition est ]1, +o0o[

DEFINITION 6.5 % Convergence absolue d’une série de fonctions
On dit qu’une série de fonctions Y. f;, converge absolument sur I si et seulement si pour tout x € I fixé, la série numérique

| X1 fn(x)| converge .

DEFINITION 6.6 % Convergence uniforme d’une série de fonctions
On dit qu’une série de fonctions }_ f;, converge uniformément sur I si et seulement si la suite de fonctions (S;) en
(sommes partielles) converge uniformément sur I.

PROPOSITION 6.17 % CV uniforme — CV simple
Y. fn CV uniformément vers S surI — ) f;, CV simplement vers S sur .

Démonstration C’est une conséquence directe du théorémel6.2 page[3

PROPOSITION 6.18 Y Une condition nécessaire de convergence uniforme d’une série de fonctions
Si une série de fonctions ) f; converge uniformément sur I, alors la suite de fonctions (f;;) ,en converge uniformément
vers la fonction nulle sur I.

Démonstration SiY f; converge uniformément vers f surl alors la la suite (Sy) de ses somme partielles converge uniformément
vers f et la suite f;, =S, —S;,—1 converge uniformément vers la fonction nulle sur 1.

Remarque 6.22  On se sert souvent de cette proposition pour montrer qu’une série de fonctions ne converge pas unifor-
mément, il suffit de montrer que la suite numérique || f;;|loo ne converge pas vers 0. Comme pour les séries numériques,
si la suite (1) ne tend pas vers 0, alors la série }_ u, diverge grossierement.

g
PROPOSITION 6.19 s Caractérisation pratique de I’uniforme convergence
Une série de fonctions }_ f;, converge uniformément sur I si et seulement si :

@ La série ). f,, converge simplement sur I;

@ La suite de fonctions des restes (R;),en converge uniformément vers la fonction nulle sur I.

|

Démonstration
Le sens direct est une conséquence de la proposition et du fait que, si S est la somme de la série, alors la suite de
fonction R;; =S — S, converge uniformément vers 0.
Réciproquement, si Y. f;, converge simplement vers S sur I et que la suite des restes (Ry;) converge uniformément vers
la fonction nulle. Alors pour tout n €N, Sy, = f —Ry, converge uniformément vers f et donc Y. fn, converge uniformément
vers S.

Remarque 6.23 Il est en général difficile de montrer qu’une série de fonctions converge uniformément, et on le

vérifie assez rarement. Si I’on doit le prouver, on utilise la caractérisation précédente. On essaie pour cela de calculer
explicitement le reste R, (x) ou de le majorer-minorer.

13
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Exemple 6.9 Posons pour tout n € N* et tout x € I = [1, +o0], f,(x) = . Pour tout x €1, |fn(x)| est décroissante

et de limite nulle donc par le critere spécial }_ f,,(x) est convergente. Donc }_ f;, est simplement convergente sur I. Par
ailleurs, toujours grace au critére spécial, on sait que pour tout n € N* :
1

1
vxel, IRy()I€s———<-—
(n+1)x n

donc |Rylleo < — — 0 et par le critere de convergence uniforme, la série converge uniformément sur I.
! +
n n—-+oo

( 2
DEFINITION 6.7 %% Convergence normale
On dit qu’une série de fonctions }_ f;, bornée sur I converge normalement sur 1, si et seulement si la série numérique

> I fulloo

n=0

converge ol || i lleo = sSUplfr (x)1.

L x€el J

e At P - N
PROPOSITION 6.20 % % Caractérisation de la convergence normale, série majorante

Une série ). f, est normalement convergente sur I si et seulement si il existe une suite réelle (a;,) vérifiant les deux
conditions suivantes :

() vneN, lfulloo < ans
@ la série }_ a,, converge.

\La série }_ a, est dite €tre une série majorante de la série }_ f;,.

Démonstration
SiY. fn converge normalement alors la suite de terme général a, = || fulloo Vérifie les deux conditions.
Réciproquement, soient (ay) une suite vérifiant les deux hypothéses. Les deux séries Y |l fnlloo €t X ap sont a termes
positifs donc par critére de comparaison pour les séries a termes positifs, Y | fnllco converge et Y f, est normalement
convergente.

THEOREME 6.21 Y% % Comparaison des modes de convergence

Y fn CV uniformément sur I

S, CV absolument sur 1 = Y fn CV simplement sur I.
n

Y fn CV normalement sur I =>

Démonstration
— Supposons que Y f converge normalement sur 1. Alors il existe une série majorante ) ap telle que pour tout x in A :

vneN, |fu]<an.

Alors la série converge absolument.

— Si Y. fn converge absolument alors pour tout x € A, Y. f(x) est une série numérique absolument convergente et donc
convergente. Donc Y. f;(x) converge et ) fy est simplement convergente. La convergence absolue d’une série de fonctions
implique donc sa convergence simple.

— On suppose a nouveau que Y. f;, converge normalement. Elle converge donc absolument et simplement vers une fonction
S de A. On utilise les mémes notations que précédemment. On note aussi (Ry,) la suite des restes d’ordre n de Y. fn et (rn)
celle de )" ay. Comme les séries Y. f et Y. an sont absolument convergentes, on sait, d’apres la proposition ?? page ??,

que :
+00 +00
VxeLRp@I< Y |fu@|< Y lanl=rn
k=n+1 k=n+1
donc IRy lloo 1 < an. Mais Y ay, est convergente donc 1y, " 0
’ n—+oo

et il s’ensuit que |Ry lloo 0. Alors d’aprés la proposition[6.19] Y. f;; converge uniformément.

n—

— Enfin, on sait avec la proposition[6.17 que la convergence uniforme implique la convergence simple d’une série.
, prop q g pliq g .
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Remarque 6.24  La convergence normale d’une série est la notion la plus forte qui entraine les autres. On commence
toujours par étudier la convergence normale.

PLAN 6.3 : | Pour étudier les modes de convergence d’une série de fonctions }_ f, !

Pour étudier les modes de convergence d’une série de fonctions }_ f, :

1 Commencer par étudier la convergence normale : si
— 1 falloo < s
— la série numérique Y o, converge,
alors la série de fonctions Y. f;, converge normalement, donc uniformément (absolument), donc simplement.

2 Sionn’arrive pas 4 montrer la convergence normale, étudier d’abord la convergence simple (ou absolue).

3 S’il y a convergence simple, étudier la convergence uniforme :
— La suite de fonctions || o converge-t-elle vers la fonction nulle ? Si ce n’est pas le cas, la série de
fonctions Y f,; ne converge pas uniformément.
— Essayer de montrer que la suite des restes (R;) converge uniformément vers la fonction nulle. Pour cela,
majorer-minorer le reste R, (x). On peut :
— utiliser une comparaison avec une intégrale,
— utiliser le critére spécial des séries alternées, qui majore |R,,(x)| par le premier terme négligé,

(e
— majorer la série R, (x) = Z [fn(x) en faisant apparaitre des séries plus simples (géométriques,
k=n+1
.2

: 2 ; 2
Lo .. . sin(nx sin(nx
Exemple 6.10 Etudions les modes de convergence sur R de la série de fonctions Z (72) On pose f,(x) = %
n=1 n
1 1
et on calcule | fylloo = —. Puisque la série 3. — converge (exemple de Riemann), la série de fonctions }_ f, converge
n n

normalement, donc uniformément, absolument et simplement.

Exemple 6.11 Etudions les modes de convergence sur ]0, +ool de la série de fonctions Z nxte *Vn,
n=0

On pose f,(x) = nx2e V7.
1. convergence normale : Soit n =1 fixé. On étudie les variations de f, f;,(x) = nx(2 - xy/n) e~ V" et on calcule
I frlloo = fu/VR) = — . Puisque la série numérique Z — diverge grossierement, il n’y a pas convergence

e n=0
normale.

2. convergence simple : Soit xy € R fixé. Puisque n?fy(xp) = ndxle vV — 0, fu(xo) = o(1/n?) et donc,
—+00

par critere de domination des séries a terme général positif, la série numérique Y f;,(xo) converge. La série de
fonctions converge simplement.

3. convergence uniforme : Puisque | f;, l.o ne converge pas vers 0, il ne peut y avoir convergence uniforme.

4. convergence normale sur [a,+oo[ : Soit a > 0. On calcule sur [a,+ool, || fullcc = fn(a) pour n suffisamment
grand. Puisque la série }_ f;,(a) converge (cv simple), il y a convergence uniforme sur [a, +ool.

6.7 Convergence uniforme et continuité

THEOREME 6.22 s Double limite B
Soit une série de fonctions ). f, ou f;, : I— R et un point adhérent a € I. On suppose que :

@ VneN, fo(x) — I, €R;
X—a

@ la série de fonctions ) f;, converge uniformément sur 1.
Alors, en notant S la fonction somme de la série,

1. la série numérique }_ [, converge;

+00
2.8() — 3 In.
n=0

15



Démonstration Hors programme en PC Définissons la suite de fonctions sommes partielles :
I — R

Sp: n
ne X an(x)
k=0

On applique le théoréme d’inversion de limites pour les suites de fonctions.

Remarque 6.25  On peut remplacer dans le théoréme précédent I’hypothese « a est un point adhérent de I » par « a est
une borne de I (éventuellement infinie) ».

Remarque 6.26  Sous hypothese de convergence uniforme, on peut donc intervertir limite et signe somme :

+00 +00
Jm (3 /i) = X[ lim /0]

Remarque 6.27  On se sert souvent de ce théoreme pour justifier qu’une série de fonctions ne converge pas uniformé-
ment sur L.

. : : x" o
Exemple 6.12 10n considere la suite de fonctions ), Tone® sur I =]0, 1[. Etudions ses modes de convergence.
nx

1. CV simple : soit x €]0, 1[ fixé, puisque f,(x) et x", 1a série de fonctions converge simplement sur ]0, 1[.
—+00
1
2. On calcule || f;lloo = T+n et donc il n’y a pas convergence normale. Par contre, || f; oo — 0.
n —+00

1
3. CVU : s’il y avait convergence uniforme, puisque f(x) T Tin d’apres le théoreme de la double limite, on
X— n

devrait avoir la série ).

T qui convergerait, ce qui est faux
+n

THEOREME 6.23 % CV uniforme et continuité
Soit une série de fonctions ). f,, ou f;, :I— R et un point a € I. On suppose que :

@ Vn eN, la fonction f;, est continue au point a;

@ la série de fonctions ) f;, converge uniformément sur 1.

+00
Alors la fonction somme S = ) f, est continue au point a.
n=0

Démonstration C’est une conséquence directe du théoréme[6.4 page[3 appliquée a la suite des sommes partielles de Y. f,.

+00

Remarque 6.28  Pour montrer que la fonction S = Z fn est continue sur I, il suffit de montrer qu’il y a convergence
n=0

uniforme sur tout segment K c I. Autrement dit, on a le méme théoréme en remplacant la deuxieme hypothese par

@ La série de fonctions }_ f;, converge uniformément sur tout segment de I;

Exemple 6.13
+00

a. Déterminer I’ensemble de définitionde S : x — Z *e
n=1

b. Montrer que S est continue sur son ensemble de définition.

—nx

c. Déterminer la limite de S en +oo.

Les résultats précédents s’étendent lorsque 1’ensemble d’arrivée est un espace vectoriel normé de dimension finie. En
particulier,

~

g
PROPOSITION 6.24 s Continuité de I’inverse Hors programme en PC

Soit une algebre normée de dimension finie unitaire A. On note e 1’élément neutre de cette algebre. On sait que pour

tout élément x € A tel que ||x|| < 1, I’élément (e — x) est inversible et

+00
(e-07'=) x"
n=0
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(On peut donc définir I’application :
;[ BOD — A
’ X — (e—x)7!
Cette application est continue.
Démonstration

T : a
(PROPOSITION 6.25 % Continuité de I’exponentielle Hors programme en PC
Soit une algebre normée de dimension finie unitaire A. On sait que pour tout élément x € A, on peut définir
+00 -1 x2
exp(x)=) —=e+x+_—+...
. n;, ! 2
, . A — A .
L application exp : est continue sur A.
x — expx)
\__Démonstration )

6.8 Intégration sur un segment d’une série de fonctions

THEOREME 6.26 % CV uniforme et intégration, théoréme d’intégration terme a terme
Soit une série de fonctions ). f;, définies sur un segment [a, b] < R. On suppose que :

@ Vn eN, la fonction f;, est continue sur le segment [a, b] ;

@ la série de fonctions ) f;, converge uniformément sur le segment [a, b].

Alors :
+00
1. La fonction somme S = ) _ f;, est continue sur le segment [a, b] ;
n=0

b
2. La série numérique ¥ ( f fn(x) dx) converge;
a

b ,+oo +oo  rb
3. On peut inverser les signes sommes : f (Z In (x)) dx=) ( fu(x) dx).
a "n=0 n=0Ja

Démonstration C’est une conséquence directe du théoréme[6.9 page[8 appliquée a la suite des sommes partielles de Y. fy,.

Exemple 6.14 Série « mirabili » de Johann Bernoulli, 1697

Montrons que
1 +00o (_1)n+1
f dx=) .
0

n=1 n"
+00 xﬂlnﬂ
Pour x > 0, x* = ¢*In¥ = Z . Posons fy=1etpour n=1,
n=0
[0,1] — R
x"In" x % €l0.1]
: si x €]0,
fn X — n!
0 six=0

En étudiant les variations de x — xIn x, on voit que |xIn x| < 1/e et donc || f; llo < . donc la série de fonctions Y. f;,

e'n
converge normalement, donc uniformément sur [0, 1]. On peut intervertir les signes sommes :

1 +oco +o00

Y fa)dx=
0 n=0 n=0J0

1
fn(x) dx

Mais on calcule par parties,

1
Tnp =f x*InP x dx
0
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]n,p: - ]n,p—l

n+1

p!

d’olt Inp = (‘Upm

n!

1

n n n

xIn"xdx=(-1)"—

ﬁ) (I’l + 1) n+l
et le résultat s’ensuit.

Remarque 6.29  Soit une série de fonctions ) f;, continues par morceaux sur un segment [a, b]. On suppose qu’elle
converge simplement vers une fonction f continue par morceaux sur [a, b]. Alors pour tout n €N,

b b, n n b b
ff(x)dx=f (ka(x)+Rn(x))dx=Z fk(x)dx+f R, (x) dx
a a k=0 k=0va a

—_———
€n

Sie;, —— 0, alors
e b ,+oo +00 b
f (ka(x) dx) = Z(f fe(x) dx)
a k=0 k=0+“a

Pour permuter les signes sommes, il suffit de montrer que I’intégrale du reste tend vers 0. Ceci est possible méme si la
convergence de la série de fonctions n’est pas uniforme.

1 dx +00 (_DVL
[Ny

1+x%  ‘—ona+l’

Exemple 6.15 Montrons que Ya > 0,

Soit x € [0, 1] fixé. On remarque que
1

1+ x@

+00
— Z (_x(x)n

n=0

Posons pour n €N, f;(x) = (—x%)". La série de fonctions Y f;, converge simplement sur [0, 1[. On calcule le reste :

B (_xo()n+1

R, =—"—-
" 1+ x@

Cette fonction se prolonge par continuité en 1, et

1 lx(n+l)ot 1 1
|/ Ry (x) dx‘ =/ dxs/ ;D gy = 0
) o 1+ x¢ 0 1+ (n+1)ax n—+oo

Par conséquent, la série Z (—x*)" converge et
n=0

1 dx +o00 pl +00 -1 n
[m=3 [ camrax=y =2
o 1+x* [ =Jo —ooan+1

6.9 Intégration terme a terme sur un intervalle d’une série de fonctions

THEOREME 6.27  Interversion des signes sommes sur un intervalle
On considere une suite de fonctions (f) ,en définies sur un intervalle I € R. On suppose que :

Pour tout n € N, la fonction f;, est continue par morceaux et | intégrable | sur ’intervalle I ;

La série de fonctions Y. f;, converge simplement sur I ;

+00
La fonction f = Z [ est continue par morceaux sur I.
n=0

0101010

La série numérique Y. f; | fn| converge.
Alors :

+00
1. La fonction f = Z fn est intégrable sur I.
n=0
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+00 +00
Z.f <Y | Iful
I'n=0 n=0v1

3. On peut permuter les signes sommes :

[(E5)=2([#)

Démonstration Hors programme.
& Attention 6.16 Attention a I’hypothese d’intégrabilité dans la premiere hypothese ! !'!

| Remarque 6.30  La quatrieme hypotheése peut aussi s’écrire : « La série numérique Y_| f;, |l; converge. »

PLAN 6.4 : ‘ Quand utiliser le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment ? I—

+00 +00
On veut prouver une égalité de la forme : fI Z fu()dt = Z ffn(t)dt
n=09J1

n=0
1 Sil est un segment, on peut essayer d’utiliser le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment, ce qui
nécessite la continuité des f, sur I ainsi que la convergence uniforme (ou normale) de Z fnsurl.
2 Sionn’arrive pas a prouver cette convergence uniforme ou si I n’est pas un segment, on essaye alors d’utiliser
le théoreme d’intégration terme a terme sur un intervalle. L’hypothése la plus sensible a vérifier est celle de

la convergence de Z f | fn(t)| dt. L’autre hypothése sensible est la continuité par morceaux de la somme f
I

de la série Z fn- Rappelons que cette continuité peut étre obtenue par convergence uniforme sur tout segment

del.
3 Sile théoréme d’intégration terme a terme sur un intervalle ne s’applique pas, on peut alors tenter d’appliquer

le théoréme de convergence dominée a la suite (S,) des sommes partielles de Z fn ou a la suite des restes

(Rp) (il suffit de montrer que fllimSn = limfISn ou que liranRn = 0. Cette derniére limite peut aussi étre
obtenue directement par majoration, voir le dernier exercice de ce document.

6.10 Exercices

Exercice 6.2 *
Montrer que

+00 t [ee) 1
dt = —.
fo el —1 Z n?

n=1

Exercice 6.3 *

Montrer que
+00 +00 2 nt +o00 2
tce " dr=
fO ngl Zl n’
Exercice 6.4 *
On considére la fonction
10,1 — R
f: ; In(#)In(1 - 1)
t

et I'intégrale 1= [} f(t)dt.

1. Montrer que, pour tout n € N, les intégrales J,, = fol t"In tdt sont définies et les calculer.

Oo—l'n_ll t
2. Montrer que : Yt €]0,1[, f(£)= ) L L
n=1 n
+00
3. En déduire que1= ) —.
n=11
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Exercice 6.5 *

+05in(x) too B o . s
Montrer que = dx = Z P (On montrera au préalable que I’intégrale et la somme sont bien définies).
0 e’ — n=0 n

Remarque 6.31 1l arrive souvent qu’on ne puisse pas appliquer ce théoreme. On écrit alors

n
fS(x) dx= fok(x) dx+fRn(x) dx
I k=11 I

et il suffit de montrer que
0

fRn(x) dx
I n—-+0o

pour pouvoir intervertir les signes sommes.

Exercice 6.6 *
On définit

f (-1 )”

[ = et F(x) = /

n=0 \/_ \/_(1+e t)
Déterminer le domaine de définition de f etF.

Ftudier la continuité de f et F.

Trouverlimy_. ;o f(x) et un équivalent de f au voisinage de 0.

/R o o

Montrer que F = f.

6.11 Dérivation d’une série de fonctions

THEOREME 6.28 % CYV uniforme et dérivation, théoreme de dérivation terme a terme
Soit un intervalle I c R et une série de fonctions ). f;, ou f;; :I— R. On suppose que :

@ ¥neN, la fonction f;, est de classe €' sur I'intervalle I.
@ La série de fonctions ). f;, converge simplement sur 1.

@ La série de fonctions Y. f,, converge uniformément sur I

Alors :
1. La série de fonctions ) f,, converge uniformément sur tout segment K < I;
+00
2. La fonction somme S = ) _ f;, est de classe € surI;
n=0

+00
3. On peut inverser dérivation et signe somme : (Z fn) = Z 1.
n= =

Démonstration On vérifie que :

n
I. VneN,Sp=Y fre€'m,
k=0
2. la suite de fonctions (Sy) converge simplement sur I,

3. la suites de fonctions (S;ﬂ converge uniformément sur L.

+00
Drapres le théoréme sur les suites de fonctions, on sait que S = Z fne €@, que (Sp) converge uniformément sur tout segment
n=0

KcletqueS' = an

Remarque 6.32  On a le méme théoréme en remplacant la troisiéme hypothese par
@ La série de fonctions Y. f, converge uniformément sur tout segment de I .

[COROLLAIRE 6.29 % CV uniforme et dérivation d’ordre k
Soit un intervalle I c R et une série de fonctions }_ f;, ou f;; :I— R. On suppose que :

@ VneN, f,e€kO;
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( X
@ Vi € [1, k]I, la série de fonctions Y f,g” converge simplement sur I ;

@ la série de fonctions ). f,(lk) converge uniformément sur tout segment de 1.

Alors,
1. Vi€ [0,k—1], la série de fonctions Y f,gi) converge uniformément sur tout segment de I;

+00

2. La fonction somme S = Z fn estde classe € ksurt;
n=0

: LSRR e
3.vielLkl (X f) =Y £
n=0 n=0

-

Démonstration Récurrence.

+00 (_ l)ne—nx
Exemple 6.17 On pose f(x) =)

n=1
1. Domaine de définition de f;
2. Montrer que f € €'([0,+ool) et calculer f".
3. Calculer f.

On dispose des mémes théoremes lorsque les fonctions sont a valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension finie.

En particulier :

(PROPOSITION 6.30 % Dérivation de I’exponentielle Hors programme en PC )

Soit une algebre A unitaire, normée de dimension finie et a € A. L’application

R — A
. +00 ta n
expa:y , exp(ta)zz( )
n=0 n!
est de classe €° sur R et
Vae A VteR, exp'a(t) = aexp(ta) =exp(ta)a
Démonstration Le montrer pour les matrices.
I - i)ﬁn (C)
fn . tnAn

\__est %1 et on vérifie Ia CV uniforme (normale) sur tout K <1 de la série des dérivées. Y,

On utilisera ce résultat pour la résolution d’équations différentielles. Si A € 91, (K) est une matrice (K =R ou C), la
fonction
R — Djtn (K)
§: oA

t —_—
est de classe €*° surRet VkeN, VI eR,

g(k)(t) :Ak % etA — etA ><Ak
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