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7.1 Rayon de convergence

Dans tout le chapitre K =R ou C.

DEFINITION 7.1 Y Série entiere
Soit une suite de complexes (@) nen € KN. On appelle série entiére une série de la forme ¥ a, z" avec z € K.

Remarque 7.1

1. Lasuite (ay) peut n’étre définie qu’a partir du rang ng. On note alors Y. .5, @, 2" 1a série entiére correspondante.
2. Si z est fixé, on a affaire avec une série numérique.

3. Un exemple déja rencontré est la somme géométrique.

Remarque 7.2  Les sommes partielles de cette série de fonctions sont des fonctions polynomiales :

cC — C
Sn: .
Y z —> Z aiz*
k=0

Les fonctions polynomiales sont des cas particulier de séries entieres.




Si la série de fonctions ) f;, converge simplement sur D c C, on définit la somme de la série entiere :

D — C

S . +00
Nl z — Z a,z"
n=0

Une telle fonction S généralise en quelque sorte les fonctions polynomiales et nous verrons qu’elle en partage certaines
propriétés de « rigidité ». Pour une série de fonctions ) f;,(z) quelconque, le domaine de convergence peut étre compli-
qué. Pour une série entiere, nous allons voir que le domaine de convergence est tres simple.

Exemple 7.1
— Considérons la série entiere ). z". C’est une série géométrique qui converge pour |z| < 1, sa somme est la fonc-
tion :

Z —_— _—

D©,1) — C
S:{
1-z

n
‘o -y < . .
— La série entiere ) — converge pour tout z € C, est sa somme est la fonction exponentielle :
n!

S:{C — C
z — exp(2)

THEOREME 7.1 % Lemme d’Abel

On considere une série enticre Z anz" et p = 0. On suppose que :
n=0

@ la suite (anp™) nen est bornée.

Alors pour tout z € C tel que |z| < p, la série numérique ) a,z" converge absolument.

Démonstration Supposons p # 0 (sinon le résultat est évident). Comme la suite (anp™) est bornée, il existe M > 0 tel que YneN,

lanp™| <M. Soit z€ C tel que |z| <p :

n
vneN, lapz" = anp”(@) <MK"
o

|zl

o k = — < 1. On a majoré la série par une série géométrique convergente. D’aprés le critére de majoration, la sériec Y. anz"

converge absolument.

( 2.
DEFINITION 7.2 % Rayon de convergence

On appelle rayon de convergence de la série entiere »_ a,z", la borne supérieure (dans R) des réels positifs p = 0 tels
n=0
que la suite (a,p™) soit bornée :

R =supip=0] (a,p") est bornée }

Remarque 7.3

1. La rayon de convergence d’une série entiere est bien défini. En effet, si o = {p =0/ (ayp™) est bornée } alors
comme 0 € &/, &/ est non vide. Si A est majoré alors il possede une borne supérieure dans R. Si &« n’est pas
majoré, sa borne supérieure dans R est +oo.

0.

2. Si R >0 est le rayon de convergence de la série entiere Y a, z", alors Vp <R, a,p" ~
n—+oo

3. SiReR est laborne supérieure de <7, alors &/ est un intervalle de R d’extrémités 0 et R fermé en 0. En effet, si
P1, P2 € &, p1 < p2 alors tout élément p € [pl, pg] est encore élément de A.

Exemple 7.2

— La série entiere Y. z" a pour rayon de convergence 1. En effet (p”) est bornée si et seulement si p < 1.

. ;. N &3 .
— SiaeR, lasérie entiere Y. n®z" a pour rayon de convergence 1. En effet, n®p” = 2+ — 0sil/p>1carn®=
n—+o0o

1 n
(5)
o (a") si a> 1. Donc la suite (n%p") est bien bornée si p < 1. Par ailleurs, si p > 1 alors n%p"
n—+oo n—+oo

Donc R=1.

+00.




n
Lo . 4 n
— Lasérie entiere }_ — apour rayon de convergence R = +oo. En effet, pour tout p € R}, —‘:l, —— 0 donc R = +oo.
n * n—+oo

— La série entidre Y. n!z" a pour rayon de convergence R = 0. En effet, n!p”
n
R=0.

+00 pour tout p € R} donc
(e o)

THEOREME 7.2 % Disque de convergence
Si R est le rayon de convergence de la série _ a,z",

n=0

1. Pour tout z € C tel que |z| <R, la série Z anz" converge absolument.
n=0

2. Pour tout z € C tel que |z| >R, la série Z anz" diverge grossierement.
n=0

3. Pour |z| =R, on ne peut rien dire en général.

Le disque ouvert D(0,R) s’appelle le disque de convergence de la série Z anz". Le cercle {z€ C | |z| = R} s’appelle le
n=0

cercle d’incertitude de la série entiére.

Démonstration
1. Le premier point est une conséquence directe du lemme d’Abel.

2. Le second aussi. En effet si |z| > R alors (anlzln) n’est pas bornée, ainsi que la suite (anz”). Donc la série diverge
grossiérement.

y

(anz™) n’est pas bornée
Y anz" diverge grossiérement

Y anz" converge absolument

cercle d’incertitude

Remarque 7.4
— Sil’on trouve un zg € C tel que la série Y. a,z” converge, alors R = |zg|. En effet, (a,z") tend vers 0 et est donc
0 0

bornée. Donc R = | zg|

— Sil’on trouve un zg € C tel que la série ). anz(’} diverge, alors R < |zg|. En effet, si R > | zp| alors }_ anz(’} converge.
En considérant la contraposée, on obtient que si Y. a,,z” diverge, alors R < |zg|.

0

— Sipour zp # 0, la série numérique }_ a, z(')’ est semi-convergente, alors R = | zg|. En effet, on sait d’apres le premier
point que R = |zg|. Pour tout |z| <R, Y a,z" est absolument convergente. Comme ce n’est pas le cas pour z = zg,
il vient que R < |zp|. Donc R = |zg].

Exemple 7.3 Les exemples suivants montrent qu’on ne peut rien dire en général sur la convergence en un point du cercle
d’incertitude :

1. Y 2" : R=1 et la série diverge sur le cercle d’incertitude. Voir le cours de premiére année.

z" . . . .
2. Y — : R=1. La série converge pour tout z sur le cercle d’incertitude, sauf pour z = 1. En effet, si |z| =1 et
n

z # 1, la convergence de la série est une conséquence de 1’exercice ?? page ??. Si z = 1, on reconnait la série
harmonique qui est divergente.
|zI" 1

z" . . .
3. X — :R=1. Lasérie converge pour tout z sur le cercle d’incertitude. En effet, pour [z| =1, ona} — =3 —.
n n n
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DEFINITION 7.3 % Somme d’une série entiere
On appelle somme de la série entiére Y a, z", la fonction

DOR) — C

S . +00
) z — Z a,z"
n=0

THEOREME 7.3 % Modes de convergence d’une série entiere[Hors programme en PC]
Soit une série entiere ) a,z" de rayon de convergence R. Alors, la série de fonctions Y f;, (ot f;(2) = a,z") :

1. converge absolument sur le disque de convergence D(0,R) ;

2. converge normalement sur tout compact K inclus dans le disque de convergence (en pratique, sur tout disque
fermé D(0, ) avec r <R).

Démonstration
1. Voir le théoréme[Z7.2

2. Soit un compact K c D(0,R), puisque z — |z| est continue sur le compact K, elle est bornée et atteint ses bornes. Il existe
donc r € [0,R] tel que
K<B(0,r) B(0,R)

Comme r <R, la série numérique Y |a,|r" converge. Mais alors, Yn €N,

suplanz"| < |ap|r”™
zeK

donc Ia série numérique Y| fnlloo,x converge.

Y anz" diverge grossiérement

COROLLAIRE 7.4 Continuité de la somme
Soit une série entiere ). a,z" de rayon de convergence R > 0. La fonction somme S est continue sur le disque ouvert de
convergence D(0,R).

Démonstration [Preuve admise en PC] Considérons 0 < r < R. Posons f;(z) = anz". Chaque fonction f;, est continue sur le
disque fermé D(0, r) et la série de fonctions Y. f;, converge normalement sur ce disque fermé. D’apres le théoréme de continuité des
séries de fonctions, la fonction S est continue sur D(0, r). Par conséquent, elle est continue sur D(0,R).

7.2 Calcul du rayon de convergence



THEOREME 7.5 % Comparaison des rayons
Soient deux séries entiéres Y a, z", Y. b, z" de rayons de convergence R, et Ry,. On suppose que :

@ A partir d’un certain rang, |a,| < |by|.
Alors R, = Ry,

Démonstration Soit z € D(0,Ry,). On sait que la série Y |by||z|™ converge. Par critére d’inégalité sur séries  terme général positif,
la série numérique Y anz™ converge absolument et donc z € D(0,R,). On a montré que D(0,Rj) = D(0,Ry) et donc que Ry, < Ry.

COROLLAIRE 7.6 %% Ultilisation de la domination
Soient deux séries entieres Y. a,z" et Y b, z" de rayons de convergence R, et Rp. On suppose que

) an=, 9 .

Alors R, = Ry,

Démonstration Il existe M >0 et NeN tel que
Vn=N, |anl<M|byl

Montrons que D(0,Rp,) = D(0,Ry). Soit z€ D(0,Ryp,). On sait que la série numérique Y. by z" converge absolument. Par comparaison,
la série Y anz™ converge également absolument ce qui montre que z € D(0,Ry).

THEOREME 7.7 % Utilisation des équivalents
Soient deux séries entieres Y. a,z" et Y b, z" de rayons de convergence R, et Rp. On suppose que :

Co) lanl, =~ 1bal
n—+oo

Alors R, =Ry,

Démonstration Puisquea, ~ bp,ap= O (by)etby,= O (ay). D’apreés le corollaire précédent, R, =Ry, et R =Ry
n—+oo n—+oo n—+oo
d’oi Ry =Ry

THEOREME 7.8 % Regle de d’Alembert
Soit une série entiere Y a,z". Si :

@ A partir d’un certain rang N, a,, # 0.

|an+1l =
O -
|an| n—+oo
1

. s 1 .1
alors le rayon de convergence de la série entiere vaut R = 7 (avec la convention 0 +00 et T 0).
00

Démonstration Soit ze C* et n=N. X
n+
ap+1< lap+1l
= | llz|
|an| n—+oo

apz"

— Silzl< 1, alors 1|z| < 1 donc d’aprés la régle de d’Alembert pour les séries numériques, la série Y. a,z" converge absolu-
ment. Donc z€ D(O,R) etR=> %

— Silz| > % alors l|z| > 1 et d’apreés la régle de d’ Alembert pour les séries numériques, la série Y. a, 2" diverge grossiérement.
Donc |z| =R et %

1
On en déduit que R= 7

THEOREME 7.9 % Utilisation de la regle de d’Alembert pour les séries numériques
On considere une série entiere Y a,z" et p > 0 un réel positif.
— Si la série numérique ) |a,|p” converge, alors R = p.
— Si la série numérique Y. |a,|p” diverge, alors R < p.
Pour étudier la convergence de la série numérique a termes positifs, on peut utiliser la regle de d’ Alembert.

Démonstration
— SiY|anlp™ converge, alors (|an|p™) est bornée ainsi que (|a,z"|) pour tout z < p. Alors R= p.



— Sip<Ralors Y |an|p™ converge donc par contraposée, si Y. |an|p" diverge, p=R.

PLAN 7.1 :| Pour déterminer le rayon de convergence d’une série entiére ). a,z" |

Pour déterminer le rayon de convergence d’une série entiére ). a,z" :
1 Chercher un équivalent plus simple de |ay|. Si|an| ~ |byl, les séries entiéres )" a,z" ety b, z" ont méme
n—+oo
rayon de convergence.

2 Si la suite (a,) ne s’annule pas et si a, est formé de produit, exponentielles, factorielles, essayer la régle de
d’Alembert. Si elle ne s’applique pas, on ne peut rien conclure encore !

3 Utiliser des majorations-minorations simples de |ay|.

4 Utiliser la définition du rayon de convergence. Soit p > 0. Ftudier les valeurs de p pour lesquelles la suite
(anp™) est bornée.

Rayon de conver-
gencede Y a,z"

Equivalent

plus simple ? Etudier Y. b, z"
lanl n—:—oo |byl
non
Majorer-minorer, dé-
4% finition : R = sup{p >
0| (anp™) bornée }
. non
oui
oui
d’Alembert ? | R=...

Remarque 7.5 On dit d’une série entiere qu’elle est lacunaire si elle posséde une infinité de termes qui s’annulent. Par

n . . N s £ i N Lo
exemple, Z ﬁz‘g” est lacunaire. On ne peut appliquer la regle de d’ Alembert pour les séries entieres a de telles séries.
n=0

n
. 3 z..: z..: N . N\
Par contre, pour cet exemple, si p € Ry, alors ), 2—np " est une série numérique a laquelle on peut appliquer la regle de

d’ Alembert pour les séries numériques. On note u, le terme général de cette série numérique. Si p = 0 alors }_ u, est
convergente de somme nulle. Sinon, alors pour tout n € N,

Un+1
Un

_n+1 3 p3
~ on n—+o0 2

Alors :
— sip< V2,3 u,, est convergente. Alors R = V2.
— sip> V2, ¥ uy, est divergente. Alors R < v/2.

. n
On en déduit que Z on z3" a pour rayon de convergence V/2.
n=0



7.3 Opérations algébriques sur les séries entieres

DEFINITION 7.4 % Somme de deux séries entiéres
Soient deux séries entieres Y a,z" et Y b, z". On appelle somme de ces deux séries entieres, la série entiere ). (a, +

bp)z".

THEOREME 7.10 s Rayon de convergence d’une somme de séries entieres
On note R, et Ry, les rayons de convergence des séries entieres Y a,z" et Y b, z" et R, p le rayon de convergence de
la série entiere Y (an + by)z". On note S,, Sy, et S, p les fonctions sommes de ces séries entieres. Alors :

1. [Rgsp = min(Ry, Rp) |

2. Si Ry #Ry, alors R,y p = min(Rg, Ry).
3. VzeC, tel que |z| <min(R4,Rp),

Sa+p(2) =S4(2) +Sp(2) I

Démonstration
1. Soit z€ C tel que |z| <min(Rgy,Rp), les deux séries numériques Y. anz" ety byz" convergent absolument. Donc la série
numérique Y (ay + by)z" converge également absolument ce qui montre que R, = min(Rg, Rp).
2. Si par exemple Ry < Ry, on sait déja que R,y p, = Ry. Soit p €]Rg, Ry [. La série numérique Y. anp"™ diverge car p > R, et
la série numérique Y b, p" converge puisque p < Ry. On en déduit que la série numérique Y (ay + by)p™ diverge et donc
Ra+h <Rg,.

3. Le troisieme point est une conséquence directe de la linéaire de la somme d’une série numérique.

Remarque 7.6  De méme, si (A, ) € C?, 1a série entiere Y. (Aa, + pby)z" a un rayon de convergence R = min(R,4, Ry,) et
pour |z| <min(Rg, Rp), Sxa+up(2) = AS4(2) + uSp(2).

N

( 2 0 ] (3N

DEFINITION 7.5 % Produit de Cauchy de deux séries entieres

Soient deux séries entieres Y. a,z" et Y b, z". On appelle produit de Cauchy de ces deux séries entiéres, la série entiere
Y ¢,z ou

n
VneN, |c,= Zakbn—k
k=0

THEOREME 7.11 % Rayon de convergence du produit de Cauchy
En notant R, Ry, et Ry, les rayons de convergence des deux séries entieres et de leur produit de Cauchy et S,, Sy, et
S 4p les fonctions sommes,

1. |Rgzp =inf(Rg,Ry) |

2. Vz€eC, |z| <min(Rg4 Rp),

Sap(2) =S4(2) x Sp(2)

Démonstration Soit z € C tel que |z| <min(Rg, Rp). Les deux séries numériques Y. anz" et Y. byz" convergent absolument. On
sait alors que le produit de Cauchy de ces deux séries converge également absolument. Mais on calcule le produit de Cauchy,
(arz)(by_ 2" %) = [ akbn_k)z”
k=0 k=0

11 vient donc que la série Y. ¢, z" converge absolument et donc que R,p = min(Rg,Rp).

COROLLAIRE 7.12 % Propriété de I’exponentielle complexe
Pour (z,2z') € C?, exp(z + z') = exp(2) x exp(2)).

Démonstration On calcule le produit de Cauchy des deux séries entiéres.



DEFINITION 7.6 % Série entiere dérivée

Soit une série entiere }_ a, z". On appelle série entiére dérivée, la série enticre Z na,z""! ou encore Z (n+1)aps12".

n=1 n=0

THEOREME 7.13 s Rayon de convergence de la série dérivée

En notant R le rayon de convergence de la série entiere Y a, z" et R’ le rayon de convergence de la série entiere dérivée,
ces deux séries entieres ont méme rayon de convergence.

R=R

Démonstration
1. Vn=1, |ay| < nlay|. Par conséquent, R=R’.
2. Soitp' =0 tel que p’ <R. Il existe p > 0 tel que p’ <p <R (méme si R = +o0). Alors, Yn =1,

n

/)

Inanp’"| = Ianpnl(n(

o | 2.

!
Mais comme p < R, la suite (a,p") est bornée. D’autre part, n(p—)"
p

0. On en déduit donc que na,p'™ —— 0
n—+oo n—+oo

donc que la suite (na,p'™) est bornée. Par conséquent, R’ = p et donc R’ = R.

DEFINITION 7.7 % Série entiére primitive

. - N o N . . - N an—-1
Soit une série entiere Y a,z". On appelle série entiere primitive la série entiere Z z"*! ou encore Z —2z"

n=0 n=l1

An

THEOREME 7.14 % Rayon de convergence d’une série entiere primitive
En notant R le rayon de convergence de la série entiere }_ a, z" et R le rayon de convergence de sa série entiére primitive,

R:ﬁ'

Démonstration Utiliser le résultat sur la série dérivée.

7.4 Séries entieres d’une variable réelle

- . — - p N
DEFINITION 7.8 ¥ Série entiere d’une variable réelle

Soit une série entiere Y. a, z" ol (a,) € CN. On note R son rayon de convergence et on suppose R > 0. Pour x €] - R,R|[,
+00

la série numérique Z anx™ converge absolument. On définit alors la fonction d’une variable réelle :
n=0
]-RR[ — C

+00
X — Z anx"
n=0

THEOREME 7.15 s Une série entiere d’une variable réelle converge normalement sur tout segment inclus dans
P’intervalle de convergence

Soit une série entiére Y a,x" d’une variable réelle ol (a,) € CN On note R son rayon de convergence et on suppose
R> 0. Alors ) a,x" est normalement convergente sur tout segment inclus dans ]—R, R[.

Démonstration Soient [a,b] < ]-R,R[ et x € [a, b] alors |anx" oo, [g,5) = |an| 7" <lan|r" ot r =max{lal,|bl} <R. Donc ¥ anr”
est absolument convergente (car r € D(0,R)) et )" ap z; est bien normalement convergente sur [a, b].



/\ Attention 7.4 Attention, en général on n’a pas convergence uniforme sur tout le disque de convergence. Par exemple,

Y n=02" converge sur D(0,1). Si la convergence était uniforme sur D(0,1) alors par le théoreme de la double limite,

comme —1 € D(0,1) et que x" —1> (—=1)™ alors Y.(—1)" serait convergente ce qui n’est pas le cas (série grossiérement
e

divergente). Donc la convergence sur D(0, 1) n’est pas uniforme.
On peut alors prouver, dans le cas des séries entieres d’une variable réelle, la propriété suivante qu’on avait admise dans
le cas de la variable complexe.

COROLLAIRE 7.16 % La somme d’une série entiere d’une variable réelle est continue sur son intervalle de
convergence
La série de la variable réelle f(x) =Y a,x" est continue sur ]-R,R[.

Démonstration C’est une conséquence directe de la convergence uniforme de Y. fy, sur tout segment de 1-R,R[.
On a en fait beaucoup mieux :

THEOREME 7.17 Y Régularité de f
Soit " a,x™ une série entiere réelle de rayon de convergence R > 0 et soir f:]—R,R[ — R sa somme.

1. La fonction f est de classe € sur I’intervalle ouvert ] — R, R[.

g . PO oo (n+ p)l
2. Les séries entieres Y n(n—1)...(n—p+Da,x" 7 =) ——=

n=p n=0

an+px ont méme rayon de convergence R

que Y. a,z".
3. Vxe]-R,R[, VpeN,

+00 5 +00 (n+ p)|
P (x) = ,;pn(n— D...(n—p+Dayx"P= nZ:,OTﬂnerx"

Démonstration Soit p = 1. Posons pour tout €N, f(x) =apx™. Ona f=Y fn.
1. On sait que la série Y. f;, converge simplement (et méme uniformément, et méme normalement sur tout segment) vers f
surI=]-R,R[.
2. Pour tout ne€N, fy est de classe ‘6’7 surl.

3. La série entiere gy (x) = Zn;pf () = A (n+.p) an+px™ admet R comme rayon de convergence. En effet, sip=1, g1

est la série dérivée de f qui a méme rayon de convergence R que f et donc qui est uniformément convergente sur ]-R,R[.
On montre de méme que g,...,8p admettent R comme rayon de convergence. D’apres la proposition précédente, on sait
alors que gp est uniformément convergente sur tout segment [a, b) <]-R,R[.

D’aprés le théoréme de dérivation sous le signe somme, on en déduit que f est de classe €P surl et que fP) = gp- Comme p est
quelconque, on a bien prouvé le théoréme.

Remarque 7.7  En utilisant les arrangements, la formule précédente pour f”) s’écrit aussi :

f(p)(x) ZApa” P = ZAVH—paVH'Px
n=p

THEOREME 7.18 % Expression des coefficients a partir de f
On récupere les coefficients de la série entiere a partir des dérivées de f en 0 :

f(ﬂ) (0)

VneN, an =
n!

Démonstration C’est une conséquence directe du théoréme précédent.

THEOREME 7.19 % Primitive de f
Pour tout x €] — R,R[, on note F I’'unique primitive de f qui s’annule en 0 et on a I’expression de F comme somme
d’une série :

X +00 an 1
F(x) =f fode=) x"*
0 n+

n=0 1




Démonstration Soit x € ]-R,R[. Notons fp(t) = ant".
1. Pour tout n €N, f; est continue sur [0, x].
2. D’apres le théorémelZ 13\, Y. fn converge uniformément sur [0, x].

donc d’apres le théoréme d’échange des symboles de sommation, f est continue et intégrable sur [0, x]. De plus

+00

F(X)_fxf(t)dt_4§,O xf (ndr= ) n_ n+l
o =1 " CZen+l .

7.5 Fonctions développables en série entiére

7.5.1 Définitions

N

(DEFINITION 7.9 % Fonction DSE

Soit V un voisinage de 0 dans R et une fonction d’une variable réelle f : V— C. On dit que la fonction f est développable
en série entiere (DSE) a I’origine s’il existe une série entiére Y a,z" de rayon de convergence R > 0 non-nulet 0 <r <R
tel que

+o00o
vxel-rrl, fx)=) apx"
n=0

Remarque 7.8  Si f est définie sur un voisinage d’un point xp € R, on dit que f est DSE au voisinage de xg lorsqu’il
existe une série entiére Y a, z" de rayon de convergence non-nul R >0 et 0 < r <R tel que

+00
Vxelxg—rxo+rl, f(x) =) anlx—xp)"
n=0

Cela revient & dire que la fonction translatée g(x) = f(xp + x) est DSE au voisinage de 0.

THEOREME 7.20 % Unicité du DSE
Soit f une fonction développable en série entiere sur un voisinage | —7,7[ de 0 :

+00
Vxel-rnrl, f(x) = Z a,x"
n=0

Alors :
1. f estdeclasse € sur]—r,rl.
™o
2. |ay= D)
n!

3. SivVxel-rnrl,
+00 +00
f) =) anx" =) byx"
n=0 n=0

alors VneN, a, = by,.

Démonstration C’est une conséquence du théoréme[Z17 L’unicité provient de I’égalité a, = ' (0)/nl.

(COROLLAIRE 7.21 % Utilisation de la parité )
Soit une fonction f DSE sur un voisinage | —r,r[de O :
+00
Vxel-rrl, f(x) = Z a,x"
n=0
1. Si f est paire, alors Vp €N, azp+1 = 0.
2. Si f estimpaire, alors Vp €N, azp = 0.
. J

Démonstration 11 suffit de comparer f(—x) et f(x) puis d’utiliser I’unicité du développement en série entiére.
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(DEFINITION 7.10 % Série de Taylor d’une fonction
Soit une fonction f :] — r,r[— C définie sur un voisinage de 0. On suppose que f est de classe € sur V. On appelle
série de Taylor de f, la série enticre

f(ﬂ) (0) _n
n=0 n!

Remarque 7.9
— Si f est DSE, alors sa série de Taylor a un rayon de convergence R > 0.
— La réciproque est fausse : il existe des fonctions de classe €°° qui ne sont pas DSE comme le montre 1’exemple

R — R
1
: X ix>0
f PR s?x
0 six<0

On montre que f € €°(R) et Vn e N, f(0) = 0. La série de Taylor de f est la série nulle qui a un rayon de
convergence R = co mais pourtant f n’est pas DSE.

THEOREME 7.22 s Opérations sur les DSE
Soient deux fonctions f, g DSE au voisinage de 0 : il existe r > 0 et deux séries entiéres telles que

+0o +oo
vxel-nrl, fx)=) anx", gx)=) bpx"
n=0 n=0
1. Y(A,p) € C?, la fonction A f + ug est DSE et

+00
Vxel-rrl, Af+ug =) Aan+pby)x"

n=0
2. Lafonction fg est DSE et
+o00 n
vxel-rrl, (fO@ =) () akbp-r)x"
n=0 k=0
3. Les dérivées successives de f sont DSE et
+00
veel-rnrl, fP@=) nn-1...n-p+a,x""P
n=p

4. Les primitives successives de f qui s’annulent en 0 sont DSE

+00

_ [ _ an  n+1
Vxel-r,rl F(x)_fof(t)dt_n;omlx

Démonstration On note R, > 0 le rayon de convergence de Y anz" et S, sa somme. De méme, on note Ry, > 0 celui de Y. by z"
et Sy sa somme. On a r <min(Rg,Rp).

1. D’apres le théoréme [Z10l ¥ (Aan +Pby)z" est convergente sur un disque de rayon R = min(Rg,Ry) et si Sha+pp €st
sa somme, alors Syg.pp = ASqa +PSp. Donc pour tout x € 1=1,7[, Sxaq+pp(x) = ASq(x) +PSy(x) ce qui s’écrit aussi

(Af +Bg) () = Af (1) +pg ().
2. On fait de méme en utilisant le théoréme[Z.11]

3. De méme avec le théoréeme[Z17

4. et avec le théoréeme[7.19

7.5.2 DSE usuels

Du théoreme d’opérations sur les DSE, on déduit les DSE usuels suivants :
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1 +00
— =) X =1+x+x+... R=1 | I=]-1L,1]
l—x no
_Z( D'x"=1-x+x"—... R=1 | I=]-1,1]
1+x =0
1 & 2 2, .4
—_— = —D'x'=1- + — e R=1 I=]-1,1
1+x2 nzo( )" x x4 x 1-1,1[
+o0o
—— Z nx" 1=y (n+Dx"=1+2x+3x" +... R=1 | I=]-1,1]
(1- x) n=1 n=0
1 1o -1...(n—-k+2 M+ k-1
_ Z nn-1)...(n )n_kH:Z n ol R=1 [ 191-100
(1-x)k nEel (k—1)! =\ k-1
n+1 +00 xz xd
In(1+x) = Z( D" —Z( pnt i —x—?+?—... R=1 | I=]-1,1[
2n+1 x?) x5
arctan(x n" =X—-—+—=—... R=1 | I=]-1,1
()= Z( )2n+1 3 5 ] [
+ooxn 2
e_Z—uLm+—+ R=0c0 I=R
n=0 1 ) 22 7!
+00 n
mm=2“3==+i+i+ R=0c0 I=R
= 2n)! 2 4l
+00 2n+1 x?)
sh(x)=2—=x+—+... R=o00 I=R
= 0(2 +1)' 3!
x x*
cos(x) = -t — = R=00 I=R
= (2 TR TR
+00 2n+1 x3 x5
sin(x) = ) (-)'——=x-"+—- R=co | I=R
= @n+1)! 3 5
t© -D...(a—n+1 -1
(1+x)°‘=za(0( )...la—n )x”=1+0(x+0((0(7)x2+ R=1 | I=]-1,1]
n=0 n!
Remarque 7.10  Par analogie avec les coefficients binomiaux, on note :
o _am—D“(a—n+D
n| n! '
On obtient alors si a = —p,
-p _—1ﬂ—p—ly_(—p—n+1)_ 3 n(n+p—lxn+pyn(p+ln7_ 3 a(n+p-1)!
n n! n! nl(p-1)!

ce qui amene
1

(1

+00
n=0
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n+p-

p-1

1
)x".

=(—1)"(

n+p-
p-1
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