Chapitre

Intégration sur un intervalle
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Dans tout le chapitre, I représente un intervalle de R non vide et non réduit a un point, pas forcément fermé et pas
forcément borné. De plus K =R ou C.

4.1 Fonctions continues par morceaux

4.1.1 Définitions

Dans cette section, a et b sont deux éléments de I. Rappelons qu’en premiere année, vous avez construit I’intégrale sur
un segment [a, b] d’une fonction f continue sur [a, b]. A cette fin, vous aviez considéré I’intégrale d’une fonction en
escaliers puis vous aviez montré que toute fonctions continues sur [a, b] était limite par exces et par défaut de deux suites
de fonctions en escaliers. L'intégrale de f sur [a, b] était alors donnée comme la limite commune de I’intégrale de ces
deux suites.




On peut aisément étendre la notion d’intégrale a des fonctions présentant des discontinuités pas trop « méchantes », les
fonctions continues par morceaux :

fla) p A

f(x0)

f(ln) ********************** -

FIGURE 4.1 — Fonction continue par morceaux

(1~ . .
DEFINITION 4.1 Fonction continue par morceaux sur un segment

— Soit [a, b] un segment. On dit qu’une fonction ¢ : [a, b] — K est une fonction continue par morceaux sur [a, b]
lorsqu’il existe une subdivision T: a = xg < -+ < X, = b du segment [a, b] telle que

1. Pour tout k € [0, n — 1], la restriction de ¢ a ] xi, Xk [ est continue.

2. Pourtout k € [0, n — 1], ¢ restreinte a ] Xy, Xr+1 [ admet une limite finie strictement a droite en xj et strictement
a gauche en xy4,. Autrement dit, la restriction de ¢ a ] xk, Xi+1[ est prolongeable par continuité sur [xg, Xi+1].

— Une telle subdivision est dite adaptée ou subordonnée a .

- J/

Notons que I’ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a, b] est un sous-espace vectoriel de & ([a, b],R).
Pour une telle fonction f continue par morceaux, on pose alors :

b n-1 Xke+1
f fde=) f(pde.
a k=0Y Xk

Remarquons que les intégrales dans la somme sont toutes bien définies car pour chaque k € [0, n — 1], la fonction f\]
se prolonge en une fonction continue sur [Xg, Xg+1].
Terminons en définissant ce qu’est une fonction continue par morceaux sur un intervalle :

X Xk+1 [

DEFINITION 4.2 Fonction continue par morceaux sur un intervalle
Une fonction ¢ : 1 — K est dite continue par morceaux sur l’intervalle 1 si sa restriction a tout segment de I est continue
par morceaux.

L’ensemble des fonctions continues par morceaux sur I est lui un sous-espace vectoriel de F (I, R).

4.1.2 Propriétés

. . . b PP c .

Si f est une fonction continue par morceaux sur I alors pour tout a,b €1, f o J () dr est définie et on étend alors facilement
les propriétés de I’intégrale vues en premiere année pour les fonctions continues aux fonctions continues par morceaux
sur un intervalle :



( 0 7 . o] . . . N
PROPOSITION 4.1 Lintégrale est une forme linéaire sur I’espace vectoriel des fonctions continues par morceaux
Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur I’intervalle I. Soient o, 3 € R. Alors

Lb(af+ﬁg)=afahf+ﬁfabg

(PROPOSITION 4.2 % %% Relation de Chasles
Soit une fonction f continue par morceaux sur 1’intervalle I et trois réels a, b, c € 1. Alors

b c b
f f(x)dx:f f(x)dx+/ fx)dx
a a c

(PROPOSITION 4.3 %% % Croissance et positivité de ’intégrale

— Soit ¢ une fonction continue par morceaux sur le segment [a,b], a<b.On a:

Pp=0 = e=0Q
la,b]

— Soient @ et 2 deux fonctions continues par morceaux sur le segment [a, b], a<b. On a:

P1s@P2 = P11 s P2 |
la,b] la,b]

(& J

THEOREME 4.4 k%% Inégalité de la moyenne
Soit f une fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] alors f est bornée sur [a, b] et

‘f:f(x)dx

b
sf |f(x)|dx< (b—a)sup|f|
a [a,b)

4.2 Intégrales généralisées

On s’intéresse dans cette section a des fonctions continues par morceaux sur un intervalle [a, b[. On suppose que :
— soit f est non bornée sur [a, bl.
— soit I’intervalle [a, b[ n’est pas borné, c’est-a-dire b = +oo.

et on se pose la question de savoir si on peut généraliser la notion d’intégrale a ce cas de figure.

(DEFINITION 4.3 % Intégrale généralisée
Soit une fonction f : [a, b[— K continue par morceaux. Si la fonction

l[a,b] — K
X

x — ff(t)dt
a

b
posséde une limite lorsque x — b (en restant dans [a, b[), on note cette limite f f(¥)dt, et on dit que I'intégrale
a

converge.
(S cette limite n’existe pas, on dit que ["intégrale diverge.

J




Exemple 4.1 La fonction
[0,1[ — R
: 1
o,
V1-1¢2

est continue sur I = [0, 1[. De plus, pour tout x € [0, 1],

x T
f f(t)dt =arcsinx — -
0 x—1 2

donc fol f(¥)dt est convergente.
| Remarque 4.1  La nature d’une intégrale généralisée est le fait qu’elle converge ou qu’elle diverge.

On obtient les mé&mes propriétés que pour I’intégrale classique par passage a la limite dans les intégrales convergentes
(linéarité de I’intégrale, relation de Chasles, positivité, croissance ...)

THEOREME 4.5 %% % Linéarité, relation de Chasles, croissance
Soient f, g: [a, b[ — K continues par morceaux sur [a, b[ dont les intégrales sur [a, b[ convergent . On a

Pour o, p €K, [, ,f (af +Pg) est convergente et

fab<o<f+ﬁg>=afabf+ﬁfabg |

Relation de Chasles | Pour c€ [a, bl, [, ac f /. Ch f convergent et

fabf=f:f+fcbf-

Croissance

f<g=>fabfsfabg.

Démonstration Par exemple pour la linéarité, on procéde ainsi. Pour x € [a,b[, on a :

X X X
[ (af(0)+Pg(n) dt = « f fOde+p f g(t)dt par linéarité de I’intégrale d’une fonction continue sur un segment
a a

a

b b
5 0([ fde+ ﬁf g(t)dt par opérations sur les limites et car les intégrales de f et g sont convergentes.
X— a a

Donc ff (af (1) +PBg(1) dt est convergente et vautafff(t)dt+ﬁffg(t)dt.

Remarque 4.2 11 se peut que 'intégrale [;(f + g) existe sans que les intégrales [; f et f; g existent! Par exemple,

2 1 1

Vt=2, = -
2-1 t-1 t+1

o 2 . . 1 .
Iintégrale f[z, ool 27 existe et pourtant 1’intégrale f[z, vool 727 n’existe pas.

Remarque 4.3
— Si f:]a,b] — K (avec a € R ou a = —oo) est continue par morceaux sur ]a, b] alors on dit que f;’f converge si la
fonction

la,b] — K
b

x — ff(t)dt
X

possede une limite lorsque x — a (en restant dans [a, b[). A nouveau, cette limite, quand elle existe, est notée

b
f f () dt. Dans le cas contraire I’intégrale est dite divergente.
a
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— Si f:]a,b[ — K (avec a,b € R) est continue par morceaux sur ]a, b] alors on dit que f:f converge s’il existe
c €]a, b| tel que les intégrales [ Cb fetf ; f sont convergentes. Dans ce cas, les ces deux intégrales convergent pour

toutes autres valeurs de ¢ € ]a, b[. On pose alors f:f =[if+ fcb f. Dans le cas contraire, on dit que I’intégrale
est divergente. Attention, quand |a| = |b| cela ne revient pas a la convergence de la fonction x — f_xx f quand
x — |al, voir I’exercice ??.

> Notation4.2 Silestun intervalle de R, ouvert, fermé, semi-ouvert, borné ou non. On note fl fou fI f(t)dt I'intégrale
de f sur I si celle-ci existe.

THEOREME 4.6 %% Quatre exemples fondamentaux
Soit o € R.
1. Intégrale de Riemann en O : 3.
1
1
f — dt converge < a <1, f Inzdz converge,
0 1o 0
2. Intégrale de Riemann en +oo : 4.
+00 +oo
f pr dt converge <= a > 1, f e *'dt converge < a>0.
1 0

Démonstration Les fonctions considérées ici sont bien continues par morceaux sur les intervalles ol on cherche a les intégrer.
La preuve est la méme dans les quatre cas. On cherche une primitive et on regarde pour quelles valeurs de « celle-ci converge.

t—oﬁl .
— sia#l . o 1 . .

1. Ona [t %dt= {l‘“+1 ) 4 X Donc si a < 1, I’intégrale fol @ dt converge et elle diverge sinon.
nt sia=

2. Méme calcul qu’avant.

3. Ona fIntdt=tInt—t mais tlnt Py 0 donc I'intégrale fol Intd¢ converge.
—

4. Sia=0, I'intégrale est clairement divergente. Sia # 0, alors [ e~ %! dt = e~*' /o qui admet une limite en +oo si et seulement
sia>0.

Remarque 4.4  Soitunréel b e R et un réel o € R.

1. La fonction ¢t — admet une intégrale convergente sur I’intervalle b, c] si et seulement si a < 1.

(t—b)*

2. Lafonction ¢t — admet une intégrale convergente sur I’intervalle [c, b[ si et seulement si o < 1.

_1
(b= 1)

4.3 Intégrale d’une fonction positive sur un intervalle

4.3.1 Criteres d’intégrabilité pour des fonctions positives

THEOREME 4.7 % Critere de convergence
Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,b[ et a valeurs positives. Alors f : f(¥)dt est convergente si et
seulement si F: x— [ f(#)dr est majorée sur [a, I.

Démonstration Pour a< x < y<b, comme f =0, d’aprés la relation de Chasles, on a F(y) —F(x) = f)g/ f(®)dt =0. Donc F est
croissante sur [a, b[ et d’apres le théoréme de la limite monotone, elle converge quand x — b si et seulement si elle est majorée.

THEOREME 4.8 % Critére de majoration
Soient deux fonctions f, g: [a, b[— R continues par morceaux et positives sur 1’intervalle [a, b[. On suppose que :

@ Vx € [a,bl, f(x)<gx);

Alors fff(t)dt est aussi convergente et fff(t)dts ffg(t)dt.




Démonstration On considére les fonction F : x — f; fOdtetG:x— f; g(®)dt. Sur [a,b[, on aF <G. Si ffg(t)dt converge
alors G est majorée, donc d’aprés le théoreme précédent, F est aussi majorée sur [a, b[. On en déduit, toujours grice au théoreme

précédent que fff(t)dt converge. L’inégalité fff(t)dt < ff g(t)dt est alors conséquence du passage a la limite dans I’inégalité
F<G.

Par contraposée du théoreme précédent, on obtient :

(COROLLAIRE 4.9 %% )

Pour montrer qu’une intégrale diverge Soient deux fonctions f, g:I— R positives et continues par morceaux sur
I’intervalle I. On suppose que :

@ Vxel, f(x)<g(x);
@ fubf(t)dt diverge.

\A]ors la fonction f g(?)dt diverge aussi.

THEOREME 4.10 s Utilisation de la domination et de la prépondérance
Soient deux fonctions f, g : [a, b[— R. On suppose que :

@ f et g sont deux fonctions continues par morceaux et positives sur [a, b ;
@ fx)= O (gx) (ouque f(x)= o (g0));

x—b x—b
@ ff g(r)dt est convergente;

alors |, : f(©)dt est convergente.

Démonstration On fait la démonstration dans le cas oll f(x) = Oh(g(x)). 11 existe alors M e R} et c € ]a, b| tel que Vx €]c, bl,
x—
0< f(x) <Mg(x). DoncVxel]c,bl :

X c X c b
Osf f(t)dtsf f(t)dt+Mf g(t)dtsf f(t)dt+Mf g(nde
a a c a c

car f et g sont positives. La fonction F: x— [ f(£)dt est majorée d’apreés le théoréme[d7 [7 f(¢)dt est convergente.
Par contraposée, on obtient :

(COROLLAIRE 4.11 % Utilisation de la domination et de la prépondérance )
Soient deux fonctions f, g: [a, b[— R. On suppose que :

@ f et g sont deux fonctions continues par morceaux et positives sur [a, b[;
@ f(x)= O (gx) (ouque f(x)= o (g(x));

x—b x—b
@ S? f(r)dt est divergente ;

kalors f f g(1)dr est divergente.

En pratique, on cherche a comparer la fonctions f qu’on veut intégrer avec la fonction ¢t — ¢ pour ensuite appliquer le

critere de Riemann. On a la régle suivante, qui n’est pas explicitement au programme et dont on expliquera 1’utilisation
dans les exercices.

THEOREME 4.12 % Regle t*f(1)
Soit une fonction f : [a, +oco[— R continue par morceaux et positive sur I’intervalle I = [a, +ool.

1. S’il existe o> 1 tel que t*f (1) = 0, alors f;oof(t) dt est convergente ;
—+00

2. S’il existe a < 1 tel que t*f (1) +00, alors f;mf(t) dt est divergente.

t—+o0

Démonstration Laissée en exercice.



Exemple 4.3
— FEtudions la nature de f;*°

.De plus £2f(1)

1+t ) 1+t f—+00
0 donc f(#) = .0 (?). Comme f1+°° [izdt est une intégrale de Riemann convergente, f1+°° f(©)dr converge.
— 400

Alors [, f()dt est aussi convergente.
— Etudions la nature de f2+°° Mdt La fonction [ : ¢ — % est positive et continue sur [2,+o0o]. De plus,

chsint o oo 1
“Int lnt +0oo doncfz lntdt

diverge et il en est alors de méme de A

Mais la fonction ¢t — — - est positive et continue sur [2, +o0]. De plus T

+oo chsin ¢
“Int dr.

lnt

Exemple 4.4 Montrons que fo L dr est convergente. La fonction f: ¢ — est bien continue sur R} .

t2

— Sur ]0,1], la fonction f est de négative et donc de signe constant. De plus, f= tllf—fz ~., g—,g — 0 donc
—0 —0

ftn= o . (\/i;) et par critere d’inégalité sur fonctions de signe constant, fol f est convergente.
t—0

— Sur [1,+ool, la fonction f est positive et 32 f(¢) = (/20 L __, 0 donc f()= o (1/£?%)et par
1482 f—too VI t—+ —+00
critere d’inégalité sur fonctions de signe constant comparaison, f | [fest convergente.

On en déduit que f0+°° [ est convergente.

THEOREME 4.13 s Critere d’équivalence
On considere deux fonctions f et g continues par morceaux et positives sur I’intervalle [a, b[. On suppose que

@ fo) ~ g();

b b
( f f(¥)dt est convergente ) < ( f g(1)dt est convergente )
a a

Démonstration Si f(x) ot g(x) alors f(x) = Ob(g(x)) et g(x) = Ob(f(x)) et on applique le théoréme précédent.
X— X— X—
Remarque 4.5  On peut encore énoncer le théoréeme précédent sous la forme : si f et g sont continues par morceaux,
positives sur 'intervalle [a, b[ et telles que f(x) = g(x) alors fff(t) dret ffg(t)dt sont de méme nature.
X—

Exemple 4.5

1. L’mtegrale généralisée f | sint dt est convergente. En effet ¢ — St‘—\% est continue et positive sur ]0,1]. De plus

sint dont I’ 1ntegrale converge sur ]0,1].

Wi S0
2. Etudions la nature de f0+ 1‘@ dt. La fonction f : Fﬁt est continue et positive sur R}. Par ailleurs,
f@ ot % L’intégrale de cette derniere fonction entre 1 et +oco donc il est de méme de celle de f. En conclusion
—+00
157 f(n)dt diverge.

Bien que hors programme, indiquons le résultat classique suivant :

(PROPOSITION 4.14 % % %% Intégrales de Bertrand Hors programme
Soient (a,p) € R2.

. 1 . . .
1. La fonction f: t— m est intégrable sur [2,+oo[ si et seulement si a>1 oualorsa=1etf>1.
n

2. Lafonction g: t— est intégrable sur [0,1/2[ si et seulementsi a <1 oualorsa=1etf > 1.

%|ln ¢|P

Démonstration
1. La fonction f est continue et positive sur 1 = [2,+o0][.
(a) Sia<1 alors % =, 9 (f(®), or t— 1/t n’est pas intégrable sur 1 (exemple de Riemann en +oo) donc par critére de
domination, f n’est pas intégrable sur 1.
(b) Sia>1 alors poury€e]l,af, f(t) = [_quoo(%y). Mais t— 1/tY est intégrable sur1 (exemple de Riemann en +o0) donc

par critére de domination sur fonctions intégrables, f est intégrable sur L.

7



(c) Sia =1, on effectue le changement de variable u =Int qui est ¢! et strictement croissant sur [2, x],
X 1 Inx q
f dtr= [ —du
2 t(npP In2 ub

2. On effectue le changement de variable u= 1/t qui est € et strictement décroissant sur [x,1/2] . Il vient

1/2 1 1/x 1
dt=[ ——du
[x tintP 2 w2~ %(nwb

et on conclut en utilisant le résultat établit dans la question précédente.

qui converge si et seulement si 5 > 1.

PLAN 4.1 :| Pour montrer que I’intégrale d’une fonction positive sur un intervalle I est convergente }7

Résumons la technique pour montrer que I’'intégrale d’une fonction positive sur un intervalle I est convergente
1 Vérifier que la fonction est continue (par morceaux) et positive sur I’intervalle 1.
2 Si I’intervalle est ouvert aux deux bornes, étudier la convergence sur deux intervalles semi-ouverts.

3 Chercher a majorer la fonction, ou alors chercher un équivalent simple de la fonction lorsque la variable
tend vers la borne ouverte de I'intervalle, et essayer d’utiliser le critére d’équivalence avec les intégrales de
référence.

4 Si le critere d’équivalence ne marche pas, utiliser la regle t® f (¢).

& Attention 4.6 Si une fonction f : [1, +oo[— R est continue et d’intégrale convergente sur I’intervalle [1,+oo[, on n’a
pas nécessairement f(x) = 0 comme le montre le contre-exemple de la figure suivante :
X—+00

Y

1
on

4.4 Intégrale absolument convergente

DEFINITION 4.4  Intégrale absolument convergente
Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b[ et a valeurs dans K. On dit que f ;’ f est absolument convergente si
J ;’ |f] est convergente.

Exemple 4.7 L’intégrale f1+°° %2” dt est absolument convergente. En effet pour ¢ > 1, |c0s t/ t2| <1/t et ff’oo t—lz dt
converge.

THEOREME 4.15 % %% Une intégrale absolument convergente est convergente
Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b| et 2 valeurs dans K. Si [, f f est absolument convergente alors |, : f
est convergente. De plus, dans ce cas :
b
‘ f fde
a

b
sf |fo|de

Démonstration  On suppose que |, 5 | f | est convergente. On suppose aussi dans un premier temps que f est a valeurs réelles.
Posons fy =max(f,0) et f- =max(~f,0). Ona f = fi — f- et |f| = f+ + f-. De plus, f+ et f- sont deux fonctions & valeurs dans
R.. Comme fy <|f| et que f- <|f|, par comparaison, ff [+ et ff f- sont convergentes. Donc par linéarité, ff I+ —ff fo= fff
converge.

Si f est a valeurs dans C alors |Re f| < |f| et [Im f| < |f]. Donc Re f et Im f sont deux fonctions réelles dont I’intégrale est
absolument convergente sur [a, b]. Alors les intégrales de Re f et Im f sont elles aussi convergentes sur [a, b] et il en est alors de
méme de cellede f =Ref+1Im f.

Montrons maintenant I’inégalité. On sait que pour tout x € [a,bl, | [ f(1)dt| < [|f(#)| dt. Les intégrales de part et d’autre de
I’inégalité sont convergentes. On obtient alors 1’inégalité désirée en prenant la limite quand x — b.



Exemple 4.8 Etudions la convergence de f;

. De plus,
1 +00
pour tout € Ry, |f(t)| <z et Jo

Icos t| ,
fo b 5 d converge par critere d megallte sur fonctions positives. On en déduit que f f () dt est absolument
convergente et donc convergente.

X 1 _ g
Jo 17z dt = arctanx 5

X—+00

Une intégrale convergente mais pas absolument convergente est dite semi-convergente. Voici un exemple fondamental.

THEOREME 4.16 % Lintégrale de Dirichlet [ S d¢ est semi-convergente
+00 i

N nt
1. L’intégrale f — dt « converge ».
0

+00 |s' |

2. L’intégrale f dt est divergente.
0

Démonstration
1. Comme f(t) ;

5 1, on peut prolonger f par continuité en 0 en posant f(0) =1 et fol f(t)dt est définie. On note [ sa valeur.
Soit x = 1, en intégrant par parties :

1 1
ulx) = — u' (x) = - )
X X u, v sont de classe €

v (x) =sinx v(x)=-cosx

*sint CcosXx Xcost
F(x) = f—d f—dt—l+cosl— —f 3 dt
X 1 t
|cos £] 1

Mais comme 2 < 7z avec la fonction t — 1/t% dont I’intégrale sur [1, +oo[ est convergente, H(x) =f

Xcost

dt

l'e
2 X—+00

R. Par conséquent, F(x) . I+cosl-1'€eR.
(e 9)

|sin £]

2. Par I’absurde, on suppose que I’intégrale sur [1,+oo[ de t —

est convergente, alors on a :

X i t
F(x)=f Isintl leR.
T t

X—+00

On calcule, en utilisant le changement de variable u =t — km,
(k+1)m |sin ¢|

F(nm) = Z ;

— (T |sinu
=Zf| | du
f=1J0 u+kmn

n-1 f” |sin u| d
u

T u
i ko g+l
n-1 :
1 [T|sinu
> sinul
| kT u+1
C"z”
nisk

1 k+1 q¢
Mais puisque — = —,
puisq % fk "

+00
2 n-1

+o0o0, une absurdité.
o0

n—+oo

1 1 ndr
Hp=1+-+---+ = T:lnn
1

ce qui montre que F(nm)
n

THEOREME 4.17 % Théoréme de majoration

Soit g une fonction positive continue par morceaux sur [a, b] et telle que f f g est convergente. Soit f une fonction
continue par morceaux sur 1’intervalle [a, b] telle que

(n) o<|f|<gsurlabl;

Alors [ ah [ est convergente et

fabf Sfabg~




Démonstration L’intégrale de f sur [a, b est donc absolument convergente et par 1a convergente. De plus ‘ /. f f ‘ </ f | f | d’olt
I’'inégalité.

4.5 Intégrale sur un intervalle quelconque

4.5.1 Définitions et propriétés

DEFINITION 4.5 %% Fonction intégrable sur un intervalle quelconque
Une fonction f continue par morceaux sur I'intervalle I est dite intégrable sur Isi [; f est absolument convergente.

N

(DEFINITION 4.6
Soit une fonction f continue par morceaux sur I’intervalle I et intégrable sur I. On appellera intégrale de f sur 1 et on
notera f; f :
— l’intégrale de f sur I si I est un segment.
— Vl’intégrale généralisée de f sur I siIn’est pas un segment.

\ J

PLAN 4.2 : | Pour étudier I’intégrabilité d’une fonction quelconque sur un intervalle I : I—

1 Vérifier que la fonction est continue (par morceaux) sur 1.

2 Si la fonction n’est pas a valeurs réelles positives, étudier 1’intégrabilité de la fonction |f| qui est réelle
positive.

3 Utiliser les critéres d’intégrabilité d’une fonction positive.

Exemple 4.9

1. Etudions I’intégrabilité de f : ¢t — sur I = R}. La fonction f est continue sur I et positive. De

1

a+A)vie

plus, f(f) ~ tIVt et d’apres I’exemple de Riemann, fol 1/+v/tdt converge donc fol f(t)dt aussi. Par ailleurs
t—0%

+

f@ At 1/t%'2 et toujours d’aprés I’exemple de Riemann, f1+°° 1/t>'2dt converge donc i t°/2dt converge
— 100

aussi. On a montré que f est intégrable sur I.

2. Etudions I’intégrabilité pour tout z € C\{R_} de f,: ¢ sur I = R,. Soit z € C\ {R_} alors f; est bien

1
(z+0)V 1+t
définie et continue sur I. De plus f; (1) ot 1/t3/2 et d’apres I’exemple de Riemann, f1+
(0.0}

—

©1/t32dt converge

donc il en est de méme de 1+°° fz(t)dt. Alors f; est intégrable sur R..

On étend les théoremes 4.8 4. 10| et[4.13]aux fonctions intégrables :

THEOREME 4.18 %% Criteres d’intégrabilités
Si f et g sont des fonctions continues par morceaux sur [a, b| :
1 si | f | < |g| alors I’intégrabilité de g sur [a, b[ implique celle de f.
2 sif(x)= Ob(g(x)) (resp. f(x) = ob(g(x))) alors I’intégrabilité de g sur [a, b[ implique celle de f.
X— X—
3 Sif(x) ~b g(x) alors I’intégrabilité de f sur [a, b est équivalente a celle de g.
x—

Démonstration  On procéde a la démonstration dans le cas ou f(x) = Ob(g(x)). Elle est identique dans les autres cas. Si
X—
flx) = Ob(g(x)) alors | f(x)] = Ob(|g(x)|). Mais comme g est intégrable sur [a, b[ alors [|g| converge et d’aprés le théoréme
X— X—

il en est de méme de ff |f| Donc f est intégrable sur [a, b|.

THEOREME 4.19 %% [i|f|=0 = f=0
Soit f une fonction intégrable et sur un intervalle I de R alors

fl|f|=0 = f=0}
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Démonstration On suppose que I = [a, b[. Soit ¢ € 1. On sait que pour tout x €1, si F(x) = [} |f|, 0<F(x) < fff =0. Donc F=0.
Mais si x > c alors de [} |f| =0 on tire que fj[q4,x] = 0 et en particulier f(c) =0. Donc f est nulle sur 1.

THEOREME 4.20 %% Espace vectoriel des fonctions intégrables
On considere un intervalle I € R. Si f et g sont deux fonctions intégrables sur I, alors V(A, p) € K2, 1a fonction (A f +ug)

est intégrable sur I’intervalle I et
fl()\f+ug)=7\f1f+uflg

X X X
Démonstration Passerparf IAf+pg|(des I)\If |f(o] de+ |p|f |g()| dt et passer a la limite lorsque x — b en utilisant
a a a

I’intégrabilité des fonctions.

DEFINITION 4.7 % L’espace L!(I)
On note L! (I) I’espace vectoriel des fonctions (réelles ou complexes) et intégrables sur I’intervalle I. On note

pour f € L), Il = JV1(f) = flfl. On verra dans le chapitre ?? que (L1 o0, |l ||1) est un espace vectoriel normé.
I

-

DEFINITION - PROPOSITION 4.8 %% Espace des fonctions de carré intégrable (L?(D), ||.[2)

On note
L’ ={f:1—-C|f sur I et | f|* intégrable sur I}
I’ensemble des fonctions continues de carré intégrable sur I. C’est un K-espace vectoriel.
Démonstration

— Remarquons que la fonction nulle sur I est de carré intégrable donc L2(I) est non vide.
— Sif,gel2(I) etsia,pek alors
o +B81” < (af| +[Bg])” <2(jor” +[pg?)

car pour tous réels x, y, (x+)? < 2(x?+y?). Mais |ocf|2 et |[5g|2 sont intégrables sur I donc il en est de méme de |(xf + ﬁg|2.
Donc L2(I) est un sev de F (I,KK) et est donc un K-espace vectoriel.

> Notation 4.10 On note L(Z) (I) le sous-espace de L2(D) des fonctions sur I et de carré intégrable sur I.

THEOREME 4.21 %% % Le sous-espace vectoriel L% (I) de L2(T) des fonctions sur I de carré intégrable

sur I muni du produit scalaire (. |.) est un espace préhilbertien
Le produit de deux fonctions de carré intégrable a valeurs dans R est intégrable aussi pour f,g € L(Z) (2, on peut

introduire

(rig)= [ re

qui définit un produit scalaire sur L(z) (). Autrement dit, (L(z) @, | .)) est un espace préhilbertien.

Démonstration
— si f,g € L2(1) alors comme pour tous réels x, y, on a |xy| < % (x2 + yz), on peut écrire
1 2 2
Irel<5 (177 +1eP)
etdonc f.ge Lim.

— L’application (.| .) est bien bilinéaire. C’est une conséquence de la linéarité de I’intégrale.
— Si f,ge12(I), on vérifie facilement que (f | g) = (g | f) donc (.|.) est une forme bilinéaire symétrique.
— Sife L(Z) [21(D), alors (f | f) = f; f> = 0 ce qui améne f? =0 car f est continue sur I et on peut appliquer le théoréme .19

etdonc f=0. Aussi (.|.) est positive. Remarquons que cette propriété est fausse dans L (I).
— Enfin, si f e L2(D) est tel que (f | f) =0 alors f; f? =0 ce qui n’est possible d’apres le théoréme[dI9 ona f =0 et (.|.) est
définie.

. . 9
Remarque 4.6 On introduit alors pour tout f € Ly (I),

Il =\/(F11) = ,/f1|f|2.

On verra dans le chapitre ?? que (L2 @, 1.1l 2) est un espace vectoriel normé.
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(COROLLAIRE 4.22 %k Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soient f, g € L2(I). On a I’inégalité de Cauchy-Schwarz :

Ulfg SW fl|g|2

Lavec égalité si et seulement si f et g sont proportionnelles.

Démonstration C’est une conséquence de I’inégalité de Cauchy-Schwarz vue en premiére année.

4.5.2 Changement de variable et intégration par parties

THEOREME 4.23 s Changement de variable
Soit une fonction f :I— C continue (par morceaux) sur ’intervalle I et ¢ : J — I une bijection strictement monotone et
de classe €1 de J vers I. Alors les intégrales [ f et f] fo x|@'| sont de méme nature et lorsqu’elles existent,

f1f=f](f°cp)xlcp’l

Démonstration On suppose que 1= [a, b et que f est positive sur 1. Si ce n’est pas le cas, on travaille avec |f| On suppose de
plus que @ :J = [c,d[— [a, b[=1 de classe ¢! et strictement croissante sur I donc (p' =0.

— (ii) = (i) : On suppose que fo@x @' est intégrable surJ. Donc fcdfocp x (1)@’ (¢)dt est convergente. Soit u€ [a,b[, on a

u o Hw o 'w d
ff(x)dx = f fmp(t)(p’(t)dtzf fmp(t)(p’(t)dt—»f fopx (g (ndt
“ x=@(1) v ¢ umb Je
=¢

ce qui montre que f est intégrable sur [a, b[ et que [} f = f] fopxq'.

— (i) = (ii) : On suppose que f est intégrable sur 1. Donc fff(x) dx est convergente. Soit s € [c,d[, on a :

b
f f)dx
a

x—b,s—d

s ®(s) u
f0<p><(p'=ff((p(t))<p’(t)dt = f f(x)dxzf flx)dx
lc,s] ¢ ’“"(’t) ¢la) a

x=¢

ce qui montre que fo@ x @ est intégrable surJ et que [; fo@x @' = fi f.

PLAN 4.3 : ‘ Pour effectuer un changement de variables dans une intégrale !

On veut effectuer un changement de variable défini par une fonction ¢ : ] — 1 dans une intégrale généralisée [ f.
1 On s assure que @ est une bijection strictement monotone et € de1 sur]J ;
2 On établit Ia convergence de [, f ou f;(fo@) x |¢'| ;

3 Alors les deux intégrales sont convergentes et égales.

Exemple 4.11 Etudions la nature de f;"*®sin (e’) d¢. La fonction ¢ — sin (e!) est continue sur R,. On pose u = e’ qui
est monotone de classe €. De plus sin(e’)dt = S84 dy et donc f0+°° sin(e’)dt est de méme nature que ff’oo 24 du qui
est convergente.

Indiquons deux changements de variable intéressants et non triviaux :

PLAN 4.4 :| Pour transformer une expression F (cos2 t,sin? t, tan? t) en une fraction rationnelle

On pose
X =tant t = arctanx
<~ dx

dx =(Q+tan?pdt dt =——
1+ x2

. . 2

On obtient alors tan? t = x, cos® t = — et sin® t = 2.
1+x 1+x

’—PLAN 4.5 : | Pour transformer une expression F (cos t,sin £,tan t) en une fraction rationnelle )—‘
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On pose

{x —tani t =2arctanx
2
— 2dx
dx =10a+tan?i)dr dt =
2 2 1+ x2
. —x2 .
On obtient alors tant = 2% cost = i=% etsint = — .
1-x 1+x 1+x

Remarque 4.7  Pour effectuer une intégration, par parties, on peut :
— Effectuer directement I’intégration par parties avec les notations

b b b
fu(t)v'(t)dt:[u(t)v(t)] —f W () de
a a a

Ici, le crochet désigne une différence de limites (vérifier qu’elles existent) et I’intégrale de droite est une intégrale
généralisée (vérifier qu’elle est définie). Ce n’est pas toujours le cas!
— Chercher une primitive F(f) = f f(t) dt en intégrant par parties, alors

ff =limF(¢t) - lim F(¢)
1 t—b t—a

Exemple 4.12 Montrons que f1+°° Sl—rt” dt converge. La fonction ¢ — Lrt” est continue sur [1,+oo]. Posons
u(®) =1/t V(1) =sint R R .

, , et . Grice au théoreme d’encadrement, on montre que lim;_. s cost/¢t = 0. On
u() =-1/t v(t)(t) =-—cost

en déduit que les intégrales f;"° S dy et [, €93t dt sont de méme nature. Mais

CoSt
l,2

1 +00 1 . 2
< et [ 5 dt est une inté-

. + . A
grale de Riemann convergente donc f; ™ %2‘ dt est absolument convergente, donc convergente et il en est de méme de

+00 sint
N

4.6 L’essentiel

. . N N NPT e 1
1. Les intégrales de Riemann sont a connaitre par coeur (en particulier I’intégrabilité de ¢ — @ e en une borne
a—
finie).

2. Savoir montrer proprement qu’une fonction est intégrable sur un intervalle :
— Poser la fonction et son intervalle de définition et dire qu’elle est continue (par morceaux) (repérer les bornes
a probleéme).
— Si la fonction ne garde pas un signe constant, étudier sa valeur absolue et se ramener aux criteres valables
uniquement pour les fonctions a valeurs positives.
— Si I’intervalle est ouvert aux deux extrémités, scinder I’étude en deux parties.
— Chercher un équivalent a la borne ouverte et utiliser les intégrales de Riemann ou la regle * f(£).

3. Les intégrales de Bertrand sont hors-programme mais a connaitre et a savoir redémontrer.

4. Bien comprendre qu’une fonction intégrable sur [a, +oo[ ne tend pas forcément vers 0 en +oo (étudier le contre-
exemple des pics).

X

5. Bien comprendre la relation entre f intégrable et F(x) = f fde — 1. C’estune équivalence pour les fonctions
X—

a
positives, mais pas pour les fonctions quelconques.

. . . . o +toosin ¢
6. Bien étudier I’exemple typique de « semi-intégrabilité » donné par f —
0

7. Comprendre la technique d’intégration par parties pour étudier une intégrale semi-convergente.

8. Pour calculer une intégrale généralisée :
— Le changement de variables ne modifie pas la nature d’une intégrale et peut se faire sans précautions particu-
licres.
— L’intégration par parties peut poser des problemes. Dans tous les cas, vérifier que le crochet a une limite et
que les nouvelles fonctions sont intégrables. Dans une étude théorique, effectuer I’intégration par parties sur
un segment puis passer ensuite a la limite.
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4.7 Etude d’une fonction définie par une intégrale

4.7.1 Préambule

Dans cette section, Ac R et I < R sont des intervalles de R. Nous citons les résultats pour des fonctions réelles. Ils
s’étendent pour les fonctions a valeurs complexes.

(DEFINITION 4.9 % Hypothese de domination h
On dit qu’une fonction
[ AxI — R
| ) — Fx0)
vérifie [’hypothése de domination si et seulement s’il existe une fonction ¢ : 1— R telle que :
@ ( est continue par morceaux sur I ;
@ @ est intégrable sur I;
@ V(x, ) e Ax L, [E(x, O] < (D).
\§ J

4.7.2 Continuité sous le signe somme

THEOREME 4.24 k%% Continuité sous le signe somme

On considere une fonction
g AxI — R
| (x,0) — F(x0)

et on suppose que :

@ Pour tout x € A, la fonction ¢ — F(x, f) est continue par morceaux sur I;
@ Pour tout ¢ €1, la fonction x — F(x, t) est continue sur A ;

@ F vérifie I’hypothese de domination.
Alors,
1. Vx €A fixé, la fonction Fy : £ — F(x, t) est intégrable sur I.

2. La fonction
A — R

f: X — fF(x,t)dt
I

est continue sur A.

Démonstration La connaissance de cette preuve n’est pas exigible des étudiants.
— La fonction f est bien définie sur A. En effet, si x € A, alors F» : t — F(x, t) est continue par morceaux et intégrable surl en
raison de I’hypothése de domination. Donc f(x) = fIF(x, ndt existe.

— Montrons que f est continue sur A. Pour ce faire, il suffit de considérer a € A et (ap) € AN telle que ap, a et de

n—-+00
f(a@). Soit donc (ay) € AN convergeant vers a € A. Alors introduisons une suite (F;) d’applica-

montrer que f(ay) "
n—+00

tions de I dans R définies pour tout n € N par Fy, : t — F(ap, t). Pour tout n € N, F;, est continue par morceaux sur I et elle

vérifie I’hypothése de domination. Comme Fj, converge simplement vers F(a,.), qui est elle aussi continue par morceaux

sur I, on peut lui appliquer le théoréme de convergence dominée. Cela se traduit en f(ay) f(a) comme voulue et

n—-+oo
f est continue en a. Comme a est quelconque dans A, f est continue sur A.

1 cos(xt)
Exemple 4.13 Montrons que la fonction définie par f(x) = | ————= dt est continue sur R.
p q par f o Via=D
Posons pour (x, ) e Rx]0, 1],
F(x, 1) cos(xt)
X, 1) = ——
Vil -1t)
Soit ty €]0,1[ fixé. La foncti F(x, tp) cos(xto) t ti R
1 Soit # €]0, xé. La fonction x — F(x, t)) = ————— est continue sur R.
Vio(1—1)
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cos(xpt)

2 Soit xg € R fixé. La fonction ¢ +— F(xg, t) = est continue sur ]0, 1[.

Vid=-1)
3 domination : pour (x, t) € Rx]0, 1],
1
Flx, )| S —— = t
|F(x, 1) 7 @(1)

).

1
avec la fonction ui est intégrable sur ]0, 1[ (positive, continue, () ~ — et () ~ ———
¢q g 10,1[ (p ¢ ~ iz ete@d ~) T

D’apres le théoreme de continuité sous le signe somme, la fonction f est continue sur R.

(DEFINITION 4.10 % Hypothese de domination locale

On dit qu’une fonction
Iy AxI — R
| () — F(x0)

vérifie [’hypothese de domination locale si et seulement si pour tout segment K c A, il existe une fonction g : I— R
telle que :

@ (px est continue par morceaux sur I;

@ (K est positive sur I;

@ @k est intégrable sur I :
V(x, 1) € Kx T, [F(x, )] < pk(1)

\ J

THEOREME 4.25 % Théoreme de continuité, extension a la domination locale
On considere une fonction

g AxI — R
| &) — E(x,0)
et on suppose que :

@ Pour tout x € A, la fonction ¢ — F(x, f) est continue par morceaux sur I;
@ Pour tout ¢ €1, la fonction x — F(x, t) est continue sur A ;

@ F vérifie I’hypothése de domination locale sur A x I.
Alors,
1. Vx €A fixé, la fonction F» :  — F(x, t) est intégrable sur I.

2. La fonction
A — R

f: X — fF(x,t)dt
I

est continue sur A.

Démonstration Soit a € A. On applique le théoreme de continuité sur un segment K contenant a et f est alors continue en a.

2
+ooet

dr.

Exemple 4.14 On considere la fonction définie par f(x) = f +t
0 X

1. Montrer que f est continue sur I’intervalle I =]0, +ool.

2. Déterminer la limite de f lorsque x — +oco.

(COROLLAIRE 4.26 % Fonction définie par une intégrale sur un segment
Soit I = R un intervalle et [a, b] € R un segment. Soit

| Ix[la,b] — R
(x,1) — F(x, 1)

\On suppose que :
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p
@ F est une fonction continue sur I x [a, b].

Alors la fonction
I — R

. b
f: X — f F(x, t) dt
a

Lest continue sur 1. )

Démonstration On domine localement sur [o, ] < I : comme K = [o, ] x [a, b] est un compact de R?, Ia fonction F est bornée sur
ce compact et
V(x, 1) € lo,pl x [a,bl, [Fx,0)|<Fleok =)

oll ¢ est une fonction constante intégrable sur le segment [a, b].

4.7.3 Théoréme de convergence dominée a parametre continu

THEOREME 4.27 s Théoréme de convergence dominée a parametre continu
On considere une fonction

g AxI — R
| (x,0) — F(x,0)
et soit a une borne de A (éventuellement infinie). On suppose que :
@ Pour tout x € A, la fonction ¢ — F(x, f) est continue par morceaux sur I ;
@ Pour tout ¢ €1, la fonction F(x, 1) — £(1) ;
X—a
@ La fonction ¢ +— £(¢) est continue par morceaux sur [ ;

0 F vérifie I’hypothese de domination sur A x I.

Alors,
1. la fonction £ est intégrable sur I;
2. Ona
flf(x, t)tﬁflf(t)t.
Démonstration
Posons

A — R
e x — fF(x,t) dt
1

Soit (x5,) € AN telle que xy, a. Posons pour tout neN et t €1, f;(t) =F(xp, t). On vérifie alors que :

n—+oo

@ Pour tout n €N, f; est continue par morceaux surl;

@ Pour tel, f(t) =F(xp, 1) " £(t) par composition de limite d’une suite par une fonction;
n—+oo
@ La fonction € est continue par morceaux surl;

Comme F vérifie I’hypothése de domination sur A x I, il existe @ € L1 (1) telle que pour tout (n,t) eNx1, on a :

[ fn(O)] = [F(xn, 0] < @(2).

Donc par théoréme de convergence dominée, £ € L1(I) et lim f; fn = f;€. On a ainsi montré que f(xy) Ji €. Comme la suite

s

n—-+oo
(xp,) est une suite quelconque qui tend vers a, on obtient alors par caractérisation séquentielle de la limite que f(x)

X—a

| Remarque 4.8  Ce théoreme est une simple extension du théoréme de convergence dominée pour les suites de fonction.

4.7.4 Dérivation sous le signe somme
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THEOREME 4.28 % Dérivation sous le signe somme

On considere une fonction
- { Axl — R

(x,8) — EFE(x,1)
et on suppose que :

@ Pour tout x € A, la fonction F» : £ — F(x, f) est continue par morceaux et intégrable sur I.

@ Pour tout ¢ €1, la fonction x — F(x, t) est dérivable sur A.
. OF .
@ Pour tout ¢ €1, la fonction x — Y (x, t) est continue sur A.
X
. OF .
Pour tout x € A, la fonction ¢ — Y (x, £) est continue par morceaux sur I.
X

OF
@ La fonction Y vérifie ’hypothese de domination sur A x I.
X
Alors :

1. La fonction
A — R

f: X — fF(x,t)dt
i

est définie et de classe €' sur A.

. OF .
2. Pour tout x € A, la fonction ¢ — Y (x, ) est intégrable sur I.
X

OF
.V A, f = | —(x, .
3. VxeA, f'(x) flax(x 1) dt

Démonstration La connaissance de cette preuve n’est pas exigible des étudiants.
— La premiére hypothése nous garantie que f est bien définie sur A

— Les trois derniéres nous permettent d’appliquer le théoréeme de continuité sous le signe somme a e Donc pour tout x in
X

. OF .y . oF .
A, la fonction t — I (x, 1) est intégrable sur I et la fonction x — f; a—(x, t)dt est continue sur A.
X X

. . . oF .
On vérifie maintenant que f est dérivable sur A et que pour tout a € A, f'(a) = || I (a,t)dt. Soit a € A, notons, pour tout
X
x€eA\{a}, A(x) = W le taux d’accroissement de f en a. Il faut montrer que A (x) a une limite quand x — a et que
OoF
cette limite estf—(x, 1) dt.
0x

1
L’idée est, comme dans la démonstration du théoreme de continuité sous le signe somme, de se ramener au théoreme de

convergence dominée.

Remarquons au préalable que comme Y vérifie I’hypothése de domination sur A x I, il existe W : I — R continue par
X

< y(1). Alors pour tout t € 1, pour tout b € A\ {a}, I'inégalité

OF
morceaux et intégrable surl telle que ¥V (x,1) e Ax1, ‘a— (x, 1)
X

des accroissements finis appliquée a x — F(x, t) sur [a, D] livre :
|E(b, 1) —F(a, )| < w()|Ib—al.

Introduisons alors une suite (a,) d’éléments de A\ {a} convergeant vers a et pour tout n € N, définissons la suite (F5) de

fonctions
I — R

Fp: : Flan,t)-F(a, 1)
anp—1t

Pour tout ne N :

1 Fy est définie et continue par morceaux surI;

2 la suite (F,,) converge simplement vers t — g—z (a,b);

3 [l’application t — 2—§ (x, 1) est continue par morceaux surl;
4 Fy, vérifie I’hypothése de domination YVt €1, |Fy|<wy(s).

. . oF .
donc d’apres le théoréme de convergence dominée, pour tout n €N, Fy, ainsi que t — Y (a,t) sont intégrable surl et
X

Fp(n)dt OF pdr
fl n(f) oo fla(% )

17



soit
Alan) =

fan - (@ =f Fan,0-fan dr fﬁ(a,t)dt.
an—a 1 anp—t n—+oo J1 0x

.. oF . .
On montre ainsi que A(ay) P fl a—(a, t)dt. Comme la suite (ay) est quelconque, on a montré que f est dérivable en
n—+oo X

aetque f'(a) = [; g—i(a, rdt.

En conclusion f est bien €' sur A.

Remarque 4.9 On peut résumer les trois dernieres hypothése du théoréme de dérivation sous le signe somme en disant
oF . o .
que —— vérifie les hypotheses du théoréme [£.24] de continuité sous le signe somme.
X

On peut aussi résumer les hypothéses 2 et 3 en disant que pour tout £ € I, la fonction x — F(x, t) est de classe €' sur A.

Exemple 4.15 On pose pour x € R,

+00 p— 1 qf
F(x)zf Ln(xt)dt
0 t

1. Montrer que la fonction F est de classe € sur R.

2. En déduire pour x € R le calcul de F(x).

e~ lsin(xr)
t

e 'Ixot]

1. Posons pour (x, £) € Rx]0, +ool, f(x,1) =

1 Soit xp € R. Puisque | f (xo, 1)| < |xole” = y(2) et que la fonction W est intégrable sur ]0, +ool,
la fonction ¢ — f(xy, f) est intégrable sur ]0, +ool.
2 Lafonction f possede une dérivée partielle par rapport a la premiere variable sur R x]0, +oo[ et

v of =e!
x € Rx]0,+oo|, ax(x,t)—e cos(xt)

. . 0 .
3 Soit £ €]0, +oo[ fixé. La fonction x — a—f (x, tp) = e~ cos(fpx) est continue sur R.
X

. . . 0 .
4 Soit xg € R fixé. La fonction ¢ +— a—f(xo, 1) = e !cos(xpt) est continue sur |0, +ool.
X

5 domination locale : soit (x, ) € Rx]0, +oo],

0 _
|—f(x, ni<e =)
0x
avec la fonction ¢ qui est continue positive et intégrable sur 0, +oo].
D’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme, la fonction F est de classe € Lsur R et

of

+00
vxeR, F(x) =f -
0 0x

+00
(x,1) dtzf e 'cos(xr)dt
0

2. On calcule F'(x) :

, +00 _t eixt + e—ixt 1 e(—l+ix)t +00 e—(l+ix)t +00 1 1 1 1
ro= [ e L e Y e .
0 2 2U —1+ix lo 1+ix lo 2W1—ix 1+ix/ 1+x2

Par conséquent, il existe C € R telle que Vx € R, F(x) = arctan x + C. Puisque F(0) = 0, il vient finalement que

+o0 o= lgin(xt)
VxeR, — dt = arctan(x)
0

THEOREME 4.29 % Dérivation sous le signe somme, extension a la domination locale
On considere une fonction

g AxI — R
| &) — EF(x,0)

et on suppose que :

@ Pour tout x € A, la fonction F, : £ — F(x, f) est continue par morceaux et intégrable sur I.
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Pour tout ¢ €1, la fonction x — F(x, t) est dérivable sur A.

. OoF .
Pour tout ¢ €1, la fonction x — Y (x, t) est continue sur A.
X

. OF .
Pour tout x € A, la fonction ¢ — a— (x, t) est continue par morceaux sur .
X

0101010

oF
La fonction Y vérifie ’hypothese de domination locale sur A x I.
X
Alors :
. OF o
1. Pour tout x € A, la fonction ¢ — Y (x, ) est intégrable sur I.
X

2. La fonction
A — R

f: X — fF(x,t)dt
I

est de classe €' sur A.

3. VxeA f’(x)—fa—F(x 1) dt
’ ’ “hox ’

Démonstration Pour a € A fixé, il suffit d’appliquer le théoréme de dérivation sous le signe somme sur un segment K contenant
a.

4.7.5 Dérivations successives sous le signe somme

THEOREME 4.30 s Dérivations successives sous le signe somme

On considere une fonction
g AXI — R
| (x,0) — F(x,0)

et on suppose que :

@ Pour tout ¢ €1, la fonction x — F(x, t) est de classe €" sur A

n-1

—— (x, ) sont continues par morceaux et
n—1

OF
@ Pour tout x € A, les fonctions ¢ — F(x, t), t— —(x, ), ..., L —
0x ox

intégrables sur I.
n
@ Pour tout x € A, la fonction ¢ — PP (x, £) est continue par morceaux sur I.
5

0
@ La fonction 3

Alors :

1. La fonction

F

n
xl’l

vérifie I’hypothese de domination (locale).

A — R
I X — j;F(x,t)dt
est définie et de classe € sur A.
2. Viel,n], VxeA, '
fOx) = f 1E(x, 1) dt
1 0x?

Démonstration Par une récurrence simple.

Remarque 4.10  En pratique, on désire souvent montrer que la fonction f est de classe € sur A. On vérifie pour cela
F

que F et toutes ses dérivées partielles Py vérifient les trois hypotheses du théoreme de continuité sous le signe somme.
X

Remarque 4.11  On peut appliquer ces théorémes dans le cas d’une fonction définie par une intégrale de Riemann :

b
f(x):f F(x, 1) dt
a
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avec la fonction F: 1 x [a, b] — R qui est continue (ou %1) sur le compact I x [a, b]. L’hypothese de domination locale est
alors évidente puisque si [a,p] <1, K = [a, f] x [a, b] est un compact et alors

Vix,) €K, [F(x, )| <Flloox

(une fonction continue sur un compact est bornée).

4.7.6 La fonction I d’Euler Hors programme

(PROPOSITION 4.31 % Fonction T
Pour x > 0, la fonction ¢ — t*Le~! est intégrable sur ]0, +oo[. On définit la fonction Gamma d’Euler par :

10,400 — R
I: TED 1
X — f et dr
0

0, +00 — R . . ..
] [ R La fonction f est continue et positive sur I =]0,+ool.

t —

Démonstration Soit x> 0. Posons f : {

1. intégrabilité sur10,1] :

f@ ~

t—0 ¢l-x
avec 1 —x < 1 donc f est intégrable sur 10, 1].

2. intégrabilité sur [1,+oco] :
Pro)=r"le ! ——0 = f()=00/1%)
t—+oo
et donc f est intégrable sur [1,+ool.

La fonction f est intégrable sur I pour tout x > 0 ce qui montre que la fonction I est définie sur ]0, +oo.

PROPOSITION 4.32 % Continuité de I'
La fonction T est continue sur ]0, +ool.

Démonstration Utilisons le théoreme de continuité sous le signe somme. Posons

i, [ 10#00lx10, 400l — R
) (x, 0 —  Xlemt

— Soit tg €]0, +oo[ fixé. La fonction x — F(x, tg) = e 1 W=Dt egt continue sur 10, +ool.
— Soit xq €10, +oo[ fixé. La fonction t — F(xg, t) = eo=DInt o=t oot continue par morceaux sur ]0, +oo].
— domination locale : soit 0 < A < B. Pour (x, t) € [A,B] x]0, +o00],

1
(A-1Int _ : 1
[Fx, )] = DIt < L6 S

Blet si t€]1, +ool
La fonction |F| est dominée par la fonction
10,400 — R
P: ; . tlL_A si t€]0,1]
Ble™l  site]l, +ool

La fonction  est continue par morceaux et positive sur 10, +oo[ et on montre qu’elle est intégrable comme a la proposition
précédente.

THEOREME 4.33 s La fonction I interpole la factorielle
1. Vx€]0,+oo[, I'(x+1) = xI'(x);
2. VneN, T'(n+1)=n!;

1
3.T(x) ~ —.
x—0 X

Démonstration
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1. Soit (g,T) €]0,1] x [1,+oo[. Par parties,
T T (T T
f retder= [—txe_t] +f xtx_le_tdtzsxe_E—Txe_T+xf e tdy
€ € € €

et lorsque € — 0 puis T — +oo, on trouve le résultat.

2. Par récurrence sur n et la relation du 1, puisque

+00 +
rm:f e_tdtz[—e_t] F_1=0
0 0

I'x+1) ram 1 . .
—— = — PuisqueT est continue en 1.
x

3. I'(x) = o x

THEOREME 4.34 % Dérivées de I'
La fonction T est de classe €°° sur ]0,+oo[ et Vk €N, Vx €]0, +ool,

+00
0 (x) = f (Inp*k*le ! dr.
0

10, +00[x]0,4c0] — R

Démonstration Posons F: { .F(x, 1) = e~ DInt o=t

(x, 0 —  Xlemt
. OoF onf .
— Les fonctions F, —, ... —— existent sur |0, +oo[x]0, +oo| et valent :
0x ox"
ok f

ax—k(x, H=(npkrlet

Elles sont toutes continues par rapport a la premiére et a la deuxiéme variable.
— domination locale : soit k €N, soit (x,t) € [a, b]x]0,+oco[ ol 0<a<1<b,

k 1 ka-1 : 1
ﬂ(m))s{mﬂ ¢ si £€]0,1] ol

oxk Ing*b=le=t  sitell, +oof

On montre comme a la premiere proposition que la fonction ¢ est intégrable sur 10, +oo].
On conclut avec le théoréme de dérivations successives sous le signe somme.

THEOREME 4.35 % I'(1/2)

+00 2
Onam/z):zf e Wdu=vn
0

Démonstration Par le changement de variables u=\/t, t = 2udu,

2
+ooeu

2udu

+00 =1
I'(1/2) =f —dt=
o Vi 0

On calcule la derniére intégrale par plusieurs méthodes vues en exercice.

Remarque 4.12
— Comme I'" > 0, La fonction I est convexe sur ]0, +ool.
— T possede un minimum en xp € [1,2] (I'(1) =T'(2) = 1).
— OnaTl(x) — o +oo. En effet, comme I'” > 0, on sait que I est croissante. Mais I’ s’annule en xg donc I”
est négative sur ]0, xp[ et positive sur ]xp, +oo[. Ainsi I" est croissante sur ]xp, +oo[. Par le théoreme de la limite
monotone, elle est soit bornée et convergente soit elle tend vers +oco. Comme I'(n) = (n—1)! +00, On

n—+oo

obtient que I'(x) +00. On remarque d’ailleurs que pour x > 1,

X—+00

I'x) =x-1
—=—Tx-1) ~ T(x-1
X X—+00

X —+

+00
X—+00

donc I" admet une branche parabolique de direction (Oy).
(2n)!
VT pour n € N.

— OnsaitcalculerT'(n+ 1) =n'etT'(n+1/2) =
22np)
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