Chapitre 1 O

Espaces euclidiens

Table des matieres

Dans tout ce chapitre, E désigne un R-espace vectoriel. Les sections ??, 22,22 et 22 sont des rappels de premiere année.

10.1 Définitions et regles de calcul

10.1.1 Produit scalaire

(DEFINITION 10.1 %% % Produit scalaire N
Soit E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E, une application : ¢ : E x E — R vérifiant :

1 est une forme bilinéaire : ¥ (x,y,2) € E3,Y(A, p) € R?

PeAx+py, 2) = Ap(x, 2) + pe(y, 2),
O AYy +1z) = Ap(x, ¥) + no(y, 2).

2 P est symétrique :
V(x, 1) €E%  @(x,y) =@, x).

3 (p est définie :
Vx€eE, (p(x,x)=0) < (x=0).

4 @ estpositive :

VxeE, ¢(x,x)=0.

“> Notation 10.1 On note (x1y) = ¢(x,y) le produit scalaire. En géométrie, on utilise également la notation X. .

DEFINITION 10.2 % % Espace préhilbertien, Espace euclidien
Un R-espace vectoriel E muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien réel. Si de plus E est de dimension
finie, on dit que E est un espace euclidien.




10.1.2 Norme

Dans toute la suite, on considere un préhilbertien réel (E, (- | -)).

DEFINITION 10.3 Y% % Norme euclidienne associée a un produit scalaire
On définit la norme euclidienne associée a un produit scalaire (- | -) par :

VxeE, |[lIxll=vx|x)|

| Remarque 10.1 ||-|| est bien définie car (- | -) est une forme bilinéaire positive et donc pour tout vecteur x € E, (x | x) = 0.

THEOREME 10.1 Y Regles de calcul
Pour tous vecteurs x, y € E, et tout réel A eR :

1 AxI=IALxl (égalité du parallélogramme);
2 lx+yl2=lxI>+2(x|y)+lyl*; .

3 llx—yl2=1xl>=2(x]y) +1yl*; 5 (xly)= Z (Ix+ ylI2 = lx - y1?)
4 llx+yl2+lx-yl*=20x1+1yl*) (identité de polarisation).

Pour des vecteurs xi,..., X, ¥1,--., Ym € E et des scalaires Ay,...,Ap, HU1,..., Um €R,

n m n m
(Z Nixil ) um) =2 > Ny (xi 1),
i1 j=1

i=1j=1

n 2 n
|2 him| = Y A2l +2 ¥ Ak (] xy).
i=1 i=1

1<i<js<n

Démonstration Soient x,y €E et A € R. En utilisant le fait que (- | -) est une forme bilinéaire symétrique :
2 IAxl = VOx A0 = VAZ (x| 1) = Al [1x].
2 lx+yl2=(x+ylx+y)=&ln+2(x1y)+ 1Y) =lIx1?+2(x|y) + Iyl
3 lx-yl?=(x-ylx-y) =l -2(x1y)+(y1y) = 121> =2(x | y) + Iy1*;
4 En additionnant les deux égalités précédentes, on obtient 1’égalité du parallélogramme.

5 Enfin, par soustraction de ces deux mémes égalités, on obtient I’identité de polarisation.

Les deux derniéres formules sont conséquence de la bilinéarité du produit scalaire.

THEOREME 10.2 %% Inégalité de Cauchy-Schwarz
Pour tous vecteurs x, y € E, on a [’inégalité de Cauchy-Schwarz

|(x1y)] < lxl iyl

et on a égalité si et seulement si les deux vecteurs sont colinéaires : |(x | y)| =|xlllyl &= IAeR: (y=Ax ou x=
Ay).

Démonstration Soient x,y € E. Pour tout A € R, considérons :
PN =(x+Aylx+Ay).
Drapres les régles de calcul précédentes, on obtient
P\ = (yly))\2+2(x|y))\+(x|x) = ||y||2)\2+2)\(x|y)+ xl2.

Si||y| # 0 alors P est un trindme du second degré en . Par ailleurs YA€ R, P (A) = 0. Donc P admet au plus une racine réel et
son discriminant réduit est négatif ou nul, ce qui s’écrit : ((x | y))z - ||y||2 lxlI? <0, c’est-a-dire |(x | y)| <|xll Iyl.

Si x et y sont colinéaires, on vérifie facilement que |(x | y)| = |lxlllyll. Réciproquement, si cette égalité est vraie, alors le discrimi-
nant de P est nul et donc P admet une racine double Ao € R. On a donc (x+ Aoy | x+Agy) = 0 ce qui n’est possible que si x+Agy =0
c’est-a-dire que si x =Agy.

Si||y| =0, c’est-a-dire si y = 0 alors I’inégalité ainsi que le cas d’égalité sont trivialement vérifiés.



THEOREME 10.3 %% Inégalité de Minkowski
Pour tous vecteurs x, y € E, on a l’inégalité de Minkowski

160 = Iyl < D+ yll < el + 1y

demi-droite issue de ’origine : IA =0: y=Ax.

et on a égalité dans la majoration de droite si et seulement si les deux vecteurs x et y se trouvent sur une méme

Démonstration Soient x,y € E.

» On applique les régles de calcul avec le produit scalaire ?? et I'inégalité de Cauchy-Schwarz ?? :

Ixi2+2(x1y) + | y)*
I + 210l | y] + [ v)®

(xl + )

o+ y]?

A

A

On a donc : ||x+y|| < x|l + ||y||
o Six ety se trouvent sur une méme demi-droite issue de I’origine, on vérifie facilement que cette derniére inégalité est une
égalité. Réciproquement, supposons que |x+y| = lxll + | y||. Alors, en reprenant le calcul précédent, on obtient (x| y) =
Il x| || y|| et on est dans le cas d’égalité de la la formule de Cauchy-Schwarz. Donc x et y sont colinéaires : Ja € R, y=ax.
On injecte cette égalité dans celle de départ, on trouve (1+a) x = ||x|| + llax|l, c’est-a-dire : (1+a) x = (1 +|al) | x|. Si le
vecteur x est nul alors il en est de méme de y et la propriété est prouvée. Si x est non nul alors « = |a| et a est bien positif.
e Par ailleurs :

lxll = x=y+y| <|x=y|]+]¥]

et
Iyl =Ny =x+ x| <[y =] + 1l
et comme ||y—x|| = |x—y|. on obtient : |x-y| = Ixl - ||y| et ||x-¥| = ||¥| - IxIl. ce qui s°écrit aussi : |x—y| =
‘lell - ||y||)
De maniére plus générale :
(DEFINITION 10.4 %% % Norme )
On appelle norme sur E une application : ||| : E — R vérifiant :

1 VxeE, |x]|=0= x=0.
2 VxeE, VAeR, [Axll=IAllxI.
3 Vx,yeE, |x+y|<lxl+|y| (Inégalité triangulaire).

PROPOSITION 10.4 s Norme associée au produit scalaire

La norme euclidienne ||| associée a un produit scalaire (- | -) sur E est une norme sur E.

Démonstration Les propriétés 2 et 3 ont déja été prouvées dans les théorémes ?? et ??. Démontrons la premiere. Soit x € E tel

que |lx|l = 0 alors (x | x) = 0 mais comme (- | -) est une forme bilinéaire définie, x = 0.

Exemple 10.2 Quelques exemples de produits scalaires et leur norme associée (2 retenir) :
e Produit scalaire usuel sur R” : Si X = (x1,...,%,),Y=()1,..., ¥n) € R",

n
XIY)Y=x1y1+...X0yn = inJ/i,
i=1

n

— 2 2 _ 2

X =/x2+- x5 =] ) %2
i=1

» Sur I’espace des fonctions continues sur [a, b], E =% ([a,b],R), f,g€E :

b
(flg)=f f(ngndt,

b
1l = f (F0)dt.
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¢ Sur I’espace des fonctions f: R — R continues et 2n-périodiques, E = 6> (R), f,g€E :

27
(flg)=f0 f(ngndt,

1l = \/fozn (F0)dt.

o Sur I’espace des matrices carrées 91, (R), A, B € 9, (R)
<AB>=Tr(A"B),

Al =v/<AA>=VTr(ATA).

n
Voir I’exercice ?? page ??. Remarquons que si A = (a;,;) et B = (b;;) alors <A,B >= Z a; jb; j ce qui permet
i,j=1
d’apparenter ce produit scalaire au produit scalaire canonique sur R”" en identifiant les matrices carrées de M, (R)
a des vecteurs de taille n? et a coefficients réels.

DEFINITION 10.5 Y% Vecteur unitaire
Soit x un vecteur d’un R-espace vectoriel E muni d’une norme ||-||. On dit que x est unitaire si et seulement si | x| = 1.

10.2 Orthogonalité

On considere dans ce paragraphe un espace préhilbertien réel (E, (. |.)).

DEFINITION 10.6 % Vecteurs orthogonaux
Deux vecteurs x et y de E sont dits orthogonaux lorsque (x| y) = 0.

THEOREME 10.5 % Identité de Pythagore
Soient x et y deux vecteurs de E. Alors

(x1y)=0= lx+yl*=lxI*+lyl*

Démonstration D’aprés la formule ?? :
o+ y 0= e +2(x 1) + 11,

et il vient immédiatement :

(x1y)=0= lx+yI? = IxI* +lylI>.

THEOREME 10.6 % Des vecteurs non nuls orthogonaux 2 a 2 forment un systeme libre
Soit S = (x3, ..., X,) une famille de vecteurs non-nuls deux a deux orthogonaux :

V@i, ) ellnl?, i#j= (xilx;)=0.

Alors la famille S est libre.

Démonstration Soient ay,...,a, €R tels que a; x1 +... +apx, = 0. Soit i € [1,n]. Du fait de la bilinéarité du produit scalaire et
que les vecteurs de cette famille sont deux a deux orthogonaux :

n n
0= (xz'l > aixz') =2 (Xi|xj) = o (% | x;)
j=1 =t

Comme x; #0, (x; | x;) # 0 et il vient que a; = 0. Cette égalité est vraie pour tout i € [1,n]. On montre ainsi que la famille S est
libre.



DEFINITION 10.7 % Sous-espaces orthogonaux
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit qu’ils sont orthogonaux si et seulement si

VxeEVyeG, (x|y)=0.

(DEFINITION 10.8 % Orthogonal d’une partie
Soit A  E une partie de E. On définit I’orthogonal de A comme étant le sous-ensemble de E noté A+ et donné par :

At ={x€E|VacA (x|a) =0}

THEOREME 10.7 % Propriétés de I’orthogonal
Soient A, B c E deux parties de E.

1 Alestun sous-espace vectoriel de E. 3 Al = (Vect(A)’.
2 AcB = BlcaAl. 4 AC(AL)J'.
Démonstration

1 Le vecteur nul est orthogonal a tous les vecteurs de A donc 0 € AL. Soient a,p € R, x,y € AL et ac A. Alors (ax+pyla)=
a(x|a)+P(yla)=0doncax+pye AL, AL est donc bien un sous-espace vectoriel de E.

Supposons que A c B. Soit x € B-L. Montrons que X € Al SoitaeA. Comme AcB, aeB et (x|a)=0. Donc x € AL,

On a A c Vect(A) donc d’aprés la propriété précédente : (Vect(A))L c A+. Réciproquement, si x € AL et si y € Vect(A)
montrons que (x| y) =0. I existe neN*, ay,...,ap ER et ay,...,an €A tels que : y = Z;?:la,-a,- et

M=

(xly)z. a;(xla;)=0

i=1

car x € AL Voila qui termine la démonstration du troisiéme point.
4 Enfin,siacAetsi xeAl alors (a| x) =0 et donc a € (AJ-) ce qui prouve la derniére inclusion.

. P i Thex 1L, . , . . . N
& Attention 10.3 En général, I’égalité Vect(A) = (Al) n’est vraie qu’en dimension finie, voir théoreme ?? page ??.

10.3 Espaces euclidiens

On considere dans toute la suite de ce chapitre un espace euclidien E muni d’un produit scalaire noté (. |.) et ||.|| la norme
euclidienne associée. On note » la dimension de E.

10.3.1 Bases orthogonales, orthonormales

- N
DEFINITION 10.9 % Bases orthogonales, orthonormales
Soit e = (e,...,e,) une base de E. On dit que e est une base
1. orthogonale si et seulement si ses vecteurs sont deux a deux orthogonaux, ¢’est-a-dire si et seulement si :
Vi, )ell,nl?, i#j = (eile;)=0.
2. orthonormale si et seulement si ses vecteurs sont deux a deux orthogonaux et unitaires, ¢’est-a-dire si et seule-
ment si :
.. 2
V@i, ) elll,nl®, (eilej)=38;.
_ Y,

Remarque 10.2 Si on se donne un systeme (ey,...,e,) de vecteurs deux a deux orthogonaux d’un espace vectoriel
euclidien de dimension n alors d’apres la proposition ??, ce systeme est libre. Comme il est libre de rang maximal c’est
une base (orthogonale) de E.




| Remarque 10.3  La base canonique de R” est orthonormale pour le produit scalaire usuel.

THEOREME 10.8 % Calculs dans une base orthonormale
Soit e = (ey, ..., e;) une base orthonormale de E.

1. Les coordonnées d’un vecteur dans une base orthonormale sont données par les produits scalaires :

n
x=) (xle)e;

i=1

2. Six=x1e1+:-+xpepety=y1e1+---+ ypey, alors

n
(x|y):inyi=x1y1+...+xnyn
i=1

3. Six=x1e1+---+xnen,

n
2 2_ .2 2
x|l =§ Xy =xp+-+ Xy,
i=1

Démonstration Ces formules se prouvent facilement en utilisant les régles de calcul avec le produit scalaire ?? et le fait que :
VG elLnl?,  (erlej)=5;).

10.3.2 Procédé d’orthonormalisation de Schmidt

—  Biol ‘ Erhard Schmidt, né le 13 janvier 1876 a Dorpat (Estonie), mort le 06 décembre 1959 a Berlin) Ii

Mathématicien allemand. Il fait ses études dans différentes universités alle-
mandes et les termine a Berlin. Il soutient sa theése en 1905 sous la direction
de David Hilbert. Elle porte sur les équations intégrales. Apres avoir enseigné
successivement dans les universités de Bonn, Zurich, Erlangen et Breslau, il
est nommé en 1917 comme professeur a I’Université de Berlin ol il occupe
le poste laissé vacant par Schwarz. Dans les années 1930, il subit la montée
du nazisme et alors que ses collegues juifs (Schur, von Mises) doivent quitter
I’Université, il est sommé de prendre des résolutions contre les juifs. Il s’ac-
quitte de cette tache avec si peu de zele que les nazis diront de lui a 1’époque
qu’«il ne comprend pas le probleme juif » et qu’il ne sera pas critiqué par la
suite.

Erhard Schmidt est un des fondateurs de 1’analyse fonctionnelle. Il a beau-
coup contribué a la théorie des espaces de Hilbert et a simplifié et généralisé
un certain nombre de résultats d’Hilbert. C’est dans un article de 1907 sur les
équations intégrales qu’il expose le procédé d’orthonormalisation. Notons que
ce procédé avait été découvert au préalable par Laplace mais c’est Schmidt qui
su en donner le premier un exposé clair.

THEOREME 10.9 % Théoreme de Schmidt
Soit E un espace euclidien et e = (ep,...,e;) une famille libre de E. Alors il existe

une et une seule famille orthonormale | € = (g1, ...,€,) de E vérifiant :

1 Vie[l,n], Vect(e,...,g;)=Vect(e,...,e;); 2 VYie[l,nll, (ejle;)>0.

Démonstration La preuve est constructive et par récurrence sur la taille n de la famille libre e.

T TI . . N e
o | Initialisation | : La famille e = (e1) est libre par hypothese et donc ey est non nul. Le vecteur €] = ”—1” est alors le seul
€1

vecteur unitaire de E vérifiant que Vect (e1) = Vect (€1) ainsi que (ey | €1) = lle1 | > 0.

. Soit k € [1,n—1]. Supposons construite la famille (e1,...,€}) répondant a I’énoncé. Construisons un vecteur
€41 I'épondant au probleme. Comme €y, € Vect(ey,..., ey, ery1) = Vect(€y,..., €, exy1) (voir la figure ??), on cherche
€k+1 sous la forme gy = A (eg41 —1€1 —... —a€g) ol : pour tout i € [1, k], o;€RetouAeR.
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FIGURE 10.1 — Algorithme de Schmidt : redressement de e3

La condition d’orthogonalité de la famille est équivalente a, pour tout i € [1,k] :

(eiler+1) =0=A((g; | exs1) — i (g 1 €7))

, C’est-a-dire o; = (g | ey 1)-
La constante A est strictement positive. En effet :

k
Mekr1 leps1) = [Eps1 +A D g € | = ||€1c+1||2
i=1

et est donc entiérement déterminée par le fait que €., est unitaire.
On obtient ainsi un unique vecteur €y, satisfaisant I’énoncé. Il est donné par

Ek+1 N k
€1 =77 OUELp = e — ) (il exrr) e
lekel

i=1
| Remarque 10.4 L’ algorithme de construction de la base orthonormale est aussi important que 1’énoncé du théoreme.

En appliquant le théoréme précédent a une base e de E, on obtient le corollaire suivant :

COROLLAIRE 10.10 %
Soit E un espace euclidien de dimension n et e = (ej,...,e;) une base quelconque de E. Alors il existe

une et une seule base orthonormale | €=(gy,...,&,) de E vérifiant :

1 Vie[l,n], Vect(e,...,e,)=Vect(ey,...,en); 2 Vie[l,nll, (eilg;)>0.

| Remarque 10.5 La matrice de passage de e vers € est triangulaire supérieure.

PLAN 10.1 : | Pour orthonormaliser une famille de vecteurs !

On souhaite appliquer I’algorithme de Schmidt a la base (ey, ..., ey) de E. Pour ce faire :

€1
1 Onposee; = —-.
leyll

2 On suppose €,...,€; construits. On calcule le vecteur €k+1=ek+1—Z;’:1(£i|ek+1)al~ et on pose

€k+1
€1l

€k+1 = |

3 Si(er+1|€xk+1) <0 alors on remplace €j.+1 par —€y41.

Remarque 10.6
— La troisiéme étape du procédé d’orthonormalisation est facultative. Si on ne I’effectue pas, la base construite est
encore orthonormale.
— On peut aussi ne pas normaliser le vecteur §; dans la deuxieme étape de I’algorithme. Dans ce cas la base
construire n’est pas orthonormale mais orthogonale et la formule donnant € en fonction de ej1, €1,...,€k est
1égérement changée (exercice!).

| Remarque 10.7 La matrice de passage de e vers € est triangulaire supérieure.



Exemple 10.4 Soit I’espace E = R3 muni du produit scalaire usuel. Soient les vecteurs e; = (2,0,0), e; = (1,1,1) et
e3 = (0,1,2). Construisons une base orthonormale a partir de e = (ey, e2, e3). D’apres ’algorithme d’orthonormalisation
de Schmidt :

1 Onpose|€e; =(1,0,0) |

2 Onaé =e—(e1]ex)e1 =(0,1,1) donc|ex =

V2

—(0,1,1) |
2 ( )

V2

3 Demémeé&z=e3—(e1]|e3)e; — (2] e3)ex =(0,—1,1) donc | €3 = - 0,-1,1) |

La famille (e1,€5,€3) est une base orthonormale de E.

10.3.3 Conséquences

COROLLAIRE 10.11 Théoreme de la base orthonormale incomplete
Toute famille orthonormale (81, N p) d’un espace euclidien E # {Og} de dimension n (p < n) peut étre complétée par
des vecteurs €p41,...,€, de E en sorte que la famille (¢1,...,€5) soit une base orthonormale de E.

Démonstration  En appliquant le théoréme de la base incompléte, on peut compléter la famille orthonormale (et donc libre)
(e1,...,€p) par des vecteurs ey 1,...,en en une base e = (€1,...,€, €g41,...,en) de E. On applique le procédé d’orthonormalisation
de Schmidt a cette base, on peut construire des vecteurs €y 1,...,€n de E tels que la famille (g1,...,€5,) soit orthonormale et tel que
Vect (g1,...,en) = Vect (€1,...,€x, €4 1,---,en) = B. Cette famille est donc libre et génératrice et forme une base orthonormale de
E.

COROLLAIRE 10.12 Existence d’une base orthonormale
Tout espace euclidien E # {Og} posseéde une base orthonormale.

Démonstration Soit e une base de E. En appliquant le procédé d’orthonormalisation de Schmidt a cette famille, on construit une
famille orthonormale € telle que Vect (€) = Vect (e) = E. Cette famille est donc libre et génératrice. Elle forme une base orthonormale
de E.

THEOREME 10.13 % Propriétés de I’orthogonal en dimension finie
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension p de E. Alors

1 EzFeFil;
2 dimFJ-zn—p;
® Fl) =F.

Démonstration Montrons que F et F- sont supplémentaires dans E.
e Ona:FnFL={0}. En effet, si un vecteur x est & la fois dans F et dans I’orthogonal de F, il vérifie (x | x) = 0 et donc x = 0.
« Montrons maintenant que E = F+FL+. Comme F est de dimension p, par application du théoréme précédent, on peut
trouver une base orthonormale (e1,...,ep) de F. Soit x € E et soit x' = Zzzl (x| ex) ex. On vérifie facilement que x' € F et

que x—x' € FX. Donc x = x+ (x—x') e F+F* et on a bien E=F+F*.
Ainsi :E=FoFL. D’apres le théoréme ??, on obtient dimF + dimFt+ = n qui entraine la seconde égalité du théoréme. Enfin, on
) .. €L . . 1 . . .
a prouvé dans la proposition ?? que F c (FL)™. Mais comme dim (F*)™ = n—dimF = n— (n —dimF) = dimF, on peut affirmer
141
que (F-)” =F.
&Attention 10.5 Nous avons utilisé dans cette preuve uniquement le fait que F est de dimension finie. Aussi, ce
théoréme reste vrai si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien.

Remarque 10.8  Un sous-espace vectoriel F d’un espace E de dimension finie posséde, en général, une infinité de
supplémentaires. Si E est un espace euclidien, F n’admet qu’un et un seul supplémentaire orthogonal : F*. Pour cette

raison, on dira que F est supplémentaire orthogonal de F dans E.

‘ 1
> Notation 10.6 Si G est le supplémentaire orthogonal de F dans E, on écrit E=F & G.

THEOREME 10.14 %% Théoréme de Riesz Hors programme en PC mais instructif
Soit E un espace euclidien et soit f € £(E,R) une forme lin€aire. Alors il existe un unique vecteur z¢ € E tel que

Vx€E, [f(x)=(zr|x)




Démonstration Pour tout z € E, posons :

(E — R
P2 ¥ —  (z]x

Pour tout z € E, ¢ est une forme linéaire. En effet, fixons z € E. Pour tout o,p € R et pour tout x,y € E : ¢z (ax+py) =
(zloax+Py) =a(z|x)+P(2]y) = apz (x) + Pz (y). L’application d donnée par

*
q):{ E E
z — Pz

est alors bien définie. Montrons que c’est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

. si(x,f)e[R et x,y € E alors @ (ax+By) = Porspy = (ax+Ppy ) =a(x[)+B (¥ ) = apx +P@y = a® (x) +
B (y).
. soit x € E tel que ® (x) =0. Alors : Vy €E, (x | y) =0, et en particulier (x| x) =0 ce qui n’est possible,
par définition du produit scalaire que si x = 0.
. comme dimE = dimE* (voir I’exercice ?? page ??), d’aprés le théoréme de caractérisation des isomor-
phismes ??, sachant que ® est injective, il vient que ® est aussi surjective.
Toute forme linéaire f € E* sur E est donc image d’un vecteur z de E par ®. Posons zp=z. Onaalors: f=® (zf) = (zf | ) etle
théoréme est prouvé.

Remarque 10.9  Dans R” muni du produit scalaire usuel, si I’on consideére un hyperplan H d’équation :
X+t apx, =0

Alors cet hyperplan est orthogonal au vecteur n = (a,...,a,) : H= (n}t.

10.4 Projecteurs et symétries orthogonaux

10.4.1 Projecteurs orthogonaux

(DEFINITION 10.10 % Projecteur orthogonal
Soit p € L(E) un projecteur (c’est-a-dire une endomorphisme p de E vérifiant po p = p). On dit que p est un projecteur
orthogonal si et seulement si Ker p et Im p sont deux sous-espaces orthogonaux de E :

VxeKerp, Yyelmp, (x|y)=0

Remarque 10.10  Soit p un projecteur orthogonal et soit x € E. Alors (p xX)Ix-p (x)) =0. Eneffet, x—p(x) eKerp =
Imp*

X

x—p(x)

0 p(x)

F

FIGURE 10.2 — Projecteur orthogonal

THEOREME 10.15 % Calcul du projeté orthogonal
Soit F un sous-espace vectoriel de E et soit x € E. On suppose que

@ (€1,...,€p) est une base orthonormale de F




alors le projeté orthogonal p(x) du vecteur x sur le sous-espace F vaut :

p
p) =) (xlene |
i=1

Démonstration D’aprés le théoreme ?? appliqué a p (x) € F et a la base orthonormale € de F donnée :

I
™=

px) = (p)le;)e;

I
—

p
=) (x-pWle)
i=1

(xle;)e;

I

M
5
?

Il
—

I
'Mt

I
—

car x — p (x) €Kerp=FJ‘ et donc :
vie[Lp], (x-p@le)=

THEOREME 10.16 % Le projeté orthogonal p(x) réalise la meilleure approximation de x par des vecteurs de F
Soit F un sous-espace vectoriel de E. Pour tout x € E, on pose :

d(x,F) = inf|lx— f].
(x,F) }relFllx Vil

Alors :
1 d(x,F) est bien défini;
2 dx,F)=|x-p)| ou p(x) est la projection orthogonale de x sur F;

3 SifeF, |x—fll=lx—px)l avec égalité si et seulement si f = p(x).

x—p(x)

0 p(x)

F f px)—f

FIGURE 10.3 — Meilleure approximation

Démonstration

1 Soit x € F. Notons F = {|x— f|| | f€F}. .7 est une partie non vide de R minorée par 0. Elle posséde donc une borne
inférieure et d(x,F) est bien défini.

2 D’apres le théoreme de Pythagore ??, pour tout f € F :

lx—f1% = lx=p@I? + Ipx) - £1I2 = lx - peo)l2.

Donc ||x— p (%) || est un minorant de % . Mais comme p (x) € F, ||x— p(x) || € .7 et est donc la borne inférieure de .% . Il
vient alors : d(x,F) = |x— p(x)].

3 Onade plus montré que si f € F, alors | x— f1l = x— p(x)|l et on a égalité si et seulement si | p(x) - f||* = 0 ¢’est-a-dire
f=p).

10.4.2 Symétries orthogonales, réflexions
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(DEFINITION 10.11 % Symétrie orthogonale, réflexion

Ker(s +id) sont orthogonaux.

E.

Soit s € L(E) une symétrie vectorielle (c’est-a-dire un endomorphisme de E tel que so s =id).
e On dit que s est une symétrie orthogonale si et seulement si les deux sous-espaces vectoriels Ker(s —id) et

» On dit de plus que s est une réflexion si I’ensemble des vecteurs invariants de s, Ker(s —id) est un hyperplan de

J

Ker(s +id)

)
Ker(s—id)

s(x)

FIGURE 10.4 — Symétrie vectorielle orthogonale

10.5 Endomorphismes orthogonaux, matrices orthogonales

10.5.1 Rappels

(PROPOSITION 10.17 Calculs dans une base orthonomale

Soit (E, (.| .)) un espace euclidien de dimension n, soient e = (ey, ...

et soit u € £(E).
On note X = Mat, (x), Y = Mat, (y) et A =Mate (1) = (a;,j). Alors :

1 (x1y)=x'Y; a
2 (xlu@y)=X"AY; 5
3 (ux)1y)=XTATY; 6

~N

,ep) unebonde E, x=Y"  x;e;,y=%", yie; €E,

vi,jell,nl, (e;ilule)))=a;;
Vi,jell,nl, (ule)lej)=aj,.
VX,YeM,1(R), XTAY=0 = A=0.

Démonstration

1 Ona(x|y)= Z?j:l Xiyj (e,- | ej) =X, x;y; car e est une bon et donc (x| y) =xTy.

2 On applique la premiére formule : (x| u(y)) = XTAY.
3 De le méme fagon :(u(x) | y) = Ax)Ty =xTaTy.

4 Soienti,je[1,n],ona
(ei | u(e])) = (0 1
5 De méme, on a

[u(e,-)lej)z(al,i NNNR

11

0) aj,j | =aj,j-

an,i) 1= aj,i-



6 Sipour toutX,Y € My 1 (R), XTAY = 0 alors en particulier si E; = Mat, (e;), on a pour tout i, j € [1,nl, ajj = EiTAEj =0
etdonc A=0.

10.5.2 Endomorphismes orthogonaux

On considere dans toute la suite un espace euclidien E muni d’un produit scalaire noté (.|.) et ||.|| la norme euclidienne
associée. On note n la dimension de E.

DEFINITION 10.12 % Endomorphismes orthogonaux, isométries vectorielles
Soit u € £(E) un endomorphisme de E. On dit que u est un endomorphisme orthogonal ou une isométrie vectorielle si

VxeE, [lu)l=Ixl.

| On note O(E) I’ensemble des endomorphismes orthogonaux de E.

Exemple 10.7
1. L’application idg est trivialement une isométrie de E.

2. Les symétries orthogonales sont des isométries vectorielles. En effet, si s est une symétrie orthogonale par rapport
F = Ker(s—id) alors G = F+ = Ker(s+id) et si x € E, comme E = F& | G, x = xp + xg avec x € F et xg € G. Comme
(xr | xg) =0, d’apres le théoréme de Pythagore, on a

2 2 2 2 2 2
s = llxr — x6 17 = lxell” + 1 xc 17 = lxp + xc 117 = [l x|

et donc [Is(x)[l = [lxll.
En particulier, les réflexions sont des isométries.

Le théoreme suivant permet de caractériser les isométries grace au produit scalaire.

THEOREME 10.18 s Un endomorphisme orthogonal conserve le produit scalaire
On a I’équivalence :
ueO(E) = V(x,y) €E%, (u) lu)=(x1y).

Démonstration
Supposons que u est un endomorphisme orthogonal de E. D’aprés I’identité de polarisation ??, pour tout (x,y) € E2 :

(e e+ )12 = e (= ) 1)

(0 1u(y))

(1 y1% = 1x=y1?)
7).

Supposons que u préserve le produit scalaire alors pour tout x €E :

1
4
1
4
(x

lu)l = v/ (@) [ u)) =/ (x| x) =l

et donc u € O(E).

PROPOSITION 10.19 Les endomorphismes orthogonaux sont des automorphismes
Soit u € O(E) un endomorphisme orthogonal de E alors u est un automorphisme de E et ! € O(E) .

Démonstration Soit x € Ker u alors
lxl=lu)=0

et d’aprés les propriétés de la norme ??, on peut affirmer que x = 0. Donc Ker u = {0} et u est injectif.

D’apres la caractérisation des automorphismes d’un K-espace vectoriel de dimension finie,u est un automorphisme de E. Enfin,
considérons x € E et notons y = u(x). u étant un endomorphisme orthogonal de E, on a || x| = ||y|| Donc, comme u~! (y)=x 1l
vient que | u’l )| =lxl=]y| et u~! est bien lui aussi un endomorphisme orthogonal de E.
Les notions de groupe et a fortiori de sous-groupe ne sont plus au programme. L’ensemble O (E) est néanmoins appelé
groupe orthogonal. Expliquons pourquoi :

12



THEOREME 10.20 % Groupe orthogonal HORS PROGRAMME
Le couple (O(E),o) est un groupe. Plus précisément c’est un sous-groupe du groupe linéaire (GL (E),0). On I’appelle
le groupe orthogonal de E.

Démonstration

1 L’ensemble O(E) est stable pour le produit de composition :si u, v € O(E) alors uo v € O(E). En effet, pour tout x€ E :
luov()ll = vl = llxll;

2 Le produit de composition dans O (E) est associatif. En effet, il est associatif dans £(E) ;
3 Onaidg € O(E) et pour tout u € O(E), uoidg = idg ou = u autrement dit idg est 1’élément neutre du produit de composition ;
4 On sait que tout élément de O (E) admet un inverse qui est aussi élément de O (E).

Pour résumer ces quatre points, on dit que (O (E),0) est un groupe. On peut vérifier facilement que (GL (E), o) est aussi un groupe,

appelé groupe linéaire. Comme O (E) < GL (E), on dit que O(E) est un sous-groupe du groupe linéaire.
On propose maintenant une seconde caractérisation des isométries vectorielles grace aux bases orthogonales.

THEOREME 10.21 Une caractérisation pratique des automorphismes orthogonaux
Soit u € £(E) et soit e = (ey,..., e,) une base orthonormale de E. On a équivalence entre :

1 ueO(E),
2 (u(ey),...,u(ey)) est encore une base orthonormale de E.
Démonstration

Si ue O(E), d’apres la proposition ??, pour tout i, j € [1,n] :

B _Josii#j
(e ) = s 1) ={ 517
ce qui prouve que la famille (u(ey1),...,u(en)) est une base orthonormale de E.
Si I'image par u de la base orthonormale e = (ey,...,ep) est encore orthonormale alors pour x = Z?Zl x;e; € E et par
regles de calcul dans une base orthonormale :
2

= Z xl?:

ie[1,n]

2

lu)l? = ‘ = |lxI%.

n
le-u(el-)
i=1

n
inei
i=1

Donc ue O(E).

PROPOSITION 10.22 s Les seules valeurs propres possibles d’une isométrie vectorielle sont —1 et 1
Soit u € O(E) qui admet une valeur propre A € R alors A = 1.

Démonstration  Comme A est une valeur propre de u, il existe x € E, x # 0 tel que u(x) = Ax. Alors comme u € O(E), de
lu)|l = Al x|, on tire | x|l = |A| | x|| et comme x # 0, alors |A\| =1, ¢’est-a-dire A = +1.

PROPOSITION 10.23 % Une isométrie vectorielle stabilise I’orthogonal de ses sous-espaces stables
Soit u € O(E) et soit F un sev de E stable pour u. Alors :

u(f) cF = u(FH)cF

Démonstration Comme F est stable pour u, on a u(F) c F mais comme u € O(E), u est un automorphisme de E et sa restriction a
F en est alors un de F. Alors dim u(F) = dimF et forcément U(F) = F. Donc pour tout x € F, il existe xy € F tel que u(xg) = x. Soit
y € u(Ft). Il existe donc yg € FL tel que y = u(yp) et

(¥1x) = (ulyo) | ux0)) = (¥ | x0) =0

car yo € FL et xo € F. On montre ainsi que u(FJ-) cFL

(PROPOSITION 10.24 Matrice d’un endomorphisme orthogonal dans une base adaptée a une décomposition de)
E en sous-espace stables orthogonaux

1
Soit F un sous-espace stable pour u € O(E) alors dans une base e de E adaptée a la décomposition E=F&F*, ona:

_ A On-p,p
Mat, (u) = (Op,n—p B

\Ol\l A €GLy(R) et Be GL,—p(R) si p=dimF et n = dimE.

13



Démonstration C’est une conséquence directe du fait que F et FL sont stables par u et du fait que Ia restriction de u i ces deux
sevs est un automorphisme.

10.5.3 Matrices orthogonales

(DEFINITION 10.13 % Matrices orthogonales
On dit qu’une matrice A € 9, (R) est orthogonale si et seulement si :

ATA=1,,.

\On note O, (R) I’ensemble des matrices orthogonales.

Remarque 10.11  Une matrice orthogonale est inversible et

Ce qui montre qu’elle vérifie également

THEOREME 10.25 % Caractérisation pratique des matrices orthogonales
Soit A = (a;;) € My(R). Alors A est une matrice orthogonale si et seulement si ses vecteurs colonnes (Cy,...,Cp)
forment une base orthonormale pour le produit scalaire usuel de R”, ¢’est-a-dire :

n n
Vip,@ ell,nl?, p#q = ) apaig=0 et Vjel[lnl, Y af=1
i=1 i=1

Démonstration Ces formules sont une conséquence directe de la définition du produit matriciel et de I'égalité : AAT =1,

THEOREME 10.26 % La matrice d’une isométrie dans une base orthonormale est orthogonale

On considere une base orthonormale e = (ey, ..., e;) d’un espace euclidien E, et un endomorphisme u € L(E). Notons
A =Mat,(u). On a équivalence entre :

1 u est un automorphisme orthogonal.

2 A est une matrice orthogonale.

Démonstration
Supposons que u € L(E) est une isométrie vectorielle de E. Alors pour tout x,y € E, (u(x) | u(y)) = (x| ), et donc matri-
ciellement, pour tout X,Y € M 1 (R), XTATAY = XTY. Mais d’aprés la proposition ??, on a alors ATA=1,,.
Réciproquement, si A est orthogonale alors pour tout x, y € E, notant X = Mat, (x) et Y =Mate (y), ona:

(w0 [ u(y) =XTATAY =XTY = (x| y)

toujours d’apres la proposition ??. Et donc d’apres la proposition ??, u est une isométrie vectorielle de E.

| Remarque 10.12  Le résultat précédent est faux si la base € n’est pas orthonormale.

Remarque 10.13 Dans le programme officiel, les matrices orthogonales sont définies ainsi. Une matrice est dite
orthogonale si et seulement I’endomorphisme de R” qui lui est canoniquement associé est une isométrie vectorielle.

La proposition précédente nous garantie que la définition que nous avons retenu pour les matrices orthogonales est
strictement équivalente a celle du programme.

THEOREME 10.27 % Caractérisation des matrices de passage entre bases orthonormales

Soit e une base orthonormale de E et f une base de E. Soit P = P,_, r la matrice de passage entre ces deux bases. On a
équivalence entre :

1 f estune base orthonormale.

2 P est une matrice orthogonale.

14



Démonstration
Supposons que f est orthonormale. Soit u I’endomorphisme de E donné par :

viell,nl, u(e)=f;.

D’apres la proposition ??, u est un automorphisme orthogonal de E. Mais P,_, = Mat, (f) =Mate (w) et donc, d’apres la
derniere proposition, P =P,_ ¢ est orthogonale.

De la méme fagon, si P est orthogonale, alors il en est de méme de u et comme I’image d’une base orthonormale par un
élément de O (E) est orthonormale, f est orthonormale.

10.6 Etude du groupe orthogonal

THEOREME 10.28 % Groupe orthogonal d’ordre n
(O, (R), x) est un groupe. Plus précisément c’est un sous-groupe du groupe linéaire (GL,(R), o). On I’appelle le groupe
orthogonal d’ordre n.

Démonstration La preuve est identique a celle du théoréme ??.

Remarque 10.14  Soit A € Mat,, (R) une matrice orthogonale. Comme AAT = I,, et que det(A) = det (AT), il vient que :
det(A) = +1.

(DEFINITION - PROPOSITION 10.14 % Groupe spécial orthogonal O (R)
Soit une matrice orthogonale A € O, (R). Alors det(A) = +1. On définit les sous-ensembles de O, (R) suivants :

0}(R)={A€0,[R) |detA=+1} O, ([R)={Ac0,R)|detA=—1}

Les matrices de O}, (R) sont appelées spéciales orthogonales. L’ensemble O}, (R) est un sous-groupe du groupe orthogo-
\nal (0, (R), x). On le note généralement SO, (R).

J

Démonstration  On procéde i nouveau comme dans la preuve de ?? et on montre que O7, (R) est un groupe inclus dans le groupe
OnR).
Rappelons la définition suivante :

~

(DEFINITION 10.15 Y% % Déterminant d’une famille de vecteurs
Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et soit x = (x1,..., X;) une famille de n vecteurs de E. On appelle détermi-
nant de la famille x relativement a la base e de E le scalaire noté det,.(x) et donné par :

dgt(x) = det (Mat, (x)).

& Attention 10.8 Le déterminant d’une famille de vecteurs dépend de la base choisie.

~

P
PROPOSITION 10.29 s Formule de changement de base pour le déterminant d’une famille de vecteurs

Soient e et e’ deux base d’un R-espace vectoriel E de dimension 7 et soit x = (xg,..., X;) une famille de vecteurs de E.

Alorson a:

det(x) = det(Py_,) dgt(x)
e/

(ou Por_. est la matrice de passage de la base e a la base e.

Démonstration On a

det(x) = det (Mat, (x)) = det (Py_ ;Mate (x)) = det (Pyr_ ) det Mate (x)) = det(Pyr_. ) dgt(x).
el

Remarque 10.15  Si e et €' sont deux bases orthonormales du R-espace vectoriel E de dimension 7 alors P,_, ., € O, (R)
et det(P,_ o) = %1.

On introduit alors la notion d’orientation d’un espace vectoriel de dimension finie.
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(DEFINITION 10.16 Jde %
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie.

1 On dit que deux bases e et €' ont la méme orientation si et seulement si det(P,_ /) > 0. Elles sont d’orientations
contraires sinon.

2 Fixer 'orientation de E revient a fixer une base e de E. Une autre base e’ de E est alors dite directe si elle a la
méme orientation que e et elle est dite indirecte sinon.

3 L’orientation canonique de R" est I’ orientation choisie pour R” quand on fixe la base canonique.
(. J/

[ DEFINTTION 10.17 % Isométries directes et indirectes

Soit une isométrie u € O(E) d’un espace euclidien E. Alors det(u) = £1. On dit que u est une isométrie directe de E
lorsque det(u) = +1, et une isométrie indirecte lorsque det(z) = —1. On note O* (E) I’ensemble des isométries directes, et
O~ (E) I’ensemble des isométries indirectes de E. L’ensemble O (E) est un sous-groupe du groupe orthogonal (O (E), o).

Remarque 10.16  Si € est une base orthonormale de E, et si U est la matrice de 1’isométrie u dans la base €, alors

u est une isométrie directe < U € O;, (R).

PROPOSITION 10.30 % Une isométrie vectorielle d’un espace euclidien orienté est directe si et seulement si elle
transforme une base orthonormale directe en une base orthonormale directe
Soit (E, (. |.)) un espace euclidien orienté et soit u € £(E) un endomorphisme de E. On a alors équivalence entre :

1 I’endomorphisme u de E est une isométrie directe de E.

2 I’endomorphisme u de E envoie une base orthonormale directe de E sur une base orthonormale directe de E.

Démonstration
Comme u envoie une base orthonormale de E sur une autre, u est une isométrie vectorielle de E. L’espace vectoriel E
a été orienté par la choix d’une de ses bases e. Soit f une base orthonormale directe de E envoyée par u sur une base
orthonormale f' de E. Alors Matz (f') = Maty (w) € O, (R) car u est une isométrie directe. Comme f est directe, il vient
que det(P,_. r) >0 mais alors par propriétés des matrices de changement de base :

det (Pe_,fr) =det (Pe_,f x Pf_,fr) =det (Pe_.f) det (Pf_,fr) =det [Pe_.f)

car det (Pf_,f/) =1. Donc det (Pe—»f’) >0 et f’ est une base orthonormale directe.

Comme u envoie une base orthonormale f de E sur une autre f', u est une isométrie vectorielle de E. Comme de plus
Mats (f') € O} (®), on a:

det(w) = det (Matf (u)) = det (Matf (f')) =1
et donc u est une isométrie directe.
Remarque 10.17  Dans un espace vectoriel euclidien orienté,
1 une isométrie indirecte transforme une base orthonormée directe en une base orthonormée indirecte.

2 une isométrie directe transforme une base orthonormée indirecte en une base orthonormée indirecte.

10.6.1 Etude du groupe orthogonal en dimension 2.

On considere dans tout ce paragraphe un espace euclidien orienté E de dimension 2.

THEOREME 10.31 % Etude de O (R)

1 Les matrices de O; (R) sont de la forme 3
Ry'=R_p
(cose - sine)
Ro=|| . .
sinb  cos6 4 Lapplication
ol B ER. 08 ®,+) — (05 ([®R),x)
0 — Rg

Rg xRy =Ro+or |- est un morphisme de groupes de noyau 2nZ.
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Démonstration

1 SoitA= (Z Z) €My (R). On a les équivalences :

A€ 05 [R)
— AAT=1 et detA=1
a?+b® =1
+d> =1
p——t
ac+bd =0
ad—-bc =1

Des deux premiéres équations, on tire I’existence de 0 et 6’ € R tels que : a = cos®, b = sin6, ¢ = cos®’ et d = sin®’. La
quatriéme équation devient alors cos0sin0’ —sin0cos0’ = 1 c’est-a-dire sin (0’ —0) = 1 et la troisiéme devient cos0cos0’ +

. . L .
sin@sin®’ = 0 ¢’est-a-dire cos (8’ —0) = 0. Il vient alors 6’ =0 + > [2n] et on obtient :

cos® —sin0

AEOE(R)@A:(SinB cosO

) oubeR
2 Cette formule est une conséquence directe du premier point et des formules d’addition pour le cosinus et le sinus.
3 D’apres la formule précédente, on a : RgR_g =Rg_g =Ro =1 donc Rgl =R_g.
4 Soient0,0’ eR.Ona:
0] (9 + 0') =Rg,o9 =Rg xRy = (O) @ (6’)

donc ¢ est bien un morphisme de groupe. On a par ailleurs les équivalences :

0 =1
cp(Re)=12<=>{cf’s —0=0 [27]
sin@ =0

donc Ker ¢ =2nZ.

Remarque 10.18 Comme Re X Rer = Re+er = Req_e = Re/ X Re,

le groupe SO, (R) est commutatif |.

THEOREME 10.32 s La matrice d’une isométrie directe est indépendante de la base orthonormale directe
choisie

Soit E un espace euclidien de dimension 2 orienté et u € O (E) une isométrie directe. Alors il existe un unique 6 € [0, 27|
tel que pour foute base orthonormale directe e de E,

Mat, (1) = (cose —s1n9)‘

sin® cosO

On dit que u est la rotation vectorielle d’angle 0 et on note u = ry.

Démonstration C’est une conséquence directe du théoréme précédent et du théoréme ??. On sait que dans une base orthonormale
directe e de E, il existe 0 € R tel que Mate (1) =Rg € O; (R). Si e’ est une autre base orthonormale directe de E alors P,_, 1, Py _, €
O; (R) et comme O; (R) est commutatit, on trouve par la formule de changement de base :

Mat, (1) =Py _ ,Mate (WP, oo =Py, P, o Mate (1)

et donc la matrice de u est indépendante de la base orthonormale directe choisie.

COROLLAIRE 10.33 s Les seules isométries directes d’un espace euclidien de dimension 2 diagonalisables sont
+idg

Soit E un espace euclidien de dimension 2 et soit z une isométrie directe de E alors u n’est pas diagonalisable a moins
que u = tidg.

Démonstration Laissée en exercice. Il faut fixer une orientation de E puis calculer le polynéme caractéristique de u en utilisant
sa matrice dans une base orthonormale directe de E, cette derniére étant donnée par la proposition précédente.
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THEOREME 10.34 % Angle de deux vecteurs
Soit E un espace euclidien orienté de dimension 2 et (U, V) € E? deux vecteurs non-nuls. On définit

U \Y%
U= =
Ul VI

Alors il existe une unique rotation r € O3 (R) telle que v = r (). Si 0 est I’angle de la rotation 0 € [0,27[, on note
Q,V=6

I’angle orienté des vecteurs (U, V). On a alors dans toute base orthonormale directe e de E :

Dete(U,V) = [[U[[IVlisin6 § et [(U[V)=[U[[V]cos6 |

Démonstration

On applique le procédé d’orthonormalisation de Schmidt ?? et on compléte les vecteurs u et v en deux bases
e=(u,u') et ¢’ = (v,v') orthonormales directes du plan. D’aprés la proposition ??, la matrice de passage A de e a €’ est
orthogonale. Comme les bases sont directes, on a de plus detA = 1. En résumé : A € O (R). Considérons alors I’endo-
morphisme ¢ de E tel que Maty ., (¢) = A. D’aprés la propriété précédente, ¢ est une rotation du plan. On a de plus
@(u)=v.

Si @ et @' sont deux rotations du plan envoyant u sur v, alors, avec les notations précédentes, @ (1) = @' (u) et
comme les rotations conservent le produit scalaire et I’orientation, ¢ (u') = ¢' (u'). Comme les endomorphismes ¢ et ¢/
sont égaux sur les vecteurs d’une base de E, ils sont égaux surE : @ =¢'.

. . . 1
Enfin, si 0 € [0,2n[ est I’angle de la rotation ¢, dans la base e les coordonnées de u sont (0) etcellesde v=(u) :
cosO) (cosO —sin0)(1
sin@) ~ (sin® cos0® J\0)°

Det(U,V) = [[U[[ V]| Det (&, v) = [U[l |Vl sin6

On vérifie alors facilement que

et que
U IV)=[UIHVI (ulv) = IUIIVI cos 6.

Remarque 10.19  On utilise ces formules pour déterminer I’angle entre deux vecteurs. Par exemple dans R? euclidien
orienté usuel, quel est I’angle entre les vecteurs U = (1,1) et V=(0,1) ?

Remarque 10.20  Avec les notations du théoreme précédent, on a pour tout x € E :

1
cosG:—Tr(r)zw et sinﬁzw
2 I I

THEOREME 10.35 % Etude de O; (R)

L. . 1 0
Considérons la matrice P = (

0 _1) € O; (R). L’application

A:{og(mz) — O;®
A — AP

est une bijection. Toute matrice de O; (R) est de la forme

cosO sin0
sin® —cos0)’

Démonstration Laissée en exercice au lecteur.

[COROLLAIRE 10.36 % Les isométries indirectes d’un espace euclidien de dimension 2 sont diagonalisables et de
spectre {+1}

Soit E un espace euclidien de dimension 2 et soit u une isométrie indirecte de E alors u est diagonalisable et ses valeurs
| propres sont £1.
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Démonstration Laissée en exercice.

THEOREME 10.37 % Isométries indirectes et réflexions
Une isométrie indirecte d’un espace euclidien orienté de dimension 2 est une symétrie orthogonale par rapport a une
droite, ¢’est-a-dire une réflexion.

Démonstration Soit u un isométrie indirecte de E. On sait que comme Sp(u) = {+1} donc E = E(-1) @ E(1). De plus, si (x,y) €
E(-1) xE(D) alors (x| y) = (u) | u(y)) = (-x|y) = —(x1y) et donc (x| y) = 0. Alors E(-1) et E(1) sont orthogonaux et on peut

0
0 1) et on reconnait que u est

i
écrire E = E(—1) @ E(1). Dans une base de E adaptée a cette supplémentarité, la matrice de u est (

une réflexion. Comme E(-1) et E(1) sont orthogonaux, u est une réflexion orthogonale.
On propose une seconde preuve plus calculatoire.
cosa  sina

. et cette
s —Ccosx

La matrice d’une isométrie indirecte u dans une base orthonormale e = (e1,e) étant de la forme A = (

matrice vérifiant A2 =1,, on en déduit que u est une symétrie par rapport a Ker (1 —id) parallélement 4 Ker (u +id). Déterminons
Ker («—1id). On a, dans la base e :
U =xe; +yez € Ker (u—id)
{(cosa— ) x+sinay=0
—

sina x—(cosa+1)y=0

L 0(, o o

sm—(sm—x—cos%(y)zo

cos— [sin— x—cos— y|=0
2( 2 Zy)

L o
<~ sin—x-cos—- y=0
2 2

. A . Q [0 g . . . ) . .
car on ne peut avoir en méme temps sin 5= 0 et cos 7= 0. On en déduit que Ker (u—id) est la droite vectorielle d’équation polaire

p=2,
2

. o . . P o ¢ [ . .
On montrerait de méme que U = xe; + yep € Ker (u+id) si et seulement si sin > * + cos 5= 0. Les deux droites vectorielles

Ker (u—id) et Ker (u+id) sont bien orthogonales et u est une réflexion du plan.

THEOREME 10.38 s Décomposition des rotations
Soit E un espace euclidien orienté de dimension 2.

1 Toute rotation de E s’écrit comme composée de deux réflexions.

2 Réciproquement, tout produit de réflexions est une rotation.

Démonstration

1 Soit r une rotation et s une réflexion de E. Posons t = s™ or. t est une isométrie de E et det ¢ = det (s‘l) detu=-1, donc t
est indirecte. En vertu de la proposition ??, t est une réflexion et r = so t est bien la composée de deux réflexions.

2 Réciproquement, si s et t sont deux réflexions de E alors so t est une isométrie directe de E, c’est-a-dire une rotation.

Remarque 10.21 Les réflexions engendrent le groupe orthogonal O(E,). Toute isométrie de E, s’écrit comme un
produit de 1 ou 2 réflexions.

On tire de I’étude précédente les théoréemes de classification suivants :

— PLAN 10.2 :| Classification des isométries d’un espace euclidien de dimension 2 par I’ensemble des vecteurs fixes I_

Soient (E, (.|.)) un espace euclidien de dimension 2 et soit u € O(E). On note Fix(u) ={x € E | u(x) = x} = E(1).
1 SidimFix(u) =0 alors u est une rotation de E différente de idg.
2 SidimFix(u) =1 alors u est une réflexion de E.

3 SidimFix(u) =2 alors u = idg.

——PLAN 10.3 : | Classification des isométries d’un espace euclidien de dimension 2 par les valeurs propres Ii

Soient (E, (. |.)) un espace euclidien de dimension 2 et soit u € O(E).
Si Sp(u) = @ alors u est une rotation de E différente de +idg.
Si Sp(u) = {1} alors u =idg.

Si Sp(u) = {—1} alors u = —idg.

wn W N R

Si Sp(u) = {+1} alors u est une réflexion de E.
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10.6.2 Etude du groupe orthogonal en dimension 3 HORS PROGRAMME

On considere dans tout ce paragraphe un espace euclidien orienté E de dimension 3.

Produit mixte, produit vectoriel

PROPOSITION 10.39 Déterminant dans une base orthonormale directe
Soit u, v, w trois vecteurs. Le déterminant de ces trois vecteurs exprimé dans une base orthonormale directe ne dépend
pas de la base orthonormale directe choisie.

Démonstration On utilise la formule de changement de base :

det(xy,...,xn) =det(ey,...,en) xdet(xy,...,Xxp).
e e e

La matrice de passage P, _, de e vers €' est donc aussi la matrice dans la base e de I’endomorphisme qui transforme e en e', donc
qui transforme une base orthonormée directe en une base orthonormée directe. C’est donc une matrice de O™ (E). Elle a donc un
déterminant égal a 1. Donc dety (x1,...,x,) = dete (x1,...,Xx5). Ce qu’il fallait vérifier.

La propriété précédente permet d’énoncer la

DEFINITION 10.18 s Produit mixte
Soient u, v, w trois vecteurs. On appelle produit mixte de (u, v, w) le déterminant de (u, v, w) exprimé dans une base
orthonormée directe. On le note [u, v, w].

Les propriétés du determinant permettent d’énoncer :

(PROPOSITION 10.40 % Propriétés du produit mixte
Soit (u, v, w) € E3.

1 [u,v,w] #0 si et seulement si (u, v, w) est une base de E.

2 [u,v,w] =-[v,uwl.

3  w— [u, v, w] est une forme linéaire.

D’apres le théoreme de Riesz, il existe un unique vecteur x € E tel que Vw € E, [u, v, w] = (x| w). D’ou la définition :

DEFINITION 10.19 % Produit vectoriel
Soit u et v deux vecteurs. On appelle produit vectoriel de u et v ’'unique vecteur noté uA v vérifiant Vw € E, [u, v, w] =
(unv|w).

Les propriétés du produit mixte permettent d’établir

(PROPOSITION 10.41 % Propriétés du produit vectoriel
Soit (u, v, w) € E3.

1 uAv=—-vAuetunu=0.

2 (Uu+vVAw=uAw+vAw.

3 uAv=0sietseulement si (u, v) est liée.

ainsi que

(PROPOSITION 10.42 % Expression du produit vectoriel dans une base orthonormale directe
Soit (i, j, k) une base orthonormale directe de E. on a

o iNj=k, jAk=i, kni=],

et si u(xy, y1,21) et v(xz, y2,22), alors u A v(L,M,N) avec

21 22
X1 X2

X1 X2
n yl

n )y
21 22

) ’

Sous-espaces stables
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LEMME 10.43
Soit © une isométrie de E. Il existe un vecteur non nul € € E tel que soit u (€) = €, soit u(€) = —¢.

Démonstration  Intéressons nous au polynéme P (X) = det(u—Xid) = 0 et montrons que 1 ou —1 est une de ses racines. P

est un polynéme a coefficients réels de degré 3 et le coefficient de son terme dominant est —1. Il vérifie donc lim P = +oco et
——00
Xlim P = —oo. P est de plus continue sur R. D’aprés le théoréeme des valeurs intermédiaires, P admet une racine réelle o € R. On
—+00
a alors det (u—aid) = 0 et Ker (1 — «id) n’est pas réduit au vecteur nul. Il existe donc un vecteur non nul € € E tel que u(g) = ae.

Mais u étant une isométrie, il vient : |[u(€)|| = || el = llell et donc a= +1. On a ainsi prouvé I’existence d’un vecteur € € E tel que
uE)=couu(e)=-c.

~

(LEMME 10.44
Soit © une isométrie de E et soit € € E un vecteur non nul tel que u(g) = €. Considérons D = Vect (€) et soit H le
supplémentaire orthogonale a D. Alors :

1 H est un plan vectoriel.
2 u@)cH.

3 Larestriction du produit scalaire de E & H est un produit scalaire sur H et pour ce produit scalaire, uy est une

isométrie de H.
\ Y,

Démonstration
1 Comme dimE =3, que dimD =1 et que H et D sont supplémentaires dans E, il est clair que dimH = 2.

2 u étant une isométrie, elle préserve le produit scalaire et si x € H alors
(wx)le)==x(ux)|uE)==x(xle)=0

car H et D sont des sous-espaces orthogonaux et u (H) c H.
3 Il est clair que la restriction du produit scalaire de E a H est un produit scalaire sur H. Notons (- | -)|q ce produit scalaire sur
H. Pour tout x,yeH, ona:
(wp ) L (¥)jg = (@@ Tu(y)) = (x1¥) = (x1¥)|g
et u est bien une isométrie de H.

L . L . Caz € . . .
Application 10.9 Avec les notations des deux lemmes précédents, considérons €3 = el On fixe ainsi une orientation de
€

D et on a encore u (€3) = +€3. Le vecteur €3 induit une orientation du plan H. Considérons (€1,€2) une base orthonormale
directe de H. La famille (;,€2,€3) est une base orthonormale directe de I’espace E. Comme ypy est une isométrie de H,
d’apres le travail effectué dans le paragraphe ??, on a deux possibilités pour uy :

— soit ¢’une réflexion de H par rapport a la droite vectorielle Dy = Ker (uy — idyg) < H dont un suplémentaire orho-
gonal dans H est donné par D, = Ker (i +idy) < H. On peut prendre dans ce cas pour €1 un vecteur unitaire qui
engendre D; et pour €2 un vecteur unitaire qui engendre D, en sorte que (€1, €2) soit directe.

— soit c’est une rotation de H d’angle 6 e R

On notera A la matrice de u dans la base (g1,€2,€3) et E(1) = Ker(u —id) le sous-espace vectoriel de E des vecteurs
invariants par u.

1 |Cas1: u(e3) =¢3 et yg est une rotation : | A est de la forme

cos® —sin® 0
A=|sin® cos6 0
0 0 1

ou 0 € R est I’angle de la rotation u du plan orienté H. On dit que u est une rotation d’angle 0 et d’axe orienté
D.Si0#0[n],ona:E(1)=Detsinon u=idet E(1) =E.

2 |Cas2: u(e3) =¢€3 et ujy est une réflexion : | Avec les vecteurs €3 et €3 précédemment construits, on a

1 0 O
A=|0 -1 O
0 0 1

u est alors une réflexion par rapport au plan Vect (€1, €3). De plus E (1) = Vect (g1, €3).

3 |Cas3: u(e3)=-¢€3et Uy est une rotation :

cos® —sinb6 0 1 0 0){({cos6 -—sin® O
A=|sin® cos0 0|=(0 1 0 |[sin@ «cosB O
0 0 -1 0 0 -1 0 0 1

et u est la composée de la reflexion par rapport au plan Vect (g1,€2) et d’une rotation. Dans ce cas E (1) = {0}
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4 |Cas4: u(e3) = —€3 et yy est une réflexion : | Comme dans le second cas, quitte a bien choisir les vecteurs €; et
€9, la matrice A est de la forme :

1 0 0
A=10 -1 O
0o 0 -1

u est alors une symétrie orthogonale par rapport a la droite Vect(e1). Remarquons que u est aussi une rotation
d’axe Vect (g1) et d’angle . Comme dans le premier cas, E(1) = D.

Remarque 10.22  Au regard des 4 formes précédentes pour la matrice A, u est une isométrie directe dans les cas 1 et 4
et indirecte dans les cas 2 et 3.

Isométries directes

THEOREME 10.45 % Isométries directes en dimension 3 : rotations vectorielles
Soit une isométrie directe u € O* (E3). On note E(1) = Ker(u—id) le sous-espace vectoriel formé des vecteurs invariants
par u. On a montré que :

1. Si u #idg, E(1) est une droite vectorielle D = Vect(e3) ou €3 est un vecteur de norme 1 ;

2. Pour toute base orthonormée directe € = (€1,€2,€3) (le troisiéme vecteur €3 dirigeant 1’axe et fixé), la matrice de
u dans la base € s’écrit :

cosO —sin® 0
Mat,(u) =|sin® cos6 O
0 0 1

On dit que u est la rotation d’axe Vect(es) et d’angle 0.

Remarque 10.23  L’angle de la rotation dépend du choix du vecteur d. Si’on choisit d’ = —d pour diriger I’axe, I’angle
0 est transformé en son opposé.

| Remarque 10.24  Ne pas confondre 1’angle 0 de la rotation avec 1’angle entre les vecteurs x et r(x) !

~

P
PROPOSITION 10.46 Détermination de ’angle d’une rotation
Soient E un espace euclidien orienté de dimension 3, r une rotation et € un vecteur unitaire qui dirige I’axe de cette
rotation. Ce vecteur € définit une orientation du plan H = Vectd et donc de I’angle 6 de r. Soit x € H :

r(x) =cos0.x+sinb.e A x I

Démonstration Si x =0 le résultat est évident. Supposons que x # 0. On peut, sans perdre en généralité, supposer de plus que
X est unitaire. Posons y = € A x. y est un vecteur orthogonal 2 € et est donc élément de H. La famille (x,y,€) forme une base
orthonormale directe de E et la matrice de r dans cette base est

cos® —sinf 0
sin® cos® 0].
0 0 1

L’image de x par r est donc le vecteur :

r(x) =cos0.x+sinB.y = cosB.x +sinB.e A x.

| Remarque 10.25 Cette proposition donne un moyen pratique de déterminer les éléments caractéristiques d’une rotation :

PLAN 10.4 : | Pour déterminer les éléments caractéristiques d’une rotation !

Déterminer I’axe D de la rotation : c’est ’ensemble des vecteurs invariants.
Chercher un vecteur d € D unitaire. Il définit une orientation du plan P = Vect(d)*.

Déterminer un vecteur €, € P, ¢’est-a-dire vérifiant (d | €;) = 0.

KN W N R

Poser e, =d A€y. Alors (g1,€2,d) est une base orthonormale directe de 1’espace.
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€2

€1 u(er)
= cosBg; +sinOe,

FIGURE 10.5 — Determination de I’angle 8 d’une rotation

5 Calculer r(g;) et Ie décomposer sur €; et ey :

r(€1) = cosBe; +sinBey

On en tire cos0 et sin0 et donc I’angle de Ia rotation.

Remarque 10.26  On peut également utiliser les remarques suivantes pour étudier une rotation # donnée par sa matrice
A dans une base quelconque :

PLAN 10.5 : | Pour étudier une rotation u donnée par sa matrice A !

On vérifie que A € O (R) en montrant que la matrice A est orthogonale et que det(A) = +1 (il suffit de
comparer a et Ary).

On sait que dans toute base orthogonale directe de la forme € = (€1,€2,d),

cosO —sin® 0
Mat:(u)=U=|sin® cos® 0
0 0 1

Alors les matrices A et U sont semblables et par conséquent, Tr (A) = Tr (U) d’oil I’on tire

2cos0+1=Tr(A)

On détermine I’axe de la rotation en cherchant les vecteurs invariants : Vect(d) ou d est un vecteur unitaire.
Cela revient a résoudre un systéme homogene 3 x 3.

On détermine un vecteur €, unitaire orthogonal a d et on calcule
Det(e1, u(er), d)

Comme ce produit mixte est indépendant de la base orthonormale directe choisie pour le calculer, en intro-
duisant (sans le calculer) €; tel que € = (€1,€2,d) soit une base orthonormale directe,

1 cos® 0
Det(e1, u(e1),d)=|0 sin® 0| =sin®
0 0 1
On obtient donc :
Tr(A) -1
osﬁz% , | sin® =Det(e1, uer), d)

et I’on en tire I’angle 0 de la rotation.

Exemple 10.10 Dans I’espace R3 orienté euclidien usuel, on considére 1’endomorphisme de matrice

1+v2 —-v2 V2-1
=—| v2 2 =2
2V2\\5_1 V2 1+

1
A

dans la base canonique. On va reconnaitre cet endomorphisme et préciser ses éléments caractéristiques. On flaire une
isométrie : On calcule la norme du premier vecteur colonne
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_ _ . 1 _ . .
22y (1+2v2+2+2+42-2v/2+1) = 1. Ttou pour le deuxieme avar (24+4+2) = 1. Le produit scalaire de ces deux vecteurs

colonnes égale ﬁ (=v2-2+2v/2+2-/2) = 0. Le produit vectoriel de ces deux vecteurs colonnes a pour coordonnées

2-2(v2-1) _ _1_4-2v2 _ v2-1 -(V2-1)V2-V2(1+v2) _ _1_ -2+v2-v2-2 _ —v2 20+vV2+(v/2)® _ _1_2+2v2+2 _ v2+1

@v2?: T 2vZ 22 2v2 ° 2v2)? 2y2 2v2 T 2v2? 2v2)? T2v2 22 2v2 "

On retrouve bien le troisiéme vecteur colonne. On a donc une isométrie positive. C’est donc une rotation d’angle 0.
Comme la trace égale 442V2 _ V2+1=1+2cos0. Donc cosf = g

2v2
1+v2) x V2 y +(2-1) z = 2vV2 «x
Pour trouver I’axe, on résout le systeme V2 x +2 y V2 z = 2v2 y.
WV2-1) x +V2 y (1+V2) z = 2V2 2z
1-v2) x V2 y +(2-1) z =0
Soit V2 x +2-2v2) y V2 z =0 .Onprend,parexemple,dz(4,0,%).

V2-1) x +V2 y (1-v2) z =0
V2

Le vecteur j(0,1,0) lui est orthogonal et appartient donc au plan de rotation. Son image est r(j) = (—%, 5 ,%) Enfin

. 1 1y _ V2 . V2
Jnr(j)=(5,0,5) =% d. DoncsinOd = %= d.

Remarque 10.27 1l n’est pas compliqué de comprendre pourquoi c’est sinBd qui est un invariant de la rotation (et
pas sinB). Le vecteur d oriente le plan de rotation. Pour faire simple, il donne la direction du "haut". En changeant d en
—d, on intervertit le "haut" et le "bas", on regarde le plan de 1’autre c6té, et donc on voit la rotation tourner "dans 1’autre
sens". Ceci a pour effet de changer sin0 en son opposé.

Résumons I’étude précédente :

THEOREME 10.47 % Classification des isométries en dimension 3
Soit un endomorphisme orthogonal u € O(E). On note E(1) = Ker(u —id) le sous-espace formé des vecteurs invariants.
Selon la dimension de E(1), on a la classification suivante :

| dimEQ) | det(w) [ ue | Nature de u |
3 1 O™ (E) id
2 -1 O (E) Réflexion sy
1 1 O™ (E) | Rotation autour d’un axe r (dont les demi-tours)
0 -1 O™ (E) Composée d’une rotation et d’une réflexion

Dans le dernier cas, u = r o sy, ou le plan H invariant par la réflexion est orthogonal a I’axe de la rotation r.

Remarque 10.28  Si A € O5 (R), alors det(—A) = —det(A) = 1. Donc la matrice —A est spéciale orthogonale. On se
ramene a 1’étude précédente. On peut également résumer la classification des isométries de E3 de la fagon suivante :
— Isométries directes : ce sont des rotations d’axe une droite vectorielle. (Les symétries orthogonales par rapport a
une droite sont des rotations d’angle 7, et on convient que idg est une rotation d’angle 0) ;
— Isométries indirectes : elles sont de la forme —rp g ol p g est une rotation par rapport a une droite vectorielle D
(avec I'identité). On a alors u = —rpg = I'p,g+n © SpL-

Remarque 10.29  On montre qu’une rotation vectorielle rp g s’écrit comme produit de deux réflexions sy et sy avec
HnH' =D. Alors toute isométrie de E3 se décompose comme un produit de réflexions. Par conséquent, les réflexions
engendrent le groupe orthogonal O (E3).

10.7 Adjoint d’un endomorphismeHors Programme

On considere dans ce paragraphe un espace euclidien E (i.e. un espace préhilbertien de dimension finie).

THEOREME 10.48 % Adjoint d’un endomorphisme
Soit © € £(E) un endomorphisme. Il existe un unique endomorphisme u* vérifiant :

Y(x,y) €E%,  (u()1y)=(xlu*y)

L’endomorphisme u* s’appelle I’adjoint de u.
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ro+n(¥) D 1o(%)

NI

u(x) = —rg(x) = sgorgsn(x)

FIGURE 10.6 — Isométrie indirecte avec E(1) = {Og}

Démonstration

1. Unicité : soient deux endomorphismes u} et uy vérifiant la propriété, alors ¥ (x,y) € E2, (x| u} (y) — uy () = 0 ce qui
montre que uj (y) = u3 (y).

2. Existence : Soit y € E fixé, I’application

{E — R
Pl x — (ux) 1y)

est une forme linéaire sur E. 1l existe donc un unique vecteur Zg tel que Vx € E, @(x) = (x | zq))‘ On définit u* (Y) =z¢ et
on vérifie que u est linéaire.

THEOREME 10.49 % Propriétés de I’adjoint
Soient u, v € £(E),

. Au+pv)* =Au* +puv*;

—

2. (uov)* =v*ou*;

3. (uN)*=u;

4. idE = idE, OE(E) = OQ(E) 0

5. Si ueGL(E), (u™)* = (u*)!;

6. L’application Ad : { 223) — iiE) est un automorphisme d’espaces vectoriels.

THEOREME 10.50 % Noyau et image de ’adjoint

Soit u € £(E).
1. Keru* = (Imu)t;
2. rg(u*) =rg(u).

3. Imu* = (Kerw)';

THEOREME 10.51 % Stabilité des sev

Soit u € £(E) et F un sous-espace vectoriel de E.

(E stable par u) <= (F* stable par u*)

THEOREME 10.52 s Matrice de ’adjoint dans une bon
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Soit € une base orthonormale et A = Mat, (u). Alors

Mate (u*) = AT

Remarque 10.30 Silabase n’est pas orthonormale, en notant P 1a matrice du produit scalaire dans la base e, A = Mat,(u)
et B=Mat,(u*), ona B =P 1ATP,

(COROLLAIRE 10.53 %
Eléments caractéristiques de I’adjoint

1. rg(u*) =rg(u);

2. det(u*) =det(w);
3. Tr(u®) =Tr(w);
4. Sp(u*) =Sp(w).
. J

10.8 Endomorphismes autoadjoints

10.8.1 Définition et propriétés

On considere dans ce paragraphe un espace euclidien E.

DEFINITION 10.20 % Endomorphisme autoadjoint, Endomorphisme symétrique
Soit un endomorphisme u € £(E). On dit que u est autoadjoint ou symétrique si u* = u. Cela revient a dire que :

V(x,y) €E?,  (ux)|y)=(xlu®).

L’ensemble des endomorphismes autoadjoints de E est noté .# (E).

1
| Remarque 10.31  Puisque Ker(u) = Ker(u*) = Im (u)?t, pour u autoadjoint, on a E = Ker(u) ® Im (u).

L
Remarque 10.32  Pour u autoadjoint, on a E = Ker(u) @ Im (). En effet, si x € Ker u alors pour tout y = u(xp) € Imu,
ona (x|y)=(x|ulx) = (u(x)|x) =0 donc x € Im (u)*. Réciproquement, si x € Im () alors pour tout x € E, on a

1
0= (x| u(xp)) = (u(x) | x0), donc u(x) =0 et x € Ker u. On a montré que Ker(u) = Im (1)L et donc E = Ker(u) ® Im ().

THEOREME 10.54 % Un endomorphisme est autoadjoint si et seulement si sa matrice dans une bon est symé-
trique
Soit u € £(E) et soit e une base orthonormale de E. On a équivalence entre :

1 u est autoadjoint;

2 Mat, (u) est symétrique, c’est-a-dire

Mat, (u)T = Mat, (u) |

Démonstration Notons A= (a; ;) la matrice de u dans la bon e.
Si u est autoadjoint alors pour tout x,y € E, on a (u(x) | y) = (x| u(y)) ce qui s’écrit matriciellement d’aprés la proposition
2?2 XTATY = XTAY et toujours d’apres cette méme proposition, il vient AT = A. Donc A est symétrique.
Réciproquement, si A est symétrique alors pour tout x,y € E, on a (u(x) | y) = X'ATY =XTAY = (x| u(y)) ot X = Mate (x)
etY =Mate (y). Alors u est autoadjoint.

COROLLAIRE 10.55 %% Espace des endomorphismes symétriques
+1
L’ensemble .#(E) des endomorphismes symétriques est un sous-espace de £ (E) de dimension n(n—)
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Démonstration On a un isomorphisme d’espaces vectoriels entre I’espace des endomorphismes symétriques de E et I’espace des
matrices symétriques de taille n.

THEOREME 10.56 % Caractérisation des projecteurs orthogonaux
Un endomorphisme p € £(E) est un projecteur orthogonal si et seulement si :

1. c’est un projecteur : p®>=p;

2. p est autoadjoint.

Démonstration
On suppose que p est un projecteur orthogonal. Comme p est un projecteur, p> = p. Comme p est orthogonal, E =

L L
KerpeImp. Pour x=x1 +x2,y =y1 + y2 € E=Kerp®Imp, on a alors

(P 1y)=(x2ly1+y2)=(x21y2) = (01 +x2 1 y2) = (x| p())

et donc p est autoadjoint.
Réciproquement, si p® = p alors p est un projecteur et si de plus p est autoadjoint alors pour tout (x, y) € Ker p xIm p, on
a
(x1y)=(x1p») =(po 1y)=(01y)=0

donc Ker p et Im (p) sont orthogonaux et p est un projecteur orthogonal.

THEOREME 10.57 % Caractérisation des symétries orthogonales
Un endomorphisme s € £(E) est une symétrie orthogonale si et seulement si :

1. c’est une symétrie : s? =idg;

2. s est autoadjoint.

Démonstration La démonstration est identique a la précédente.

10.8.2 Réduction des endomorphismes autoadjoints

Dans tout le paragraphe, (E, (. |.)) désigne un espace euclidien.

PROPOSITION 10.58 % Les valeurs propres d’un endomorphisme autoadjoint sont réelles
Soit u € £(E) un endomorphisme autoadjoint. Alors son polyndme caractéristique est scindé dans R [X].

Démonstration  Soit € une bon de E et M = Matg (). Considérons X € R([X]. II est scindé dans C [X]. Soit A € C une racine
complexe de Xy, c’est une valeur propre complexe de M, donc il existe X € M, 1(C) tel que MX = AX. Calculons alors

XIMX = AX'X

. £ Newrd! . . -
et en transposant et en conjuguant, on trouve que c’est égal a AXX X ce qui montre puisque X # 0 que A = A donc que A € R.

PROPOSITION 10.59 % Les sous-espaces propres d’un endomorphisme autoadjoint sont en somme directe or-
thogonale
Soit u € £(E) un endomorphisme autoadjoint.

1. Soient deux valeurs propres A, p distinctes de u, alors E(A) L E(p).
2. Si A€ Sp(u), E(\)* est stable par u.

Démonstration
1. Soitx€E(A) et ye E(p),
A(xly) = (w0 1y) = (x1u) = (x 1 um) =p(x1y)
Par conséquent,
A-p(xly)=0
d’ou (x]y)=0.
2. Soit x€ E(\)L et soit y e E(A). Alors

() 1y) = (xTu) = (xIAy) =A(x]y) =0

car E(A) est stable par u. Donc E()\)J- est stable par u.
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THEOREME 10.60 %% Théoreéme spectral
Soit u € £(E) un endomorphisme autoadjoint.

1. u est diagonalisable;
2. Il existe une base orthonormale de vecteurs propres de u.

3. L’espace est somme directe orthogonale des sous-espaces propres de u.

Démonstration On note F = @) esp(y) Eu(A) la somme directe des sous-espaces propres de u. On sait que cette somme est directe

orthogonale et que F est stable pour u. Alors FL est aussi stable pour u (en effet, si x € FL et si x' € F alors x' = Z x) et
AeSp(uw)
(ux)|x'y = Z (u(x)lx)) = Z (xlulxy)) = Z Ax|xy)=0). Si FL # {0} alors la restriction de u a Fl est autoadjoint et
AeSp(w) AeSp(w) AeSp(w)

admet au moins une valeur propre A. Si x est un vecteur propre associé alors x # 0 et x € E,(\). Alors xe FNF+ = {0} et x =0 ce
qui est absurde. Donc F- = {0} et E = Drespw Eu(A). Alors u est diagonalisable. En choisissant enfin une base orthonormale de
chacun des sous-espaces propres on construit une base orthonormale de vecteurs propres de u.

THEOREME 10.61 %% Les matrices symétriques réelles sont diagonalisables
Soit A € M, (R) une matrice symétrique réelle. Alors :

1. A est diagonalisable;

2. 1l existe une matrice orthogonale P € O, (R) et une matrice diagonale D telles que

A=PDP! =pPDPT

Démonstration  Soit e une bas orthonormale directe de R", on définit I’endomorphisme u de R™ ayant pour matrice A dans la
base e. Comme A est symétrique, u est autoadjoint. Par conséquent, il existe une base € orthonormale formée de vecteurs propres
de u. En notant P la matrice de passage entre la base e et la base €, comme ces deux bases sont orthonormales, P est une matrice
orthogonale et il existe D € 90, (R) diagonale telle que A=PDP~! = PDPT.

Remarque 10.33  Attention, une matrice symétrique a coefficients complexes peut ne pas étre diagonalisable : par

1 i . . . s . .
exemple A = (i _1). Si u est I'endomorphisme de C? canoniquement associé 4 A et si e = (ey, e») est la base canonique

de C? alors u(e; —ie;) =0 donc O € Sp(u) et e; —ie; € E(0). Comme Tr (u) = 0, Sp(u) = 0 et si A était diagonalisable,
elle serait semblable a la matrice nulle ce qui n’est évidemment pas le cas pour des problemes de rang. Donc A n’est pas
diagonalisable

10.8.3 Endomorphismes autoadjoints positifs et définis positifs

(DEFINITION 10.21 % Endomorphismes autoadjoints positifs
Soit u € £(E) un endomorphisme autoadjoint. On dit que

1. uestpositif si Vx€E, (x| u(x)) =0;
2. uest défini positif si u est positif et Vx € E, (x| u(x)) =0 < x =0g.

On note &#*(E) I’ensemble des endomorphismes autoadjoints positifs de E et &#**(E) I’ensemble des endomorphismes
| autoadjoints définis positifs de E.

J

(DEFINITION 10.22 % Matrices symétriques positives et définies positives
Soit A € M, (R) un matrice symétrique. On dit que

1. Aest positive si VX € Mp1 (R), XTAX =0
2. Aest définie positive si A est positive et VX € M, 1 (R), X'AX =0 <= X =00, ®)-

On note %, (R) I’ensemble des matrices symétriques positives de 91, (R) et 9,:’ *(R) ’ensemble des matrices symé-
\triques définies positives de 91, (R).

J

Remarque 10.34  Cela revient a dire, si on muni 21,1 (R) de sa structure euclidienne canonique, que I’endomorphisme
autoadjoint X — AX associé a la matrice A est positif (ou défini positif) .
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PROPOSITION 10.62 s Interprétation des matrices symétriques positives
Soit A € %, (R) une matrice symétrique réelle, € une base orthonormale de E. Il existe un unique endomorphisme
autoadjoint u € . (E) tel que A = Matg (u).

l. ue #*(B) = A Z ([R).
2. ue STT(E) = A FTR).

Démonstration On sait déja qu’il existe un unique endomorphisme autoadjoint tel que A = Matg (u) (voir théoreme ??).
On remarque de plus que pour tout x € E, on a
(x| u(x)) = X|AX)

avec X = Matg (x) de quoi découle directement le résultat.

Exemple 10.11
— Si u€ £(B), 'endomorphisme v = u* o u est autoadjoint positif. De plus, v est défini positif si et seulement si u
est inversible.
— Si AeIM,(R), la matrice S = ATA est symétrique positive. S € #,7 (R) < A € GL,(R).

(PrOPOSITION 10.63 % %% Caractérisation spectrale des matrices SDP
Soit A € M, (R) une matrice symétrique réelle.

1. Ae #f(R) < Sp(A) < [0, +o0l;
2. A F T (R) < Sp(A) €10, +ool.

Démonstration
1. — (i) = (ii) : soit A € Sp(A) et X € My, 1 (R) un vecteur propre associé. On a AX = AX donc XTAX = )\IIXII2 =0 dou
A=0carX#0.
— (ii) = (i) : Comme A est symétrique réelle, elle est diagonalisable par théoreme spectral et il existe D € 9, (R) une
matrice diagonale ainsi que P € Oy (R) une matrice orthogonale telles que A = PDPT. SoitXe My1@®), ona :

n
X"ax =P X D@ 'x) = Y'DY = ¥ A;32 >0
i=1
donc Ae #F R)

2. Laissée en exercice.
On a aussi la caractérisation matricielle suivante des matrices (définies) positives :

PROPOSITION 10.64 %% Caractérisation matricielle des matrices SDP Hors Programme
Soit A € N, (R).

1. Ae #f(R) < [IBBeM,(R): A=B'B];
2. Ae ST (R) < [BeGL,R): A=B'B].

Démonstration

1. — (i) = (ii) : Comme A est symétrique réelle, elle est diagonalisable par théoréme spectral et il existe D = Diag(A, ..., Ay,) €
9, (R) une matrice diagonale ainsi que P € O (R) une matrice orthogonale telles que A = PDPT. De plus, comme A
est positive, on sait par la proposition précédente que les valeurs propres A1,...,A, de D sont positives. On note alors

6 =Diag(y/A1,...,\/Ap) etona:
T 25T T T\ (spT) _ oT
A=PDPT =P52pPT = p5spT = [8P ) [8P ):B B
avec B=6PT.
— (ii) = (i) : Réciproquement, si A = BTB alors A est symétrique. De plus, pour tout Xe M, 1 (R), ona :
X'AX =X"BTBX = BX'BX = | BX[? = 0

donc A€ &F (R)

2. — (i) = (ii) : Side plus A est définie positive alors les valeurs prores Ay,...,A; sont strictement positives et donc non
nulles. Donc § est inversible ainsi que B.
— (ii) = (i) : Réciproquement, si B est inversible alors pour X non nul dans le calcul précédent, on a

XTAX = IBX|I? #0

etdonc A€ % R).
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THEOREME 10.65 s Norme subordonnée de I’adjoint Hors Programme
On note [||.]|| la norme subordonnée a la norme euclidienne. Pour u € £(E),

Lo a1 =l

2. llw* oulll = lllull?.

Démonstration

1. Soitx€E,
() = (xl u*o u(x)) < lxllle @)l < M Hu I wE) |

Dot [lu(x)|l < |l|u* |l lx]l et donc |||ull] < |||u*]|l|. De méme pour I’autre inégalité.

2. Norme d’algébre :
e o ulll < e [l = |12l
Soit x € E,
lu)l? = (x| w* o u(x) < lllw* oullll1x]

d’ott |u(x) | <+/lllu* oulllllx|l et I’autre inégalité.

(PROPOSITION 10.66 % Calcul de la norme subordonnée Hors Programme )
Soit u € £(E) un endomorphisme.
a. Si u est autoadjoint positif, |||u||| = p(u) ou p(uw) est la plus grande valeur propre de u.
b. Si u est un endomorphisme quelconque, v = u* o u est autoadjoint positif et
Mulll =+/p(u* ouw)
S J

Démonstration

a. Soite=(gy,...,€p) une bon de vecteurs propres de u associée aux valeurs propres 0 < A\ <--- < Ay. Soit x€ E,
X=X1€1 4+ +Xp€n UX)=A1X1€] + -+ AnXpEn
d’ou
2_,2.2 2.2 2,2 2 2012
lu(l© = A7x] +-- + A xy S Ay (] +--- +x3) = Ay ll x|l
On en déduit que |||ulll <Ay, et puisque |u(en) |l = Anllenll, il y a égalité.
b. Onavu que |||ulll = VI[lu* oull| = Vow* ou).

Remarque 10.35 On dispose donc d’un algorithme pour calculer la norme |||Al||, d’une matrice A € 901, (R), il suffit de
diagonaliser la matrice symétrique B = ATA, de calculer sa plus grande valeur propre A, = 0 et alors [||Al|l, = /A,.

Remarque 10.36  Si 0 < Aj <--- < A, sont les valeurs propres de la matrice ATA, les réels p; = \/A; s’appellent les
valeurs singuliéres de la matrice A.

10.9 Réduction des matrices antisymétriquesHors Programme

Les résultats de cette section ne sont pas aux programmes mais sont la source de nombreux exercices classiques. Les
démonstrations seront faites en TD.
On considere dans toute la suite un espace euclidien (E, (. | .)).

(DEFINITION 10.23 % Endomorphisme antisymétrique
On dit qu’un endomorphisme u € £(E) est antisymétrique si

Vx,y€E, (u(x)|y)=-(xlu®).

Remarque 10.37 Lhypothese de linéarité est de trop, elle découle en fait de I’égalité. On a en fait, pour une application
u:E— E, I’équivalence :

(Vx,y€E, (u@)|y)=-(xIf())) < (uestlinéaireet VxeE, (u(x)|x)=0)
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THEOREME 10.67 % Caractérisation matricielle des endomorphismes antisymétriques
Soit u € £(E). On a équivalence entre :

— I’endomorphisme u est antisymétrique ;

— La matrice de u dans une base orthonormée de E est antisymétrique.

(PROPOSITION 10.68 % Propriétés des andomorphismes antisymétriques
Soit u € £(E) un endomorphisme antisymétrique. Alors :

1. Vxe€eE, (ux)|x)=0

1
2. E=KerueImu

3. Keru=Keruou

THEOREME 10.69 % % Les valeurs propres d’une matrice antisymétrique réelle sont imaginaires pures
Soit A € A, (R) une matrice antisymétrique réelle alors

Spc(A) c iR I

| Remarque 10.38  Ainsi, une matrice antisymétrique réelle est diagonalisable si et seulement si elle est nulle !

En résumé

Les différentes définitions données dans ce chapitre doivent €tre connues avec précision. Il ne faut étre prég¢is et rigoureux
quand on vérifie qu’une forme bilinéaire est un produit scalaire et il ne faut bien entendu omettre aucun axiome. Il faut de

plus parfaitement connaitre :

1 Les inégalités de Schwarz et de Minkowski. Il faudra étre réactif quand vous devrez reconnaitre une situation de

Cauchy-Schwarz pour effectuer une majoration.

Le théoreme de Pythagore.

La notion de base orthogo(nor)nale et Le procédé d’orthonormalisation de Schmidt.
Les notions de sous-espaces orthogonaux, de projections et de symétries orthogonales.

L’ application de la notion de projeté orthogonal aux problémes d eminimisation.

o U W N

tement a 1’aise pour jongler entre les différents points de vue.
7 Laréduction des endomorphismes autoadjoints.
8 Les propriétés des endomorphismes autoadjoints positifs ou définis positifs.

9 Les propriétés des endomorphismes antisymétriques.
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Les différentes caractérisations des endomorphismes orthogonaux et des matrices orthogonales. Il faut étre parfai-
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