Chapitre

Compléments d’algebre linéaire

Table des matieres

Je me plaisais surtout aux mathématiques, a cause de la certitude et de I’évidence de leurs raisons : mais je ne remarquais
point encore leur vrai usage; et, pensant qu’elles ne servaient qu’aux arts mécaniques, je m’étonnais de ce que leurs
fondements étant si fermes et si solides, on n’avait rien bati dessus de plus relevé.

René Descartes, 31 mars 1596 - 11 février 1650

Pour bien commencer I’année
Citons ce passage si important du discours de la méthode de Descartes :
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Et comme la multitude des lois fournit souvent des excuses aux vices, en sorte qu’un Etat est
bien mieux réglé lorsque, n’en ayant que fort peu, elles y sont fort étroitement observées ; ainsi,
au lieu de ce grand nombre de préceptes dont la logique est composée, je crus que j’aurais assez
des quatre suivants, pourvu que je prisse une ferme et constante résolution de ne manquer pas
une seule fois a les observer.

Le premier était de ne recevoir jamais aucune chose pour vraie, que je ne la connusse évi-
demment &tre telle : c’est-a-dire, d’éviter soigneusement la précipitation et la prévention; et
de ne comprendre rien de plus en mes jugements, que ce qui se présenterait si clairement et si
distinctement a mon esprit, que je n’eusse aucune occasion de le mettre en doute.

Le second, de diviser chacune des difficultés que j’examinerais, en autant de parcelles qu’il se
pourrait, et qu’il serait requis pour les mieux résoudre.

Le troisieme, de conduire par ordre mes pensées, en commengant par les objets les plus simples
et les plus aisés a connaitre, pour monter peu a peu, comme par degrés, jusques a la connais-
sance des plus composés; et supposant méme de 1’ordre entre ceux qui ne se préceédent point
naturellement les uns les autres.

Et le dernier, de faire partout des dénombrements si entiers, et des revues si générales, que je
fusse assuré de ne rien omettre.

1.1 Produit et somme d’espaces vectoriels

Dans tout ce chapitre et sauf mention du contraire, (E, +,.) est un [K-espace vectoriel.

1.1.1 Produit d’un nombre fini de sev

Commencons par le cas simple d’un produit de deux K-espaces vectoriels.

S

Alors (E; x Ep, +,-) est un K-espace vectoriel. Son vecteur nul est (OEl ,OEZ)

(PROPOSITION 1.1  Produit d’espaces vectoriels
Soient (E1, +,-) et (E2, +,) deux K-espaces vectoriels. On définit sur I’ensemble E; x Ep
— une addition +

{ (E; x Ep)? — E;xEp
(G x2), (v y2)) — (i +yx2+y2)

— une multiplication par un scalaire -

{ Kx(E; xEz) — Ei1xEp
(o, (x1,x2)) +— (0-x1,0-X2)

Démonstration Vérifications faciles.

On généralise alors cette proposition a un produit fini de K-espaces vectoriels :

(&

Alors (E, +,) est un [K-espace vectoriel. Son vecteur nul est (OEI,...,OEP)

(PROPOSITION 1.2 % Produit d’espaces vectoriels
Soit p = 2. On considere (Eq,+,),..., (E,,, +, ) des [K-espaces vectoriels. On définit sur I’ensemble E =E; x...
— une addition +

+‘{ ExE — E
(2o xp), (V1o wp)) — (YL xp )

— une multiplication par un scalaire -

{ K xE — E
| (w(x,e0xp) — (1,00 Xp)

J
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Démonstration On effectue une récurrence sur p. Si p = 2, alors la proposition est une conséquence de la précédente. Soit p = 2.
On suppose que la propri€té est vraie pour un produit de p espaces vectoriels. On considere p +1 K-espaces vectoriels Ey,...,Epi1.
D’aprés I’hypothése de récurrence Eq x ... x Ep est un K-espace vectoriel et d’aprés la proposition [L1] Eq x ... x Ep x Ept+1 =
(E1x...xEp) xE p+1 est un K-espace vectoriel et la propriété est prouvée par récurrence.



- p

> Notation 1.1 Le K-espace vectoriel E = E; x ... x Ep est aussi noté ]_[ E; ou [1;c1 E; dans le cas d’espaces indiciés
k=1

par une famille finie I.

Exemple 1.2 Une application immédiate, qui permet de retrouver un résultat classique de premiere année, est la suivante.
On sait que (K, +,.) est un [K-espace vectoriel. Donc K" =K x ... x K est un K-espace vectoriel.
N ——

n facteurs

N

(- 0 . . . 0 . . .

PROPOSITION 1.3 s Dimension d’un produit fini d’espaces vectoriels de dimension finies
Soient (Eq,+,9),..., (Ep, +, ) des K-espaces vectoriels de dimension respectives ny,...,np €ENet E=E; x... xEj,. Alors
(E, +,.) est un K-espace vectoriel de dimension finie n=n; +... + np :

dim (E; x...xE,) =dimE; +...+dimE,

Démonstration
On prouve déja la proposition pour un produit de deux [K-espaces vectoriels Ej et Ep de dimensions respectives ny et ny. Soient
e=(e1,...,en,) une base de Ey ete’ = (e},...,e},,) une base de Ey. Alors une base de Eq x E est donnée par

/ /
f=((e1,0),...,(en;,0),(0,€1),...,(0,€},)).
En effet :
— lafamille f est libre : soient ay,...,&py,P1,-..,Bn, €K tels que ay (€1,0) +...+ap; (en;,0)+P1 (0,€))+...+Pn, (0,€),,) =0
n n. . s <
a.lors ((?qe} +..+ap en,Prel +...+Ppye),) = (Og, ,OEZ.) et donc X1 a;e; = O, et Y.;% B;e; = 0. Mais e et e’ étant
libres, il vientay =... =0y, =P1 =... =Py, =0 et f est libre.
— la famille f est génératrice : soit (x, x’) € By x Ep alors comme e engendre E; et que e’ engendre Ey, il existe ay,...,0p,,
_vm o, N2 ) N (vM .o V2 v o (. oo /
B1,.- Py EK telsquex =Y aze; etx’ = zj:l o’el et (x,x') = (Zizl (xle,,zj:1 (xl.el.) =Yl (el,O)+Zj:l o (O,ej)
donc f engendre bien E1 x Ej.
En conclusion, E1 x Eo est bien de dimesion finie et on a bien dim (E; x E2) = Card (f) =ny + np. On s’attaque maintenant au cas
général qu’on traite par récurrence sur p = 2. On vient d’initialiser cette récurrence. Soit p = 2. On suppose que la propriété est
vraie au rang p. On considere p + 1 K-espaces vectoriels By, ...,Ep,Epy1 de dimensions respectives ny, ..., np,np41. Ona:

By x...xEp xEpy1 =(By x...xEp)xEpr1 =ExEpyg
=E

et d’apres la premiére partie de la preuve, on sait que E x Ep 41 est de dimension finie et que dim (Ex Ep+1) =dimE+dimEp,;.
Mais d’apres I’hypothese de récurrence, on sait que dimE = dim (E1 X ... X Ep) =m+...+np donc dimE; x... xEpy1 =ny+...+
np + np4 et la propriété est prouvée par récurrence.

1.1.2 Rappels de premiere année : somme de deux sevs

On rappelle que si F et G sont deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E alors

1. F+G={x+y | x€E, y€G}. On peut montrer que F+ G est un sous-espace vectoriel, ¢’est le plus petit & contenir
alafois Fet G.

2. F et G sont dits en somme direct si FN'G = {0}. La somme F + G s’écrit alors F& G.

THEOREME 1.4 Caractérisation de la somme directe
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels du K-espace vectoriel (E, +,+). On a équivalence entre :

1 F et G sont en somme directe.

2 Y(x,))€FxG[x+y=0 = x=y=0|.

Démonstration
Supposons que F et G sont en somme directe. Soit (x,y) € F x G tel que x+y =0 alors x = —y et donc, comme F et G sont
des sous-espaces vectoriels, il vient que xe FNG et ye FNG. Mais FNG = {0} donc x=y =0.
Réciproquement si x e FNG alorsonax—x=0avec xeFet —xe€ G donc x=0 et FNG = {0}.

THEOREME 1.5 Caractérisation de la somme directe
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels du K-espace vectoriel (E, +,+). On a équivalence entre :

1 Fet G sont en somme directe.
2 VxeF+G, 3A!(x;,x)eFxG: x=x;+x (c’est-a-dire, vecteur de F + G se décompose de maniere

comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.)




Démonstration

Supposons que F et G soient en somme directe et soit x € F+G. Par définition, il existe x] € F et xp € G tels que x = x1 +x2.
Supposons qu’il existe x) € F et x}, € G tels qu’on ait encore x = X} + x;,. Comme x = X1 + Xz = x| + X}, on a I’égalité :
(x1 — x}]) + (x} — x2) = 0. Comme F; et Fp sont des sous-espaces vectoriels de E, on sait que x1 — x] € F et X}, — xp € Fy.
On applique alors la proposition précédente et on obtient : x1 — x} =0 et xp — X, = 0. Par conséquent, x| = x] et x = x), et
I’unicité est prouvée.

Prouvons maintenant la réciproque. On sait qu’il existe une unique fagcon de décomposer un vecteur de E en la somme
d’un vecteur de F; et d’un vecteur de Fy. C’est en particulier vrai pour le vecteur nul. Par conséquent, les sous-espaces F
et G sont en somme directe d’apres la proposition précédente.

DEFINITION 1.1 Y% Sous-espaces supplémentaires
Deux sous-espaces E; et E» d’un espace E sont dits supplémentaires dans E lorsque :

1. E= Ei+E,
2. la somme de E; et E, est directe.

On note alors E=E; @ E,.

Si on dispose dans un espace vectoriel E de deux sous-espaces supplémentaires F et G alors tout vecteur de E peut étre
décomposé de maniere unique en la somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.

THEOREME 1.6 Caractérisation des sous-espaces supplémentaires
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un [K-espace vectoriel (E, +,-). On a équivalence entre :

1 E=Fe&G (c’est-a-dire F et G sont supplémentaires).

2 VxeE, 3I!(x,x)eFxG: x=x1+x (c’est-a-dire, vecteur de E se décompose de maniere

comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.)

Démonstration

Supposons que F et G sont supplémentaires. Soit x € E. Comme E =F + G, il existe x] € F et xp € G tels que x = x1 + X2.
En appliquant le théoréme[I.3 comme F et G sont en somme directe, cette décomposition est unique.

Réciproquement, si pour tout x € E, il existe un unique couple (x1,x2) € F x G tel que x = x1 + xp alors on a nécessai-
rement E = F+ G. On peut de plus appliquer a nouveau le théoréme [[.3 et affirmer que les deux sous-espaces F et G sont
supplémentaires. On a ainsi montré que E=Fe&G.

On a aussi la caractérisation suivante de la supplémentarité en terme de bases.

THEOREME 1.7 %% Caractérisation de la supplémentarité en terme de bases
Soient E G sont deux sev de E de dimension finie. On a équivalence entre :

— E=FaG.

— La réunion d’une base de F avec une base de G est une base de E.

Démonstration
— Prouvons le sens direct. On suppose que E=F & G.

 Montrons que % est libre : soient ay,...,0p,®p+1,...,%p des scalaires de K tels que ay ey +...+apep +ap1 fi+...+
anfq =0. D’apres le théoréeme[[.4l comme ajej +... +apep €F et (xp+1f1 +...+anfg€G, onaalors:aje; +...+
apep = ((xp+1f1 +... +0(nfq) = 0. Comme e est une base de F et [ une base de G, ceci implique que o) = ... = ap =
Ap+1 =...=0ay =0 et donc que A est libre.

o Montrons que £ est génératrice de E. Soit x € E. Comme E = F &G, il existe un vecteur x; € F et un vecteur x € G tels
que x = x1 + x2. De plus :
— Comme e est une base de F et que x; €F, il existe ay,...ap € K tels que x1 =ajey +... +apep.
— Comme f est une base de G et que x; € G, il existe B1,...0q €K tels que xp =p1 f1 +... +Pgeq.
Par conséquent : x = x1 + X3 =ajey +...+apep +P1 fi +... +Pgeq € Vect (B) et # est donc bien génératrice de E.

On a ainsi prouvé que  est une base de E.
— Prouvons la réciproque. On suppose que A est une base de E.

e On a alors unicité de la décomposition du vecteur nul de E dans 4 et donc unicité de la décomposition du vecteur nul
comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G. Ainsi F et G sont en somme directe d’aprés le théoreme[1.4

e OnaE=F+G. Eneffet, si x € E alors comme % engendre E, il existe x1,...,xp €K et y1,...,yq €K tels que

x=xie1+...+xpep+y1fi+...+yqfqeF+G.

eF eG

DoncE=Fe&G.



Une conséquence importante de ce résultat est qu’on peut caractériser le fait d’étre en somme directe en terme de dimen-
sion.

THEOREME 1.8 %% Caractérisation de la somme directe grace a la dimension
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soient E G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors on a équivalence

entre :
1 les sous-espaces F et G sont en somme directe ;
2 dimF+G) =dimF+dimG.

Démonstration
Si F et G sont en somme directe alors on peut trouver une base f de F, une base g de G telle que e la réunion de ces deux
bases forme une base de F + G. Alors dim (F + G) = Card(e) = Card(f) + Card(g) = dimF + dimG.
Réciproquement, si dim (F + G) = dimF + dimG, on considere une base f de F et une base g de G. On note e la réunion
de ces deux bases. On a F + G = Vect(e) donc e engendre F + G. De plus, Card(e) = Card(f) + Card(g) = dimF +dimG =
dim (F + G) donc e est une base de F + G. On montre ainsi que F et G sont en somme directe.
On rappelle en conclusion de cette section la formule de Grassmann :

THEOREME 1.9 % Dimension d’une somme, Formule de Grassmann
Si F;,F> sont deux sev de E de dimension finie,

dim F1+F) = dlmFl + dlmF2 —dim (F1nEy)

1.1.3 Somme finie de sevs

Les notions et résultats précédents sont généralisables quand on considere plus que deux sevs.

~

( - . .
DEFINITION 1.2 % Somme d’une famille finie de sevs
On considere p sous espaces vectoriels Eq,...,Ep d’un espace vectoriel E. On définit la somme de ces sous-espaces par :

Ei+--+Ep={x1+---+xp; (x1,...,Xxp) €E1 x--- xEp}

Lorsque (E;);er est une famille finie de sevs, on note ZE ; la somme de cette famille de sevs.
i€l
J

(.

Remarque 1.1 ~ On montre facilement que la somme d’une famille finie de sevs de E est encore un sev de E. C’est
d’ailleurs le plus petit sev de E contenant chacun des sevs E;.

(" . R
DEFINITION 1.3 v Somme directe
On dit qu’une somme E; +--- +E, est directe si et seulement si

V(x1,...,xp) €Ep x+-xEp, X1+ +xp,=0 = X1=--=xp=0g

On note alors E & --- ® E) une telle somme directe, ou @Ei dans le cas d’une famille finie I.
iel
J

(.

Remarque 1.2 Le théoreme[[.3nous garantie que cette définition est cohérente avec la notion de somme directe vue en
premiere année qui ne concernait que deux sevs (p = 2).

Par ailleurs si pour p = 3, la somme E; +---+E, est directe alors il en est de méme de la somme E; +---+E,_1. En effet,
si (x1,...,xp-1) €E1 x...xEp_y esttel que x1 +...+ xp—1 =0 alors xj +...+ xp_; +0g, =0etdonc x; =...= x,-1 =0.

p
PROPOSITION 1.10 % Caractérisation de la somme directe par une application linéaire
Soit E un K-espace vectoriel et soient Ey,...,E;, des sevs de E. On consideére I’application

) Eix...xE, — E
@ (x1,..0,xp) — Xi+...+Xp

(Alors : )




1 ’application ¢ est linéaire.
2 D’application @ est injective si et seulement si la somme Ej +--- + E), est directe.

3 l'application ¢ est surjective si et seulement si E=E; + -+ Ep.

Démonstration
1 On montre facilement que ¢ est linéaire.

2 LasommeE; +---+Ep est directe si et seulement si ¢ est injective. En effet, si la somme est directe et si x = (x1,...,Xp) €

Ker alors x1 +...+xp = 0 ce qui n’est possible que si x; =... = xp =0 et donc que si x = 0. Donc Kery = {0} et ¢ est
injective. Réciproquement, si ¢ est injective et si x = (x1,...,Xp) € E; x... xEp est tel que x1 +...+Xxp =0 alors ¢(x) =0
mais  €tant injective, il vient x =0 donc x1 =... = xp = 0 et la somme est directe.

3 SiE=Ej+...+Ep alors pour tout x € E, il existe (xl,...,xp) €Ey x...xEp tel que x = x1 +...+xp et donc @(xy,...,Xp) = X
ce qui prouve que @ est surjective. Réciproquement, si ¢ est surjective, pour tout x € E, il existe (xl,...,xp) €E; x...xEp
tel que @(x1,...,Xp) =X soit x=x1 +...+xp etdonc EcEq +...+Ep. Par ailleurs E; +...+Ep cE donc E=E; +... +Ep.

THEOREME 1.11 %% Caractérisations d’une somme directe, unicité de la décomposition d’un vecteur dans
une somme directe
Soit E un K-espace vectoriel et soient Ey, ..., E;, des sevs de E. On a équivalence entre :

1. La somme E; +--- +E, est directe.

2. (Unicité de la décomposition sur une somme directe) Tout vecteur x € Ey +--- + E, se décompose de fagon
unique en x = X1 + -+ Xp ou (x1,...,Xp) € By x -+ xEp.

Vie[l,pl, Ein() E;)=/{0g}
J#i

Démonstration
1. & 2. | Cette équivalence est juste une retranscription du fait que I’application ¢ précédente est injective.

1. = 3. | On suppose que la somme est directe. Soit i € [1,p] et soit x € E; N (¥ j»;E;) alors x € E; et x€ Y. j+; Ej. Donc pour
tout j € [1,p] \ (i}, il existe x; €E; tels que x =3 j»; Xj. De X = X1 +...+ Xj_1 + Xj41 +...+ Xp, on tire

X1+ + X1+ —x+X4+...+ xp =0
1 i-1 i+1 14

—~— ~—— —— —~—
€E; €E;i. €Ei By, €Ep
et comme la somme est directe il vient X} =...=X;_1 =—X=Xj41=...=Xp=0etE; N (Z#,-Ej) ={0g}.
Réciproquement, on suppose que pour tout i € [1,p], E;n (¥ j%;E;) = {Og}. Fixons i € [1,p] et soit (x1,...,xp) €
Ep x---xEp tel que x1 ++--+xp =0g. On a donc x := —x; = X +...+X;_1 + Xj11 +...+ Xp et donc x = 0, c’est-a-dire
—~—
cEi €XjziEj
x; =0. Comme i est quelconque, il vient alors x| = -+ = Xxp = Og.

Remarque 1.3 Attention 2 la caractérisation d’une somme directe dans le cas de plus de deux sevs ! Dans E = R?, trois
droites vectorielles D1, D5, D3 distinctes (figure [L.1)) sont en somme directe deux a deux, mais la somme D; + D, + D3
n’est pas directe !
Par contre, trois droites non coplanaires de R3 sont en somme directe.

D, Ds

D,

FIGURE 1.1 — Une somme non directe dans R?

DEFINITION 1.4 Y% Base adaptée a un sev, a une somme directe
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit F un sous-espace vectoriel de E et soient Ey, ..., E;, des sous-espaces
vectoriels de E en somme directe. On dit qu’une base e = (e1,...,e,) de E est :

— adaptée a F si et seulement si on peut extraire de e une base de F.

— adaptée a la somme directe E1 ®...® E, si on peut extraire de e des bases el,...,eP de Eq,... Ep.




Remarque 1.4  Si E est de dimension finie et si F est un sev de E alors il existe une base de E adaptée a F. Pour la
construire, il suffit de considérer une base (el, . ep) de F (qui existe car F est lui aussi de dimension finie) puis de la
compléter, grace au théoréme de la base incompléte, en une base (el, e €p,€pil,a., en) de E.

Remarquons que cette construction permet d’obtenir un supplémentaire G de F dans E donné par G = Vect (ep1, ..., e,).

THEOREME 1.12 % Dimension d’une somme directe, caractérisation de la somme direct grace a la dimension
Dans un espace vectoriel E de dimension finie, on considere un nombre fini de sevs Ej,...,E,. Alors

|dim(E, + - +E)) <dimEy + -+ dimE,

et on a égalité si et seulement si Ey,...,E, sont en somme directe :

|dim(E) & - ©E,) = dimE, + -+ dimE,

E; x...xE — V=E;+...+E .. .
1 p 1 P de Ia proposition On almg =
(X1,c0xp)  — X1+t

E; +...+Ep et donc en vertue de la formule de rang appliquée a o,

Démonstration  Considérons I’application ¢ : {

dim (E; x... xEp) = dim Ker¢ + dimIm¢ = dimIm¢ = dim (E; +... +Ep)

et on a égalité si et seulement si ¢ est injective, c’est-a-dire, toujours d’aprés la proposition[I.1(Q, si et seulement si la somme est
directe.

Remarque 1.5  Avec les notations des familles finies, ’inégalité précédente devient :

dim ZEi < ZdimEi

iel i€l

THEOREME 1.13 Base adaptée a une somme directe, caractérisation de la somme directe en terme de bases
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soient Ey,...,E, des sevs de E admettant comme bases respectives
el,...,eP.Ona équivalence entre :

— E=E;19...0E,;

— La réunion e des bases e’ pour i € [1, p] est une base de E.

Démonstration
On note eJ = (e{,...,e{l) une base de E j. Montrons que e = el U...ueP est une base de V.
j

— La famille e est libre. En effet, si ) ceyv = 0 alors Zlezveei ayv =0 mais Y. i ayv € E; donc d’apres la
proposition [[T1l il vient ¥ . i ayv = 0 pour tout i € [1,p] et donc, comme el est une base de E;, on a ay =0 pour
tout v e e’ et Ia famille est bien libre.

— La famille e est génératrice de V. En effet, comme V=E; &---®Ep, alors si x €V, il existe x1 € E1,...,xp € Ep tels

que x = X1 +...+Xxp mais les familles el étant génératrices de E; pour tout i € [1,p], onax; = Y yeei Qv v €t donc
p
X = Zi:l Zueei AV =Y peeOpV.

Supposons réciproquement que e = e'

U...UeP est une base de E. Alors
p P
dimE = Card(e) = )_ Card(e') = )_ dimE;
i=1 i=1
et donc, d’apres le théoréme précédent, la somme Ey @ ... @ Ep est directe et égale a E.
Remarque 1.6 Si E= @leEi et si E est de dimension finie alors il existe toujours une base de E adaptée a la

somme directe EBf:l E;. En effet, il suffit de considérer, pour chaque i € [[l,pﬂ une base ¢ de E; (qui existe car E; est

de dimension finie). Alors d’apres le théoreme ??, la réunion e des bases e’ pour i € ﬂl, p]] est une base de E qui, par
construction, est adaptée a la somme directe.

1.2 Matrices par blocs et sous-espaces stables



DEFINITION 1.5 % Sous-espace stable par un endomorphisme
Soit un endomorphisme u € £ (E) et un sous-espace vectoriel F c E. On dit que le sev F est stable par u si et seulement
si:

VxeE u(x)eF

ce qui est équivalent a dire que u(F) cF.

| Remarque 1.7 On dit aussi que u stabilise F.

Remarque 1.8
— En particulier, pour tout endomorphisme u € £ (E), Ker u et Im u sont stables par u.
— Certains endomorphismes n’ont pas d’autre sev stable, par exemple les rotations vectorielles du plan.
— A T’inverse, une homothétie vectorielle stabilise n’importe quel sev de E. On démontre dans I’exercice ?? que
cette propriété caractérise les homothéties.

LEMME 1.14 s Endomorphismes qui commutent
Soient deux endomorphismes (u, v) € £ (E)? qui commutent : ©o v = vo u. Alors Im u et Ker u sont stables par v.

Démonstration
— Montrons que v(Ker u) < Ker u. Soit x € Ker u alors comme u et v commutent, u(v(x)) = v(u(x)) = v(0) =0 donc v(x) €
Ker u et donc Ker u est stable par v.
— Montrons que v(Imu) c Imu. Soit y € Imu. Alors il existe x € Imu tel que y = u(x) donc v(y) = v(u(x)) = u(v(x)) € Imu.
Donc Im u est bien stable par v.

PROPOSITION 1.15 % Restriction d’un endomorphisme a un sev stable
Si F c E est un sous-espace stable par un endomorphisme u € £ (E), la restriction de u a F notée wr définit un endomor-
phisme de F :
F — F
UE: {

x — ulx

Démonstration C’est immédiat, la linéarité de ur provient directement de celle de u sur E.

THEOREME 1.16 Y% % Caractérisation matricielle d’un sev stable

On suppose que E est un espace de dimension finie n, que F c E est un sev de dimension 1 < p < n. On considere une
base de F de la forme €' = (e1,...,ep) que I'on complete en une base de E : e = (ey,...,ep,€p+1,...,en). Alors F est
stable par u si et seulement si

A B
Mate(u)z(o C)

ot A€M, (K), BE M p(K) et Ce My (IK).

Démonstration
Si F est stable pour u, les vecteurs images par u de ceux de la famille e’ = (el,...,ep) se décomposent encore dans e’
d’ou Ia forme de la matrice.
Réciproquement, si u admet une telle matrice dans la base e alors les vecteurs u(e1), ..., u(ep) se décomposent dans e et
donc F est stable par u.

| Remarque 1.9  On dit qu’une telle matrice est triangulaire par blocs. Son déterminant vaut det(A) x det(C).

THEOREME 1.17 % Somme directe de sous-espaces stables
Soient E un espace de dimension finie et des sev Fy,...,F, en somme directe :

E=F & &F),

On considere une base e adaptée a cette somme directe. Soit un endomorphisme u € £(E). Alors chaque sev F; est
stable par u si et seulement si la matrice de u dans la base e est diagonale par blocs :

A (@)
Ay
Mat,(u) =
AP

ou A; est une matrice carrée de taille dimF;.




Démonstration Par récurrence sur p.

Remarque 1.10  Reprenons les définitions de la proposition précédente et supposons que Vi € [1,p], dimF; =1 alors
la matrice de u dans la base e adaptée a la somme directe E =F; ®...® F est diagonale :

M (@)
Ao
Mat,(u) =
Ap

ol Ay, Az,...,Ap € K. Prenant un peu d’avance sur le prochain chapitre d’algebre linéaire, indiquons qu’un sous-espace F
de E de dimension 1 stable pour u est un cas particulier de sous-espace propre de u.

THEOREME 1.18 % Produit par blocs
Soient des matrices A,A’ € M, (K), D,D' € M,(K), BB € M), 4(K), C,C" € M, (K). On calcule « par blocs » le
produit matriciel des matrices (p+q) x (p+q) :

A B\(A' B _
¢ p)lc¢ D)~

On peut généraliser ce calcul a d’autres découpages par blocs, a condition que les tailles des différentes matrices soient
compatibles avec le produit matriciel.

AA'+BC'  AB'+BD'
CA’+DC’ CB' +DD'

Démonstration 11 faut revenir a la définition du produit matriciel et vérifier les différentes relations.

1.3 Déterminants

1.3.1 Déterminants par blocs

(PROPOSITION 1.19 %% % Formule du déterminant par blocs )

Soit A € M,(K) et C € My, (K) deux matrices carrées et B € My, ,—, (K) une matrice rectangulaire. On définit la
matrice carrée par blocs :
A B

M=
(On—p,p C

)eDﬁn(K).

On sait calculer un déterminant avec un bloc de zéros en bas a gauche :

| det(V) = det(A) det(C) |

Démonstration
On effectue le produit par blocs suivant :

o5, "o 1) ol
On—p,p C JOn-pp In-p) \On-pp CJ

En développant successivement selon les colonnes Cy,...,Cp, on calcule facilement
I 0p n—
ety e =der0.
On_p'p C

et en développant successivement selon les lignes Ly, ... Lp11, on calcule facilement

det( A B ):det(A).

On—pp In-p

I1 suffit ensuite d’utiliser que le déterminant du produit de deux matrices carrées est le produit de leurs déterminants.



Remarque 1.11  Attention a ne pas utiliser d’autres formules que celle du théoréme. Par exemple, si A,B,C,D € 1, (K),

é B) # det(A) det(D) — det(B) det(C) ...

en général det( D

(PROPOSITION 1.20 % Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs )

Le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure par blocs est égal au produit des déterminants de ses blocs diago-
naux :

Al,l A1,2 Al,p
Agp : _
det =det(Ay,1) x --- x det(Ap p).
(@) . Ap—l,p
App
\ J
Démonstration Par une récurrence simple sur p
Exemple 1.3 Soient (a,b,c,d) € IK*, Formons la matrice
al, bl,
M= € Mo, (K).
(CI” dln 2n( )
Pour calculer son déterminant, essayons de faire apparaitre un bloc de zéros en bas a gauche.
1. Si d # 0, en effectuant les opérations élémentaires suivantes sur les colonnes : C; — Cy — EC"H’ e, Cp —

c .
Cp— ECM’ on obtient

LT be
det(M) = det (a- 7) no U= (a-—)"d" = (ad - bo)".
Onn  dly d

2. Si d =0, le déterminant a calculer s’écrit

det(M) = det(aI" bl”).

cly, Opn

Amenons le bloc de zéros a gauche en effectuant les opérations suivantes sur les colonnes : C; < Cy41, ...,

C;, < Caj. On obtient
bl,, al,

Onn cly

det(M) = (—l)”det( ): (=1D"b"c".

Dans les deux cas, on obtient que det(M) = (ad — bc)".

1.3.2 Déterminant de Vandermonde

THEOREME 1.21 % Calcul d’un déterminant de Vandermonde
Soient n scalaires (ay, ..., a,) € K". On appelle déterminant de Vandermonde, le déterminant 7 x 7 :

1 ... 1
ay an
V(aly---)an) =
af.‘l af;‘l
V(ay,...,an) = (@ —a))(as—a)) (a3 — az)...(an—an-1) =[] (aj—ap)

1<i<j<n

En particulier, la matrice de Vandermonde est inversible si et seulement si tous les scalaires (ay, ..., a,) sont distincts.

Démonstration On propose deux preuves :
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11 suffit d’exécuter 1’opération sur les colonnes C; «— C; —(an xC;_y) , en partant de i = n et en remontant jusqu’a

i=2.
n-2
1 ay—apn ay(a; —ap) a; (a1 —ap)
1 ax-ap as(az — an) ag_z(az—an)
Vulay, ap,...,an) =|: : :
1 ap-1-an ap-1(ap-1—an) ... az:f (an-1—an)
1 0 0 0

En développant selon la derniére ligne, il vient :

a1 —an ailai—ap) ... al2(a1-ap)
el | @2—an aylaz—an) ... ay2(az-ap)
Vulay, az,...,an) = (1) . . .
ap-1—an ap-1(ap-1—-an) ... a;ll:%(an—l—“n)
Soit
1 a ai af
1 a a% ay”
n-2
Vulay,as,...,an) = (an—ag)(an—az)...(an—an—1) |1 43 ag ag
2 n-2
1 ap-1 | an-1

Par récurrence immédiate,
Vulay,a,...,an) = H (aj—a,-).

1<i<j<n

On effectue une récurrence sur la taille n € N* du déterminant. La formule est trivialement vraie pour un déter-
minant de taille 1. Soit n € N, n = 2. On suppose la formule vraie au rang n—1 et on la montre au rang n. Il s’agit de

calculer
1 1
ay an
V(ay,...,an) =
n-1 n—-1
aj .. ap

Si au moins deux parmi les coefficients ay, ..., an sont égaux alors ce déterminant est nul ainsi que [Ty <j<j<n(aj—a;) donc
on a bien égalité. On suppose dans la suite que les complexes ay,...,an sont deux a deux distincts.
Remplacons le scalaire ay par une variable x. Le déterminant s’écrit alors :

1 1 1
al e Ap-—1 X
V(ay,...,an-1,%x) =
n-1 n-1 n-1
a; a, ; X

Si on le développe relativement a la derniere colonne, on observe que V(ay,...,ay—1,x) est un polynéme de degré n —
1 en x. De plus, aj, ..., an—1 sont des racines deux a deux distinctes de ce polynéme. On peut alors le factoriser en
V(ay,...,an-1,x) =a(x—ay)...(x—au-1). Le coetficient du terme dominant est le terme devant xn-1 quand on développe
le déterminant par rapport a la derniére colonne, c’est-a-dire a =V (ay,...,a,—1) qu’on sait calculer grace a I’hypothése
de récurrence. On obtient alors le résultat en prenant x = ap, et en appliquent la relation de récurrence. On prouve ainsi la
formule par récurrence.

1.4 Matrices semblables et trace

1.4.1 Trace d’une matrice carrée

DEFINITION 1.6 % Trace d’une matrice carrée
Soit A = (a,-, j) € M, (K) une matrice carrée. On appelle trace de A et on note Tr (A), le scalaire :

n
Tr(A) =) ai;
i=1

| Remarque 1.12  La trace de A € M, (K) est égale a la somme des éléments diagonaux de A.

11



(PROPOSITION 1.22 % Propriétés de la trace
M, (K) — K
A — Tr(A)

alors | Tr (A +pB) = aTr (A) + BTr (B)

— Lapplication Tr : { est un forme linéaire. En particulier, si o, € K et si A,B € M, (K)

— YA,BeM, (K), | Tr (AB) = Tr (BA) |
— Tr (AT) =Tr(A)

Démonstration
— La linéarité de Ia trace est laissée en exercice.
— Soient A,B € 9, (K). On suppose que A = [ai,j) et B = [b,-,j)‘ On a : Tr (AB) = ;?:1 [Zzzlai,kbk,i) et Tr (BA) =
Xy (ZZ:I “k,ibi,k) et ces deux quantités sont bien égales.
— L’opération de transposition laisse invariante la diagonale d’une matrice donc aussi sa trace.

1.4.2 Matrices semblables

DEFINITION 1.7 Matrices semblables
Deux matrices carrées A, B € 91, (K) sont dites semblables s’il existe une matrice inversible P telle que A = P~1BP.

| Remarque 1.13  Deux matrices semblables représentent un méme endomorphisme dans deux bases différentes.
| Remarque 1.14  La relation de similitude sur 91, (IK) est une relation d’équivalence.

| Remarque 1.15 La matrice identité n’est semblable qu’a elle-méme...

PROPOSITION 1.23 Deux matrices semblables ont méme rang.
Si A,B € 9, (K) sont deux matrices semblables alors rg(A) = rg(B).

Démonstration On effet, on ne change pas le rang d’une matrice en la multipliant a gauche ou a droite par une matrice inversible.

PROPOSITION 1.24 Deux matrices semblables ont méme trace et méme déterminant
Si A,B e M, (K) sont deux matrices semblables alors Tr (A) = Tr (B) et det(A) = det(B).

Démonstration Comme A et B sont semblables alors il existe une matrice inversible P telle que A = P~1BP. On utilise alors les
propriétés de la trace :
Tr (A) = Tr (P~ 'BP) = Tr (P "' PB) = Tt (B).

La preuve est la méme pour le déterminant en utilisant que le déterminant d’un produit de deux matrices est le produit des détermi-
nants de ces deux matrices.

Cette proposition permet de donner un sens a la définition suivante :

DEFINITION - PROPOSITION 1.8 3% Trace d’un endomorphisme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € £ (E) un endomorphisme de E. On définit la trace de u qu’on
note Tr u comme étant la trace de la matrice de u dans une base de E. Cette quantité est bien indépendante de la base
choisie.

Démonstration  Soient e et ¢’ deux bases de E. Alors avec P=P,_, ,/, on a
Maty (1) =Py, x Mate (1) x Pp_, or.

Autrement dit Mat, (1) et Mate (1) sont semblables et leurs traces sont les mémes.

1.5 Matrices équivalentes (Hors programme)

THEOREME 1.25 s Caractérisation du rang d’une matrice comme équivalente a J,.(HP)
Soit A€ qu_p (K). On a : A est une matrice de rang r si et seulement si il existe Q € GLg4 (K) et P € GL,, (K) telles que
A=QJ,P ou

12



Démonstration
Soit E un K-espace vectoriel de dimension p, e une base de E, F un [K-espace vectoriel de dimension q et f une base de
E. Soit u € £(E,F) I'unique application linéaire de E dans F telle que Maty._, (1) = A. On a : rgu =rgA = r. Faisant comme
dans la démonstration du théoreme ??, on peut décomposer E en la somme : E = Keru & G ot G est un sous-espace de E

tel que wG : G — Imu est un isomorphisme. Par conséquent, dimG = dim Imu = rgu = r. Soit (e},...,e) une base de G
/ /

et(eHl,..., ST

vectoriel par un isomorphisme étant une base de I’espace vectoriel d’arrivée, (u(e}),...,u(e})) est une base de Im f qu’on

6;0) une base de Ker f. &' = (e},...,e},e el,) est donc une base de E et I'image d’une base d’un espace

!

r+1,...,ft’7) deF.Ona: Matfr_e, (u) =7, et utilisant les formules de

peut compléter en une base f' = (u(e’l),...,u(e’,),
changement de base, on a :

A= Matf,_e (u) = Pf—*f’ x Matfu_er () xPo_p

qui est de la forme voulue.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension p et F un K-espace vectoriel de dimension q. Soit e une base de E, f une base
deFet:
— ¢ une autre base de E telle que Py_,, =P.
— f’ une autre base de F telle que Pp_r=Q.
Soit u € £(E,F) tel que : Matf/_e/ (u) =Jr. Interprétant la formule A = QJ P comme une formule de changement de base,
ona:A=Maty_,(u). Par conséquent : igA=rgu =rgJ;.

COROLLAIRE 1.26 % Le rang d’une matrice est égal au rang de sa transposée
Pour tout A € M, ,, (K), rg(AT) =g (A).

Démonstration Posons r = rgA. En appliquant la proposition précédente, il existe Q € GLg (K) et P € GLp, (K) telles que A= QJP.
Par conséquent : AT =PI, TQT = P71, QT et PT € GLp (K), QTe GLg (K). Par conséquent, appliquant a nouveau la proposition
précédente : rgAT =r.

[ DEFINITION 1.9 Matrices équivalentes
Deux matrices A,B € Dﬁq,p (K) sont dites équivalentes si et seulement s’il existe deux matrices inversibles Q € GLg4 (K)
et P € GLy (K) telles que A=QBP™.

Remarque 1.16  Un corollaire du théoreme précédent est que deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles
ont méme rang.

1.6 Polynomes d’endomorphismes et de matrices carrées

1.6.1 Polynomes d’endomorphismes

(DEFINITION 1.10 % Polynéme d’un endomorphisme )
Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E.
— Pour k€N, le k-iéme itéré de u est 1’endomorphisme u* de E définit par :
uo = idE
VkeN, ufl=uyouk’

& k & k

— Pour un polyndme P = Z aiX" € K[X], on considere Z axu” qu’on appelle polynome de I’endomorphisme u
k=0 k=0

L et qu’on note P(u). )
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PROPOSITION 1.27 Les polynomes d’endomorphisme sont des endomorphismes
Tout polynome d’un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E est un endomorphisme de E.

Démonstration En effet, £(E) a une structure d’algébre et est donc stable par combinaison linéaire et composition.

PROPOSITION 1.28 s Opérations algébriques sur les polynomes d’endomorphisme
Soient u € £(E), (PQ) € (K[X])? et o, p € K. Alors :

— (aP +PQ) (w) = aP () +PQ(w)

— (PQ)(w) =P(u) o Q(u)

+00 +00
Démonstration La premiére égalité est facile. Pour la seconde, on écrit P et Q sout la forme P = Z aka, Q= Z kak quitte a
k=0 k=0
poser ay. =0 si k >degP et by, =0 si k>degQ. On obtient alors :
+00 +00 ) ; to ) [t
PQW =) 3 abu’=) Y auo [bl” ) =[ X axu”|o| X bju' | =P(woQ(u)
n=0k+Il=n n=0k+l=n k=0 =0

COROLLAIRE 1.29
Soient BQ € K[X] et u € £(E) alors P(u) et Q(x) commutent :

P(u)oQ(w) = Q(u) o P(u).

Démonstration C’est une conséquence directe de la proposition précédente et de la commutativité du produit des polynémes. En
effet

P(u) e Q(w) = (PQ)(w) = (QP)(w) = Q1) o P(1).

| Remarque 1.17  En particulier, tout endomorphisme polynomial en # commute avec u.

DEFINITION 1.11 %% Polynéme annulateur d’un endomorphisme
On appelle polynéme annulateur d’un endomorphisme u € £(E) tout polynéme P € K[X] tel que P(u) =0.

| Remarque 1.18 Tout endomorphisme admet au moins un polynéme annulateur : le polynoéme nul !

PROPOSITION 1.30 s En dimension finie, tout endomorphisme admet un polynéme annulateur
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit z € £(E) un endomorphisme de E. Alors il existe P € K[X] non
nul tel que P(u) = 0.

Démonstration En effet si E est de dimension finie alors £(E) aussi et la famille ( uk ) kefo,p] ©st forcément liée pour p assez

P 14
grand. Il existe donc ap, ..., ap € K non tous nuls tels que Z ay 1K =0. On a donc bien P(u) =0 avecP = Z aka‘
k=0 k=0

PROPOSITION 1.31 s KerP(u) est stable par u
Soient P € K[X] et u € £(E) alors KerP(u) est stable par u.

Démonstration Comme P(u) et u commutent, par application de la proposition[I.14] KerP(u) est stable par u.
Application 1.4 Application au calcul de I’inverse d’un automorphisme

n
Soit u € GL(E) un endomorphisme inversible et soit P = Z a;XF un polyndme annulateur de u de degré n (donc a, # 0).

k=0
On note m le plus petit indice k € [0, n] tel que ay # 0.
On a alors :
P(u)=0
n
= Y aquf=0
k=m

n-m
= u"o| Y arimuf|=0
k=0

amidg +amaiu+...+ anu”_k =0 car u est inversible

=
1 _ .

BN ——(am+1u+...+anu” k)ZIdE
a

m

1 . _ .
= MO(——(amldE+am+1u+...+anu" m)) =idg.
am
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1 ) . .
On pose P(u) = —— (apidg +am+1u+... + a,u’*™). Comme u et P(u) commutent, on a aussi P(u) o u =id.
am
Ainsi u™! = —— (apidg+amer i+ ...+ anu’*™).
am
Comme tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie admet un polyndme annulateur non trivial, on a

aussi prouvé :

PROPOSITION 1.32 % En dimension finie, I’endomorphisme inverse d’un endomorphisme inversible est polyno-
mial en cet endomorphisme

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et soit u € GL(E) un endomorphisme inversible de E. Alors il existe
P e K[X] tel que ™! = P(u).

Application 1.5 Application au calcul des puissances d’un endomorphisme
n
Soit u € GL(E) un endomorphisme inversible et soit P = Z a;X* un polyndme annulateur de u de degré n. Soit m € N.
k=0
Par théoreme de division euclidienne, il existe un unique couple (Q,R) € (K[XD? tel que X" =PQ+RetdegR)<sn-1

m—1
cest-a-direR= Y axXF. Alors :
k=0

u™ =P(w)Q(u) +R(w) = R(w)

et calculer u™ revient a calculer les coefficients ay, ..., a, de R.
Pour ce faire, on peut utiliser la relation X = PQ + R et I’évaluer en les racines de P ou la dériver.

1.6.2 Polynémes de matrices carrées

[ DEFINITION 1.12 sk %k Polynome de matrice

p p
Soit A € 91, (K) une matrice carrée. Pour un polyndme P = Z aka € K[X], on considere Z akAk qu’on appelle
k=0 k=0
polynéme de la matrice A et qu’on note P(A).

(PROPOSITION 1.33 % Lien entre les polynémes de matrices et les polyndmes d’endomorphisme
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie égale a n. Soient e une base de E, u € £(E) et P € K[X]. Alors

P (Mat, () = Mat, (P(1)) |

Démonstration C’est une conséquence directe du fait que

9 LE) — M)
: u —  Mat, (1)

est un morphisme d’algébre, c’est a dire que la matrice d’une combinaison linéaire (resp. du produit) de deux endomorphismes est
la combinaison linéaire (resp. le produit) de ces deux matrices et que la matrice de 1’identité idg est la matrice identité I,.
Les opérations algébriques précédentes sur les polyndmes d’endomorphisme restent vraies pour les polyndmes de matrice.

[PROPOSITION 1.34 % Opérations algébriques sur les polynomes de matrices
Soient A, (K), (P,Q) € (K[X])2 et o,p e K. Alors :
— (aP +PBQ) (A) = aP(A) +BQ(A)
— (PQ)(A) =P(A)oQ(A)

[PrROPOSITION 1.35 % Polynémes de matrices semblables
Soient A et B deux matrices semblables. Il existe alors P € GL,(K) tel que A = PBP™!. Soit Q € K[X]. Alors
Q) =PQ(B)P~' |

Démonstration Cela découle facilement du fait que Ak =ppkp-1 pour tout k € N.
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DEFINITION 1.13 %% % Polynome annulateur d’une matrice
On appelle polynéme annulateur d’une matrice A € 91, (K) tout polyndme P tel que P(A) = 0.

1.7 Interpolation de Lagrange

THEOREME 1.36 s %% Interpolation de Lagrange

Soit ne N et n+1 scalaires ay, ..., a, € K n scalaires distincts. On considere 1’application

u.{Kn[Xl — K"
: P == (P(ao)y---;P(ﬂn))

1. L’application u est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

2. Etant donnés n+1 scalaires by, ..., by €K, il existe un unique polynéme P € K , [X] tel que P(ao) = by, ...,P(an) =
by.

Démonstration On vérifie facilement que u est linéaire. Si P € Ker u alors ay, ..., an sont n+1 racines distinctes de P qui est de
degré au plus n. Donc forcément P = 0 et u est injective.
Comme K, [X] et K"+ sont de méme dimension, u est bien un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Remarque 1.19  Lien avec le déterminant de Vandermonde Munissons K, [X] et IK"*! de leurs bases canoniques
respectives e = (1,X,...,X") et e = (e=¢€y,...,€x+1) avec g; est le n+ 1-uplet de K" dont tous les coefficients sont nuls
sauf le i-eme qui vaut 1. Alors det(Mate.—, (1)) = V(ay,...,ay) et on retrouve que u est inversible si et seulement si les
scalaires ay,..., a, sont deux a deux distincts.
(PROPOSITION 1.37 % Polynémes d’interpolation de Lagrange R
Soit ne N et n+ 1 scalaires (ay, ..., a,) € K" distincts.
1. Vi€ [0, n]], il existe un unique polyndme L; € K, [X] vérifiant
Vjelo,nll, L;(a;)=23;
2. La famille (Ly,...,L;) est une base de K ,,[X].
3. Soient n + 1 scalaires (by, ..., by), il existe un unique polynéme L € K, [X] vérifiant Vi € [0, n]l, L(a;) = b; :
n X—-a
L= Z b; /
i=0 j#i 4i—4j
Li
N\ J

Démonstration
1. Le premier point est une conséquence du théoréeme précédent.

n
2. Soient a,...,an €K tels que Z(xl-Ll- =0. Alors en évaluant en a; avec i € [0, n], on trouve que a; = 0. Ainsi (Lg,...,Ly)
i=0
est libre. Comme cette famille est de cardinal n+ 1 = dimK ,,[X], ¢’est une base de K ;,[X].

X—-a

3. Le polynéme H L satistait aux conditions de 1. donc par unicité il est égal aL;.
Ll a.
J#ELT ]
Le polynéme L donné satisfait bien les relations L(a;) = b; pour tout i € [0, n]. On sait qu’il est alors unique par le théoréme
précédent.

n
Remarque 1.20  Le polyndme 1 s’écrit alors de facon unique 1 = Zb,-Ll- avec by, ..., b, € K. Il vient alors que 1 = b;
i=0

n
pour tout i € [0, n] ¢’est-a-dire que Y L; =1.
i=0

On a ainsi prouvé que :
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( )
n

PROPOSITION 1.38 % Y L;=1
i=0

La somme des polynomes interpolateurs de Lagrange vaut 1 :

n
Li=1|.

1

0

1.8 Projecteurs et symétries (Rappels de premiere année)

E désigne la encore un K-espace vectoriel.

1.8.1 Projecteurs

FIGURE 1.2 — Projection sur E; parallelement a Ep

(DEFINITION 1.14 % Projecteurs )

Soient E; et Ep deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : E = E; @ E,. Pour tout x € E, il existe donc un
unique couple (x1, x2) € E1 x Ey tel que x = x1 + x. Soit

. E — E
p: X=X1+X — X1

\L’application p est bien définie et est appelée projecteur de E sur By parallelement a Ej.

(PROPOSITION 1.39 % Propriétés des projecteurs )

Soient E; et Ep deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : E = E; @ E et soit p le projecteur de E sur E;
parallelement a E, alors :

1 p estlinéaire : p € £(E).

2 Kerp=E,.
3 Imp=E;.
4 p(x)=x<= x€eE; (E; est ’ensemble des vecteurs invariants par p).
. J
Démonstration

1 Soient x = x1 +xp € E; ®Ep =E et x’ = x| + x), € E; ® E = E ainsi que deux scalaires a,o’ € K. Ona :

ax+ao'x' = (o + o' %)) + (axz + o' x5) € By @ Ey.

€k €Ey
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et:

plax+d'x’) = ax;+d'x]

ap () +o p(x)

ce qui prouve que p est linéaire.

2 Soientx=x1+x2€E1®Ey=E.Ona:
px)=0=x1=0=x=x2 <= x€Ey.

Par conséquent : Kerp =Ep.

3 Soientx=x;+xp€Ej®Ey=E.Ona:

xelmp < ' =x]+x,€E10E: x=p(¥)
— x:xieEl
—

x€E;.

DoncImp =E;.

4 Soitx=x1+x2€E1®Ey=E.Ona:
pxX)=x<=x=x1 <= x€k;

PROPOSITION 1.40 s Caractérisation des projecteurs
Soit p € £(E). Alors p est un projecteur si et seulement si (c’est-a-dire si et seulement si p est idempotente).

Dans ce cas, p est le projecteur sur Ker p parallelement a Im p.

Démonstration
Si p est un projecteur et si x € E, alors en appliquant la proposition précédente, p (x) € E; et comme E; est stable par p,
p(px)=px).Donc pop=p.
Réciproquement, si p est un endomorphisme de E vérifiant pop = p : posons E; =Imp et Ep = Ker p et montrons que
ces deux sous-espaces vectoriels de E sont supplémentaires dans E.
— Soit x € Ey nEy. Alors, on a a la fois p(x) =0 car x € Ex = Kerp et x =
conséquent : 0= p (x) = p(p(x')). Mais comme pop=p,onap(p(x'))=p
E; et E» sont en somme directe.
— SoitxeE.Ona:

p(x') ou x' € E car x € E; = Imp. Par
(x') = x et donc x = 0, ce qui prouve que

x=p@)+(x-p©)
M~ S——
=X1 =X2
etx; €Ej (carx; =p(x)elmp)etxp €Ep (car p(xp) = p (x— p(x)) = p(x)—p2 (x) = p(x)—p(x) = 0). Par conséquent :
E=E; +E>»
Donc E=E; ®Ey. Si x=x] +x2 € E{ ®Ep =E, comme x] € E1, p(x1) = x1 et comme X € Ep, p (x2) = 0. Par linéarité de
p. p(x) = p(x1) + p(x2) = x1. p est donc bien le projecteur de E sur Eq parallélement a E.

PROPOSITION 1.41 %
Si E =E; ®Ey, si p est le projecteur de E sur E; parallelement a E; et si g € £(E) alors on a équivalence entre :

1 g estle projecteur de E sur E, parallelement a E;.
2 |p+qg=idg I

Démonstration
— Supposons que q est le projecteur de E sur E parallelement a Ey. Si x = x] +x2 € E] @ Ep alors p (x) = x1 et g(x) = x2.
Donc x = p (x) + q(x) et on a bien p+ q =idg.
— Réciproquement, si p+q =1idg et si x = x1 + xp € E] ® Ep alors q(x) = x — x1 = xp donc q est le projecteur de E sur Ep
parallelement 4 E;.
La proposition suivante est fort utile dans les exercices :

PROPOSITION 1.42 % Trace d’un projecteur
Soit p un projecteur d’un espace E de dimension finie. Alors Tr (p) = rg(p).

Démonstration Comme p est un projecteur, on a E = Ker p @ Im p. Donc la matrice de p dans une base adaptée a cette supplé-

mentarité est :
0 0
0 I
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FIGURE 1.3 — Symétrie par rapport a E; parallelement a E

1.8.2 Symétries

(DEFINITION 1.15 % Symétries A

Soient E; et Ep deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : E = E; & E,. Pour tout x € E, il existe donc un
unique couple (x1, x2) € E; x Ey tel que x = x1 + x. Soit

E — E
S
X=X1+X2 — X1—X2

s est bien définie et est appelée symétrie par rapport a Ey parallélement a E,, ou plus simplement symétrie.

(PROPOSITION 1.43 % Propriétés des symétries )

Soient E; et Ex deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E : E = E; @ E, et soit s la symétrie par rapport a E;
parallelement a E,, alors :

1 L’application s est linéaire : s € £ (E).
2 Si p est le projecteur de E sur E; parallelement a E; alors [ s =2p —Idg I

3 sestinvolutive, c’est-a-dire : so s =1Idg.

Démonstration Soit p le projecteur de E sur By parallélement 4 E. Soit x=x] +x2 € Ej®Ep =E.Ona: p(x) = x et
(2p-ldg) (x) =2p (x) —x =2x1 — (X1 +X2) = X] — X2 = $(X)

ce qui démontre le second point. Comme p est linéaire et qu’une combinaison linéaire d’ applications linéaires est linéaire, s est
linéaire et le premier point est aussi démontré. Enfin, en utilisant la linéarité et I’'idempotence de p :
sos = (2p-ldg)o(2p-1dg)
= 2po(2p-1ldg)-(2p-1dg)
= 4p2—2p—2p+IdE
= 4p-4p+ldg
= ldg

et le troisiéme point est démontré.

PROPOSITION 1.44 s Caractérisation des symétries
Soit s € £(E). Si s est involutive, ¢’est-a-dire si [ sos=Idg I, alors s est la symétrie par rapport & E; = Ker (s —Idg) et
parallelement a Ep = Ker (s +1dg)).

Démonstration Supposons que s est linéaire et involutive. Posons E1 = Ker (s —Idg) et Ep = Ker (s + Idg). Montrons que ces deux
sous-espaces vectoriels de E sont supplémentaires dans E.
— SoitxeEjnEy. Onadonc : s(x)—x =0 et s(x)+x = 0. Soustrayant ces deux égalités, on obtient x = 0, donc E; et Ep sont
en somme directe
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— Soitx€eE.Ona: ) 1
x=—£(s(x)—x)+5(s(x)+x)

€E; €Ey
etdonc E=E; +Es.
On en déduit que E =E) @ Ey. De plus, si x = x] + x2 € Ey @ Ep =E alors : comme x) € Ey, on a : s(x1) = x] et comme x2 € Ep, on
a aussi : §(xp) = —xp. Par linéarité de s, on en déduit que : s(x) = s(x1) + s(x2) = x1 — x2. L’application s est donc bien la symétrie
par rapport a Ey et parallelement a Eo

Ker(s +idg)

// Ker(s —idg)
, x—pX)
/
/
O p(x)
Im
4 s(x)
(a) Décomposition associée a un projecteur (b) Décomposition associée a une symétrie

FIGURE 1.4 — Projecteur, symétrie
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1.9 Endomorphismes nilpotents, matrices nilpotentes HORS PROGRAMME

[ DEFINITION 1.16 % %% Endomorphisme nilpotent, indice de nilpotence d’un endomorphisme
Un endomorphisme u € £(E) est dit nilpotent s’il existe un entier k € N tel que u* = 0. Le plus petit entier p tel que
uP =0 est appelé [’indice de nilpotence de I’endomorphisme u. On dit aussi que u est p-nilpotent.

Remarque 1.21
— L’indice de nilpotence d’un endomorphisme nilpotent est bien défini car toute partie non vide de N admet un plus
petit élément.
— Comme ° =1id, I’indice de nilpotence est un entier strictement positif.
— Un endomorphisme nilpotent u n’est pas injectif. En effet, si p > 0 est I’indice de nilpotence de u alors il existe
xo € E tel que uP~!(xo) # 0. Mais u(u”"!(x0)) = 0 donc uP~!(xo) est un vecteur non nul de Keru et u ne peut
étre injectif.

DEFINITION 1.17 %% Matrice nilpotente, indice de nilpotence d’une matrice
Une matrice carrée M € 0, (K) est dite nilpotente s’il existe un entier k € N tel que A¥ = 0. Le plus petit entier p tel que
AP =0 est appelé I’indice de nilpotence de la matrice A.

Remarque 1.22
— Une matrice est nilpotent si et seulement si I’endomorphisme de K" canoniquement associé est nilpotent.
— Toute matrice semblable & une matrice nilpotente est nilpotente.

~

PROPOSITION 1.45  Famille libre remarquable associée a un endomorphisme nilpotent
Soit # un endomorphisme nilpotent d’un K-espace vectoriel E d’indice p. Alors il existe xo € E tel que uP~! (xg) # 0. De

plus, | (x0, u(xo), ..., uP~*(xo)) | est libre.

L

p-1

Démonstration  Soient ag,...,ap-1 €K tels que Z a;ul (xg) = 0. On applique uP~1 i cette égalité. Il reste aguP 1 (xg) = 0 soit
i=0

ag = 0. On recommence en appliquant successivement uP~2,...,u et on montre ainsi que ag =] = ... = ap-1 = 0. La famille est

donc bien libre.

COROLLAIRE 1.46 s L’indice de nilpotence d’un endomorphisme d’un espace de dimension finie 7 est plus
petit que n
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie 7 € N et soit # un endomorphisme nilpotent de E d’indice k alors

|

Démonstration En effet, le cardinal d’une famille libre est toujours < a celui d’une famille génératrice.

COROLLAIRE 1.47 s Un endomorphisme nilpotent © d’un K-espace vectoriel de dimension 7 vérifie u” =0
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie 7 € N et soit # un endomorphisme nilpotent de E alors .

Démonstration C’est une conséquence directe du corollaire précédent.

(PROPOSITION 1.48 % Endomorphisme 7-nilpotent

Soient E un K-espace vectoriel de dimension 7n et u € £ (E). On a équivalence entre :
— I’endomorphisme u est n-nilpotent.
— Il existe une base e de E telle que

01 - 0
Mate(u)z(ll’” 1 . 11 )
n—-1 n-1,1

Démonstration
11 suffit de considérer la base (xg, u(xp), ..., u" 1 (xp)) avec xg € E tel que 1’1 (x) #0.
La matrice est n-nilpotente (calculs par blocs) donc I’endomorphisme associé aussi.
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1.10 L’essentiel

1. Comprendre la définition d’une famille libre.

Attention a la confusion entre sous-espaces supplémentaires et complémentaires. Faire un dessin de deux droites
vectorielles dans le plan.

Le théoréeme du rang est important.

4. Savoir démontrer I’existence et I’unicité du polynéme d’interpolation de Lagrange et savoir écrire rapidement son

expression.

5. Une application linéaire est entierement définie par I’image d’une base.

6. Comprendre la représentation matricielle d’un vecteur, d’une application linéaire, d’un endomorphisme, d’une

forme linéaire.

7. Les formules de changement de base sont a savoir écrire rapidement.

8. La formule E;;jEg; = 6;1E;; est a connaitre par coeur. Pour les calculs matriciels, choisir la technique la plus

10.
11.
12.
13.
14.

adaptée pour simplifier les calculs.

Bien comprendre la notion de matrice les notions de matrices équivalentes et semblables.
Travailler les exercices qui utilisent les matrices équivalentes et la matrice J.

Les propriétés du déterminant sont a connaitre, en particulier la formule du déterminant par blocs.
La formule fondamentale entre matrice et comatrice.

Connaitre 1’expression d’un Vandermonde, des polyndmes interpolateurs.

Savoir utiliser les polyndmes d’endomorphisme et de matrice.
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