C - Séries entieres

Les objectifs de cette section sont les suivants :

— étudier la convergence d’'une série entiere et mettre en évidence la notion de rayon de convergence;
— étudier les propriétés de sa somme en se limitant a la continuité dans le cas d'une variable complexe;
— établir les développements en série entiere des fonctions usuelles.

Les séries entieres trouveront un cadre d'application dans la notion de fonction génératrice en probabilités.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Rayon de convergence

Série entiere de la variable réelle, de la variable com-
plexe.
Lemme d’Abel :
si la suite (anz(’}) est bornée alors, pour tout nombre
complexe z tel que |z| < |zp/, la série Zanz” est abso-
lument convergente.
Rayon de convergence R défini comme borne supé-
rieure dans [0, +o0o] de 'ensemble des réels positifs r tels
que la suite (a,r") est bornée.
Intervalle ouvert de convergence.
Disque ouvert de convergence.
Avec R, (resp. Rp) le rayon de convergence de Z a,z",
(resp. anz”) :

— sia, =0(by),alors R, =Ry, ;

- siay ~ by, alors R; = Ry,.

Application de la regle de d’Alembert pour les séries nu-
meériques au calcul du rayon.

Rayon de convergence de la somme et du produit de
Cauchy de deux séries entieres.

La série Z anz" converge absolument si |z| < R, et elle
diverge grossiérement si | z| > R.

Poura € R, R (Z n“x") =1.
Le résultat s’applique en particulier lorsque a;, = o(by).

lan+1l

La limite du rapport | peut étre directement utili-
n

sée.

b) Régularité de la somme d’une série entiére de la variable réelle

Convergence normale d'une série entiere d'une variable
réelle sur tout segment inclus dans l'intervalle ouvert de
convergence.

Continuité de la somme sur I'intervalle ouvert de conver-
gence.

Primitivation d'une série entiére d'une variable réelle sur
I'intervalle ouvert de convergence.

Caractere € de la somme d'une série entiere d'une va-
riable réelle sur I'intervalle ouvert de convergence et ob-
tention des dérivées par dérivation terme a terme.
Expression des coefficients d'une série entiere de rayon
de convergence strictement positif au moyen des déri-
vées successives en 0 de sa somme.

Létude des propriétés de la somme au bord de 'inter-
valle ouvert de convergence n’est pas un objectif du pro-
gramme.

Relation R()_ anx") =R(}_ na,x").

c) Développement en série entiére au voisinage de 0 d’'une fonction d’'une variable réelle

Fonction développable en série entiere sur un inter-
valle ]-r, r[.

Série de Taylor d’'une fonction de classe €.

Unicité du développement en série entiere.

Formule de Taylor avec reste intégral.




CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

Développements des fonctions usuelles. Les étudiants doivent connaitre les développements en
série entiere des fonctions : exponentielle, cosinus, sinus,
cosinus et sinus hyperboliques, Arctan, x — In(1 + x) et
x— (1+x%

Les étudiants doivent savoir développer une fonction
en série entiére a I'aide d'une équation différentielle li-
néaire.

L'unicité de la solution d'un probléme de Cauchy adapté
sera explicitement admise.

d) Séries géométrique et exponentielle d’'une variable complexe

Continuité dela somme d’'une série entiére de la variable La démonstration est hors programme.
complexe sur le disque ouvert de convergence.

sur le disque unité ouvert.

1
Développement de I

Développement de exp(z) sur C.
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C - Séries entieres

Les objectifs de cette section sont les suivants :

— étudier la convergence d'une série entiére et mettre en évidence la notion de rayon de convergence;
— étudier les propriétés de sa somme en se limitant a la continuité dans le cas d’'une variable complexe;

— établir les développements en série entiére des fonctions usuelles.

Les séries entieres trouveront un cadre d'application dans la notion de fonction génératrice en probabilités.

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Rayon de convergence

Série entiére de la variable réelle, de la variable complexe.
Lemme d’Abel :
si la suite (anzg) est bornée alors, pour tout nombre complexe z tel
que |z| < |zgl, la série Z anz" est absolument convergente.
Rayon de convergence R défini comme borne supérieure dans [0, +o0)
de I'ensemble des réels positifs r tels que la suite (a,r™) est bornée.
Intervalle ouvert de convergence.
Disque ouvert de convergence.
Avec R, (resp. Rp) le rayon de convergence de Z anz", (resp.
Y bz

- siap =0(by),alors Ry =Ry, ;

- siay ~ by, alors Rg = Ry,

Application de la reégle de d’Alembert pour les séries numériques au
calcul du rayon.

Rayon de convergence de la somme et du produit de Cauchy de deux
séries entieres.

La série Z anz" converge absolument si |z| < R, et elle diverge grossié-
rement si |z| > R.

PouraeR R() n%x")=1.
Le résultat s’applique en particulier lorsque a, = o(by).

lan+1l

lan|

La limite du rapport peut étre directement utilisée.

b) Régularité de la somme d’une série entiére de la variable réelle

Convergence normale d'une série entiére d'une variable réelle sur tout
segment inclus dans I'intervalle ouvert de convergence.
Continuité de la somme sur l'intervalle ouvert de convergence.

Primitivation d’une série entiere d'une variable réelle sur I'intervalle
ouvert de convergence.

Caractere ¢ de la somme d’une série entiére d’une variable réelle sur
I'intervalle ouvert de convergence et obtention des dérivées par dériva-
tion terme a terme.

Expression des coefficients d'une série entiere de rayon de conver-
gence strictement positif au moyen des dérivées successives en 0 de
sa somme.

L'étude des propriétés de la somme au bord de I'intervalle ouvert de
convergence n’est pas un objectif du programme.
Relation R()_ anx") =R(Y_nanx™").

c) Développement en série entiére au voisinage de 0 d’'une fonction d’une variable réelle

Fonction développable en série entiére sur un intervalle ]-r, r[.
Série de Taylor d’'une fonction de classe €°.

Unicité du développement en série entiére.

Développements des fonctions usuelles.

Formule de Taylor avec reste intégral.

Les étudiants doivent connaitre les développements en série entiere
des fonctions : exponentielle, cosinus, sinus, cosinus et sinus hyperbo-
liques, Arctan, x — In(1 + x) et x — (1+ x)%.

Les étudiants doivent savoir développer une fonction en série entiére
al’aide d’'une équation différentielle linéaire.

L'unicité de la solution d'un probleme de Cauchy adapté sera explicite-
ment admise.

d) Séries géométrique et exponentielle d'une variable complexe

Continuité de la somme d’une série entiére de la variable complexe sur
le disque ouvert de convergence.

1 . "
Développement de 1=, 50 le disque unité ouvert.

-z

Développement de exp(z) sur C.

La démonstration est hors programme.
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Les développements en séries entiéres des fonctions usuelles seront connus et les éléves sauront les retrouver.
Les étudiants sauront utiliser une équation différentielle ou une équation fonctionnelle pour calculer un DSE.
IIs sauront aussi utiliser les séries entieres pour calculer la somme d’une série.

Les liens entre séries numériques, séries de fonctions et séries entieres devront étre parfaitement établis.

. Le cours devra étre parfaitement maitrisé.
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