Chapitre

Intégration sur un intervalle

4.0.1 Fonctions continues par morceaux, intégrale sur un segment

Exercice 4.0.1 *
La fonction f définie sur [-1,2] par

x2 si xe[-1,0]

1-x si x€]0,1[
fx) = .

7 st x=1

x3 si x€]1,2]

est-elle continue par morceaux sur [—1,2] 7
Qu’en est-il si on remplace 1 — x par % sur]0,1[?
Exercice 4.0.2 *

On considére une fonction g définie sur [0,1] par g(x) = n si il existe n € N* tel que x=1/n

et g(x) =0 sinon est-elle continue par morceaux sur [0,1] ?
Exercice 4.0.3 *

Montrer que la fonction f définie sur R par :

in® cos? x

sin”~ x
flx) = [ arcsinv'tdt +[ arccosV'tdt
0

0
est constante et calculer sa valeur.
Exercice 4.0.4 * CCP MP
2
X d
On considere la fonction H définie sur ]1;+oo[ par H(x) =f l—t
X nt

1. Montrer que H est C! sur]1;+oo[ et calculer sa dérivée.

1
2. Montrer que la fonction u définie par u(x) = — —
) Inx x-
x=1.

] admet une limite finie en

3. En utilisant la fonction u de la question 2., calculer Ia limite en 1* de la fonction H.

4.0.2 Intégrales généralisées

Exercice 4.0.5777 ¥ En revenant a la définition
Etudier en revenant a la définition la convergence des intégrales suivantes :

0o . P12

L. f; (21_[_12)9” de; 3. f tlntln(lnt)dt
+00 1 .

2. fz tlntdt’ 4. f—l \/1_[2 dz

Exercice 4.0.6 """ %
Etudier la convergence des intégrales suivantes :

+00 Int +o00 | [l+t)
I fy 7% 3. fioBLdr 5. froomaed g

142

6. [ sm( )dt

2. [F®In(retde 4. fyoGitde

Exercice 4.0.7 "1 %
Etudier la convergence des intégrales suivantes :

1 Jy ™t tzt . 4. [Feen0’qy, , ['ma- )
fO (lil t = 5. f0+00 e—tarctan t dt, 0 ﬁ(ln t)z

Y +toargsh(¢)
3. fyeode, 6. f0+°°(t+2—\/t2+4t+1)dt.8- fo shiD)




Exercice 4.0.8 *
Etudier la convergence des intégrales impropres suivantes :

dt
1
1. fomaV€C0<(X<ﬁ; fO In

oo ln(l + 1%

5 fl+oo = avec a<P; 5.0 dt aveca eR;
arctan(at) —arctan(bt
In2 6. Jo° (an - ®D 4t avec
too IN°E A
3. fO mdtaVeC(XER. acR.

Exercice 4.0.91°7 %
Etudier la convergence des intégrales impropres suivantes :

Lo+ 3= 03 ay ;21n(t+1)dr 3. [ %sin®rdt, a €

R.
2. f0+°°((t3+3at+3b)1/3)
Exercice 4.0.10 *
FEtudier I’intégrabilité de :
1. f:t»—»e‘tz surI= [0, +ool, 5 f: " surl=R,
2. f:t-—» 1surI—]O +o0|, 1+
3 fit— C°§(+"Z? surI=[0,+o00[ (a#0), 6. I+ t»—»ln(“_ t4) surl=]-1,+ool.
4. f:t— 1_@ sur1=1]0,1],
Exercice 4.0.11 *
Ftudier I’intégrabilité de :
. . )i —
1. frt— = surl=]1,+o0l, 4. fit— t(fi[ﬂ) surI=]1,+ool,
2. frt— 1 qur1=10, +ool, 5 fit— S surt=[1,+oo,
3. fit— 2,, surl =R, 6. f:t»—»li;;zsurlz[o,+oo]

Exercice 4.0.12 *
Etudier I’intégrabilité des fonctions suivantes sur I’intervalle spécifié :

1. f(o= —t surl=[1,+oo[; 4. f()=r2e™" surl=[1,+ool;
1 - ,,[ ul\l_l) I—'Ol’.

2. fn= \/;lnt surl=[2,+o0[; 2. Ju) = \/_(lnt)z surl =10, 1{;
nt argsh(r)

3. f()=—-——= sur1=]0,1]; 6. f(r)= () sur1=10,+ool .

\/?

Exercice 4.0.13 *
Déterminez I’intégrabilité des fonctions suivantes sur I’intervalle spécifié :

1. f(n)= ! sur1=1]0,m/2]; 4. f()= > surl=]-1,1[;
t —
Lt] 5. f() = sin(1/t?)arctan(¢?) sur 1 =
2. f(n= —surI—[1,+oo[; [1,4o00[;
tan(v/1)
3. f(n=e"" surl=[0,+ool; 6 f0 = sy =l
Exercice 4.0.14 *
Etudier I’intégrabilité de :
1. f:t— sz(t) sur [1,+ool. 4. f(1)= = surl=]-1,1[;

2. fit—P@e ' surl0,+ i P est
! (e sur [0, +eol ou P estun 5. f() = sin(1/t?)arctan(t?) sur 1 =

polynéme. [1, +ool;
5. 50 L quri= o111 00 1 tan(v/9)
(-1,1] ﬂ'\%;nte fonction continue 6. f()= surt =104l
1 ) ln(cos(\/—))

Exercice 4.0.15 *
Etudier I’intégrabilité des fonctions suivantes sur I’intervalle spécifié :

sm(l/t)

1. f(n=

surl=[1,+o0[;

4. f(n=

surl=[2,+00[;

1
Viint
5. f(n = —nTttsurI—]O 1];

1
2. f(H)=— 0,m/2[;
f antsur] /2]

3. fn=

—- surl=[1,+oo[; 6. f(H)=t2e" surl=[1,+ool.

Exercice 4.0.16 *
Soit (a,p) € R

Intégrales de Bertrand

. 1 o . .
1. Montrer que la fonction f: t — TR est intégrable sur [2,+oo] si et seulement si
n

a>loualorsa=1etp>1.

2. Montrer que la fonction f : t — est intégrable sur [0,1/2[ si et seulement si

t%|In [P
a<loualorsa=1etp>1.

Exercice 4.0.17 *

1. L'intégrale [* % dx est-elle convergente ?

X
1+
2. Calculer lim
X—+00 J_ 4 1+u?

% du. Comment expliquer ce résultat?



2% 14y

3. Calculer lim du.

x—+00 J_y 1+u?

Exercice 4.0.18 *

+00
Montrer que I’'intégrale f sin(#?) dt converge.

Exercice 4.0.19°"% % % CCP MP

N.B : les deux questions sont indépendantes.
—X

VxZ—4

2. Soit a un réel strictement positif.

1. La fonction x — est-elle intégrable sur ]2, +oo[ ?

. Inx .
La fonction x — ———— est-elle intégrable sur]0, +oo[ ?

V14 x2a
Exercice 4.0.20 * Centrale PC 2011
1. On considére la fonction
sinx

10,400 — R
]

X —_—

Xx+sinx
La fonction f est-elle intégrale sur R} ?

. X
2. L’intégrale 0+°° ————dx est-elle convergente ?
X +sinx

Exercice 4.0.21 * %k X PC 2007
Montrer I’intégrabilité sur Ry de f:x— al
Exercice 4.0.22 * %

1. a désigne un réel strictement supérieur a —1. En posant x = tan ¢, montrer

1+ x%sin?(x)

f]‘[/Z d: -
0 1+asin?(r) h 2V1+a

2. Donner en fonction de o > 0, la nature de la série

Zf“ ds
0 1+(nm%sin?(s)

(n+1)m dsr
ann 1+1%sin% ()

+00 dl’
fo 1+1%sin?(¢)
Exercice 4.0.23 %* %
La fonction x — fox sin(e?) dt admet-elle une limite en +oo ?

3. Méme question pour

4. Donner la nature de I’intégrale

4.0.3 Calculs d’intégrales

Exercice 4.0.24 *
Calculer les intégrales suivantes aprés avoir justifié leur convergence :

1. [ arlcfltrzlt de, 4. [* 0 1[2)2 dt, Pour cette derniére intégrale,
+ .7
on pourra couper I’intégrale
2. f1+°° l?—nt dt, 5. 0+°° te“/?dt, en deux intégrales sur]0,1] et
oo Alng [1,+o00] puis faire le change-
3. fol —/—t(i_t) dr, R U ey ment de variable t — 1/t.
Exercice 4.0.25 *
Calculer les intégrales suivantes :
LoJye 3. [*°In(1+1)d 4. [feeVidr,
(t+1)(t+2)’ - Jo T In{1+ ) de, :
+0o _Int
2 [ e 5. 0 g dr
Exercice 4.0.26 " %
Calculer les intégrales suivantes :
1 lnt +0oo V1+x-1
L f; — 3. f =dr, 50007 Sy dx.
/2 . . +00 dx +oo (141131
2. [y “sinxIn(sinx)dx, 4. o )T 6. fo S 4x

Exercice 4.0.27 *
1. Etablir

+o00 +oo
dx X
sz =f dx
0 xB+1 0 x3+1

2. En déduire la valeur de 1.
Exercice 4.0.28 *
1. A quelle condition sur o € R I'intégrale I(o) = [, ACERL dy est-elle convergente ?

nrdt=305

Exercice 4.0.29 * Intégrales d’Euler
On pose

2. CalculerI(3/2) en admettant que [y *°

/2 /2
sz In(sinr)d¢ et]zf In(cosr)dt
0 0

1. Montrer que les intégrales 1 et ] sont bien définies et égales.



2. Calculer1+7 et en déduire les valeurs de I et].

Exercice 4.0.30 * CCPPC
Montrer que I’intégrale suivante est convergente et la calculer :

j;+mln(1+ti2)dt.

Exercice 4.0.31 * 2
+o0 d t

Nature et calcul de I’intégrale .
B+1

0
Exercice 4.0.32 *
Justifier I’existence et calculer I’intégrale généralisée :

+o0 arctan(t
1 t

Exercice 4.0.33 * Classique
On consideére I’intégrale :
+00 d t
S
0 el

2. Factoriser dans R[X] le polynéme X441,
2
+1

1. Justifier I’existence de 1.

+00
3. Montrerquelzf dz.
0

too 2 /2t +1
d. En développant [ % dt, calculer 1.
0
Exercice 4.0.34 *
1 In(1 - 2
Existence et calcul de 1 = f n(—zx) dx.
0

Exercice 4.0.35 *

On consideére la fonction
IR+ I R
[ t — !

V1+3]sint|

1. Etudier la nature de la série de terme général u, = [""V" f(1)dt;

nm
2. En déduire la nature de I'intégrale 1 = 0+°° f(nde.

Exercice 4.0.36 "7 %% %

Prouver la convergence de fol x L%J dx puis calculer cette intégrale.

Exercice 4.0.37 " e % % Centrale PC
Soit f10,1[ — R définie a partir du développement décimal propre :

f:0,apayazazay...— 0,a1apazasay. ..

1. Etudier la continuité de f.
2. Calculer [y f(1)dt.

Exercice 4.0.3877 s %% Centrale PC 2016
Soient a et b deux fonctions définies et continues sur R, a valeurs dans R,. Montrer que les
solutions de I’équation différentielle (€) : y' —ay = b sont bornées si et seulement si a et b sont

intégrables sur R, .
Exercice 4.0.39 ) o .0 ¢ X PC 2011

Calculer Y
+00 p—ax —bXx
e —e
[y
0 X

pour a,b € R} apres avoir justifié sa convergence.
Exercice 4.0.40 7 Yy % X MP
Soient (a,b) € R? avec a < b et fe €¢°(R,R) admettant une limite finie £ en —oco et telle que
o f existe.
Justifier I’existence, puis calculer :

f_+oo(f(a+x)—f(b+x)) dx

o0

Exercice 4.0.41 * %
Soit f:10,1] — R continue, décroissante et positive. On pose pour n € N*

213

Montrer que f est intégrable sur ]0,1] si, et seulement si, la suite (S;) est convergente et que
si tel est le cas

Sp=

10,1]f(t)dt: nl—l»rPooS”'

Exercice 4.0.42177 Je %%
Pour a >0, calculer

+00
l(a) =f (t—the * dt.
0

Exercice 4.0.43 ). 8.8.¢
Soit f:[0,+oo[ — R continue telle que I’intégrale suivante converge :

+o0o
f 19 4.
1 t

On se donne deux réels0 < a< b.
1. Etablir que pour tout x > 0

f+00 flat)—f(bt) dr = fbx & dr.
X a t

t X



2. En déduire convergence et valeur de

+00
(at)-f (b1
f Jan-fn 4,
0

t

4.0.4 Comportement asymptotique et intégrabilité

Exercice 4.0.4477 %
Soit f :[0,+oc0[ — R une fonction continue par morceaux. On suppose que f est intégrable.
Montrer

x+1
fx fdr——0
Exercice 4.0.45 ). & . ¢
Soit f: [0, +oo[ — R de classe €.

On suppose que f2 et f'? sont intégrables sur [0, +oo[. Déterminer la limite de f en +oo.
Exercice 4.0.46 0. 0.0, ¢ CCP MP

Soit f de classe %62 sur [0,+o0o telle que " est intégrable sur [0,+oo] et telle que I’intégrale
0+°° f(#) dt soit convergente.

1. Montrer que :
lim f/(x)=0 et lim f(x)=0
X—+00 X—+00

2. Etudier les séries :

Y fm) et Y f'(m)
Exercice 4.0.47 %% Centrale PC
Soit f € €?([0,+oo[,R). On suppose que f et f" sont intégrables sur [0, +ool.
1. Montrer que f'(x) — 0 quand x — +oo.

2. Montrer que f.f' est intégrable.
Exercice 4.0.48 0. 0.0, ¢
Trouver un équivalent en +oo de

ENS CACHAN PC
1 5
fN = f e™ dux.
0

4.0.5 Suites d’intégrales (propres ou) impropres

Exercice 4.0.49 *
Etudier les limites des suites définies par les intégrales suivantes :

1 n
X
Inzf dx
o 1+x2

1
Jn= f x"arctan(l — nx) dx
0

Exercice 4.0.50 *
Déterminer
Int

2
lim [ det
X—+00 X 1+ t4

1
V1+a2x2dx
0

lim
a—0

Exercice 4.0.51 *
Soit une fonction f : [0,1] — R continue. Etudier Ia limite de la suite de terme général :

n

I, =f01f(f) dx.

Exercice 4.0.52 *
Déterminer un équivalent lorsque x — 0 de la fonction définie par :

X2t
F(x) = f ¢ dar
X t

Exercice 4.0.53 *

+00
Existence et calcul pour ne N* de 1, = [

Exercice 4.0.54 *
On pose

dt
(2+1"°

I _[+oo dx
n- o (1+x3)1+1

. Montrer que pour tout n €N, J,, converge.

. Calculer]Jp.

. Former une relation de récurrence engageant ], et J+1.

AW N~

. Etablir qu’il existe A > 0 tel que

Jn~—

¥n
Exercice 4.0.55 *

1. Montrer que

VxeR, e*=1+x.

En déduire
2 1

1-P<e < 5
1+t

VteR,

CCP PC, calcul de I'intégrale de Gauss [, et

dt



2. Soit n € N*. Etablir Iexistence des intégrales suivantes

+oo 2 1 +00 1
I=f e "dr, In=f (1-r5)"dt et ]nzf —dt
0 0 o (1+7%)

puis établir

I
I, <—<]J,.
n \/ﬁ n

3. On pose
/2
W, = f cos” xdx.
0
Etablir

In=Wzpi1 et Jpi1=Wap
4. Trouver une relation de récurrence entre W,, et Wy,1».
En déduire la constance de la suite de terme général u,, = (n+1)W,W1.
5. Donner un équivalent de W, et en déduire la valeur de 1.
Exercice 4.0.561"" % Calcul de I’intégrale de Dirichlet [ % dx

1. Soit f: [a,b] — R de classe €', Déterminer lim,,—. ;oo f: f@)sin(nr)dz.

2. Montrer que la fonction g : [0,7/2]

11
(x) =< sinx  x
w1

— R définie par

si0<x<m/2

sinon

est de classe €.

3. Justifier que I, = (;1/2 %

4. En déduire Ia valeur de ;" $0% .

Exercice 4.0.57 *

Pour tout n €N, on note I, = f0+°° e *sin?” xdx.
1. Montrer que pour tout n € N, I’intégrale 1,, est convergente.

2. Calculer1,, pour tout n € N.

n 1
3. SoitAn=1] (1 - 5) Montrer que pour tout neN*, ona0<1, <A,.
k=1

4. Etudier la limite de (A,,) et en déduire celle de (I,).
Exercice 4.0.58 *

. L 1 Inx
On considére I’'intégrale [, —— dx.
grale Jy 1+ x2

1. Montrer que cette intégrale est convergente. On note I sa valeur.

dt est convergente puis montrer que (I,;) est constante.

2. Montrer que, pour tout n € N, I'intégrale 1, = fol x*"Inxdx est convergente et la calcu-
ler.

3. Justifier que I'on a :

(_1)n+1x2n+2
vneN*, Vxelo,1], 1)k x2k 4
n x€0,1] 2:( ) 2

+00 (_1)k+1

4. Déduire d ti Scédent =) ———.

éduire des questions précédentes que kgo(z 12
Exercice 4.0.59 * % TPE 2009
Pour tout n € N*, on pose I, = [ %mdx

1. Montrer que 1, est bien définie.
2. Etudier la convergence de (I) ney -
3. Calculer [, \/_(mx)

4. En déduire par encadrement un équivalent de 1,,.

Exercice 4.0.60 ) & ¢ TPE 2011
Pour tout n € N* et x € R*, on pose :

1 (x)—fmoi
T (2™

1. Prouver que pour tout (n; x) € N* x R*, I,,(x) est bien définie.

2. Montrer que pour tout n € N*, 1, est dérivable sur R, et calculer sa dérivée.

3. En déduire [;*° T +1)
Exercice 4.0.61 *

Premier exercice :
Soit P un polyndéme de Rs[X].

On pose I(P) = fl\/i
1-x?

1. Donner une primitive de x —

R

CCP 2016

sur |-1,1[. En déduire I’existence de I(1) et le

1—x2
calculer.

2. (a) Soit k entier entre 0 et 5. Justifier que X% converge absolument
P(x)

Vi-x2

3. On suppose qu'’il existe trois réels a,b,c tels que

(b) Justifier I’intégrabilité de x —

I(P) = aP(—?

+bP(0)+cP(§).



(a) Calculer 1(X). En déduire deux relations entre a, b et c.

(b) Montrer que (X% = % et déterminer a, b et c.

-1
4. Soit n € [2,5]. Montrer que [(X") = nTI(X”‘Z).
5. Conclure.

Exercice 4.0.62 %% CCP MP
On pose

+00 dx
Inzf pour neN, n=2.
0 1+x"

1. Déterminer une suite de fonctions (f,) telle que

1
I, =[0 fu()dr.

2. Déterminer deux réels a et b tels que

b 1
I,=a+—-+ o (—)
n n—+ool\p

Exercice 4.0.63 ) 0.0 ¢ Centrale MP

1. Soit f e €¢1(la, b],R). Déterminer les limites des suites

b
(fa f(0)sin(nt) dt)

ne

2. Calculer, pour n € N*,
/2
sin(2nt)cost
f snenicost 4,
0

sint
(on procédera par récurrence)

3. En déduire
f R
0 t

4. Etudier Ia limite puis un équivalent de

/2
(f In(2sin(t/2)) cos(nt) dt)
0

et (fbf(t) cos(nt) dt)
a

neN

neN

4.0.6 Intégration et structure euclidienne

Exercice 4.0.64 * Convergence en moyenne quadratique
Soit E I’espace vectoriel des fonctions réelles continues de carré intégrable sur 1. On note
(f'1g) = f; f g le produit scalaire usuel sur E et ||. |2 la norme associée a ce produit scalaire. On
dit qu’une suite (f,;) de fonctions de E converge en moyenne quadratique vers une fonction f
de E si et seulement si N2 (f;, — f) 0.

n—+oo
1. Prouver les inégalités

V(f,8) € |(flg)] < fl |£g| < N2(f)N2(g)..

2. En déduire que si (f,) et (gn) sont deux suites de fonctions de E convergeant en
moyenne quadratique vers f et g alors ((f | 82)) —— (f18)-

n—+oo
Exercice 4.0.65177" %
On considere E I’espace vectoriel des fonctions réelles continues de carré intégrable sur R. On
note (f | g) = Jg f & le produit scalaire usuel sur E. Montrer que le sous-espace 2 des fonctions
paires de carré intégrables sur R et le sous-espace .# des fonctions impaires de carré intégrable

sur R sont supplémentaires orthogonaux.
Exercice 4.0.66 " %
On rappelle I'intégrale de Gauss :

2
[ e Vdr=vm.
—00

t2
1. Montrer que I’intégrale1,, = \/;2_1( fjo‘f t""e” 2 dt converge.
2. Que vautlpps1 ?

3. Trouver une relation de récurrence entre I et I, et finir le calcul des 1,, en admet-
tant que Ip = 1.

4. Soit
RpXIxRp[X] — R
P ®Q  — L [BnQue Tdr
) \/ﬁ —00 e
Montrer que ¢ est un produit scalaire.

5. Construire une base orthonormée de R [X]pour ce produit scalaire en appliquant le
procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a (1,X, X3).

Exercice 4.0.67 * CCP MP
Soit a et b deux réels tels que a<b.

1. Soit h une fonction continue et positive de [a, b] dans R.

b
Démontrer quef h(x)dx=0=—=h=0.
a



2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R.

b
On pose, ¥ (f,8) € E, (f1g) =f f(x)g(x)dx.

a
Démontrer que I’on définit ainsi un produit scalaire sur E.

1
3. Majorer [ v/ xe *dx en utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

Exercice 4.0.681"" % CCP MP
Soit E I’espace vectoriel des applications continues et 2n-périodiques de R dans R.

1 2n
1. Démontrer que (f | g) = z—f [ (t) g (t)dt définit un produit scalaire sur E.
TJo

2. Soit F le sous-espace vectoriel engendré par f : x— cosx et g: x— cos (2x).

2

Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction u : x — sin” x.

4.0.7 Intégrales fonction d’une borne, fonctions définies par une intégrale

Exercice 4.0.69 ). & . ¢ Type Mines
Déterminer . .
X Qi t X Q1 t
lim[ ar et lim | ldr
x—0Jy t x—0Jy r
Exercice4.0.705"" S5 % Centrale 2009, Exponentielle intégrale
On pose

+00 o~ !
foo) = f ¢ ar.
X t

1. Quel est lIe domaine de définition de f ?
2. Donner un équivalent de f(x) aux bornes du domaine de définition.
3. Calculer f0+°° f(x)dx.

Exercice 4.0.71 %%
On introduit

Type Mines

& dr
f.x»—»j; E

. Montrer que f est définie sur R} \ {1}.
. Montrer que f est prolongeable en une fonction (toujours notée f) €' sur R*.
. Déterminer la position locale de la courbe de f par rapport a sa tangente en 1.

. Déterminer les limites aux bornes de f et tracer sa courbe représentative.

L AN LW N~

1-¢
. Calculer [} e dr.

4.0.8 Etude de fonctions définies par une intégrale a paramétre

Exercice 4.0.72 * Transformée de Fourier, Mines 2007
Soit f :R — C une fonction continue et intégrable sur R. On définit sa transformée de Fourier

par
f:x»—»ff(t)em‘dt.
R

1. Montrer que f est définie et continue sur R.
2. Dans cette question, on prend f : t — e 12,

(a) Montrer que f est de classe € surR.

(b) Calculer f (On rappelle que que [*%° e~ dt= V7).

3. On suppose de plus que t — tf(t) est intégrable sur R. Montrer que f est de classe €'
surR.

Exercice 4.0.73 * Transformée de Laplace
On note E I’ensemble des fonctions f € €O (R,,R) telles que tlir+n e_”’f(t) = 0 pour tout
—+00

y>0. Pour f € E, on définit sa transformée de Laplace par

+00
LU0 = f Fe .
0

—at

1. Montrer que pour tout a > 0 et tout f € E, la fonction t — f(t)e”*' est intégrable sur

IR+.
2. Montrer que pour tout f € E, £(f) est définie et continue sur R’ .
3. Montrer que E est un R-espace vectoriel et que L est linéaire de E dans €° (RY,R)

4. Calculer la transformée de Laplace de chacune des fonctions suivantes :

M) fr:t— e (¢ fz:t—1t", ne (d) fi:t— cos(wi)
a>0; N;

@ firt—1;

5. On suppose que f € E est de classe € et que f' et f" appartiennent a E. Trouver une
relation entre £ (f) et L(f").

6. Retrouver la solution de I’équation différentielle y" + y = 1 telle que y(0) =2 et y'(0) =
0. On admettra que I’application £ est injective.

Exercice 4.0.74 *
2
——dt.
V1+x4e?
1. Montrer que f est définie et continue sur R.
2

—dt.
V1+xte?

On considere f : x— [

2. En déduire lim_g f;



Exercice 4.0.75 * % Mines 2005 4. En déduire f,.

On pose oo Exercice 4.0.821"" %
flx= f e ¥ arctan tdt. Montrer que f: x— fol sin(zx)dt est € sur R.
0 Exercice 4.0.83 """ %

1. Déterminer le domaine de définition1de f. Soit
1

2. La fonction f est elle continue sur 1. X ———dt
o 1+x3+18

3. Donner un équivalent de f(x) quand x — 0.

1. Montrer que f est définie sur Ry ;
4. Donner un équivalent de f(x) quand x — +oo. <o .
] 2. A I'aide du changement de variable u = 1/t, calculer f(0) ;
Exercice 4.0.76 """ % . .
oo dr ) ) 3. Montrer que f est continue et décroissante ;
Montrer que f:x— [~ ——————— est définie et continue sur R. ) ) .
. 1+ 21 +itx) 4. Déterminerlim;q, f.
Exercice 4.0.77" % .
On considére f : x — [y sin(¢sinx) dz. Soit Exercice 4.0.84 *
oi
1. Montrer que f est de classe €' surR. +00
1 fix— f
2. En déduire limy_o — [, sin (¢sinx) dz. 1+
Exercice 4.0.78 x* 1. Montrer que f est définie sur R.
L1 2. Grace au changement de variable t = 1/u, calculer f(0).
I.-Montrer que fo Int dt est convergente pour tout x €]-1, +ool. 3. Etudier les variations de [ sur son domaine de définition.
Indication 4.0 : On pourra djstjnguer lescas x <0, x=0et x>0. 4. Frudier Ia limite de f en +oo.
2. Montrer que f:x— fo = dt est de classe €' sur]—1,+ool et calculer f'. Exercice 4.0.851"" %
Posons
3. En déduire une expression explicite de f. ;- [n/Z cos t
X —
Exercice 4.0.79 * t+ x
1. Montrer que f:x— f+°° - cos(xt)dt est de classe € surR. 1. Montrer que f est définie et continue sur R* . Etudier les variations de f.
2. En déduire une expression explicite de f. 2. Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition.
Exercice 4.0.80 * 3. Déterminer un équivalent de f en 0" puis en +oo.
ot Exercice 4.0.86 " %
1. Déterminer I’ensemble de définition D de f : x — fo T dt; On introduit 1 1
X
2. Montrer que f est € sur D\ {0}. fix— d dr
o 1+¢

Exercice 4.0.81 *

PP *
On se propose de calculer pour tout n € N* et pour tout x >0 : 1. Montrer que f est définie sur R}

. d 2. Montrer que f est continue sur son domaine de définition.
o0 t
Jfn(x) =f0 G 3. Calculer f(x)+ f(x+1) pour tout x € R*.
4. Donner un équivalent de f en 0% et trouver la limite de f en +oo.
Exercice 4.0.87 *
+oo sin(xt)

Montrer que la fonction définie par f(x) = f a0 dt est définie et continue sur R.
0

1. Calculer fi (x).
2. Soit a> 0. Montrer que f; est de classe € sur [a, +ool.

3. Calculer f},(x) en fonction de fy1(x).



Exercice 4.0.88 *
On considere la fonction définie par :

+00 2
F(x) = f e " ch2xr) dt
0

1. Montrer que F est de classe €' surR.
2. Vérifier que Vx € R, F'(x) = 2xF(x).
3. En déduire que

+00
f et chxt) dt= ? e
0

Exercice 4.0.89 *

+00 e—xt
onpose 0= [~
n pose f(x) o Ve D

1. Montrer que f est continue sur [0, +ool.

2. Montrer que f est de classe €' sur ]0,+oo[ et dresser son tableau de variations en
calculant f(0) et la limite de f en +oo.

3. Trouver un équivalent simple de f en +oo.
4. Etudier Ia dérivabilité de f en 0.

Exercice 4.0.90 * Oral CCP MP
On pose : ¥V x €]0;+oo| et V t € ]0;+oo[, f(x, 1) =e ¥ 1.

1. Démontrer que, V x € ]0,+o0l, la fonction t — f(x, t) est intégrable sur ]0; +oo].

+00o
On pose alors, Y x €]0; +oo[, I'(x) :f e L 14y
0

2. Démontrer que, V x €]0; +oo[, I'(x+ 1) = xI'(x).

3. Démontrer queT est de classe C! sur]0;+oo| et exprimer I'' (x) sous forme d’intégrale.

Exercice 4.0.91 * Oral CCP MP

1. Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.

+o0o

2. Démontrer que la fonction f : x — f e_t2 cos (xt)dr est de classe C! surR.
0
3. (a) Trouver une équation différentielle linéaire (E) d’ordre 1 dont f est solution.

(b) Résoudre (E) .

Exercice 4.0.92 % % Mines PC 2016
. t(t-1)
6) dé =l ——dr
n considere f(x) = J; ()

1. Donner le domaine de définition D de f.

2. Montrer que f est de classe €' sur D.

3. Calculer f.

Exercice 4.0.93 0. 8.8.¢ Centrale PC 2016
On introduit la fonction f donnée la ou elle est définie par :

o0 sin(xt)
f _fo 2 +1) de

1. Montrer que f est €2 sur un intervalle 4 déterminer.

2. Trouver une équation différentielle satistaite par f.

int
3. En déduire Ia valeur de [, % dt
Exercice 4.0.94 1 3% % Centrale PC 2016

On introduit la fonction f donnée Ia ou elle est définie par :

_ T sin(xt)
f(x)_j(; t(t2+1)dt

1. Montrer que f est €2 sur un intervalle 4 déterminer.

2. Trouver une équation différentielle satisfaite par f.

int
3. En déduire la valeur de 0+°° % dt

Exercice 4.0.95 * Mines 2016
Trouver les fonction continues sur R telles que : Yx€R,  f(x) =2 [y f(1)cos(x— ) dr.

Exercice 4.0.96 * CCP 2016
+ dt
On pose f(X) =Jo o m

1. Montrer que f est définie et décroissante sur R, .

2. Calculer la limite de f en +oo.

4.0.9 Exercices de synthese

Exercice 4.0.97 ) & ¢ Centrale 2000
Pour tout P e R[X] et tout x € R, on pose

+o0o

[F(P)] (x) = e** f P(r)e ?'dr.

2x

1. Vérifier I’existence de F(P) (x).
2. Calculer avec Python Fxk pour k € [0,5].

3. Montrer que F est un endomorphisme de R[X].

10



4.1

4. Trouver une équation différentielle vérifiée par Y = F(P). En déduire que F est un auto-
morphisme de R[X].
5. Quelles sont les valeurs propres de F.

Exercice 4.0.98 2.0, 0. ¢ Centrale PC 2016
Soient a et b deux fonctions définies et continues sur R a valeurs dans R, . Montrer que Ies
solutions de I’équation différentielle (€) : y'—ay = b sont bornées si et seulement si a et b sont
intégrables sur R.

Intégration sur un intervalle quelconque

Exercice 4.1.1 *
Mots-clés : inégalité de Hardy

X ESPCI PC 2012, X ESPCI PC 2014

Soit f € €'([1,+oo[,R). On suppose que (f)? est intégrable sur [1,+ool. Montrer que t — f([—?z

est intégrable sur [1, +ool.
Exercice 4.1.2 *

Mots-clés : inégalité de Hardy

Soit f € €1 (Ry,R).

X ESPCI PC 2015

fn?
t2

1. On suppose (f’)2 intégrable sur R, . ,+ool.

f()

2. Déterminer la limite de

Exercice 4.1.31770 % X ESPCI PC 2015
Soit f € €1 (R+,R) telle que ["°(f'(1)? + 2 f(H?)dt existe. Montrer que f*
R. et que [y f(t)zdt<2\/f+°°f’(t)2dt Jo 2 f(n)2de.

Exercice 4.1.4 ENS PC 2014
Mots-clés : inégalité de Holder inégalité de Prékopa et Leindler

quand t — +00.

est intégrable sur

1. Soit (p,q)E]1,+oo[ telque +5_1 Soit (1, v) € (R;)2. Montrer : uv<”7f7+”7:.

2. Sozentu, v dans €°(R,R.) a support compact. Soit6 € {0,1]. MOmrerquef_‘;o w940 <
(2wl
3. Soient u, v, w dans %O(R,Ri) intégrables. Soit 0 € [0,1]. On suppose que Y (x,y) €

R?, w®x+(1-0)y) = ux)®v(y)'°. Montrer que ffocf w= (ff;o u)ef\§(f_+oc;o v)1-0
Exercice 4.1.5 *

X ENS PSI 2015

Mots-clés : fonctions convexes, inégalité de Jensen

Soient a,b € R et I =]a,bl. La fonction ®: I — R est dite convex
[0,1], PAx+(1-ANY)<ADX)+(1-ND(y). Soit D: I =R.

IR A Y W=
e Is— YA e

a o Yy
X S VX

1. Montrer que @ est convexe si et seulement si pour tout (s, t, u) € B tel ques<t<u,
DD-D(s) o Pw)=D()
t—s = u—-t

2. On suppose que @ est dérivable sur 1. Montrer que ® est convexe si et seulement si @’
est croissante sur I.

11

3. Montrer que si ® est convexe alors @ est continue sur 1.

4. On suppose ® convexe. Soient f: R — R, et g: R— I continues telles que [ f =1 et
les fonctions (P o g) f et fg soient intégrables. Montrer que ®(fi f8) < [p(Pog)f.

Exercice 4.1.6 777 5 ENSAM PSI 2016
Soit f € €*(R,R) On suppose f et f" de carrés intégrables. Montrer que f’ est de carré inté-
grable, et que [fR(f’)z]2 < [fRfZJ[fR(f”)Z]. Etudier le cas d’égalité.

Exercice 4.1.7 * X ESPCI PC 2009
Soit f € ¢ (R,R) intégrable sur R. Déterminer lim,_. ;o ff;o |f(t+a)— f(D)|dt.

Exercice 4.1.8 * CCP PC 2010
Soient E I’ensemble des fonctions polynomiales réelles de degré <
We: £— tk,

n et, pour k € {0,...,n},

1. Soient x € R et P € E. Montrer que [*_P(r)e'dt converge.
SiP€E, onpose L(P):P— e~ [ _P(r)e'dr.

2. Si ke€{0,...,n—1}, montrer que L(Ug+1) = Mig+1 — (K + DL(Kg). En déduire L(pug) =
SRR INCEVE 3

3. Déterminer les valeurs propres de L. L’endomorphisme L est-il diagonalisable ?

Exercice 4.1.9 * ENS PC 2013
Soit u € €' (R,R) telle que u et u’ soient de carré intégrable sur R.

1. Montrer que u(x) — 0 quand x — +oo et quand x — —oo.
2. Si x € R, montrer que (u(x))? < 2(f+°° 2f+°° ’2)1/2

Exercice 4.1.10 * X ESPCI PC 2013
Mots-clés : fonction décroissante et intégrable sur R
Soit f € 6€°(R,,R) décroissante et intégrable sur R,.. Montrer que x f(x) — 0 quand x — +oo.
Exercice 4.1.11 * X ESPCI PC 2015
Soit f € €°(Ry,R,). On suppose f intégrable sur R, . Montrer I’existence d’une suite de réels
positits (x,) =0 telle que x, — +oo et x, f (x,) — 0.
Exercice 4.1.12 * Mines Ponts PSI 2014
Mots-clés : fonction décroissante et intégrable sur R
Soit f: [0, +oo[— R telle que f0+°°f(x)dx soit convergente.
1. Si f(x) admet une limite ¢ quand x tend vers +oo, que vaut £ ?
2. Donner un exemple ol f(x) n’a pas de limite quand x tend vers +oo.
3. Montrer que si f est décroissante, alors x f(x) tend vers 0 quand x tend vers +oo.

Exercice 4.1.13 77 5% Centrale PSI 2015
Soit f: Ry — R de classe €' et décroissante. Soit o > —1. On suppose que la fonction t —
t*f(t) est intégrable sur [1,+oo].
1. Montrer que les fonctions t— t* f () et t — t**! f'(£) sont intégrables sur R .
2. En déduire que [, 1! f'(ndt = —(a+1) [ 1 f(dr.



Exercice 4.1.14 * Mines Ponts PC 2014
Soit f: Ry — R, intégrable. On suppose qu’il existe M > 0 tel que Vx € R,
Montrer que f(x) — 0 quand x — +o0.
Exercice4.1.15 * X ESPCI PC 2013, Mines Ponts PC 2014
Mots-clés : théoreme de Cesaro pour les fonctions
Soit f € €¢I(R,,Ry) intégrable sur R... Montrer que %fox tf(1)dt — 0 quand x — +oo0.
Exercice 4.1.16 * X ENS PSI 2014
Mots-clés : continuité uniforme des fonctions € a dérivée dans L2
Soit f: R— R de classe €. On suppose que [p[f'(1)1*dt < +oo. Montrer que f est uniformé-
ment continue.

L sm

Exercice 4.1.17 * ENSAM PSI 2014
Soit f € €°(R4,Ry) et F sa primitive nulle en 0. Montrer gue 1a convergence d’une des
deux intégrales ci-dessous implique celle de I’autre, et comparer leurs valeurs : f0+°° {ff;dt
+oo F(f)
et fo (l+t)2
Exerace 4.1.18 * Centrale PSI 2014

Soit f: R— R une fonction continue par morceaux et intégrable.
1. Peut-on dire que limy— 400 f(x) =07
2. Montrer que g: x e R* — f(x— %) € R est intégrable et que [z 8= [ f

Exercice 4.1.19 * X ESPCI PC 2014
Mots-clés : intégrale de Frullani
Soient f € ¢\ (R,,R) intégrable et (a, b) € R? avec 0 < a < b. Calculer f0+°° wdx.
Exercice 4.1.20 * ENS PC 2015
Soit sgn la fonction de [-1,1] dans R qui & x associe 1/si x>0, -1 si x <0 et 0si x=0. Soit
fe €9(-1,11,Ry) telle que f(0) =0 et Vx € [-1,1]1\ {0}, f(x) > 0. Montrer iI'équivaience
entre :
(i) J2, 1 = +o0
(ii) il existe une suite (u,) >0 d’éléments de €1 ([-1,1],R) telle que (u,) converge simplement
vers la fonction sgn et telle que f_ll ful? — 0 quand n — +oo.
Exercice 4.1.21 * Mines Ponts PSI 2015

Soient k€ [0,1[ et f: Ry — R} continue par morceaux telle que fx+D)

o k quand x — +oo0.

1. Montrer que f est intégrable.

2. Peut-on généraliser le résultat ?

Exercice 4.1. 22 * Mines Ponts PC 2015

1y - lf(l
n“=k=1J

[y

So1tf 10, 1[—» R continue, monotone et intégrable. Montrer que — Jo £

Exercice 4.1.23 * ENSAM PSI 2015
Mots-clés : produit de convolution
Soient f et g deux fonctions continues de carré intégrable sur R.

EISIN
"N p—+too

1. Déterminer I’ensemble de définitionde f * g: x — ffocff(x— 1g(nde.
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2. Montrer que f * g est continue sur son ensemble de définition.
3. Etudier les limites de f * g aux bornes de son domaine de définition.
Exercice 4.1.24 * Centrale PC 2015

Soit f € %O(Ri,Ri). On suppose que f2 est intégrable sur 10, 1].

1. Montrer que f est intégrable sur ]0,1].
xfy f2=2/yf Onposeg: x— [y feth: x— [y f2.
(a) Trouver une équation différentielle vérifiée par g.
(b) En déduire g puis f.
Exercice 4.1.25 * Centrale PC 2015

Soit f € €°(R,R) T-périodique et non identiquement nulle. On pose F: x — fox f, M= %fOT f
f(n+1)T 'fmldt

2. On suppose que Vx € RY,

et, pourneN, uy

Lf (t)l

1. Etudier la convergence de la série de terme général u,,. La fonction t — est-elle

intégrable sur [T, +oo[ ?

2. On suppose M # 0. Montrer que F(x) ~ Mx quand x — +oo. L’intégrale f{oo @dt
est-elle convergente ?

3. On suppose que M = 0. Montrer que 1’intégrale fT+°° @dt est convergente.

Intégrales de fonctions numériques positives particuliéres
Exercice4.1.26 * Mmes Ponts PC 2009, Mines Ponts PC 2014
Pour neN*, on pose 1, = [ (1+t4)ndt

1. Trouver une relation entre I, et1,,41.

2. Déterminer un équivalent de 1,,. Nature de ) 1,, ?

Exercice 4.1.27 * CCP PC 2006
H . _ +oo _dx
Soit, pournz1:1,= [, T

1. Démontrer I’existence de 1, et trouver sa limite quand n — oo.

2. En posant u = <, montrer que I; = 3 f0+°° Lut du Puis, en posant v = u— —, calculer
I;.
3. Calculer1,.
Exercice 4.1.28 * Mines Ponts PC 2013
Pour n € N*, existence et calcul de 01(/2 S‘n—('m
Exercice 4.1.29 * X ESPCI PC 2014
Erudier I’intégrabilité sur sur]0,1[ et sur]2,+oo[ de t —
Exercice 4.1.30 * X ESPCI PC 2015

Soit f: t— |Int|* avec a € R. Etudierl’intégrabilité de f sur]o0, %], [%,1[, 11,2] et [2, +ool.



Exercice4.1.31 * Centrale PC 2009, Mines Ponts PSI 2014
Existence et calcul de 1 = | /2 In(sin #)dt.

Exercice 4.1.32 * RMS 201 0 1003 Télécom Sud Paris PSI
Etudier la convergence de f0+°° In(5 ,X “dx pour acR.

Exercice 4.1.33 * Petltes Mines PSI Ziii
Nature de [, * 20X (222

Exercice 4.1.34 * TPE PC 2006
Existence et valeur de [;"* [arcsin (1) - 1]dx.

Exercice 4.1.35 * TPE PC 2011

Calculer []'? dx

Ccosx+2sinx+3*

Exercice 4.1.36 * RMS 2011 1140 Télécom Sud Paris PC
Convergence et calcul de [ +| xle *dx.

Exercice 4.1.37 7" % CCP PSI 2015
Existence et calcul de [, xe™™ dx.

Exercice 4.1.381""" Y% Centrale PC 2013
Existence et calcul de [;* —b-dt.

Exercice 4.1.391"" % CCP PC 2013

Existence et calcul de [;*° &einUNVD 47

Exercice 4.1.40 * " TPE EIVP PC 2013
Existence et calcul de [, (2<@nL)2qy,
Exercice 4.1.41 * CCP PC 2007
Pour (o,p) € N2, étudier I’intégrabilité de x — PBe ™ sur RY.
Exercice 4.1.42 * CCP PC 2014

Nature de fol [Inz2(1 -
Exercxce 4.1.43 *

SOItI— f() m

1. Justifier I’existence de 1.

+oo du
ul—

t)4dt pour (a,b) € R? ?
RMS 2014 1251 Ecoles des Mines PST

2. Montrer quel =3 . Calculer 1.

Exercice 4.1.447°7 %
Existence et calcul de 1= [;®In(% =h)de,

Exercice 4.1.45 * "ICNA PSI 2014
Trouver une condition nécessaire et suffisante de convergence de I'intégrale fo‘

oua€eR.
Exercice 4.1.46

RMS 2014 1252 Ecoles des Mines PSI

* Mines Ponts PSI 2014

Convergence et calcul de 1= [ L3 _ arcsin I1dx.
x
Exercice4.1.47""" % Mines Ponts PSI 2014, Centrale PC 2015
Existence et calcul de [ ) TE—=dx
Exercice 4.1.48 * Mines Ponts PC 2014

Nature et calcul de [*° - (1+x2?3m
*

Exercice 4.1.49 Mines Ponts PC 2009, Mines Ponts PSI 2014

I +oo _dr
Soit f: x— [, o
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XA —eTVVHdx,

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.
2. Montrer que f est de classe €' sur R*.
3. Montrer que f est intégrable sur R’ .

Exercwe 4.1.50 * Mines Ponts PC 2009
Soit f: x— [ ** di

Int-
1. Montrer que f est définie sur]0,1[. Déterminer les limites de f quand x — 0" et quand
x—1".

2. Calculer [, =1dt.

Int
Exercice 4.1.51 *
Soit f: xe Ry — [ &dr.

X ESPCI PC 2014

1. Déterminer un développement asymptotique a deux termes de f en zéro.
2. Etudier la concavité de f. Tracer le graphe de f.
Exercice 4.1.52 * Mines Ponts PSI 2013

Etablir la convergence, puis déterminer la valeur, de 1(x) = fo \/ =67 51n(2t) —1dt.
Exercice 4.1.53 * Centrale PC 2014
Soit f: xeR— [T®e " dt.

1. Donner un équivalent de f(x) quand x — +oo.

2. Donner un équivalent de R, = Y. ;% ek quand n — +oo.
Exercice 4.1.54 * CCP PSI 2014

Pour x €]0,m[, on pose g(x) = L fo Prolonger g par continuité sur [0,n[. La fonction
g? est-elle intégrable sur [0, 7| / a2
Exercice 4.1.55 *

Soit f: t€]0,1] = & — —1

(arctan £)?

1+cost

Centrale PC 2015

1. Montrer que f est intégrable sur ]0,1].

2. Déterminer un équivalent de x — fxl harc?filt)zdt quand x — 07,

Exercice 4.1.56 " % Centrale PC 2015
Pour x € R, on pose F(x) = [y 1=t dr et G(x) = [y 1=5Ldr.
1. Montrer que F et G sont de classe €' sur R. Calculer la valeur de leur dérivée en zéro.

2. Montrer que F admet une limite finie en +oo (on admet dans la suite que cette limite
vaut 7).
3. Montrer que G tend vers +co en +oco.
4. (a) Montrer I’existence et I'unicité d’une suite (a,)nen telle que Vr e N, F(a,) =
1
T+n-

(b) Etudier la monotonie de (an), et sa convergence.



5.

(c) Trouver un équivalent de a,, en +oo.

(a) Montrer I’existence et I’'unicité d’une suite positive (b;,) telle que bg =0 et

1
1+n°

(b) Etudier la monotonie de (by,) et sa limite.

(c) Convergence de la série de terme général ¢, ='bp{n+1)7

xt

6. Etudier I'intégrale H(x) = [, %dt.
Exercice 4.1.57 * Mines Ponts PC 20615
Nature, suivant a € R%, de [;" % ?
Exercice 4.1. 58 * Centrale PSI 2015
o 1
Soit f: x€]1,4+o0[ T

1. Montrer que g: x €]1,+oo[—

2. Montrer que I’intégrale [,

Vx2—1estun ‘61—d1'ffeomom hisme de 11, +oof sur R} -

f(x)dx est bien définie et la calculer.

3. Soit, pour ne N*, S, = ;fjnﬂ —~ ,77112—;12 . Montrer que la suite (S,) est bien définie et
déterminer sa limite.
Exercice 4.1.59 * Centrale PC 2015

1. Déterminer, suivant o > 0, la nature de f0+°°ln(1 +x"%dx.

2. Calculer cette intégrale pour o = 2.
Exercice 4.1.60 * Centrale PC 2015
it £+ f— —L—
Soit f: t N

4.1.2

. Etudier la convergence de I = f_ll f(ndtetde] = f0+°° f(ndte.

2. SoitF: x— flx,zxf(t)dt. Quel est le domaine de définition de F-?
3. Calculer les limites de F aux bornes de son domaine de définition.
4. Calculer les variations de F. On montrera que F ne s’annule qu’en une unique valeur
que I’on déterminera.
5. Tracer le graphe de F .
Intégrales de fonctions numériques compiexes particulieres
Exercice 4.1.61 * X ESPCI PC 2002
. +00 _ sinx
Existence de [, —210—dx.
Exercice 4.1.62 * Mines Ponts PC 2413
Nature de [;F®° —SX__qy 2
Vx—sinx
Exercxce 4.1.63 * X ESPCI PC 2009

FEtudier Ia convergence et Ia convergence absolue de 0

+-00 c\nlv \

2dx si(a, by €RE.
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0 et fb"+1 1- cos[dt La fonction f: x e R} —

Exercice 4.1.64 * Mines Ponts PC 2010
S”;x est-elle intégrable sur R} ?
Exercice 4.1. 65 * X ESPCI PC 2015
Mots-clés : 1ntegrale de Fresnel
Nature de 0 ®gin(x2)dx ?
Exercice 4.1.66 " % Centrale PSI 2010

Mots-clés : intégrale de Fresnel
L’intégrale 0+°° sin(x) sin(x2)dx est-elle convergente ?
Exercice 4.1.67 * Mines Ponts PC 2014
Mots-clés : intégrale de Fresnel
L’intégrale 0+°° cos(£3)dt est-elle convergente ? Absolument convergente ?

Exercice 4.1.68 " % Centrale PSI 2014
Nature des intégrales f; > sin(x)sin(1)dx et fo* S2/D gy,
Exercice 4.1.69 * CCPPST12014 *

La fonction x — [ cos(e)dt posséde-t-elle une limite en +oo ?
Exercice 4.1.70 " % TPE PC 2010

Mots-clés : intégrale de Frullani
Soit (a,b) e R% avec 0 < a < b.

cos(ax)—cos(bx)
X

1. Montrer que x — est intégrable sur ]0,1].

+
2. Montrer que [;"* €3tdy converge.

3. Existence et calcul de [ <0s(@x)—cosbn) 4

Exercice 4.1.71 * Mines Ponts PC 2013
1. Soit a> 0. Nature de ;"> <48y ?

2. Soient(Ay,...,An) €R™, (ay,...,a,) € R}) " etl = dr. A quelle condi-
tion I’intégrale 1 est-elle définie 7 Calculer 1 Iorsque cette condmon est réalisée.

Exercice 4.1.72 * CCPPC 2013

+oo _xlnx
Convergence et calcul de [ Q)
*

Exercice 4.1.73 RMS 2014 1284 Ecoles des Mines PSI
Soit F(x) = [ L dy

1. Montrer que F est définie et de classe €' surR,.

2. Montrer que f0+°°F(x)dx est convergente et calculer sa valeur.

Exercice 4.1.74 * Mines Ponts PC 2015
Soit f: x— [T Slntdz‘ Montrer que [ est définie et intégrable sur R}
Exercice 4.1.75 * Mines Ponts PSI 2014

Mots-clés : intégrale de Dirichlet
Justifier I’existence de 1= ["*° $2Ldr. Calculer I au moyen de J(u) = [y'(fy' ™Y sinxdx)dy.

Exercice 4.1.76 * Mines Ponts PSI 2014
Existence et calcul de 01 %dx.

Exercice 4.1.77 * Mines Ponts PC 2014
Nature, suivant «, de f0+°° %d



4.1.3

Intégrales a parametre

Exercice 4.1.78 * CCP PSI1 2010
Soient f € €°(R,R) bornée et g: x— [ e f(x - 1)dt.
1. Montrer que g est définie sur R et de classe C?.

2. Exprimer g en fonction de g et de f.

Exercice 4.1.79 * Mines Ponts PSI 2014
Soit E I’ensemble des f € ¢ (R,C) 2n—périodiques. Pour f € E, on pose | fll = ﬁ 02“ | f(o)ldt
et G(f): x— [ e ! f(x+ ndt.
1. Montrer que G est un endomorphisme continu. Est-ce un automorphisme ?
2. Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de G.
Exercice 4.1.80 * Mines Ponts PC 2014

Soit E I’ensemble des fonctions bornées de €° (R, R). Soit g € E. Le but de cet exercice est de

déterminer s’il existe f € E telle que VxeR,, f(x)=g(x)+ f0+°° %dt.

1. Si f € E, montrer que T(f): x»—>f0+°°mf£#dt est dans E.

2. Soit (f,) définie par fy: x— 0 et, pour n €N, fr41 = g+T(f). Etudier cette suite de
fonctions et conclure.

3. Montrer que f est unique (cette question ne figurait pas dans 1’énoncé publié).

Exercice 4.1.81 * Centrale PSI 2014
Soient f une fonction continue intégrable sur R et F(x) = ffo"; f() cos(mxt)dz.

1. Donner le domaine de définition D de F. La fonction F est elle continue sur D ?
2. Hypotheses sur f pour que F soit de classe €°° sur D ?

3. On suppose que f est identiquement nulle sauf sur le segment [0,A] avec A > 0. Montrer
que F est développable en série entiere.

Exercice 4.1.82 * ENS PC 2015

Soit s€10,1[. Pour (a,x,y,t) eRxR xR} xR, on pose P(a, X, y,£) = I
WA= J

25

av
ay

1. Montrer, pour (a, x,y) € R x R x R, I’intégrabilité sur R de t — P(a, x,y, ).
2. Montrer I’existence d’un unique c € R tel que ¥ (x,y) € RxR}, fj;o P(c,x,y,dt=1.
3. Soiente >0 et x € R. Montrer que limy o+ [p (x_¢.c1e P(C X, Y, ) E=0.
4.

Soit f € €°(R,R) bornée. Pour (x,y) € RxR%, on pose u(x,y) = ffcv;o Plc,x,y, ) F()de.
Soit x € R. Montrer que y — u(x,y) a, quand y — 0%, une limite dans R que [’on
déterminera.
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4.1.4

Intégrales classiques, transformées de Laplace et de Fourier

Exercice 4.1.83 * Centrale PSI 2014
Mots-clés : fonction T d’Euler
Soit s un nombre complexe de partie réelle > 0.

1. Montrer que I'(s) = f0+°° e 't5~1dt converge.

2. Montrer que I,,(s) = fon 571 - %)"dt converge. Quelle est la limite de 1,,(s) lorsque n
tend vers +oo ?

3. Montrer que lim,_. 1 #’lzsm =T(s).
Exercice 4.1.84 *

Centrale PC 2014
Mots-clés : fonction I" d’Euler

Soient G: x— [ ¥ le~dt et Fr x— L% 7okl

1. Montrer que G est définie et de classe € sur R. Déterminer une relation entre G(x+1)
et G(x).

2. Montrer que F est de classe €°° sur R\ Z_. Déterminer une relation entre F(x + 1) et
F(x).

3. SoitT': x— f0+°° t*"Ye~!dt. Montrer que T est définie sur R* et que T =F+G.
Exercice 4.1.8577 % CCP PC 2015

Mots-clés : fonctions I d’Euler et { de Riemann

.1 rtoo 3
Soit1= [y -=dr.

1. Montrer que 1 existe.

2. On définit T'(x) = f0+°° t*le~td¢. Montrer que T est définie sur RY. Trouver une rela-
tion entre T'(x + 1) et I'(x). En déduire T'(n) pour tout n € N*.

+oo 1

. On pose {(x) =3, ~F eton donne {(4) = g—;. Préciser le domaine de définition de C.

8 y+oe [Bg=(n+li
— n= °

. Pour quels t € R a-t-on la relation —— =

. Calculerl.

N L AW

. On pose F(x) = 0+°° etf:; dt. Déterminer le domaine de définition de F. Exprimer F a

I’aide de C et de 1. Etudier la continuité de F.

Exercice 4.1.86 "7 > X ESPCI PC 2013
Mots-clés : intégrale de Gauss

H -2 42 2
Soient f: x— [Ye Udretg: x— [ e ¥ cos uqy,

1. Montrer que f?+ g est constante.

2. En déduire la valeur de I’intégrale de Gauss.

Exercice 4.1.87 "0 % CCP PSI 2014
Mots-clés : intégrale de Gauss

2
1. Montrer que 1= [;"® e~""dt est convergente.



—x2(1+12)

2. SoitF: xe Ry 01 £ e dtetG: xeR, — Ox -2z Mwu;rquef+
Déterminer la limite en +oo de F. En déduire la valeur de 1.

Exercice 4.1.881"" % IIE PC 2006
Mots-clés : intégrale de Dirichlet
On consideére la fonction @: t— [3 e~"5"® cos(£cos0)do.

est constarite.

1. Montrer que ¢ € €1([0, +o0[,R).

2. Montrer que, pour t >0 : ¢'(t) = _zLItlt_

3. Justifier Ia convergence de I’intégrale f0+°° Si—‘t”dt et calculer sa valeur.

Exercice 4.1.89 * Mines Ponts PC 2013
Mots-clés : intégrale de Dirichlet
12 sin(@n+1 12 sin(2n+1
On pose, pour neN, uy = [;'? @100 4¢ of y, = /2 S@REDD gy,

1. Montrer que la suite (v,) est constante.
2. Montrer que u, — v, — 0.
3. En déduire que [,*°S2Ldr =1,

Exercice 4.1.90 * Centrale PSI 2010, TPE PSI 2010
Mots-clés : transformée de Laplace, intégrale de Dirichlet

Soit f: x— [ £ .

1+12

1. Déterminer le domaine de définition D de f. La fonction f est-elle de classe €* sur
D?

2. Trouver une équation différentielle satisfaite par f.

3. Soit g: x— [ $Ld . Montrer que g = f sur R.

t+x

4. En déduire la valeur de +°° Slrltdt
Exercice 4.1.91 * CCP PSI 2014
. . . +oo e ¥t
Soit f: x— |, mdt.

1. Déterminer le domaine de définition de f ; étudier la continuité et la dérivabilité de f.
2. Trouver une équation différentielle dont f est solution.
3. Etudier Ia limite de f en +oco et en 0. Donner un équivaleni de [ en 0.

Exercice 4.1.92 * CCP PSI 2010, CCP PSI 2011, TPE EIVP PSI 2013

Mots-clés : transformée de Laplace du sinus cardinal

Soit f: y— [y e sint gy,
1. Montrer que f est de classe €' sur R* et calculer f'(y) pour y € R*.
2. Déterminer la limite de f en +oco.

3. En déduire une expression de f.
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Exercice 4.1.93 * CCP PSI 2010
Mots-clés : transformée de Laplace du sinus cardinal
Soit f: x— f0+°° &tnm)dt. Montrer que f est de classe €' sur R. Calculer f(x).
Exercice 4.1.94 * ENSAM PSI 2010
Mots-clés : transformée de Laplace du sinus cardinal
Soit F: x e RY — [*° &;M”dt. Etudier F en 0 et en +oo.
Exercice 4.1.95 * Centrale PC 2013
Mots-clés : intégrale de Dirichlet
Soit f: x— [, S0 o=y,
1. Existence, domaine de définition, continuité. La fonction f est-elle de classe €' 2 Cal-
culer f' et f.
2. Soit g: x — [ $Le~xdy. Justifier I'existence de g. Exprimer g en fonction de f.

En déduire Ia valeur de [, $2dz.

Exercice 4.1.96 *
Mots-clés : intégrale de Dirichlet
Soit F(f) = [, X =¥l {y.

1. Montrer que F est définie sur [0, +oco].

Mines Ponts PSI 2014

2. Montrer que F est de classe €1 sur]0, +oo| et déterminer F'(t). En déduire une expres-
sion de F(t) sur]0,+ool.

3. Montrer que F est continue en 0. En déduire la valeur de f0+°° Si%dx.

Exercice 4.1.97 "0 % CCP PC 2014
Mots-clés : intégrale de Dirichlet, transformée de Laplace
Soit f: x€ Ry — [ 158t e~ dy.

1. Justifier Iexistence de f(x) sur R,. Montrer que f est continue sur R et de classe €2
sur RY.

2. Déterminer la limite de f(x) et de f'(x) quand x — +oo.

3. Montrer que f'(x)=Inx— %ln(l +x?) pour x € R*.

4. ExprimerI= f0+°° Si—It”dz‘ en fonction de f(0). En déduire la valeur de 1.

Exercice 4.1.98 * Navale PSI 2010
Montrer que f: x— [;'® &ﬁm)dt est définie sur R} et a valeurs dans R}
Exercice 4.1.99 * Mines Ponts PC 2013

Mots-clés : transformée de Laplace

Soit f: x e R} — +°° " d¢. Montrer que f est de classe € sur R}. Donner un équivalent

de f en0* eten +oo
Exercice 4.1.100

t
Soit F: x — [ £=dt.

X+t

* CCP PC 2016

1. Montrer que le domaine de définition de F est RY.



2. Montrer que F est positive et décroissante.
. Montrer que, pour x € R%, F(x) < [

. Montrer que F est de classe €' et que Vx e R%, F(x)—F'(x) =

est de classe €°° .

5. Montrer Vx R}, F(x)=e* [[® < 'd¢. En déduire la limite de F en 0*.
6. Montrer que F(x) ~ —In(x).
x—0%
Exercice 4.1.101 * Mines Ponts PC 2013
Soit f: x— [ Ze:tz

1. Déterminer le domaine de définition de f . Etudier Ia continuité et ia dérivabilité de f.

2. Donner un équivalent de f aux bornes.

Exercice 4.1.1027"" % Centrale PC 2013
Soit f: x— [y tti; .

1. Montrer que f est définie et continue sur R, dérivable sur RY.

2. Montrer que f n’est pas dérivable a droite en 0.

3. Calculer [, te~'dt.

4. Montrerque VxR, 0<1-xf(x) <
Exercice 4.1.103 * RMS 2014 1290 Ecoles des Mines PSI

Mots-clés : constante d’Euler, transformée de Laplace
On pose f: x— ["°(ne *dr.

1. Montrer que f est de classe €1 sur]0,+ool.
2. Montrer que f est solution de y' + %y =—1,

X
3. Exprimer f a I'aide de C = [, ®(Int)e~'dt.

Exercice 4.1.104 * X ENS PSI 2014
Mots-clés : transformée de Fourier, fonctions de classe € a support compact
On note E I’ensemble des applications f de classe €*° de R dans C pourlesquellesil exi
0 tel que f est nulle sur R\ [-M,M]. On pose pour f €E et t € R, F(f)(t) = f_t'ff(x)e

1. Montrer que F(f) est définie et dérivable. Calculer F(f)'.

e *'dt. En déduire la limite de F en +oo.

1 <70
+- En déduire que F

%. En déduire un équivalent de f en +o00.

Exercice 4.1.105 * TPE PSI 2014
Mots-clés : transformée de Fourier

On rappelle que [*2e =4t = /7. Pour z € C, on pose f(z) = [fZe — g2t ds,

1. Montrer que f est bien définie.

2. Siz=x+1iy, montrer que f(z) = X 14eixyI2 ey e elvidy,

3. Montrer que y — fj;o e~ elVudy est de classe €' sur R, solution d’une équation
différentielle d’ordre 1. Résoudre cette équation et en déduire une expression de f(z),
zeC.

Exercice 4.1.106 "7 % X ENS PSI 2015
Soity: teR— e 112,
1. Montrer que, pour tout z € C, f+°° e~ '"2y(1)dt est convergente.

j‘+00 —ll’zy(t)dt

2. Donner un développement en série entiére de F en O et préciser Ie rayon de convergence.

Pour z € C, on pose F(z) =

. Montrer que I’application x € R — F(ix)y(x) est constante et préciser la valeur de cette
constante.

. Donner alors une expression de F .

Exercice 4.1.107 * ENS PC 2015
Mots-clés : transformée de Fourier

Soienta>0et f: x*"ZkezeXp(—(x )2 ).

1. Montrer que f est de classe €' surR.
2. Déterminer les coefficients de Fourier de f.

3. Soit ®: y — f_t;f exp(—%)e‘“”’du. Trouver une équation différentielle du premier
ordre vérifiée par ®. En déduire une expression de ®(u).

4.1.5 Autres intégrales a parametre de fonctions particulieres

Exercice 4.1.108 1" % X ESPCI PC 2012
Soit f: x— [} xe *"td.

1. Montrer que f est définie sur R. Etudier sa régularité.

2. Montrer que pour tout N € N, il existe Cy € Ry tel que VI €R®, [F(f)(1)] < Cnl f™ 2. Déterminer le développement en série entiére de f au voisinage de zéro.

(on exprimera Cy en fonction de f et N). .

On pose pour f€E et xe R, D(f)(x) = f+oo IZIF(f) (2 e %2 Exercice 4.1.109 * K X ESPCI PC 2012

(oo _ Déterminer la limite de F(x) = [, Smm SN 4t quand x tend vers +oo.
3. Montrer que D(f) est bien définie sur R. Soit g € E; montrerque [~ D{(f){x)gx)dx= Exercice 4.1.110 * ]Z\/fmes Ponts PC 2009
+00

% |Z|F.(f)(z)F(§L()Z)dZ- Soient 1= [, }/:1 dx, K= [y T +1)2 dx etJ(a) = [y 2‘;2 dx pour a > 0. Calculer 1, puis
4. En déduire que [~ 7 D(f)(x)xf'(x)dx = 0. calculerK a 1 aide de J(a).
5. Montrer que la condition Vx € R, ¢"(x) + D(g)(cosx)sinx = 0 entraine que ¢ est Exercice 4.1.111 * Centrale PC 2009

constante.

On pose F: x— f0+°° e cos(2xt)dt.
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1. Montrer que F est définie sur R.

2. Montrer que F est développable en série entiere sur R.
Exercice 4.1.112 * CCP PSI 2014

Soit f: x— f+°° - cos(xt)dt.

1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Montrer que f est de classe €°°.

3. Montrer que f admet un développement en série entiere de f en 0; le déterminer.
Exercice 4.1.113 * RMS 2014 1288 Ecoles des Mines PST

Soit f: x— f0+°° e 1’12 cos(xt)dt. Montrer que f est de classe €' et expliciter f'. En déduire

f(x).
Exercice 4.1.114 *

. 2
Soit1, = [ *"e~""dt pour n € N.

CCP PSI 2015

1. Justifier la définition de I,,. Trouver une relation entre 1, et T, ;. En déduire Ia valeur
del, .

2. Donner une expression simplifiée de F(x) =

Exercice 4.1.115 * X ESPCI PC 2013
Soit G: x e Ry — f0+°° e sin(x#)dt. Montrer que G est bien définie et que G est a valeurs
dans R..

+OO 1

cos(xt)e~di.

Exercice 4.1.116 * CCP PC 2011
Pour x € R, on pose F(x) = fol 15};
1. Montrer que F est définie sur R et que Vx € R, F(x)+F(—x) = 1. Calculer F(k) pour
ke{-2,-1,0,1,2}.

2. Déterminer les limites de F en —oo et +oo. Donner un équivalent de F(x) — 1 quand x
tend vers +oo.

3. Montrer que F est convexe sur R_ et concave sur R..
Exercice 4.1.117 * ENSAM PSI 2011, CCP PC 2006 , Mines Ponts PC

2014
Soit F: x— f*° —artc(tlaft(ztx) L.
1. Déterminer le domaine de définition D de F.
2. Montrer que F est €' surR.
3. Exprimer F sur D.
4. En déduire la valeur de [ (amam) dt.

Exercice 4.1.118 *
2014
Soit F:

CCP PC 2006 , TPE EIVP PC 2013 , ENSAM PSI

+00 arctan(xt)
x— fy e

1. Déterminer le domaine de définition de F.
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2. Etudier la dérivabilité de F. Donner une expression de F'.
3. Donner une expression simple de F.

Exercice 4.1.119 * Centrale PC 2015

Soient ¢: x — M et, pour neN*, fy: x— [ C(I)i(fzt)df

1. Montrer que ¢ se prolonge en une fonction de classe € sur R.

2. Montrer que f, est de classe €2 et solution d’une équation différentielle du deuxiéme
ordre. En déduire une expression de fj,.

3. Soient h € €'([a,b],R) avec (a,b) eR? et a< b, et I: c € Ry — [ °° h(1)sin(cr)dr.
Montrer que I(c) — 0 quand ¢ — +o0.

4. Montrer que x — fox Si—rt”dt a une limite ¢ quand x — +oo0.

5. En déduire une expression de F(x) = f0+°° C?i—(f;)dt

Exercice 4.1.120 77 % TPE PSI 2015
Montrer aprés avoir justifié I’existence des intégrales que fo
Exercice 4.1.121 * CCP PC 2012

Soit f: x— [I"*(sinn*dr.

X Int
2arctanxdt—f0 dr

1. Montrer que f est définie et continue sur ] — 1, +ool.

2. Calculer f(1). Montrer que Yx > -1, (x+2)f(x+2) =
équivalent de f(x) quand x tend vers (—1)*.

(x+1)f(x). En déduire un

3. Montrer que f est de classe €" sur]—1,+ool.
4. Justifier que fﬂlz In(sin t)dt = fﬂlz In(cos £)dt =
Exercice 4.1.122 * CCPPC 2012

Mots-clés : fonction de Bessel

2 rl cos(xy)
Soit f: x— = [ 1_yzdy

1. Montrer que f est définie sur R. Calcu]er f(0).

2. Montrer que VX€R, f(x)= T[/Z
R.

3. Montrer que f est solution de xy" + y' + xy = 0.

Exercice 4.1.123 > CCP PC 2011
Pour x€]—1,1], soit fy:0eR— Z+oo Cos(ne) o

m ln(smm))dt En déduire f'(0).

cos(xsin t)dz. Montrer que f est de classe €2 sur

1. Soit x €] —-1,1[. Montrer que f; est définie et continue sur R. Calculer f,(0) et fx(m).
. En déduire la

—xsin®
1-2xcos0+x?

2. Montrer que fy est dérivable surR et que VO eR, f1(0) =
valeur de f,(0) pour xe]—1,1[ et O eR.

3. Soit x€]-1,1[. Calculer fﬂ In(1 —2xcos8 + x%)do.

4. En déduire, pour x €] —oo,—1[U]1, +ool, la valeur de f In(1 —2xcos8 + x%)do.



Exercice 4.1.124 * ENSEA PSI 2010
Montrer que f: x — fonlz In(x? + t2)dt est de classe € surR
f(x) aln(x) quand x tend vers I’infini.

Exercice 4.1.125 * Mines Ponts PSI 2014

. oo 1 24 42

Soit f: x— [ %dt.

1. Quel est I’ensemble de définition de f ?

2. Sur quels intervalles f est-elle continue ? De classe €' ?
Exercice 4.1.126 * IIE PSI 2010

. +
Pour neN*, soitI,: x— [;'™

.Ca

+ %

d:

(x2+t2)” .

1. Quel est le domaine de définition de 1, ? Calculer I;.
2. Montrer que 1, est de classe €1 sur]0, +ool et calculer [f,z(x).
3. Trouver une relation entre I’n(x) et1,+1(x). En déduire une expression simple de 1,,.

Exercice 4.1.127 * Centrale PSI 2014

Soita>1et f:x— [ (tzf;z)a-

1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Montrer que f est de classe €' sur son domaine de définition.
3. Etudier I’intégrabilité de f sur son domaine de définition.

Exercice 4.1.128 * CCP PSI 2014
Soit f: x— [ d:

1+83+x°%°

1. Montrer que f est définie et continue sur R, .
2. Calculer f(0).
3. Montrer que f admet une limite en +oo et la déterminer.

Exercice 4.1.129 * TPE PC 2006
_ [t in(x1)
On pose F(x) = [y %dt.

1. Quel est I’ensemble de définition de F ?

2. La fonction F est-elle continue ? Dérivable ?

3. Montrer que la limite de F en 0% vaut 0+°° Sl—rt”

Exercice 4.1.130 ™1 TPE PC 2006
Existence et continuité de F définie par F(x) = [, sin(¢¥)d.

Exercice 4.1.131 750 X ESPCI PC 2013
Déterminer lim,_q+ (1 lime_q+ [ (1 +sin(20) !/ dz).

dr.

Exercice 4.1.132 * Centrale PC 2013
Soit f: x— 01(/2 exp(—xsin f)dr.

1. Etudier et représenter f.

2. Etudier Ia suite (Up) nso définie par up e R et VneN, up1 = f(uy).
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3. Lafonction f est-elle intégrable sur R ? sur R, ?
Exercice 4.1.133 * Mines Ponts PC 2014

Soit F: x — f02 T e?¥costd . Déterminer une équation différentielle vérifiée par F. En déduire

une expression de F.
Exercice 4.1.134 *

. -1
Soit f: x— [ =d.

1. Déterminer le domaine de définition de f.

Mines Ponts PSI 2014

2. Etudier la régularité de f.
3. Etudier les limites aux bornes du domaine de définition.
4. Représenter le graphe de f.

Exercice 4.1.135 *

. -1
1. Soit@: x— 01% L.

CCP PSI 2014

(a) Déterminer le domaine de définition de .

(b) Montrer que @ est I’'unique fonction vérifiant @(x+1)+@(x) = % etlimy_ ;00 P(x) =

0.

2. Soit§ =yt LU
(a) Justifier I’existence de S.
1
(b) Calculer ¢(3).
(c) En calculant ¢(n+ %), déterminerS.

Exercice 4.1.136 * Centrale PC 2014
Soit f x— [y 4L,

1. Déterminer le domaine de définition D de f.
. Montrer que f est continue .

. SixeD, montrerque 1 -xeD et que f(1-x) = f(x).

AOWLWON

. Donner un équivalent de f aux bornes du domaine de définition.
Exercice 4.1.137 * Mines Ponts PC 2015
SoitF: x— 01 %dt.
1. Déterminer le domaine de définition D de F .
2. Exprimer F(x) pour x € D.
Exercice 4.1.138 * Mines Ponts PC 2014
Soit A: (x,) € ®R+)2\ {(0,0)} — ['*In(xsin? 6 + y cos? 6)d6.
1. Justifier la définition de A.

2. Montrer, pour (x,y) € (R)2\{(0,0)}, Ax,y) =A((%)2,xy).
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Exercice 4.1.139 * RMS Mines Ponts PC 2013, 2014 778 Mines Ponts
PC
Existence et calcul de F(t) = 0+°° exp(—(x2 + t—z))dx.

Exercice 4.1.140 * CCP PSI 2014

.
Soit F(x) = [y =6 dr.

1. Déterminer le domaine de définition de F. La fonction F est-elle de classe € sur son
domaine de définition ?

2. En déduire Ia valeur de F(x), sachant que f0+°° e Pdr= 4

Exercice 4.1.141 * Mines Ponts PC 2014
Soit F: x — fJ' v/x+ cos tdt. Déterminer le domaine de définition de F. Etudier la continuité et

la dérivabilité de F.
Exercice 4.1.142

Soit F: x— [*° %dt.

* Mines Ponts PC 2014
1. Montrer que F est définie et de classe ‘€ sur R} .
2. Déterminer un équivalent de F en 0% et en +oo.
Exercice 4.1.143 * Mines Ponts PC 2014
Soit f: x— f0+°° sh(xv1t)e tdt.
1. Montrer que f est de classe 6€? surR.
2. Déterminer une équation différentielle linéaire d’ordre 2 vérifiée par f.
3. Donner une expression de f.
Exercice4.1.144"7 %

. +00 In(1+x¢%)
SOItf. x»—»fo mdt

1. Déterminer le domaine de définition D de f.

Mines Ponts PC 2015, Centrale PSI 2015

2. Montrer, pour x € D, que f(x) = —% o %dt.
Exercice 4.1.145 * Mines Ponts PC 2015
Soit, pour neN, I;: x — fol t"*|1n t|"dt.
1. Déterminer les x € R tels que 1,,(x) existe pour tout n.
2. Etudier Ia continuité de I,, sur son domaine de définition.

Exercice 4.1.1 46. * Centrale PC 2015
Soit h: (x,y) € R? — —-SI0X

chy—cosx”

1. Déterminer le domaine de définition de h.

2. Soit x € R. Domaine de définition et calcul de g: y — ffo"; h(x,y)dy?
Il faut oter le « Soit x e R », et étudier g: xeR— ffoo: h(x,y)dy.

3. Soit f € €°(R4,R). On suppose que t — e~ ' f(t) est intégrable sur R. Montrer que
t— h(x, 1) f(t) est intégrable sur R, .
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Exercice 4.1.147 * Centrale PC 2015
+00 el — ebt

Soient (a,b) e R avecO<a<betF: x — fo —= cos(xt)dt.

1. Montrer que F est définie et de classe €' sur R.

2. Vérifier qu’il existe CeER tel que VxeR, F(x)= %ln( Zi:ﬁ) +C.

3. Prouver que F(x) = —% f0+°° h(r)sin(xt)dr o h est une fonction a préciser. En déduire
C.
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